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《托马斯 大 学 机 积分 》 是 受到 广泛 烷 淮 的 《托马斯 微 积分 》 的 精 编 版 本 ， 这 个 精 编 版 证 根据 
当今 大 学 微 积 分 混 程 的 目标 取舍 主题 ， 浓缩 题材 ， 使 其 更 适 于 教学 和 学 习 ， 辣 时， 标书 继 环 
和 发扬 原 奢 的 优点 ， 坚 持 难 确 性 和 严 江 性 ， 罕 出 应 用 ， 强 调 练 半 和 技能 训练 ,融和 人 现代 化 技 
玉手 段 ， 并 且 保 持 良 好 的 可 读 性 . 

本 书 前 半 部 分 讨论 一 元 函数 的 微 积分 ， 其 中 包含 对 陆 数 的 复习 ; 后 半 部 分 论述 多 元 两 数 
的 微 积分 

本 书 适合 作为 高 等 院 校 理工 科 本 科 课 程 教材 或 教学 参考 节 ， 同 时 也 林 作 为 科学 技术 人 员 
的 自学 用 书 . 
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详 者 序 


呈现 在 读者 面前 的 这 本 《 托 己 斯 大 学 微 积 分 》( Diniaersity Calculns) ， 塔 称 是 与 时 俱 进 、 精 益 发 
精 和 推陈出新 的 典范 之 作 . 

本 书 脱胎 于 著名 的 《4 拭 马 斯 微 积分 》( 7Homes Catculus) ， 由 麻 省 理 开学 院 资 诬 老 教授 GG. B. 托 
马 斯 编著 ， 这 本 大 作 是 享 蕉 世界 的 少数 经 典 微 积分 学 教材 之 一 ， 并 上 在 麻 省 理工 学 院 和 美国 其 
他 .此 大 学 长 其 使用， 该 书 从 1951 年 出 版 到 近期 的 第 11 版 面 此 .历经 半 个 名 世纪 的 改进 ， 成 为 
美国 主流 教材 之 …， 其 使 用 经 入 不 襄 ， 充 分 显示 出 它 的 影响 力 和 价值 . 《托马斯 徽 积 分 》 过 去 的 
闻名 赴 《 微 积分 和 解析 几何 》( Catewdws and 4natytic Ceometryr)， 自 第 10 版 更 改 为 现在 的 和 名称 ， 它 
的 内 容 包 括 我 们 通常 所 说 的 微 积 分 以 及 高 等 微 积 分 的 部 分 预备 知识 ， 

& 托 妾 斯 大 学 微 积 分 》 是 # 托 与 斯 微 积 分 》 的 精 编 版 本 ， 为 了 更 好 地 适应 大 学 微 积 分 教学 的 需 
要 ， 作 者 三 全 美 大 学 范围 内 作 了 凋 毒 ， 新 书 就 是 在 麻 节 的 基础 上 依据 作者 征询 的 意见 改 卫 而 
成 的 . 

微 积 分 诞生 十 17 世纪 后 半 叶 ,成熟 于 19 世纪 末 和 20 世纪 初 ， 在 牛顿 和 莱 布 尼 芯 探测 最 初 
形态 的 微 积分 后 ,经 过 200 余年 的 发 展 ， 改 进 和 完善 ， 于 20 世纪 初 形成 以 微 积分 为 核心 的 现代 
数学 分 析 的 经 典 理 论 。 发 明 微 积分 是 数学 史 二 继 创 立 欧 几 里 得 几何 学 的 第 二 个 里 程 碑 ， 它 一 方 
面 疯 定 了 现代 数学 本 身 的 基础 ， 由 此 开创 了 数学 各 个 学 科 分 支 飞 速 发 展 的 新 时 代 ; 劳 一 方面 ， 它 
战 为 近 300 年 来 促进 科学 技术 革命 ， 推 动 自然 科学 、 工 程 技术 以 太 人 文科 学 全 面 进步 不 可 或 缺 的 
工具 .不仅 如 些微 积 分 还 以 其 唯物 六 证 和 思辩 的 自然 哲学 思想 ， 深 刻 地 影响 着 人 们 对 客观 世界 
的 认识 和 正确 思维 方式 的 形成 ， 发 明 微 积分 是 人 类 有 史 以 来 取得 的 最 伟大 的 科学 成 就 之 一 ， 电 
格 斯 曾经 精辟 地 指出 :“ 在-- 切 理论 成 就 中 ， 未 必 有 什么 像 17 世纪 下 半 叶 微 积分 的 发 明 那 样 被 看 
成 人 类 精神 的 最 高 胜利 了 .” 

正 是 由 于 微 积分 在 推动 社会 前 进 中 所 起 的 作用 和 所 相 的 地 位 ， 当 令 微 积分 已 成 为 大 学 教育 
中 理 丁 科 以 及 其 他 技术 学 科 万 至 大 文学 科 - - 切 大 学 生 的 必修 课程 ， 也 是 当今 /大 知识 阶层 需要 
擎 握 的 一 门 学 问 ， 学习 微 积分 学 不 同 于 学 习 读 者 从 中 学 阶段 就 接 击 的 算术 ， 人 代数、 三 角 和 儿 何 
学 ， 这 些 课 程 主要 涉及 以 经 验 和 直 党 为 基础 的 空间 形式 和 数量 关系 的 一 般 演算 与 推理 ， 而 微 舱 
分 如 不 同 、 它 需要 建立 更 深 雇 次 的 概念 和 方法 ， 这 也 说 明 为 何 欧 几 里 得 几何 学 早 在 公元 前 两 个 
世纪 就 建立 起 完整 的 演绎 体系 ， 而 微 积分 在 两 干 多 年 之 后 才 被 发 现 ， 丸 经 过 几 百 年 的 演变 始 至 
二 完备， 由 于 这 种 差异 ， 选 择 学 习 微 积分 的 教材 便 成 为 一 个 重要 问题 . 

已 经 出 版 的 微 积 分 学 教科 书 数 以 千 计 ， 经 过 长 期 的 白 然 选择 过 程 ， 也 不 过 优 秀之 作 ， 不 过 普 
遍 适 用 于 一 般 大 学 的 教材 并 不 多 见 . 《托马斯 大 学 微 积 分 》 继 承 和 发 扬 了 & 托马斯 微 积分 》 的 传统 
优点 ， 融 人 新 材料 和 新 教学 思想 ， 整 合 题材 ， 调 整 结构 .使 之 更 便于 组 织 教 学 和 更 易于 阅读 ， 可 
谓 " 青 出 于 蓝 而 胜 于 蓝 ”. 

本 书 集中 地 展现 出 诸多 令 人 瞩目 的 特点 

第 一 ， 坚 持 微 积分 的 如 下 教学 晶 标 ， 以 最 快 的 步伐 使 学 生 了 解 微 积分 的 基本 概念 ， 掌 握 其 分 
桥 方 法 和 理论 基础 ， 获 得 实际 应 用 能 力 ， 为 他 们 尽早 进入 现代 数学 、 科 学 技术 和 其 他 应 用 领域 敌 
好 准备 - 

第 二 ,力求 按照 微 积分 学 创建 和 形成 的 过 程 讲述 微 积分 ， 从 根本 上 说 ， 数 学 的 概念 ， 方 法 和 


N 


理论 来 源 于 实践 和 经 验 ， 微 积分 更 不 例外 ， 发 明 微 积分 的 过 程 万 是 从 现实 世界 的 “原型 " 提炼 油 
积分 的 概念 、 方 法 和 理论 的 过 程 ， 徽 积分 往往 给 初学 者 带 来 图 难 的 原 央 是 最 后 形成 的 抽象 概 全 
和 严密 理论 脱离 了 斑 实 世界 ， 变 得 难以 理解 .本 片 运 用 大 其 窗 于 启发 性 的 实例 引领 读者 进 人 讨 
论 的 主题 ， 从 中 归纳 出 定义 和 定理 ， 然 后 髓 把 微 积分 形成 的 理论 和 方 尘 付 诸 应 用 ,展现 其 "来 菠 
点 脉 "， 在 这 里 ， 微 积分 不 是 神秘 的 ， 枯 炬 亚 昧 的 ， 而 荐 自然 的 、 生 动 有 趣 的 . 

第 ， 坚 持 严 格 性 标准 ， 本 书 音 然 不 采用 纯粹 从 抽象 概念 各 定义 出 发 推导 结论 和 定理 的 讲 
述 方式 ， 但 是 ， 演 绎 论证 毕竟 是 建立 严密 理论 系统 所 必需 的 ， 本 节 非 常 重视 产 格 性 ， 对 于 重要 的 
概念 和 定义 给 出 形式 化 描述 , 对 二 大 部 分 定理 和 推论 给 出 严格 证 明 ， 或 者 指出 证 明 的 步骤 : 对 于 
少数 未 秘 证 胡 的 定理 各 推论 留 作 习题 让 读者 证 明 ; 只 对 少数 超出 本 书 范围 的 定理 才 和 留待 高等 微 
积分 教程 去 证 明 . 

第 四 ， 为 帮 有 勤学 生 掌握 微 积 分 方法 和 培养 解决 应 用 问题 的 能 力 ， 提 供 了 卡 富 多 彩 的 各 类 忆 
题 ， 等 一 节 有 围绕 主题 的 习题 ， 等 一 章 有 指导 复习 的 问题 ， 实 习习 题 以 及 补充 和 提高 习题 ， 所 有 
这 些 习 题 构 成 一 个 完备 的 题库 ， 其 中 包括 各 种 类 型 各 不同 难度 的 习题 ,习题 总 二 将近 6000 道 . 
涉及 数 、 理 、 化 、 生 、 地 和 天 文 等 白 然 科学 ， 气 象 和 环境 科学 、 军 事 和 航天 技术 ， 医 学 和 生命 科 
学 ， 经 济 学 材料、 能源、 交通 和 工程 技术 ， 以 及 数 掌 本身. 不同 读者 可 以 选择 适合 二 自己 的 
习题 . 

第 五 , 注意 使 微 积分 同 现代 计算 机 工 其 相 结合 ， 部 分 习题 要 求 使 用 CAS( 计算 机 代数 系统 ). 
CAS 是 能 够 进行 微 积分 计算 和 采用 符号 形式 求 微 积分 的 系统 ，Maple 和 Mathematica 就 是 这 样 的 数 
学 庶 用 软件 系统 ， 这 类 系统 带 有 各 种 软件 包 和 图 形 计 算 器 ,具有 很 强 的 计算 、 求 解 和 绘图 功能 . 
虽然 对 于 学 习 微 积分 而 言 ， 使 用 计算 机 工具 不 是 必需 的 .但 是 在 用 微 积分 解决 应 用 问题 时 这 些 
工具 无 疑 是 重要 的 ， 

总 之 ， 本 书目 标明 确 ， 题 材 适中 .组 织 严 密 ， 深 入 浅 出 ， 非 常 适 于 我 国 大 学 一 般 专 业 作 为 微 
积分 课程 的 教材 。 对 于 广大 白 学 数学 的 读者， 也 是 一 部 优秀 的 经 典 读物 . 

由 于 译 者 学 识 和 水 平 所 限 ， 译 文 难免 遗留 错误 ， 散 请 读者 指正 . 译 者 对 存在 的 错误 承担 机 
任 ， 并 力求 在 日 后 重印 时 修改 ， 


译 者 
2008 年 4 月 
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概览 ”这 本 《托马斯 大 学 微 积 分》 是 & 托 己 斯 微 积 分 》 利 为 精炼 利 步 调 更 快 的 改进 版 本 ， 保 持 
了 源 著 坚持 商标 准 和 突出 应 用 的 特点 ， 

从 一 本 精心 编撰 的 书 中 浓缩 题材 是 一 项 艰难 的 任务 . 我们 保持 & 托马斯 微 积 分 》 中 主要 思想 
的 谨慎 省 变 ， 并 用 拒 绝 降 低 其 严格 性 的 诱惑 我们 认为 ， 按 涡 标 准 会 溅 发 学 生 追 求 贞 越 才智 ， 男 
一 方面 ， 具 备 各 种 琐 数 的 坚实 基础 ， 对 于 理解 徽 积分 昆 极 为 重要 的 . 有 鉴于 此 ， 我 们 保留 了 放 缩 
后 的 第 1 章 ， 复 习 各 种 基本 丽 数 ， 我 们 理解 某 些 教授 宁 昕 患 过 这 种 复习 ， 但 由 相信 还 有 许多 学 生 
需要 再 次 阅读 这 些 材料 ， 第 1 童 不 是 对 微 积 分 的 简介 ， 而 是 对 普通 学 生 提 供 右 益 的 帮助 . 

当今 越 来 越 多 的 高 中 学 生 撮 悉 微 积分 中 的 术 诸 和 这 算 方法 然而， 当 他 们 进入 大 学 时 ， 对 
微 积分 概念 的 理解 通常 星 非 常 有 限 的 .我 们 认识 到 这 一 现实 ， 因 此 始终 专注 十 各 种 概念 以 及 它 
们 的 应 用 ， 

为 了 达到 《托马斯 大 学 袜 积 分 》 的 目标 ， 我 们 征询 了 很 多 同行 和 评论 家 们 的 意见 ， 他 们 帮助 
我 们 决定 哪些 主题 需要 保留 ， 哪 些 主题 应 予 不 缩 或 者 娇 除 ， 我 们 谨 以 这 本 新 上 书 对 他 们 的 精心 建 


教学 法 特点 


习题 “习题 和 例子 在 学 习 微 积分 中 扮演 着 全 关 重 要 的 角色 ， 本 书 收录 [出 现在 《托马斯 微 积 
分 》 以 前 各 版 中 的 许 雪 习题 ， 这 些 习题 是 那些 版 本 的 重要 组 成 部 分 .在 每 一 节 ， 按 主题 组 织 和 归 
类 从 计算 问题 到 应 用 问题 和 理论 问题 的 习题 . 这 种 安排 使 学 生 有 机 会 培养 应 用 徽 积 分 方法 的 技 
能 以 及 深化 他 们 对 窒 积 分 应 用 的 理解 . 

严 祝 性 ”始终 如 一 地 坚 待 严格 性 标准 . 我们 同时 给 出 形式 的 和 非 形 式 的 讨论 ， 分 清 琴 阁 之 
间 的 差别 ， 而 且 为 学 生 提 供 精 确 的 定义 和 易于 理解 的 证 明 . 课文 的 绢 织 使 本 书 的 题材 可 以 按 非 
形式 的 方式 讲授 ， 给 巴 教 师 一 定 程度 的 灵活 性 .例如 ， 昌 然 我 们 并 未 证 明 闭 有 界 区 间 上 的 连续 峭 
数 有 最 大 值 ， 但 是 我 们 精心 地 陈述 这 个 定理 并 用 它 证 明了 几 个 其 后 的 结果 . 

艺术 性 ”我们 认识 到 图 形 和 图 解 是 学 习 微 积分 的 重要 组 成 部 分 ， 我 们 格外 注意 用 图 撒 解 释 
相关 概念 的 清晰 性 ， 三 维 图 形 在 这 一 点 上 尤其 明显 ， 使 我 们 能 更 好 好 表示 深度 、 层 次 和 旋转 

章 后 备 习 问题 和 研究 题目 除 每 节 后 面 给 出 习题 之 外 、 每 章 以 复习 问题 、 实 习习 题 以 及 一 
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第 1 章 了 现 数 


概述 ”函数 是 学 习 微 积分 学 的 基础 ， 在 这 一 章 我 们 复习 函数 是 什么 ， 如 何 绘制 函数 的 图 形 ， 
如 何 对 函数 进行 组 合 和 变换 ， 以 及 可 以 用 来 对 函数 分 类 的 方法 ， 我 们 考察 微 积分 学 中 出 现 的 主 
要 函数 类 型 ， 其 中 包括 三 角 函 数 、 指 数 血 数 和 对 数 函 数 ， 此 外 ， 也 要 讨论 在 用 计算 蛋 和 计算 机 绎 
制 函数 图 形 时 可 能 出 现 的 失误 . 【对 于 实数 系 ， 笛 卡 儿 坐标 、 直线、 挑 物 线 和 加 的 重 习 放 在 附 
录 中 , ) 


1.1 郴 数 及 其 图 形 


两 数 是 用 数学 诸 言 描述 现实 世界 的 关键 成 分 ， 晒 数 可 以 用 二 程式、 数值 毒 和 图 形 表 未 ， 成 者 
少 文 字 拱 述 ; 本 书 中 我 们 将 采用 所 有 这 四 种 表达 函数 的 方式 ， 这 一 上 入 复习 函数 的 这 些 概念. 
1.1.1 西数， 定义 域 与 慎 域 

水 的 沸点 同 海 拨 高 度 有 关 ( 沸 点 随 海 拨 的 升 高 而 下 降 )， 现 金 投 凌 的 回报 依 回 于 投资 的 持 统 
时 间 . 贺 的 面积 由 加 的 半 黎 确定 . 物体 在 恒定 速度 下 沿 直 线路 径 运 动 的 距离 取决 干 经历 的 时 间 . 

在 每 种 情形 下 ， 一 个 变量 ( 例如 7y) 的 值 依赖 于 另 一 个 变量 ( 例如 x) 的 值 . 我 们 把 这 样 的 事例 
称 为 “y 是 x 的 函数 " ， 并 用 记 叶 表示 成 

y = Ax) 《法 作 "y 等 于 了 对 x 的 值 " ) 
在 这 种 表示 法 中 ， 符 号 了 代表 丽 数 ， 字 母 z 代表 /的 输入 值 的 自 变量 ， 而 y 是 因 变 量 或 /在 * 的 输 
出 值 . 


定义 ”从 集合 号 到 集合 了 的 函数 是 一 个 对 应 规则 ， 对 于 每 个 元 素 *e D 确定 唯一 的 ( 单 
| 个 ) 元 素 MLx) < 了 


所 有 可 能 输入 值 的 集合 刀 称 为 画 数 的 定义 域 ， 当 * 遍 电 吃 中 的 元 素 时 ,zx] 的 所 有 值 的 集 
合 称 为 函数 的 值 域 值 域 可 能 并 不 包含 集合 了 中 的 每 一 个 元 素 ， 靖 数 的 定义 域 和 值 域 可 以 为 任何 
对 象 的 集会 ， 不 过 在 微 积分 学 中 它们 通常 是 解释 为 坐标 线 上 的 点 的 实数 集合 ，( 在 第 11 章 至 第 
14 章 讨论 的 阻 数 ， 其 定义 域 和 值 域 集合 的 元 康 基 坐标 平 面 或 坐标 空间 中 的 点 . } 

通常 ， 函 数 用 公式 表达 ， 以 公式 描述 如 何 从 输入 变量 计算 输出 值 ， 例 如 ， 公 式 4 = 基 从 
六 半径 7 计算 圆 面积 4 的 规则 (在 这 个 公式 中 7 被 解释 为 长 度 ， 只 能 取 正 值 ). 当 用 公式 定义 函数 
时 ， 如 时 定义 域 没有 以 显 式 方式 说 明 或 者 由 上 下 文 限 定 ， 那么 假定 定义 域 是 使 公式 中 y 取 实 数值 
的 实数 x 值 的 最 大 集合 ， 即 所 亩 的 自然 定义 域 ， 如 果 亚 用 其 种 方式 归 定 定义 域 ， 那 么 必须 予以 说 
明 ，y=x’ 的 定义 域 是 全 体 实数 的 集合 ， 例 如 ， 为 了 限制 这 个 函数 的 自 变 量 x 取 正 值 ， 就 应 该 写 
成 “y=x ,x>0", 

对 于 用 公式 表示 的 函数 ， 当 改变 定义 域 时 ， 通常 也 改变 函数 的 值 域 ，y = x 的 值 域 是 
[0，w ) “7 =，x 安 2” 的 值 域 是 全 体 大 干 或 等 于 2 的 数 的 平方 值 的 集合 ， 在 集合 记号 中 这 个 值 
域 为 1 说 1x 且 21 或 11771734 或 [4， 上 四 小 

如 果 函 数 的 值 域 是 实数 集 ， 就 说 函数 是 实 值 的 . 一 个 实 变 量 的 许多 实 值 函 数 的 定义 域 和 值 
域 是 区 间或 者 若干 区 间 的 组 合 ， 区 间 可 以 取 开 区 间 、 闭 区 间或 半 开 区 间 ， 世 可 以 是 有 限 孜 间 或 者 
无 限 区 间 . 


2 对 上 」 量 


一 个 耳 数 犹如 一 台 机 器 ， 只 要 从 质数 定义 三 中 馈 


送 一 个 输入 值 <， 就 产生 它 的 值 域 中 的 一 个 输出 值 /(x) “证 pr 
《 见 围 1.1)， 计算 器 的 丽 数 键 就 是 把 函数 当成 机 器 的 例 。 “定义 城 ) ( 值 十 


子 ， 例 如 ， 计 算 器 上 的 t 键 ， 只 要 对 计算 器 输入 -一 个 非 ”图 i.1 把 函数 视 为 “种 机 丹 的 图 形 
负数 值 * 并 按键 ， 它 就 给 出 一 个 输出 值 (平方 根 ). 
函数 也 下 以 用 芋头 图 表示 ( 见 图 1.2)、 每 个 箭头 使 《wwr 一 
定义 域 万 中 的 一 个 元 素 同 集合 了 中 一 个 唯一 的 元 隶 关 “6 
联 ， 在 图 1.2 中 ,第 头 表示 f(a) 与 a 关联 ,fxz) 与 zx 关 人 
联 ， 等 等 ， 请 注意 ，- 一 个 函数 对 于 定义 域 中 两 个 不 同 的 。 站“” 定 头 域 沁 合 7 “ 包 售 值 域 的 食 合 
输 人 元 素 可 能 具有 相同 的 值 ( 如 几 1.2 中 的 f(a)), 但 图 12 从 集合 到 集合 的 两 数 ， 对 


是 对 每 个 输入 元 素 < 只 能 给 定 一 个 输出 值 人 x). 与 于 只 中 的 每 个 元 素 给 定 Y 中 
例 1 验证 下 浏 函 数 的 自然 定义 域 和 关联 的 什 域 一 个 叭 一 的 一 个 元 案 
解 公式 y=x’ 对 于 任何 实数 值 > 给 
定 一 个 实数 值 >， 所 以 函数 的 定义 域 为 “两 数 定义 城 ， 信 城 
(-m，m). y= 的 值 域 是 [0,， ww)， = 天 (到 mm] [0, «} 
因为 任何 实数 的 平方 是 非 负 实数 ， 而 每 7- (wm, OUD, m) (my OU(0, =) 
个 非 负 实 数 y 是 它 自身 平方 根 的 平方 ， 即 ?7 人 :0 
对 于 y=0, y= (六 yA fo 


公式 y = 二 对 于 x =0 以 外 的 每 个 实 
数值 > 给 出 .一 个 实数 值 y 我 们 不 能 用 0 除 任何 数 ，y = 上 ( 非 符 实数 的 倒数 ) 的 值 域 是 全 部 非 学 


1 
实数 的 集合 ， 因 为 y= 7Y 


公式 y = 好 仅 当 xz0 时 给 出 一 个 实数 值 y y =x 的 值 域 基 [0，m ) ， 因 为 每 个 非 负 实 数 是 某 
个 数 的 平方 根 (就 是 说 ， 它 是 其 自身 平方 的 平方 根 ). 

在 公式 y= YT-* 中 ,4 -x 不 能 基 货 数值， 就 是 说 , 4 - xz>0， 或 者 xsd4， 公 式 对 全 部 rs4 
给 出 实数 值 ” v1-z 的 值 域 是 [0，w ) ， 即 全 部 非 负 实数 的 集合 . 

公式 y= VT 交 对 闭 区 间 [ -1，1] 上 的 每 个 z 给 出 实数 值 在 这 个 定义 域 之 外 ，1 - 空 为 
负数 ， 其 平方 根 不 是 实数 ，1 -x 在 给 定 定义 域 上 的 值 从 0 变 到 1， 而 这 些 值 的 平方 根 也 是 从 0 
变 到 1， 所 以 ，viT 二 好 的 值 域 是 [0，11]. 虽 
1.1.2 孟 数 的 图 形 

如 果 / 是 以 为 定义 域 的 函数 .那么 ， 它 的 图 形 由 笛 卡 儿 坐 标 平面 内 以 了 的 成 对 输入 /输出 
为 坐标 的 点 组 成 ， 用 集合 记号 ， 图 形 记 为 

Cx, f(x)) ls e DI 

函数 /(x) =x +2 的 图 形 是 以 满足 yY=x+2 的 (+,y) 为 坐标 的 点 的 集合 ， 它 的 图 形 是 
图 1.3 中 画 出 的 直线 . 

函数 的 图 形 是 显示 函数 性 质 的 有 用 图 像 ， 如 果 (z。 7y) 是 函数 7 的 图 形 上 的 一 点 ， 那 么 、 
y =/(x) 是 其 图 形 在 点 z+ 上 的 高 度 ， 高 度 可 以 取 正 值 或 者 负 信 ， 这 取决 于 /(*) 的 符号 ( 见 图 1.4). 


图 1.3 f(x) =*+2 的 图 形 是 使 y 值 为 图 1.4 如 果 点 (zx, 7) 位 于 了 的 图 形 上 ， 那么 y=ftx) 
x + 的 点 (x，7Y) 的 集合 的 值 是 图 形 在 点 (x,，0) 之 上 的 高 度 ( 当 /{x) 为 
负 时 是 在 点 (x，0} 之 下 的 高 度 ) 


例 2 绘制 函数 y= 在 区 间 [ -2，2] 上 的 图 形 . 
解 ” 造 一 个 满足 方程 y=x 的 数 偶 (x，y) 的 数值 表 如 下 . 描绘 坐标 出 现在 表 中 的 点 (x.y)， 并 且 
画 一 条 经 过 这 些 点 的 光滑 曲线 (用 它 的 方程 标记 )( 见 图 1. 5). 


T = 于 
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图 1.5 例 2 中 丽 数 的 疼 形 血 
我 们 是 如 何 知道 y = x 的 图 形 不 像 下 面 两 凡 图 形 之 一 的 ? 


了 一 229 y= 


为 了 寻求 答案 ， 可 以 在 图 中 描绘 出 更 多 的 点 ， 但 是 ， 如 何 把 它们 连接 起 来 ”基本 问题 仍然 是 ， 如 何 
知道 图 形 确实 像 我 们 在 各 点 之 间 画 出 的 曲线 那样 ? 在 第 4 章 将 会 看 到 ， 这 个 问题 的 答案 包含 在 微 积 


4 逢 1 里 


分 中 ， 与 此 几时 ， 我 们 将 必须 确定 绘图 点 ， 并 且 以 我 们 能 够 做 到 的 最 佳 方式 把 它们 连接 起 来 . 
1.1.3 用 数值 表 训 示 画 数 

我 们 已 经 见 到 如 何 用 公式 以 代数 方式 表示 一 个 明 数 ( 求 面积 的 尊 数 )， 以 及 用 图 形 以 可 视 方 
式 表 示 一 个 冰 赣 5( 例 2 的 果 数 )， 表 示 画 数 的 另外 一 种 方式 星 通 过 数值 老 用 数值 方式 表示 工程 
师 和 科学 家 们 经 常用 数值 表 表示 函数 ， 用 例 2 中 pt 月 
介绍 的 方法 ， 可 以 在 计算 机 的 辅助 下 从 -个 特定 
的 数值 表 阁 出 胃 数 的 图 形 ， 促 由 数值 老 中 列举 值 
的 点 构成 的 图 形 称 为 散布 图 . 

例 3 音乐 的 音调 是 可 以 记录 下 来 的 空气 中 
的 压 玫 波形 ， 坟 1.1 中 的 数据 给 出 用 育 驻 产生 的 
-组 数据 ， 记 录 奈 力 波 形 的 位 移 与 以 种 计 的 时 间 
之 间 的 关系 ， 这 个 表 提 供 压 力 函数 闫 于 时 间 的 表 
示 ， 如 果 先 作 一 幅 散 布 图 ， 然 后 连接 表 中 的 各 个 图 1.6 通过 博 纤 点 的 光 消 曲线 给 出 由 表 1. 1 表 


数据 点 (1，p) ， 就 得 到 如 图 1.6 所 示 的 图 形 . 未 的 压力 函数 的 岁 形 ( 例 3) 
表 11 音叉 数据 

时 向 压 为 时 问 压力 
0. 000 91 -0.080 人 003 位 2 
0, O01 O8 0. 200 0.003479 D. 480 
.DNL 25 0. 480 .03 58 0.681 
.00001 看- 的 3 0D. Dod 16 0. 如 LO 
站 DOT 2 0. 86 0. O04 35 0.827 
©. 001 80 D. Bd4 0. 004 53 0.749 
六 001 98 0. 771 0. 004 71 站 581 
0.002 15 0. 603 0. O04 £9 0. 3456 
D. 002 34 0. 368 0. 005 07 0.077 
0. 002 53 0. 009 0. 005 25 -站 1 时 
0 002 71 -0. 141 0. 005 43 一 0. 320 
人. 00a 9 -0. 309 0.005 62 -0.354 
0.003 07 一 人 348 0. 005 79 一 个 248% 
.003 25 —0. 248 0. O05 98 -0 035 


1.1.4 分 段 定 兴 的 函数 

有 时 ， 函 数 在 其 定义 域 的 不 同 部 分 要 用 不 同 的 公式 描述 . 
一 个 例子 是 绝对 值 函 数 

1 1 = 全 * 半 9 
-x,， XxX<D 

它 的 图 形 在 图 1.7 中 给 出 ， 方 程 右 端 意味 着 当 =z0 时 痛 数 等 
十 x， 当 x <0 时 函数 等 于 -x， 下面 是 男 外 几 个 函数 的 例子 . 

例 4 孙 数 


—x, xX< 人 0 图 i.7 绾 对 值 听 数 的 征文 
fix = 和 Orel 域 为 ( - 色 ， 天 )， 
1l. wx>1 值 域 为 [0，m ) 


EE 禾 5 


定义 在 整个 实 线 上 ,但 是 在 x 的 不 同位 置 ， 旺 数值 由 不 同 的 公式 给 出 ， 当 x <0 时 ，r= -x: 当 

0<xel ,y=x; 当 *r>l1 时 ，y=1 然而 ,这 个 晒 数 从 好 是 y 

定义 城 为 整个 实数 集 的 耳 数 ( 见 图 1.8). 加 
例 5 对 于 任何 数 x， 责 数值 为 小 于 或 者 等 于 x 的 最 大 整数 

的 消 数 称 为 最 大 整数 西数 或 者 底 整 数 次 数 ， 用 | * | 表示 .图 1.9 

显示 这 个 的 数 的 团 形 ， 请 注意 : 


L2z41=2，LL9j=1，L0] = 0， L-12|-=--2 
[2|=2， 1L0.2| =0， -03|=-1， |-2'=-2 图 1.8 汕 数 =) 的 疼 形 ， 
在 定 义 域 的 不 同 部 分 
例 6 对 于 任何 数 x*， 也 数值 为 大 王 或 者 等 于 x 的 最 小 整数 用 不 同 的 公式 ( 例 4) 


的 少数 称 为 最 小 整数 函数 或 并 顶 整数 医 数 ， 用 [+ | 表示 . 
图 1. 10 显示 这 个 随 数 的 图 形 。 例 如， 在 停车 每 小 时 或 者 不 足 1 小 时 收费 1 美元 的 停车 场 ， 对 十 
正 的 * 值 ， 这 个 函数 可 以 表示 停车 * 小 时 应 付 的 停车 费 . 国 


图 1.9 最 大 整数 两 数 y =| 1_| 的 图 形 在 直 图 1.10 最 小 整数 酚 数 y7=| x | 的 图 形 在 
线 y=x 上 或 者 位 于 它 的 下 方 ， 所 直线 y =x 上 或 者 位 于 它 的 上 方 . 
以 它 提供 x 的 底 整 数 { 例 5) 所 以 它 提供 * 的 项 整数 ( 例 5) 


1.1.5 王 直 线 检验 法 

大 们 所 能 画 出 的 每 一 条 曲线 并 非 都 会 成 为 一 个 函数 的 图 形 ， 一 个 函数 /对 于 定义 域 中 的 每 个 
x 只 能 有 一 个 值 六 x)， 所 以 没有 任何 一 条 垂直 线 可 能 与 一 个 函数 的 图 形 相交 . -次 以 上 ， 因 此 ， 一 
个 呵 就 不 可 能 是 某 个 函数 的 图 形 ， 因 为 有 许多 垂直 线 同 圆 相 交 两 次 ( 见 图 1. 11a)， 如 条 & 在 明 数 
了 的 定义 域 中 ， 那 么 ， 垂 直线 * =a 与 /的 图 形 在 点 {a，fta}) 相交 . 


> y 


-] NU 


zi+ y= y= VI y= -WwW] -好 
耻 圆 不 是 一 个 明 数 的 图 形 ， b) 上 半圆 是 函 数 /tx)= WE 的 图 形 oj 下 半圆 是 函数 /oo0= -WA 记 关 的 图 彤 
它 不 能 通过 县 直线 检验 


图 1.11 
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然而 ， 图 1. 11a 中 的 阅 包 含 x 的 两 个 函数 的 图 形 : 上 半圆 由 函数 (x) = 1 -定义 ; 下 半 


较 由 glx) = - vtL -于 定义 ( 见 图 1.11b 和 图 1,11e)， 
1.1.6 函数 类 型 

在 微 积分 中 经 常会 遇 到 一 些 重 要 的 函数 类 型 ， 我 们 在 这 一 小 节 对 皮 数 类 雹 加 以 工分 ， 拭 日 
对 它们 作 草 要 描述 . 

线性 函数 ”形式 为 xz) = mx + 的 画 数 称 为 线性 函 教 ， 其 中 心 和 5 为 常数 .图 1. 12a 表示 一 
组 直线 f(x) = mu， 其 中 心 =0， 所 以 这 些 直 线 通 过 原点 ， 酌 数 .Flx) = x 称 为 恒 竺 函数 ， 其 中 
中 =1,， b=0， 常 值 酉 数 是 斜率 m=0 时 的 函数 { 见 图 1, 12b)， 具 有 正 斜 率 和 图 形 通 过 厌 点 的 线性 
函数 称 为 比例 关系 . 


y= 3x 


出 二 -1 m=1 


al 通过 原点 以 机 为 苦 率 的 直线 


定 尽 ”说 两 个 变量 ( 相互 ) 成 比例 ， 是 指 一 个 变量 癌 是 等 于 另 一 个 变量 的 常数 倍 ， 也 就 是 
说 ， 对 于 某 个 非 零 常数 上 ，y = kx 


各 帅 数 ”了 耳 数 放 tz) = 和 称 为 村 函数 ， 其 中 心 是 常数 ， 下 面 考察 几 个 重要 特例 . 

(a) wa=n,， 是 正 整 数 . 

Ax) =x" (n=1, 2 3, 4,5) 的 图 形 显 示 在 图 1. 13 中， 这些 函数 是 对 * 的 全 部 实数 值 定 义 
的 .请 注意 ， 当 秦 n 增 大 时 ， 曲 线 在 区 科 ( -1，1) 上 平缓 地 向 x 加 千 近 ， 对 于 1x1 >1， 曲 线 划 
更 陡峭 地 提升 ， 每 条 曲线 都 经 过 点 (1，1) 和 原点 . 


图 1.13 着 义 在 -mm <x<% 上 的 函数 育 x) =x" 的 图 形 , n=1, 2, 3, 4, 5 


(b) e= -1 或 = -2 
函数 抱 z) =x*' = 二 和 g(x) =z = 点 的 图 形 显 示 在 图 1. 14 中 ， 这 两 个 葡 数 是 对 所 有 zz0 


三 


三 用 7 


定义 的 (总 不 能 用 0 作 有 除数 )、y = 二 的 图 形 是 双 曲 线 ;y= 1， 曲 线 在 过 离 原点 时 趋 近 坐 标 轴 ，) - 


二 的 图 形 也 趋 近 坐 标 加 
1 1 区 2 
(ca, 3 本， 
列 数 放 x) =x ”=yx 和 g(x) =x'? = 
六 分 别 是 平方 机 隐 数 和 立方 要 两 数 ， 平 of i ” 
方 根 丙 数 的 定义 城 是 [0，w )， 立 方 根 pe = 
消 数 是 对 全 部 实数 定义 的 ， 它 们 的 图形 定义 城 :x 天 人 
以 及 y= 22 和 7 =x 的 图 形 显示 在 什 城 ，y>>0 
图 1. 15 中 . (回忆 一 下 ， x - Cx?)?, ayq=-1 bl 于 -2 
x = (x ).) 图 1.14 禾 函 数 放 x) =x" 的 图 形 
y 卫 
yy = 32 
| y= 
1 1 


1 Ol 1 

定 半 域 : BE Ao 定之 十 :，- 
定义 域 : -四 太 x 世 吕 

值 域 ， 9y<% 全 三 :0 y<o 


1 
定 迪 成 : 0 至 袜 芭 扣 
值 域 :dy 万 = 


图 1.15 等 两 数 /(x) =x 的 图 形 : e= 二 ,村 ,了 ,过 
多 项 式 车 
Plx) =ax ta x | + ax+ao 
则 函数 p 是 多 项 式 ， 其 中 4 是 非 负 整数 ， 数 ec ，a,，.…，a, 为 实 常数 ( 称 为 多 项 式 的 系数 ) 所 
有 过 项 式 的 定义 域 为 ( - wm ，wm )， 若 首 项 系数 a, x0 且 n>0， 则 # 称 为 多 项 式 的 次 数 ，mzx0 的 
线性 孙 数 是 一 次 多 项 式 ， 次 数 为 2 的 多 项 式 通常 写成 p(x) = mx + bx +c， 称 为 二 次 还 数 ， 与 此 类 
位 ,三 次 函数 是 次 数 为 3 的 包 项 式 p(x) =ax’ +bx! +cx+d 图 1.16 显示 三 个 多 项 式 的 图 形 ， 存 


第 4 章 要 学 习 绘 制 密 项 式 图 形 的 方法 . 


h) Q) 
图 1.16 三 个 多 项 式 隔 数 的 图 形 


有 理 函 数 ”有理 逊 数 是 一 个 商 或 者 比 
Ax) = 二 于 


qx) 
其 中 ptx) 和 g(x) 是 多 项 式 ， 有 理 上 数 的 定义 域 是 使 g(x) 0 的 全 部 实数 的 集合 ， 例 如 ， 所 数 


2x -3 
Ax) = 7x 二 4 


是 以 [x 1 - 子 } 久 定义 域 的 有 理 两 数 它 的 图 形 显示 在 图 1.17s 中 ; 图 117b 和 图 1 17e 显示 
的 是 另外 两 个 有 理 函 数 的 图 形 . 


a) by cy 
图 1.17 二 个 有 理 耳 数 和 的 图 形 


代数 函数 ”代数 涯 数 是 对 多 项 式 进行 代数 运算 (加 、 喊 、 乘 、 除 和 取 根 ) 构 成 的 函数 ， 有 理 
荐 数 是 代数 函数 的 特例 ， 图 1. 18 显示 三 个 代数 函数 的 图 形 ， 


yy 


a) bt €£) 
疼 1.18 三 个 代数 函数 的 图 形 


三 角 函 雪 我们 在 1.3 节 复 习 三 角 画 数 。 正 芝 函 数 和 余弦 函数 的 图 形 显示 在 图 1. 19 中 . 

指数 函数 ”形式 为 A(x) = 的 函数 称 为 指数 雷 教 ， 其 中 基 e >0 是 正常 数 且 #1， 所 有 指数 
函数 的 定义 域 为 ( -到 ，m )， 值 域 为 (0，~m ) ， 所 以 指数 旺 数 不 会 取 0 值 ， 我 们 在 1.4 节 介 绍 指 
数 阔 数 ， 图 1. 20 显示 几 个 指数 函数 的 图 形 . 


1) Fr) = sin x by fr} = cos x 


图 1.19 正 莎 聊 数 和 余弦 孙 数 的 图 撒 


-L -05 0 0s 1 -] -05 D 05 I 
Wr=2y= y= Dy=2 y=3 7 y= I 


图 1.20 持 数 函数 的 图 形 


对 数 函 数 ” 对 数 族 数 的 形式 为 丸 z) = log.x， 其 中 底 az1 是 正 值 常数 ， 对 数 函 数 是 指数 晒 数 
的 反 旺 数 ， 这 丙种 函数 的 微分 和 积分 在 第 3 章 和 第 5 章 讨 论 ， 图 1.21 显示 具有 不 同 底 的 四 个 对 
数 函 数 ， 在 每 种 情形 ， 定 尺 域 为 (0，m ) ， 值 域 为 ( -om ，am ) 

超越 函数 ”超越 函数 是 指 非 代 数 函 数 的 一 类 函数 ， 人 它们 包括 三 角 丽 数 、 反 三 角 范 数 、 指 数 函 
数 和 对 数 函 数 ， 以 及 许多 其 他 的 函数 ， 超 越 函 数 的 一 个 特例 是 悬 链 线 ， 它 的 图 形 具 有 县 和 桂 线 缆 的 
形状 ， 像 一 条 从 一 个 支柱 连接 到 另 一 个 支柱 上 的 电话 线 或 者 TY 电缆 ， 在 白 身 重量 的 作用 下 和 白 出 
毛重 ( 见 图 1. 六)， 定 义 这 种 图 形 的 函数 在 3. 11 节 讨 论 . 


图 1.21 4 个 对 数 晒 数 的 图 形 图 1.22 悬 链 线 或 者 悬挂 电费 的 思 形 {”* 悬 链 ” 
一 词 来 自 拉 丁 语 ， 意 为 "链条 ”1 


1.1.7 增 臣 数 与 减 函 数 
如 果 一 个 两 数 的 图 形 在 观察 者 由 左 向 右 移动 时 上 升 。 就 说 机 数 是 递增 的 ， 如 果 和 函数 图 形 在 
观察 者 由 左 向 右 移动 时 下 降 ， 就 说 函数 是 递减 的 ， 我 们 在 4.3 节 给 出 增 函 数 和 威 函数 的 形式 定 
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义 ， 在 上 邮 里 将 学 习 如 何 导 找 函 数 递 增 和 哨 数 递 碱 的 区 问 ， 下 面 是 从 图 1.13、 图 1. 14 和 图 1. 15 中 
摘出 的 一 些 例子 . 


陋 数 霜 增 区 和 间 更 诚 区 间 

= 0Osrco 一 名 《zs 
=x 一 四 之 区 四 无 

=]1zx 无 —- 吧 <i < 和 QO<r<m 
y=1/x 一 折 艺 下 所 人 0 Daxcm 

y= Osr<m 大 

了 = 和 2 OEx<w 一 中 < 下 们 


1.1.8 全 耳 数 与 窝 函数， 征 数 的 对 称 性 
偶尔 数 与 奇 丞 数 的 图 形 具有 特殊 的 对 称 性 . 


定义 ”对 于 尊 数 y= 所 x) 的 定义 域 中 的 每 个 +， 如果 有 f(t -x) =x)， 那么 / 称 为 上 的 人 
画 数 ; 如 果 太 -*) = - 败 x)， 那 么 / 称 为 的 硒 函 教 - ; 


奇 隙 数 和 惕 活 数 的 名 称 来 自 z 的 乘 宫 如果 Y 是 x 的 惕 次 娇 ， 例 如 在 7 =x 或 者 y=x' 中 ,vy 
就 是 x 的 侦 函 数 (因为 ( -x)? =x ,，( -x) =x')、 如 果 y 是 x 的 奇 次 矫 ， 例如 在 y=x 或者} = 加 
中 , 了 就 是 x 的 奇 函 数 ( 因 为 ( -x) = -xz，( 一 x)” = -加 )， 

偶 画 数 / 的 图 形 对 了 轴 对 称 ， 因 为 六 -*)= 乒 xs)， 点 (*s，y 让 位 于 7 的 图 形 上 当 且 仅 当 点 
{ -+*，7y) 位 于 /的 图 形 上 ( 见 图 1. 23a) 图 形 弛 过 y 轴 的 反射 保持 不 变 . 

音 画 数 上 的 图 形 对 原点 对 称 ， 因 为 扩 -x) = -大 xz ， 点 (*，7 位 于 了 的 图 形 上 当 且 仅 当 点 ( -=x， 
-3 位 于 了 的 图 形 上 ( 见 国 1.23b}， 这 等 从 于 说 ， 如 果 绕 原点 旋转 180" 转 形 保 持 不 变 ， 那 么 图 形 
对 原点 对 称 。 请 注意 ， 这 两 个 定义 隐 含 x 和 和 -x 必须 在 了 的 定义 域 中 . 


可 玫 忌 偶 国 数 ) 的 图 形 对 y 轴 对称 b 天 二 ( 奇 函 数 ) 的 图 形 对 原点 对 称 
图 1.23 


例 了 

fx) = 是 偶 画 数 : 对 于 所 有 x，( 一 x)* = 和 后 ;对 7 轴 对 称 . 

Kx) = 和 +1 是 偶 函 数 : 对 于 所 有 xz，( -x) ?+1= 式 +1; 对 y 轴 对 称 ( 见 图 1 24a). 

ftx) =x 是 奇 画 数 : 对 于 所 有 xz，( -x) = -x; 对 原点 对 称 . 

fix) =x+1 不 是 奇 晴 数 ; A -xx)= -x+1， 但 是 -大 xz) = -x-1， 这 两 个 函数 不 相等 ， 它 也 
不 是 偶 阔 数 : 对 于 所 有 x 二 0，( -x) +1 关 x+1( 见 图 1. 24b). 


引 ) 当 对 函数 J=e3 训 党 数 项 1 上 时、 所 得 b) 当 对 盯 数 =x 加 常数 项 上， 所 得 
男 数 y=x?+1 间 样 星 偶 函数 ， 它 的 月 于 y=x+] 不 再 是 奇 范 数 ， 对 康 
转 形 依然 对 ? 轴 对 称 点 的 对 称 性 消 先 
图 1.24 国 
习题 1.1 
在 习题 1 -4 中 ， 求 每 个 函数 的 定义 域 和 值 域 . 上 ， 把 P 的 坐标 表示 成 PP 与 原点 连 线 的 射 率 的 
Lf(x) =]1 +. 2 Fx) = 随 数 . 
3.F() = 4.gts) =—! 在 习题 11 ~ 16 中 ， 求 函数 的 定义 域 并 且 冲 出 
L A 函数 图 形 . 


在 习题 5~6 中 ,哪些 图 形 是 + 的 函数 的 图 形 ， 
娜 些 图 形 处 是 函数 图 形 ? 提出 答案 的 理 申 ， 


5. [ma) (b) 

~ ¥ 

+ + 

站 二 村 一 一 工 
6, (a) tb) 

? : 


?7 把 等 边 三 角形 的 面积 和 周 长 表 示 成 三 角形 边 长 * 
的 晓 数 . 

& 把 正方 形 的 边 长 表示 成 正方 形 对 角 线 长 度 的 
隘 数 ”然后 把 正方 形 的 面积 表示 成 正方 形 对 角 
线 长 度 过 的 函数 . 

,把 空 方位 的 边 长 表示 成 立方 体 对 角 钱 长 度 d 的 
蒋 数 ”然后 把 立方 体 的 表面 积 和 体积 表示 成 立 
方 体 对 角 线 长 讼 d 的 函数 . 

10. 第 一 象限 内 的 一 点 了 位 于 函数 A(x) =yx 的 图 形 


吉 


ll/(x) =5 -2x. 1 (x) =] -24 -i. 
4. gz) = vlx|. 14. g(r) = vx. 
15. Fry =er ltl. 16. G1) =17111. 


17, 画 出 下 列 方程 的 图 形 ， 并 且说 明 它 们 为 什么 不 
是 * 的 画 数 的 图 形 . 
{a}) i'y| 三 工 【bb 和 2 = 于. 
元 画册 下 列 方程 的 图 形 ， 并 且说 明 它 们 为 什么 不 
是 x: 的 晒 数 的 图 形 . 
taj lxi + lyl =1. {Bjlx+yl =1. 
在 习题 [ -22 中 ， 画 出 函数 的 图 形 ， 
和 人 0! ， 
IAs) =- 人: 1 <x<2. 
Ll-x, QExEl, 
2 -x 1 <x2 
3 -rt， 半 1， 
2x, #1. 
lz, x<0, 
去 ， 工 实习 . 
在 习题 23 ~ 26 中 ,求人 每 个 图 形 代 表 的 函数 


20. g(x) ={ 
21. F(x) = { 


22. C(x) ={ 


ED lb) 


] 


24. {a} tb) 


25. {a) 


了 


(1 | 0 和 
1 
x 
3 


27. 当 x* 取 什么 值 时 
{a}L x |=0? 

28. 什么 实数 % 值 能 够 满足 方程 x | =「 * ]? 

29.「-x |= -| x | 对 于 所 有 实数 成 立 吗 ?提出 答案 
的 理由 . 

30. 画 出 函数 


{bj} x |=07 


[x1,x=0 
Ax} = {F2= 站立 个 
的 图 形 ， 丰 x) 为何 称 为 < 的 整数 部 分 ? 
在 习题 31 ~ 和 中 ， 夯 出 函数 的 图 撒 ， 如果 图 
形 存在 对 称 性 ， 那 么 是 什么 对 称 性 ? 说 明 函 数 在 晓 
些 区 间 上 是 递增 的 以 及 在 娜 些 区 间 上 是 递减 的 . 


31. 7y = — ri. 32.7 = -1. 

下 
33.7= -二 34.7=Tz 
35.7= “181. 36.y = 一 xz- 
B37, y= /8. 38.y = — yx. 
39.y = - x. 40.7 = ( -x) 7 
4L7=( 一 zz3. 42.7= -x 


在 习题 4 - 列 中 ， 指 出 画 数 是 偶 画 数 .、 奇 函 数 
或 者 妍 非 个 函数 也 非 奇 秋 数 ， 握 出 答案 的 理由 . 


4 x) =3. 44. f(r) =x 
人 zz) =x #1 Fr) = + x 
4, s(x) = + 48. g(x5) = + 3 一 1， 
49. g(x) = 一 $0. gl) = <—. 

x 一 人 x -| 
S10) = 二 5S2. ht) = 1 全 1. 
S3. h(t) =2r+1. 54. ht) =211| +1. 


到, 取决 大 小 为 22 英寸 嫌 14 英寸 的 扼 形 而 纸板 ， 

在 每 个 稻 上 切 去 一 个 边 长 为 x 的 相同 方块 ， 骨 

折 起 四 边 构 成 如 下 图 所 示 的 没有 了 硕 瘟 的 铺子 . 
把 盒子 的 容积 Y 表示 成 * 的 函数 . 
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1 | 


1 了 
二 


攻 


的 内 接 矩 形 . 

{aj 把 点 呈 的 y 堂 标 表 示 成 x 的 两 数 ( 本 以 从 写 
出 直线 48 的 方程 着 手 ). 

(1b) 把 短 形 的 面积 表示 成 * 的 咕 数 ， 


在 习题 57 和 58 中 ,指出 每 个 滑 数 及 其 对 应 的 
图 形 ， 不 要 使 用 给 图 工具 ， 并 且 提 出 答案 的 理由 . 
57. {a)y = 于. tb}y=x". tec}y=x". 


车 者 


了 了 


58. {a}y = 5x. {oe}y = 2 


(b}y=5". 


四 s9，(a) 一 起 辆 出 函数 x) = 序 和 g(x) =1 + 二 的 
图 形 ， 确 定 满足 


的 = 人 慎 . 
{5} 用 代数 方法 证 实在 (a) 中 求 的 值 是 正确 的 . 


60. (a) 一 起 两 册 函数 扩 *) = -3 和 &(x) = -2 的 


图 形 ， 确 定 满足 
3 .2 


x—1 和 十 了】 


61. 


v2. 


1.2 遂 数 组 合 及 移动 图 形 与 改变 图 形 标 度 
这 一 节 考 察 通 过 函数 的 结合 或 者 变换 构成 新 函数 的 主要 方法 


12.1 范 数 的 和 、 差 、 积 发 商 


的 x 人 慎 . 

tb} 用 代数 方法 证 实在 ta) 中 求 的 值 是 正确 的 . 
对 于 对 = 轴 对 称 的 脂 线 ， 点 (z，7y) 必须 位 于 有 曲 
线 上 当 且 仅 当 点 (zx，- yy) 位 于 临 线 上 ， 说明 对 
* 轴 对 称 的 曲线 为 忻 么 不 是 -个 丽 数 的 图 形 ， 
隐 非 师表 是 > = 他 

工业 成 本 ”人民 畏 市 电力 与 上 照明 公司 在 迈 阿 窜 汀 
上 有 -…- 座 发 电厂 ， 那 纽 的 河面 宽 800 英尺 ， 为 
六 架设- -条 从 发 电厂 到 对 上 岸 市 区 下 游 2 英利 处 
的 新 电缆 ， 穿 趟 河面 架设 电 编 每 英尺 花费 180 
美元 ， 沿 岸 边 架设 电 缴 每 英尺 花费 100 美元 . 


【不 撤 比 例 ) 


!al) 假设 电 缠 从 发 电厂 架设 到 同 对 岸 点 相 妇 x 
英尺 的 一 点 ， 写 出 通过 距离 * 表示 的 架设 
电 锡 的 成 本 函数 C(x). 

tb} 建立 一 个 数值 表 ， 由 此 判别 由 花费 最 少 的 
位 置 点 只 到 点 忆 的 臣 离 小 于 2000 英尺 或 者 
大 于 2000 英尺 ， 


辣 数 一 样 ， 函 数 可 以 相 加 、 相 减 、 相 乘积 相 除 ( 分 母 为 0 除外 ) 产生 新 的 函数 ”如 果 /, g 为 
函数 ,那么 对 于 属于 /和 8 的 定义 域 的 每 个 x ( 即 对 于 xe Dt Dig)) ,定义 函数 /+g, /-g 和 


大 的 公式 分 别 为 
(f+ 8) (x) 
Cf -g(x) 
Ex) 


= 大 zx) + g(x) 
= 成 x) - g(x) 
=f(x) g(x) 


在 DANplg) 中 g(x) x#0 的 任何 点 ,也 可 以 用 公式 


_ Ax) 
(A)( -全 


定义 函数 


(其 中 ,g(x} 天 日 ) 


请 注意 ,在 上 述 几 个 公式 中 ， 左 端的 + 号 、- 号 、 相 姜 各 相 除 分 别 表 示 务 数 的 加 法 、 减 法 、 
乘法 和 除法 运算 ， 而 右 端的 + 号 、- 续 、 相 乘 、 想 除 是 指 实数 护 z) 和 8(z) 药 加 、 减 、 乘 ， 除 . 
函数 还 可 以 用 常数 相 乘 : 若 < 是 一 个 实数 ， 则 对 于 /的 定义 城中 的 所 有 x， 由 
(oN (x) = fl x) 
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例 1 由 公式 
zy= 和 gr) = A 
定义 的 两 个 汪 数 ， 定 义 域 分 别 为 Dt) =[0. ww} 和 Dtg)=(-w，1]].， 这 其 个 定义 起 的 公共 点 
集合 为 


[0,wm ) NC(-m,1) = 70,1] 
下 表 概 括 两 个 晃 数 用 不 加 代数 组 合 产 生 的 公式 和 定义 域 ， 对 于 各 积 了 畏 数 语 也 记 为 fg. 
函 数 公 式 i 定 义 域 
f+ (f+) (ry) = + Ix 20, 1] =DPmnnptg 
了 一 可 (fg rt) = - Tr 0, 1] 
R-f tg (x) = Va 0, 1] 
f'g Uf B(x) Ae AT 0,，11] 
jg Fn A- -0，Dtx =1 除 外 ) 
er Er) = 到 于 = .GE < (0,， 1](x=0 除 外 ) 


国 
函数 /+g 的 图 形 是 在 每 个 点 xe DC MD(g) 通 过 对 应 的 y 举 标记 x) 和 g(x) 权 加 得 到 的 ， 邵 
图 1.25 所 水 ， 例 1] 中 f+g 和 fg 的 图 形 显示 在 图 1.26 中 1. 


-VE 


图 1.25 两 个 函数 相 加 的 图 形 图 1.26 函数 /+g 的 定义 域 是 了 和 gg 的 定义 域 的 交集 
合 ， 划 x* 轴 上 两 个 定义 域 重 赤 的 区 间 [0，1}; 
这 个 区 间 也 是 甬 数 /- g 的 定义 域 ( 例 1) 


1.2.2 复合 函数 
函数 复合 是 另外 一 种 组 合 画 数 的 方法 . 


定义 设 f, & 是 函数 ， 复合 隔 数 /og(“f 与 # 复合”) 由 
fog) tx) = g(x)) 
定义 .，f。g 的 定义 域 由 的 定义 域 中 那些 使 g(x) 位 于 /的 定 头 域内 的 数 x 组 成 . 


这 个 定义 表明 ， 只 有 当 g 的 定义 域 位 于 下 的 定义 域内 时 ， 才 能 构成 复合 函数 /。g， 为 了 求 
(fo。g) (x)， 需 首先 求 gtx)， 然 后 再 求 Ag(x))， 图 1.27 把 /sg 表示 成 一 个 机 器 图 ， 而 图 1. 28 
则 把 这 个 函数 复合 表示 成 箭头 图 . 


fo 
Le 
2 -J 
只 . 2 
i 了 
TY Ff, ma NR} 
岗 上 27 两 个 陋 数 可 以 在 这 样 的 x 点 复合 ， 外 要 和 SS 
一 个 西数 在 x 的 值 位 于 另 一 个 丙 数 的 定 7 
忌 域 肉 ; 这 个 函数 复合 用 了 。z 表示 图 1.28 /fg 的 箭头 图 


为 了 计算 复 会 两 数 / *g( 如 果 有 定义 )， 首 先 求 /(x) ,然后 求 gCA(z) )，g or 的 定义 域 是 /的 
定义 域 中 那些 使 让 x) 处 于 gg 的 定义 域 中 的 数 4 的 集合 . 

坝 数 /。g 与 g of/ 通常 是 完全 不 同 的 . 

例 2 设 /x) =Yz， g(x) =x+1,， 求 


a) (7 sg) (x). (bjtg oe (zx). {ce} UF sf) (x). (dd) (g eg) (x). 
解 
复合 定义 域 

(a} tf og) (zr) =f g(r)) = wx = vt [ -1，m) 

{bj (lg of) (x) = gf(x))} =f(x) +1 =yx +] [0，m ) 

(e} Cf oN (x) =KRs)) = VEY = VE = [0, 2) 

{qd})(g og) (2) =g(w{x)) =gtx)+l={x+1)+1 =x+2 (-w, om} 
为 看 出 f+8 的 定义 域 为 何 是 [ -1，w ) ,注意 g(x) =x+1 是 对 所 有 实数 x 定义 的 , 但 其 只 有 x+ 
1 兰 0 的 实数 属于 /的 定义 域 ， 就 是 说 蔓 求 = -1 本 

请 注意 . 车 六 zx)] = 而 gx) =vx, 则 Cf op) (x) = (1 = 和 但 是 F。g 的 定义 域 是 [0，% ) 
而 不 是 ( - %% ，w )， y 


1.2.3 移动 函数 图 形 

从 现 有 隔 数 产生 新 函数 男 外 一 种 方法 是 对 现 有 函数 的 
每 个 输出 值 或 者 对 它 的 输 人 变量 ， 增 加 一 个 常数 ， 新 郑 数 
图 形 是 原 消 数 图 形 作 如 下 地 直 移动 或 者 水 平移 动 后 的 图 形 . 


移动 公式 
符 直 移动 : Y=/(x) +k 
如 果 占 >0, 了 的 图 形 向 上 移动 上 个 单位 ; 如 果 上 <0， 
了 的 图 形 向 下 移动 || 个 单位 . 
水 平移 动 : =x + 让 ) 
如 果 坊 >0, 7 的 图 形 向 左 移动 产 个 单位 ; 如 果 天 <0， 
了 的 图 形 向 右 移动 1h 1 个 单位 _ 上 | 图 1.29 为 了 向 上 移动 (或 者 向 下 
例 3 移动 )f(x} = 的 图 形 ， 
(a) 在 公式 y=x 的 右 端 加 1， 得 到 y=x: +1]， 图 形 对 f 的 公式 加 正常 数 或 者 
向 上 移动 1 个 单位 ( 见 图 1. 29}. 负 党 数 ( 例 3(a) 和 3(b)) 
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(b} 在 公式 y=* 的 右 端 加 -2， 得 到 y=x -2， 图 形 向 下 移动 2 个 单位 ( 见 图 1. 29). 
te} 在 y=x 中 对 x 加 3， 得 到 y=(*x+3)*， 图 形 向 左 移动 3 个 单位 ( 见 图 1.30). 
(td) 在 y=1x! 中 对 x 加 -2， 热 后 对 结果 加 -1， 得 到 Y= 1x-21 一 1， 图 形 向 右 牧 动 2 个 单 
位 和 向 下 移动 1 个 单位 ( 见 图 1. 31). 国 
对 x 芭 [ 贞 常数 寺 * 加 负 常 监 
< 一 Jy wt 


y= {r+ 3 y=1t fy=(r- 2): 


图 1. 知 为 了 向 左 移动 y =x 的 图 形 ， 对 * 加 正常 数 ; 图 1.31 y= 1*1 的 力 形 向 右 移 动 2 个 单位 和 
为 了 向 右 移 动 图 形 ， 对 x 加 负 常 数 ( 例 3fc)) 向 下 移动 上 个 单位 { 例 3(d) ) 


1.2.4 改变 函数 围 形 标 度 与 反射 函数 图 形 
改变 表 数 7 = 产 *} 的 图 形 标 度 就 是 在 垂直 方向 或 者 水 平方 向 拉 长 或 压缩 图 形 ， 改变 图 形 标 度 
的 方法 是 对 函数 了 或 自 变 量 * 乘 一 个 相应 的 常数 <， 通过 坐标 办 反射 苇 形 是 取 * = -1 的 特例 . 


改变 图 形 的 敌 直 标 度 和 水 平 标 诬 以 及 反射 图 稍 的 公式 
对 于 e>1: ， 
y=oftx) 按 系数 ¢ 垂直 拉 长 的 图 形 ; 


y =x) 按 票数 。 策 让 压缩 /的 图 形 
7 =F cr) 按 系数 水平 压 缩 / 的 图 形 
7 = 川 过 ] 按 系数 水 平 拉 长 了 的 图 形 


对 了 于 c= -1: 
Y= -大 2 通过 * 轴 反射 了 的 图 形 “ 
y= 厌 -x) 通 过 y 轴 反 射 /的 图 形 


例 4 改变 y = 的 图 形 标 借 和 反射 图 形 ， 
(a] 垂直 标 度 ， 对 y= 右 盖 鳞 3， 得 到 y=3 闻 ， 按 系数 3 垂直 拉 长 图 形 ， 若 滋 3 ， 则 按 系 
数 3 压缩 图 形 ( 见 图 1. 32). + 
(hb) 水 平 标 度 : y = V35 的 图 形 是 按 系 数 3 水 平 压缩 
y=wz 的 图 形 ; y = \/ 于 由 是 按 系数 3 水 平 拉 长 y=vz 的 


图 形 ( 见 图 1.33)， 请 注意 , y = v3x = Y3Yx， 故 水 平 压 vz 
编 可 以 对 应 于 一 个 按 不 同系 数 的 垂直 拉 长 ， 同 样 ， 水 平 
拉 长 可 以 对 应 于 一 个 按 不 同系 数 的 垂直 条 缩 . 

{e) 友 射 : y= -yt 的 图 形 是 y=Yx 通 过 x 轴 的 反射 ; ”图 1.32 按 系 数 3 垂直 拉 长 和 压缩 
Y= vx 是 Y =x 通过 Y 轴 的 反射 ( 见 图 1 34). 超 Y= 江 的 图 形 ( 例 4(a)) 


Y= 3 


图 1.33 按 系 数 3 水 平 拉 长 和 讨 缩 y= 史 的 图 形 { 例 4(b)) 图 1.34 通过 坐标 轴 反 射 * = 天 的 图 形 


例 5 给 定 函 数 人 (x) =x* -4x +10( 厚 图 1. 35a) ， 求 压缩 图 形 和 反射 图 形 的 公式 ， 

{9) 按 系数 2 水 平 压缩 图 形 ， 青 通过 y 轴 反 射 图 形 ( 见 图 1, 35b). 

(b) 接 系数 2 垂直 不 缩 图 形 ， 青 通过 x 轴 反 射 图 形 ( 见 图 1.35c)， 
> 


y= li 22 + 加 } 


Fa = x 4x1+ 10 


引 了 史上 来 的 由 搓 bj 技 系 败 ? 水 平 不 缩 中 y= 的 节 控 条 数 2 县 直 上 庄 缩 a 中 =Air 的 
图 形 . 青 通过 ! 轴 反射 图 形 图形 ， 再 通过 + 轴 反 射 图 形 
图 1.35 


解 
(a) 在 /的 方程 石 端 用 -2x 代 换 *， 得 到 公式 

y= -2r) =(-2r) -4(-2x)+10 = 16t + 32x7 + 10 
{hbh) 压缩 图 形 的 公式 为 


上 __ 人 ， 1 
y= aA) = 了 +2x —5 中 


1.2.5 机 四 
在 附录 3 中 复习 圆 的 方程 .对 于 以 原点 为 中 心 和 z 为 半径 的 图， 在 标准 方程 中 { 匈 图 1. 36a) 
用 cx 代 换 x+， 得 到 
cx tr Ct) 


» >» 
4 


J 
4 


2 
cx + 兰 
了 ea 


—r 


al 贺 b} 撕 圆 ,G<c<1 椭圆.» i 
图 1.36 水 平 拉 长 或 者 压缩 一 个 圆 产生 椭圆 的 图 形 
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车 0<c <1， 方程 (1) 的 图 形 是 在 水 平方 向 拉 长 较 ; 若 “>1， 则 是 在 水 平 方向 床 纺 网 ， 在 嘎 


种 情况 下 ， 方 程 (1) 的 图 形 都 是 一 个 椭 网 ( 见 图 1. 36). 


注意 ， 在 图 1.36 中 ， 由 图 形 的 起 古 


都 是 -r 和 r 在 图 1.36b 中 ， 连 接 两 点 ( re、 0) 的 线段 称 为 椭圆 的 长 轴 ; 连接 两 点 (0. +r) 的 


线段 称 为 短 轴 ， 在 图 1.36c 中 ， 椭 圆 的 长 短 轴 业 倒 过 
来 : 长 轴 是 连接 点 (0, +r) 的 线段 ， 而 短 轴 是 连接 点 
{ 土 r/e, 0) 的 线段 ， 在 丙种 情形 下 ， 长 轴 都 是 长 度 较 长 
的 那 条 线段. 

如 果 方 程 (1) 的 两 端 用 + 相 除 ， 得 到 

a 十 中 =1 (2) 

其 小品 =re, b=r 车 a>b, 长 轴 是 水 平 轴 ; 若 a<6， 
长 轴 基 重 直 轴 ， 由 方程 2) 给 出 的 粮 国 以 原点 为 中 心 
{ 见 图 1, 37)， 

在 方程 (2) 中 用 x 上代 换 x 和 7 天 代 换 y， 得 到 
-A ， 0 = (3) 


本 


方程 (43}? 是 中 心 在 (二 ， 和 后 的 棋 贺 的 标准 方程 ， 在 9.4 节 
复习 椭圆 的 几何 定义 和 性 质 . 


¥ 
吉 


+ 全 
图 1.37 定 轩 + 和 =1 的 图 形 ， 革 中 
a>， 长 铀 是 水 平 轴 


习题 1.2 
在 习题 1 和 2 中, 求 f, ,f+g 和 /gg 的 定义 [和 [EE 
域 和 值 域 (ejfut el xr) ))， fF u(t) ) 
EAx) =x, H(AY= vx]. 8. 设 产 zx) = , 区 (T) = (x) =4r -8 长 下 
DH) = Wx+l, g(x) = wx- 列 复合 旺 数 的 公 
在 习题 3 和 4 中, 求 /，g, /Vg 和 gif 的 定义 域 fajA(CSCKz) ) )， (bjhCf g(x) )). 
和 值 域 {e) ath xr))). (qjgUtht x))). 
fry =2, g(x =r +1. Ley/it gt ht x))). (ffih( gx) ) ). 
4 f(x) =1, g(r) =1 +n, 人 Dd = 
、 _ 2 A 2 习 入 未 ,Eg, 
- 的 征用 人 全 人 六 和 了 中 -个 三 者 多 个 函数 的 复合 沙 数 . 
{ajfig(0)). (bet0)). 9 lay (bh}y =2. 
(cfgtx)). (djJgCKx))， (Sr=x {djy=4x. 
(eff -5)). (rf) gtg(2)). [ejy= wz 3) {Fy= (2r -6)3. 
{glAF(x) ). {hje(gtx)). 10. {a}y =2r—3. [ 
6. 设 Ax) =x 一 1,， g(x) =1A(x+1)， 求 下 列 复合 {cjy = 和 [dy =x -各 
函数 的 值 或 公式 : {e)r=2 zx 一 3， [y= Vx -3. 
(naltst1/2)}. (bye 12)). 11. 复制 并 填写 下 表 ; 
{el atx)), {d}gU x) ). 区 ( 工 ) fx) (了 生计) 
[et 2)), (Detet2)). la} x-7 J 字 
(gCA A) )， [hgtalr)). {by x+2 3x 7 
7. 没 afz)=4z-5，ufr) = 入， (x) =1/x. 求 下 {le) 2 -5 VE 
列 复合 函数 的 公式 : a ， 
(a) x ). (hyutAt oer) ). x-l1 +-1 - 


三 此 
{e) 加 f+ r x 
1 ? : 
12. 复制 并 境 相 下 表 ; 

&x) nD (Ff R(X) 
{a} 1- 1x1 ? 

| 

胃 x-l| x 

{b) . 在 t+| 
[el or lxl 
(1d) vx ? lxl 


在 习题 13 和 和 14 中，(8) 写 由 fog 和 of 的 公 
趟 ,，{b) 浇 每 个 业 数 的 定义 域 ，(e) 求 每 个 消 数 的 
值 域 . 


13. f(r) = vx+l, gtx) = 
14. f(x) =x, gx) = 一 并. 


15. 附 疼 显示 y = -x 的 图 形 移动 到 两 处 新 位 置 . 
写 出 两 个 新 图 上 找 的 专程 . 


全 置 ta} 


位 置 (b} 


1f。 附 图 显示 y = x 的 图 形 移动 到 两 处 新 位 置 ， 配 
出 两 个 新 闻 拱 的 为 程 . 


位 置 (a) 


17. 指出 fa ~-【d) 中 列 出 的 方程 在 附 图 中 的 对 应 
同形 : 
la}y= {x-1): -4. 
(ejy={(r+2)’ +2. 


(bjy= (x-2)’ +2. 
(td)y=(x+3)7 -2 
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性 内 图 显示 y= - z** 的 图 撒 移 动 到 4 钼 新 位 置 . 
写 出 每 个 新 疼 形 的 方程 . 


习题 19 ~-28 指明 对 给 出 方程 的 图 拱 称 动 儿 少 
单位 和 向 什么 方程 移动 。 写 出 移动 后 的 图 形 方 和 . 
然后 -起 吓 出 原 图 形 和 移动 后 图 形 的 草图 ， 并 内 标 
明 每 个 图 形 的 方程 . 

19. +y =49 下 穆 3， 左 移 2. 
20.x +* -25 上 移 3， 左 移 和 + 
21.y =x! 左 称 1 下 穆 1 

和 .7 =z 世 3 右 称 1， 玉 移 1 
23.7 =Jx 左 穆 0.8l. 

24.7 = -vxt 石 移 3 
25.7Y=2r-7 上 牧 7. 


26. y= (+l) +5 下 移 5， 右 移 1|. 


27.y=1Ax 上 移 1， 右 移 1. 
28. y=1/x 左 移 2， 下 移 上. 
在 习题 29 ~4% 中 ， 可 出 靖 数 的 图 形 . 
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第 1 昌 


29.y = wx +d. WM. y= v9 -x. 
31.7y= jx-2|. 32.7= 11-x1 -1. 
33.y=1+ vx-i. 34.y = 1 -ys. 
38.y = (+ 36.7 = (xB) 
37.7 = 1 x + 
39.y = Yrx-i1-l. .7 = {r+2) "+1. 
I 1 
41. 7= 2 .y= -2. 
43.y = +2 447= -1 
x + 这 
45,. y=— 46.y= 上 -1. 
(x—1} x 
条 .了 = 二 +1 48.7= 


4d9. 附 图 显 坟 以 [0. 2] 汶 定 兴 城 和 [0，1 了 为 信 城 的 
蝴 数 Fzy 的 图 拒 ， 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 
域 ， 并 日 三 出 它们 的 草图 ; 


x 


x 
2 


[af(x) +2. tb}Ax) -1. 
{el2F( x). 【1d -Ax). 
【ex +2). i Ax 1). 
(gf -x). {hy -r+1)+l. 


下 、 附 图 显示 以 [ -4, 0 为 定义 域 和 [ -3, 0] 为 什 
域 的 函数 g(r) 的 图 形 ， 求 下 列 丙 数 的 定义 域 和 
慎 域 ， 并 且 闸 出 它们 的 草图 : 


【aegf 一 中， tb) g(t). 
(ej ect)y +3. td}i—getr). 
{e}et —t+2). tfjett -2). 
[g}gtl -i). 【hj —gtt—4). 


习题 51 ~ 如 指明 对 给 定 函 数 进 行 拉 长 或 者 压 
缩 的 系数 和 方向 ， 求 拉 长 或 者 压 给 后 的 图 形 的 
方程 . 


S51,y=x* -]， 以 系数 3 厂址 拉 长. 
52,yY=x 1、 以 系数 2 水平 压缩 . 


53.y=1+ 1 ， 以 系数 2 生 直 让 纵 
x 


54.7=1+ 6， 


55.7 = vx+1， 以 系数 4 水 平 扑 给 . 
56. Y= w+， 以 系数 3 垂直 拉 长 . 
57.y= v4 x， 以 系数 2 水平 拉 长 . 
58. = v4 一 x ， 以 系数 3 脸 直 不 缩 . 
$9.7=1 一 x 以 条 数 3 水平 压 缩 . 
0.7Y=1 一 x 以 乘 数 2 水平 拉 长 . 
在 习题 6] ~68 中 ， 画 出 每 个 函数 的 殉 形 ， 男 
图 时 不 用 描 点 方法 ， 调 是 从 图 113 ~1.15 中 的 标准 
阴 数 之 一 的 图 形 开 始 ， 并 二 阅 用 -个 适当 的 变换. 


以 系数 3 水平 拉 长 . 


Gl.y= — v2xr+1. 62. y= - 壮 . 
.y= (r -1 +2， C$. T= (11 -x+2. 
1 2 

嫩 ,7 = 二- 66.7 下 + 1. 
67.y = 天 . GR y= -2z32 


69， 曾 出 函数 y= 1s -11 的 图 撒 . 
70. 厨 出 十 数 Y= wx1 的 图 形 . 

题 71 -六 给 出 椭圆 的 方程 ， 把 每 个 方程 计 
成 标准 形式 ， 并 且 呵 出 棋 圆 的 草图. 
71.9x2 +2577 = 225. 372. 16x: + 7 人 = 112. 
73. 3 + {ty -2) =3, T4. (x +1) +2Y = 小 
75.3(x—1) +2(y +2)* =6. 


7266fz 了) tf7- 二) = 54. 


77. 析出 本 加 起 + 汪 =1 左 移 4 单位 和 上 称 3 单位 
后 的 方程 ， 咽 出 这 个 椭 图 的 草图 ， 并 且 确 定 它 
的 中 心 和 长 轴 . 

78, 写 出 权 贺 二 + 姑 =1 布 殉 3 单位 和 下 移 2 单位 
后 的 方程 ， 吗 出 这 个 炳 圆 的 草图 ， 并 明确 定 它 
的 中 心 和 长 轴 . 

79, 假定 /是 偶 函 数 ，g 是 奇 画 数 , /和 都 定义 在 


整个 实 直 线 人 R 上 ， 下 面 定义 的 陡 数 哪些 是 偶 项 
数 ， 哪 些 是 奇 冰 数 ? 


(aj. [byFg. 【eg 
(djf = 六 le)g’ =g8. (TH og. 
{g}g < 【bjF ef (gs. 


80. 一 个 活 数 能 否 同 时 成 为 奇 函数 各 偶 函 数 ? 提出 
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答案 的 理 几 ， 此 以 及 (3) 两 种 商 的 用 虎 . 
加 81. (于 例 1) 起 罗 出 随 数 f(x) = 冯 恒 gx) = 加 82. 设 所 xz) =r-7. g(x) = 起 加 出 f 和 以 
/AT-x， 以 及 它们 的 (8) 和 、(b) 积 、(e) 两 种 及 fo。8 和 8 的 周 形 ， 
1.3 三 角 效 数 
本 节 千 习 贩 度 讼 量 和 基本 -前 叮 数 ， 
1.3.1 角 


角 是 用 度 或 者 狐 度 度量 的 ， 在 半径 为 上 的 圆 上 时 ， 贺 心 角 
4 28 的 绰 度 数 定义 为 国 心 靖 所 对 旺 :中 包含 的 “半径 单位 "的 
数量 ， 当 用 张 度 度量 时 ， 如 果 圆 心 负 用 8 表示， 这 就 意味 着 
8=s/Ar( 见 图 1,38)， 或 者 


| : -m9 《9 用 弧度 单位 ) (CD | 

车 圆 是 半径 +=1 的 单位 贺 ， 则 从 图 1.38 和 公式 (1) 看 出 ， 以 水 经 六 ?的 项 

纺 度 度量 的 圆心 角 8 就 是 圆心 角 从 单位 同 团 割 的 弛 的 长 度 ， 图 1.38 圆心 角 4'CB8' 的 弧度 度 妃 

因为 单位 圆 旋转 一 周 是 360" 或 者 2m 弧度 ， 放 有 是 数 日 = srr; 对 于 半生 
T 弧度 = 180° (2) r= 的 单位 圆 , #8 是 贺 

和 心 角 4 日 从 单位 喇 切 割 


的 弧 48 的 长 诬 


1 弧度 = (57.3) 度 或 1 度 = 开 (~0017) 呆 度 
T 180 


表 1.2 显示 某 些 基本 角度 的 度 度量 和 等 价 的 弧度 度量 . 


训 1.2 用 度 和 颖 度 度 量 的 角 


~1I80 -135 -90 


-37 


我 们 说 2 平面 内 的 一 个 角 处 于 标准 位 置 ， 是 指 它 的 项 点 位 于 原点 和 起 始 边 半 直 线 在 正 * 轴 
士 ( 见 图 1. 39》， 从 正 * 轴 接着 时 针 方向 度量 的 间 被 赋予 正 度量 值 ; 依 顺 时 针 方 向 度量 的 角 被 赋 


于 负 度 量 值 . 


终止 边 半 直线 


起 始 边 壮 直线 


起 冶 迪 半 直 线 


图 1.39 好 平面 内 处 于 标准 位 置 的 角 


描述 道 时针 旋转 的 角 可 以 任意 地 超出 2r 弧度 或 360*， 同 样 ， 描 述 师 时 针 旋 转 的 角 可 具有 各 
种 大 小 的 负 度 量 值 ! 见 图 1. 40). 
角度 惯例: 用 跨度 ”从 现在 开始 ， 本 书 假定 所 有 的 角 用 统 度 度量 ， 除 非 另外 明确 指出 用 度 或 
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> y * 
A 了 
+ A 是 + 
“ 氏 
Sr 马 
4 


疼 1 相 此 堆 扳 度 度 最 可 以 浪 止 值 眶 者 入 熏 ， 六 日 扣 以 超出 27 


者 某 种 其 他 单位 ， 当 我 们 提 钊 角 3 时 是 指 3 诈 度 (等 于 的 ") 而 不是 于 度 ， 存 对 角 和 进行 计算 时 、 
槛 把 计算 器 置 于 弧度 方式 , 
1.3.2 6 个 基本 三 角 函 数 

读者 或 许 熟 悉 用 直角 三 角 撒 的 边 定 义 锐角 的 : 角 晒 数 ( 见 
图 1.41)， 首 先 通 过 把 角 置 于 半径 为 r 的 圆 内 的 标准 位 置 ， 我 们 把 
这 种 定义 推广 到 钝 和 角 和 负数 有 加， 然后 利用 终止 边 半 直线 与 加 的 交 
点 Ptx, 7) 的 坐标 定义 角 消 数 ( 见 图 1. 42). 


正 纱 : sin 8 = 了 余 切 : esrg = 下 
余 政 : cos 86 = 六 正 割 : sec 8 = 一 
。 = 二 。 -和 
正切 ; tan 9 。 余人 齐 : cot 8 y 本 3 
这 些 推广 定义 当前 为 锐 前 时 同 直 角 三 角形 时 的 定义 一 致 . 钊 边 对 过 
此 外 ， 还 费 注 意 下 面 的 定义 ， 内 机 其 中 的 商 是 有 定义 的 : 图 1.41! 锐角 的 二 角 函 数 比 
= sm sl y 
lan 0 = oi cote = ng 
1 
sec0 = sg ceb= np 


正如 读者 可 以 见 到 的 那样 ，tan 8 和 sec 8 在 x=0 没 有 定义 . 
这 意味 着 当 8 为 上 下，+ 并 ，… 时 这 两 个 函数 没有 定义 ， 同 


样 。，cos 日 和 csc 8 对 于 y= 人 0 的 8 和 值 ( 即 8=0, +n， +27, ……】 
没有 定义 . 


对 某 些 角 击 言 ， 这些 三 角 哨 数 比 的 精确 值 可 以 从 图 1. 43 


图 1.42 通过 x,， 和 r 定 区 - 


般 角 8 的 三 前 函数 
的 三 角形 中 看 出 ， 例 如 ， 
Tl ml T_8 
30 下 万 ns 一 3 3 三 2 | 
万 2 3 
五 -上 工 3 Tl 
D9 4 万 人 6 三 2 上 3 三 
TT Tl 下 -。 厅 1 
tan = 1 tan 6 -万 tan 3 = v3 


图 1.43 两 个 常见 三 角形 的 


CAST 规则 ( 见 图 1.44) 对 于 记忆 基本 三 角 汝 数 何 时 取 正 值 或 者 弧度 角 和 边 长 


范 数 


2 了 
负 值 是 很 有 用 的 ， 例 如 ， 从 立 1.45 的 三 角形 中 看 出 
sin 竺 = 宇 ， cos 和 = 一 3 ， un 2 =- 疗 
fu 笃 . sin 全] = CC 汪 ) 
5 成 
sn 说 正信 全 部 取 下 值 
T Cc 
tan 服 正 值 cos 肥 正 慎 
财 1.44 用 一 句 话 "1 Studenta Take Caleulus” 图 1.45 用 于 计算 2mz3 弧度 的 正 汞 和 
‘全体 学 生 学 微 积分 ) 的 首 字母 记忆 余 强 的 三 角形 ， 边 长 从 直角 
的 CAST 规则， 说明 在 每 个 象限 哪些 三 角形 的 几何 关系 得 到 
一 角 函 数 到 正 值 


我 们 用 类 似 方 法 确定 显示 在 表 1.3 中 的 sin 8,coe 8 和 tan 8 的 值 . 
下 3 sin 8，ros 六 和 tan #8 对 于 选 定 8 值 的 取 值 


虚 -18s0 -135 -00 -45 全 0 45 bd 90 120 [35 150 1a0 270 360 
红 红 麻 )| 一 六 = 3 区 2 了 到 于 3 7. 至 本 
rosg | -1 六 0 择 1 号 冯 二 0 -二 站 < 光 -1 1 
lng | 0 1 -1 0 总 1 本 A 1 = 0 0 
OC 


1.3.3 三 角 函 数 的 周期 性 和 图 形 

当 度 量 的 角 9 和 8+27 处 于 标准 位 置 时 ， 它 们 的 终止 边 
六 直线 重合 。 因 此 ， 两 个 角 有 相同 的 二 角 阔 数值 ，sin (8 + 
27) =sin 8, tan( 9 +27) = tan 8， 等 等 ， 同 样 ， 有 cosa(8 -27m) 
=cos fF，sint 8 -27) =sin 0， 等 等 ， 我们 把 6 个 基本 三 角 两 
数 的 这 种 重复 性 质 称 为 周期 性 . 


定义 ”如 果 对 于 每 个 * 值 ， 存 在 一 个 正 数 p 使 得 
x+P) = 成 5) ， 就 说 函数 扰 *) 是 周期 性 的 ， 这 种 的 最 小 
值 称 为 了 的 周期 ， 


在 坐标 于 面 上 夯 三 角 明 数 的 图 形 时 ,通常 用 自 诗 量 * 表 
未 如 图 1.46 显示 ， 正切 函数 和 余 切 函数 的 周期 为 ， 其 余 
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A 


4 个 明 数 的 周期 为 2r， 此 外 ， 这 些 咕 数 图 形 的 对 称 性 者 明 ， 余 弦 晒 数 和 正 惠 是 数 是 个 两 数 ， 其 
侠 4 个 站 数 蚌 奇 听 数 ， 


值 域 ， -1< ye | 
疝 期 :28 值 域 : 


定义 域 :+ 玫 , + 
情 域 ， yy 所 -1 和 sw 宇 1 


定义 城 : #0 Tm. 227.... 
值 减 ;<r<x 


同期 ;2 周期 : 亚 
dl el nh 
几 1.45 贞 弧 度 度量 的 6 个 基本 三 角 函 数 的 图 彤 .每 幅 赂 形 的 闲 影 区 指示 三角 画 数 的 周期 性 
1.3.4 三 角 恒 等 式 
平面 内 性 何 点 P(z，7) 的 学 标 能 够 通过 它 离 康 点 的 距离 了 


和 半 直 线 goP 与 正 z 轴 形成 的 角 纺 表示 ( 见 图 1.42)， 由 于 wxr=  Plcosbsing 
cos 上 和 yxr=sinB， 所 以 

= reos8, Y=rsing 
当 r=1 时 ， 对 图 1.47 中 的 参考 直角 二 角形 应 用 勾 股 定理 ， 可 
以 得 到 等 式 
| - 一 


coa 0 + ein 和 =1 《3) : 


这 个 等 式 对 于 所 有 9 值 成 立 ， 是 三 角 学 中 最 常用 的 便 等 式 ， 分 四 | 47 。 县 久 8 的 参 攻 一 角形 
别 用 cos*8 和 sin*'8 除 这 个 恒等式 的 两 端 ， 得 到 


1 +tan'8 = sec38 


1 + cot 可 = csc 


下 面 的 公式 对 所 有 角 4 和 号 成 立 ( 见习 题 33 和 54). 


加 法 公式 
cos(A+B) = co AcosB-sind sing 
sintA4 + B) = sin Acos B+eosdAsinB 


《4) 
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对 于 cos(4 一 如 ) 和 sin{4 -如 } 有 类 伺 的 公式 ( 见习 题 35 和 36)， 本 书 所 需 的 所 有 二 角 居 等 式 
从 公式 (3) 和 (04) 导出， 例如， 在 加 法 公式 中 用 8 代 换 4 和 ,得 到 


Cou 28 = econ sim 条 


sin28 = 2 angrosg 


| 信 币 公式 
| (5) 


其 他 一 些 公 式 由 公式 
cos sO + Sin = |, onsa20 - sin2B = cos 28 

组 合击 成 ， 把 这 两 个 公式 相 加 得 到 2 cos*8=1 +cos 28， 从 第 -个 公式 减 第 二 个 公式 得 到 2 sin:8 - 

1 -cos 28， 从 这 个 结果 推出 在 积分 学 中 很 有 用 的 下 述 恒等式 : 


上 
vos = ts 2 (6) 
sig = 二 os 28 (7) ， 

1.3.5 余弦 定律 

若 a, 5,r 基 三 角形 48C 的 边 ,8 是 同 e 边 相对 的 角 ， 则 有 
| | cs (8) 


| - | 


这 个 公式 称 为 余弦 定律 . 

如 果 引 入 党 标 轴 ， 以 C 为 原点 和 沿 三 角形 的 一 条 边 
为 正 * 轴 ， 如 图 1. 4 所 东 ， 我 们 就 能 看 出 这 个 定律 为 什么 
成 立 ，4 的 坐标 是 (8,，0); 8 的 坐标 是 {a cos 8, a sin 的 ， 
因此 ，4 和 8 之 间距 离 的 平方 为 

co =(a cos0- b+ {a sin p)? 


=a' (eos:0 + sain) + 6b -2ab cos 8 


=a + -2ab cns gd 
余弦 定律 是 对 勾 股 定理 的 推广 若 9 = mx2， 则 cos 8 = 图 1.48 4 各 号 之 同上 距离 的 平 
0， 即 得 所 =@: +. 方 给 出 余弦 定律 
1.3.6 三 角 范 数 图 形 的 变换 
靖 数 图 形 的 移 位 . 拉 长 、 正 缩 和 反射 的 规 其 总结 在 下 图 中 ， 这 些 规 则 适用 于 本 节 所 讨论 的 -- 
前 函数 . 
迁 址 拉 长 或 压缩 ; 惟 真 移 位 
若 为 负 ， 则 对 * 轴 反射 
y= aftMHx +ce)+d 


水 平 拉 长 成 压缩 : 水 平移 位 
车 为 页 ， 叮 对 z 轴 反射 


2 


把 变换 规则 应 用 于 下 总 中 数 ， 给 出 一 般 正弦 呆 数 或 者 正统 曲线 的 公式 
fx) = 4sin [ 择 (x -oO]+D 


共 中 141 是 逢 幅 ， 


习题 1. 3 

1, 在 半径 为 [0 m 的 较 上 ， 没 (a) 国 心 前 =4trz5 弧度 ， 
{b) 圆 心 朋 =110"， 它 们 对 着 的 弧 长 蚌 才 上 少 ? 

2 在 半 种 为 8 的 圆 上 上 ， 设 -- 段 张 的 长 度 为 1D T. 
求 这 段 狐 对 着 的 贺 心 角 的 底 度 和 度 的 度量 . 

3 在 直径 为 12 英寸 的 圆 盘 周边 标 出 一 段 弧 ， 人 局 两 
个 问 点 到 加 盘 中 心 的 连 线 构成 80* 角 . 达到 
17190 英寸 精度 的 弛 长 应 是 名 少 ? 

4 把 1 m 直径 的 轮子 宪 中 平面 上 向 前 滚动 30 cm， 
轮子 转动 的 角度 是 儿 少 ? 请 用 弧 岩 数 ( 按 1710 
弧度 的 精度 ) 和 度数 ( 按 座 的 精度 } 回答 . 

5., 复制 并 且 填 写 下 面 的 国 数 信 表 ， 如果 函数 在 某 
个 给 定 和 角度 没有 定 祥 ， 填 人 ”UND” 砂 赣 合用 
计算 器 或 者 数值 表 . 


他 -了 -273 [4 2 访 人 


Rin 8 
roaso 
tn 
eeot 自 
sec 入 
ca 


5 复制 并 且 填 写 下 面 的 溯 数 值 表 如 时 了 晴 数 在 某 
个 给 定 角 诬 没 有 定义 ,十 入 “UND". 不 要 使 用 
计算 器 或 者 数值 表 . 


右 -47 和 2 -7 -TT TT ST 


这 个 四 嵩 
其 周期 (8) 


181 是 周期 , 忆 是 水 平 位 移 , 上 是 季 直 位 先 ， 下 图 手 示 和 给 出 不 加 项 的 图 形 解 释 . 


y= Asin { 父 c 一 人 + 上 二 


迹 个 轴 意 
直线 1 一 让 


在 习题 7 了 -12 中 纵 出 沽 角力 数 sin xz，roa x 和 
tan x 之 一 的 值 ， 如 果 * 位 于 指定 区 间 内 、 求 其 他 两 
个 二 角 畏 数 的 什 . 


mr 下 
?ain x= EE =e[ 3 ， "| 
B. tan x =2, se[o, 于] 
9.cos x = 十 ， xe| - 子 ， ol 


10, om x= - 言 ， xs | 至. "| 
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Lenx= 了 ,xs[ =， 32] 
12. sin t= -二 ze[". 至 . 
在 习题 13 ~ 22 中 ， 本 出 十 数 的 图 形 . 每 个 隔 
部 的 周期 是 升 么 ? 
1 sin 2x. 14. sin Cr/2). 
1$. eos Trx. 16. eas 于 
17, —sin 于 了 总， 一 eof 2TTt. 
下 T 
19 wos (至 20.sin {x+ 字 ) 
21. sin (=- 玫 j+1 22. cos (x+ ) -1 


在 志平 面 (# 为 水 平 轴 ，s 为 垂直 轴 ) 内 喇 出 涩 
题 为 -6 中 话 数 的 图 形 ， 每 个 晃 数 的 周期 是 什么 ” 
每 帼 转 形 有 什么 对 称 性 ? 
23. 5 = cot 324. 


25. = sec (2) 


24.1:= 一 tan Tt 


26. 4 = esc (=z)} 


向 
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R27 18) :起 下 出 yscena x 和 7 =mec x 的 图 撒 ，-3m 人 2 和 
# 呈 37 解说 seey 辐 von x 的 值 和 符 绒 相 
头 的 性 质 . 

{hb) 一 坊 籼 出 y=sin * 和 7=eac x 的 图 彤 ，- 7 志 
xs2m， 解 说 rac x 则 sin zx 的 值 和 符 寻 相关 
的 性 质 . 
网 28， 起 汕 出 y=tan x 和 y=eot x 的 图 形 ，-7 二 x 碟 
7 解说 cot 4 问 tan x 的 什 和 符 叶 相关 的 性 质 . 
29， 一 起 晤 出 y = sinx 和 y=| sin * | 的 图 形 . Lsinx | 
的 定 尽 域 和 倩 墟 是 什么 ? 
30.， :起 凑 出 y=sinz 和 7y = 三 sinx 的 图 形 .[ sinx ”， 
的 定义 域 和 信 域 是 什么 ? 
在 习题 31 ~36 中 ， 用 加 法 公式 推导 恒等式 ， 


31. Ak 一 总 ) = snr 32 cos{ * + 了 了) = — sin x, 


33， sinf > + 到 ) = CO Xk. 


35. wus(A -日 } = rogs 4 cos B+ain A sinB (YJ 是 53 
给 出 一 种 不 则 的 排 导 ). 

条 .sinof4d - 刁 ] =aiod ecos 呈 -con hain 可 

37。 如 果 在 一 角 恒 等 式 cos{ 4 -8) = coa 4 oa 四- 
ain 4 sm 加 中 取 号 =4， 那 么 会 出 现 什 么 结果 ? 
答案 同 你 已 知 的 菜 些 事 实 相符 四 ? 

38， 如 果 在 加 法 公式 中 肥 =2”m 会 出 现 什 么 结果 
答案 同 你 已 知 的 某 些 事实 相符 吗 ? 
在 J 是 了 ~ 机 中 ,用 sinx 和 wosx 表 不 给 定 的 

外 数 值 . 

3 coaf Tf + %). 


41. sn( 之 -中 


4. sin( 一 至 ) = ~ cog x. 


40, sinf2m -x). 
42. coe[ 至 + 
43 未 si 这 的 镇, 把 它 作为 sin( 卫 + 于 计算 
44. 求 eon 了 的 值 ， ef 


45. 并 co 六 的 值 , 白米 sin 多 的 值 . 


在 习 题 47 -50 中 , 求 消 数 的 值 . 
77 ,na2 . 工 
47. cos a .vos 地 
.2 3 机 
49, sin py 340. sin a 


51. 正 数 和 公式 ”两 角 和 的 正 切 的 标准 公式 为 


iantA + B) = 0A +n 


1 -tandAtanBn 
试 推导 这 个 公式 . 
52.( 续 习 炸 引 1) 推 旦 tant 4 -号 ) 的 公式 ， 
53， 对 附 财 中 的 一 角 彤 ， 应 用 余 蕊 定律 推导 cos( 4 - 
号) 的 公式 . 


< 


54.{ a) 对 全 等 丈 sin 9=cos( 到 - 引 应 用 rot4 -8) 
的 公式 ， 求 得 sn(4 + 品 ) 的 加 法 公式 . 
bl) 在 习题 35 的 cosf4- 吾 ) 公 式 中 ， 用 -日 代 
拉 晶 推导 coat 4+ 综 ) 的 公式 . 
55. 设 一 角形 的 边 e=2. 上 =3， 角 三 =60*， 米 过 -< 
的 长 度 . 
56. 设 二 角形 的 边 a=2, 上 &=3， 般 C=40°. 求 过 > 
的 长 度 . 
57， 正统 定律 ” 正 艾 定 律 表 述 如 下 : 若 a, ,+ 其 
三 角形 三 个 角 的 相对 边 ， 则 
ih 吉 = sin8 = sin 尼 
a 了 c 
利 出 附 图 和 恒等式 gin( 5 -B) =sin 8( 如 果 需 要 
的 话 ) 推 导 这 个 定律 . 
上 | 
< 由 c , 点 
8 C 3 一 一 一 一 
58. 设 三 前 形 的 边 a=2, 上 =3， 角 站 = 后 "( 同 避 题 
和 55 一 样 )， 利 用 正 紫 定 律 求 角 日 的 正弦 值 ， 


5. 


et. 


设 二 角形 的 边 e =2, 角 44=m4,， 和 角 B- ni. 

求 角 4 的 对 边 a 的 长 度 . 

近 概 公式 se=x 如 果 * 以 弧度 度量 ， 当 > 

的 数值 很 小 时 ，sin x ~x， 知 道 这 个 近似 公式 既 

常 是 有 用 的 ， 在 3.10 节 将 会 看 到 此 公式 为 什么 

成 立 ， 如 条 1x1 <0.1， 近似 公式 的 误差 小 于 

1/SO0U, 

1a)] 把 绘图 器 置 于 弧度 方式 ， 在 原点 处 的 视窗 
中 一 起 给 制 y= sin x 和 y=x 的 图 形 ， 在 原 
点 附近 观察 到 什么 变化 ? 

(3 把 绘图 器 置 于 魔方 式 ， 再 次 在 原点 处 的 视窗 
中 一 起 绘制 y = sn x 和 y=x 的 图 形 ， 这 时 图 
形 同 在 弧度 方式 下 得 到 的 图 形 有 什么 不 间 ? 
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【ec) 强度 方式 的 快速 检验 ”核对 你 的 计算 器 是 5, 周期 了 设 常数 4=3, C=D=0. 


再 杜 在 弧度 方式 环 ， 对 麻 点 附近 的 z 值 (网 {8) 对 于 值 玉 = 1，3，2%，5m， 鸭 出 站) 在 [区 
如 *=0.1) 计 算 win x， 如果 sin * 属 x， 表明 问 -47 志 x 所 47 .的 图 形 。 描述 当 周期 增 
计算 器 处 于 诛 魔 方式 ; 藻 则 ， 计 算 器 不 晨 加 时 一 般 正 弦 函 数 的 图 形 发 生 什 么 变化 . 
点 度 方 式 ， 斌 作 检 篇. 1b) 图形 在 B8 坡 人 负 值 时 发 生 什 么 变化 ”试用 到 = 
在 习题 61 ~64 中 ， 对 正弦 哨 数 当 作 般 正 束 -3 和 日 = -2m 给 图 - 
顺 数 656， 水 平 称 位 己 设 常数 4=3， 此 =5， 电 = 
fry = A in (A -OD (a) 对 于 值 C=0, 1, 2 哺 出 不 二 在 区 间 一 4m x 二 
47 上 的 图 形 ， 描 述 - - 股 正 弦 申 数 的 图 形 当 
了 确定 4， 加 ，C， 呈 ， 并 且 厢 出 它们 的 草图 . C 经 过 正信 增加 时 淮 生 什么 变 北 . 
ly=2 sin ts+T) ol. (b) 图 形 在 局 取 负 值 时 发 生 什 么 变化 ? 


62.y= ain Crm) + {ej 对 蕊 应 赋予 什么 最 小 正 值 才能 使 图 不 她 现 


1 
2 2 水 平移 位 ”用 一 幅 阳 形 证 实 你 的 等 案 . 
63.y = -之 sin (至 小 + 去 67. 垂直 移 位 D 设 常数 4=3, 8=6, C=0. 
站 {a} 对 于 值 口 =0，1，3 别 出 志 x) 在 区 间 -4m 雪 
4. = sin TE, 上 > x 夺 4T 上 的 图 形 . 描述 一 般 正 续 晴 数 的 冉 
在 与 题 65 ~ 68 中 ， 用 岁 形 方式 考察 . 般 正 区 [b} 图形 在 D 取 负 值 时 发 生 什 么 变化 ? 
函数 向 ,振幅 4 设 常数 8=5, C=D=0. 
2 (a) 撕 述 … 般 正弦 葡 数 当 才 经 过 正 值 增加 时 发 
fz) = Aain( Bx -C)]+ 生 什 么 变化 ， 通 过 对 值 4 = 1. 5,9 画 出 
在 改变 常数 4，8，C，D 的 值 时 的 变化 用 -种 太 x) 的 图 形 证 实 你 的 答案 . 
CAS( 计算 机 代数 系统 } 或 者 计算 机 绘图 器 执行 习题 {bj 图形 在 4 取 负 值 时 发 生 什 么 变化 ? 
中 的 处 理 步 又 . 
1.4 指数 函数 


这 一 节 我 们 用 直观 的 方 落 介绍 指数 遇 数 的 基本 性 质 和 生 用 ， 在 第 5 章 郊 根据 微 积分 的 重要 概 
念 和 结果 给 出 更 严格 的 论述 . 
1,4.1 指数 的 性 质 

当 一 个 正 数 P 加 倍 时 ， 它 增加 2 倍 而 变 成 2P， 如 昌 肯 加倍 ， 它 变 成 2(2P) =2:P， 第 二 次 加 
倍 给 出 2(22P) =23P 继续 用 这 种 方式 加 倍 ， 导 致 我 们 考察 函数 扩 *) =2"， 这 个 函数 称 为 指教 孙 


数 ， 因 为 变量 = 出 现在 2" 的 指数 中 ， 像 g(x) = 10" 和 A(x) = { 于) 这 样 的 因数 ， 必 另外 的 指数 


函数 的 例子 一 般 而 言 、 如果 a 关 1 是 正 数 ， 两 数 
fix} =a" 
是 以 # 为 基 的 指数 函数 ， 

例 1 设 在 2000 年 在 储 蔷 账户 存 人 100 美元 ， 这 笔 存款 以 自然 增 如 的 利率 增值 ， 按 每 年 (一 
年 一 次 )5. 5 名 的 利率 计算 复 利 、 假 定 对 这 个 账户 不 圭 追 如 存款 ， 也 不 搬出 储 金 ， 给 出 描述 这 个 
账户 在 x 年 后 存款 额 4 的 函数 的 公式 . 

解 ” 如 果 =100， 在 第 一 年 底 账 户 存款 额 为 原来 存 人 款项 加 上 增加 的 利息 ， 即 


P+ 人 


0)? = (1 +0.055)P = (1.055)P 
在 第 二 年 底 账 卢 再 次 获得 利息 ， 存 款额 增加 到 
(1 4+0.055) . (1.055PY = (1.055)2P = 100 (1.055): (P = 100) 


苹 恤 29 


继续 这 个 计算 过 程 ， 在 + 年 后 峰 户 存 教 竹 达到 
4 = 100 :1.055)’ 
这 起 以 1.055 为 基 的 指数 琐 数 的 倍数 ， 表 1. 4 显示 账户 头 四 年 自然 增加 的 存款 额 . 请 注意 账户 每 


年 的 存款 额 总 是 等 于 1.055 乘 前 一 年 的 慎 ， 表 1.4 储 蓝 账 户 存 堵 额 的 增长 
通常 ， 在 x 年 后 的 存款 额 为 P(t +r)'， 其 中 让 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
年 仓 数 额 ( 英 元 ) 增加 值 ( 闫 尺 ) 
为 利 究 (用 小 数 表 示 ). i 一 一 人 
对 于 整数 指数 和 有 了 理 数 指数 ， 指 数 师 数 六 xz) = 2001 100(t1.055) = 105. 50 $0 
a" 的 值 用 下 面 的 算术 方法 计算 .如果 x =n 是 正和 整 2002 100{1.055)7 = 1L 0 $.80 
燥 , @ 册 a 自 事 #4 次 得 到 : 2003 100(1.05577 =117.42 06. 12 
a a 2004 10071, 055)+* = 123. 38 6, 8 


rn 十 时 于 


芳 x*=0, 则 e = 若 *= -n,n 为 某 个 于 整数 ， 则 


若 x=1An, rn 为 某 个 二 整数， 则 
ea” = ya 
这 是 正 数 ， 当 其 自 乘 a 次 时 结果 为 a， 若 x=p/g 是 任何 有 理 数 ， 旭 
ay = War = (IF) 

如 集 z 是 无 理 数 ，e 的 合 义 就 不 那么 清楚 了 ， 但 是 它 的 秆 可 以 考虑 通过 越 来 越 接 近 x 的 有 理 
数 定 尺 。 这 种 非 形 式 化 方法 是 建立 在 指数 也 数 图 形 的 基础 上 的 ， 在 第 5 章 我 们 将 用 严格 的 方法 定 
庆 a 的 值 . 

在 1.1 和 节 颖 示 过 几 种 指数 函数 的 图 形 ， 这 里 再 次 把 它们 展现 在 图 1,49 中 ， 这 些 图 形 描绘 指 
数 函 数 对 所 有 实数 输入 x 的 取 值 ， 在 无 理 数 x 处 选 沁 函数 值 使 图 形 不 出 现 “ 断 点 "或 " 跳 变 "， 尖 
然 ， 这 些 用 壮 不 是 严格 的 数学 术语 ， 但 是 它们 足以 瑚 达 非 形式 化 的 概念 ，、 我 们 的 意思 是 指 当 x 为 
无 理 数 时 ， 选 择 a” 的 值 使 阻 数 Ax) =a’ 是 连续 的 ， 这 是 在 下 一 章 要 仔细 探讨 的 一 个 概念 ， 这 种 
选择 保证 当 & > | 时 图 形 保 持 递增 的 性 质 ， 或 者 当 D < a <1 时 图 形 保 持 递 减 的 性 质 ( 参见 
型 1.49)， 


?= 3 


-| ”一 0.5 0 0.5 ] 
A Y= y= ,y= 107 Dvr=2 ,y= y= 10™ 


图 1.49 指数 函数 的 图 形 


指数 画 数 服从 大 家 熟悉 的 下 列 指数 法 则 ， 当 指数 为 整数 或 者 有 理 数 时 ， 这 些 法 则 很 容易 用 
代数 方法 验证 ， 在 第 5 章 我 们 要 证 明 它 们 对 全 部 实数 指数 成 立 . 


指数 法 则 
车 >0 入 训 >0， 则 下列 法 则 对 所 有 实数 x 和 yy 成 立 : 
ll} a :oa = (2) 和 = “ 【3) 【人 = 
Lr 

i ， 本 
(4 ee {ab) (5) 和 ={ 人 
例 2 
【1135 。 3 -34510007 一 3418. (4097 - v0)! =( 6 = 10. 

10 

{3] (5) = 5 5 =25. (4)177 .8" = (56)". 

4 [| 4'” 2 
(< 各 二 


1.4.2 自然 据 数 西数 8“ 

对 于 自然 现象 、 物 理 现象 以 及 经 济 现象 ， 用 来 建立 异型 的 最 重要 的 明 数 首 推 自然 指数 函数 ， 
它 的 基 是 特殊 的 数 ee 是 一 个 无 理 数 ， 它 精确 到 9 位 小 数 的 值 是 2.718 281 828， 用 这 样 -个 数 
而 不 是 像 比较 简单 的 数 2 或 10 向 基 ， 看 起 来 似乎 很 奇怪 ， 用 e 做 基 的 有 利 条 件 在 主 它 简化 徽 积 
分 中 的 许多 计算 . 

只 要 注意 图 1. 49a， 就 能 看 出 指数 晃 数 的 图 撒 随 着 基 的 增 大 页 变 得 更 为 陡峭 ， 陡 度 的 概念 鼠 
通过 图 形 在 一 点 的 切线 的 斜率 表达 的 ， 函 数 图 形 的 切线 在 下 一 章 确切 定义 ， 俱 是 在 直 现 上 | ， 图形 
在 一 点 的 切线 是 一 条 直线 ， 同 图 形 恰好 在 那 一 点 相 切 ， 像 对 一 个 圆 的 切线 .图 1.50 显示 = 
对 于 几 个 a 值 的 图 形 穿 过 y 轴 时 的 斜率 ， 请 注意 ， 当 a =e 时 ， 和 斜率 怡 好 等 于 1 若 a<e， 则 斜 
率 小 于 1， 而 当 a>e 时 斜率 大 于 1， 这 是 使 数 < 在 徽 积分 中 很 有 用 的 社 质 ，y = e' 的 围 形 在 它 穿 
过 ? 轴 时 的 科 率 为 十 


疼 1.50 在 指数 函数 中 ，y =e 的 图 形 具有 这 样 的 性 质 ， 当 它 穿 过 7 轴 时 切线 的 斜率 于 恰好 等 于 1; 
对 于 小 于 ”的 基 { 例如 2 ) ， 其 料 率 理 小 ， 而 对 于 大 于 e 的 基 ( 例如 3 ) ， 共 斜率 更 大 


在 第 3 章 ， 我 们 利用 这 个 斜率 性 质证 明 ，。 是 { 1 + 二 】 当 = 趋 于 无 穷 大 时 通 近 的 值 ， 这 个 结 


时 提供 计算 e 值 的 一 种 方法 ， 至 少 是 一 种 近似 方法 ， 图 1. 51 的 图 形 与 数值 表 展 现 这 个 表达 式 的 
性 质 ， 以 及 当 * 变 得 起 来 越 大 时 它 如 何 越 来 越 到 近 直 线 y = e~2.718 281 828{ 这 种 极限 概念 在 下 
一 章 精确 论述 }、 对 。 的 严格 讨论 在 第 5 章 进 行 . 
1.4.3 指数 增长 与 指数 页 减 

指数 函数 y= 所 "被 频繁 地 用 于 建立 指数 增长 或 者 指数 衰减 的 模型 ， 其 中 上 是 非 霍 党 数 。 丽 数 
7=yoe“ 当 上 >0 时 是 一 个 指数 增长 寞 型 ， 当 让 <0 时 是 一 个 指数 责 减 模型 。 这 里 ) 代表 常数 ， 指 


Fir = + dix 


-ID -8 -6 -4 -2 0 2 #4 6 8 I0 


图 1.51 f(z) = (1 +17x)' 的 几 肛 与 数值 表 ， 阶 青 表 明 当 * 越 来 超大 时 ， 
大 3 起来 超 明 近 =2.718 281 828.… 


数 增长 的 一 个 例 了 是 连续 复 利 ， 用 y =P - e" 作 为 模型 ， 其 中 P 是 最 初 存款 ，/ 是 用 小 数 表 未 的 利 
党 , [是 同 r 的 单位 一 致 的 时 间 ， 指 数 豪 威 的 一 个 例子 是 模型 y=4- em"， 表 冰 放 射 性 元 康 
碳 14 随时 间 的 训 减 这 里 4 是 碳 14 原 有 最 ，: 是 以 年 为 单位 的 时 间 ， 碳 14 衰减 用 于 测定 生物 体 
遗体 (如 申 帝 、 种 千 和 本 器 ) 的 年 代 ， 图 上 ,52 显示 指数 增长 和 指数 误 碱 的 图 形 , 


一 | - — | 
-05 D 05 1 15 2 25 3 
引 指数 增长 的 图 彤 ，#=j .520 b) 指 吾 误 减 的 图 形 ，A= -1320 
图 1. 人 2 


例 3 投资 公司 经 常 使 用 y= Pe" 作 为 计算 投资 增长 的 模型 ， 用 这 个 模型 跟踪 在 2000 年 以 年 
利率 5.5 铭 投资 100 美元 的 增长 情况 . 
解 令 :=0 代表 2000， ,=1 代表 2001， 等 等 ， 指 数 增长 模型 为 y(:) = Pe"， 其 中 心 =- 100( 原 
始 投资 )， "=0.055( 用 小 数 表示 的 年 利率 )} ，! 是 以 年 为 单位 的 时 间 . 为 预测 4 年 后 的 2004 年 账 
户 的 情 攻 总额, 好 上 =4 并 计算 
y{4) =100e™ = 100er? 
=124. 61( 准确 到 计算 器 的 美 分 值 》 
这 同 例 1 每 年 按 复 利 计算 的 账户 储蓄 总 额 123. 88 美元 形成 对 照 . [ 
例 4 实验 室 试验 表明 ， 某 些 元 素 的 原子 以 辐射 的 形式 散射 它们 的 部 分 质量 ， 原 子 剩余 部 分 
重新 构成 菜 种 新 元 素 的 原子 ， 例 如 ， 放 射 性 碳 14 训 变 成 氮 ; 锣 最 终 训 变 成 销 ， 如 果 ;是 在 时 间 
0 存在 的 放射 性 原子 核 数 日 ， 那 么 在 以 后 尾 何 时 间 原子 核 的 数量 将 是 
Y= ", r>0 
数 r 称 为 放射 性 物质 的 讲 变 率 ( 在 5.6 节 将 会 看 到 如 何 推导 这 个 公式 )， 对 于 磋 14， 当 1 以 年 为 度 
量 单位 时 ， 已 经 从 试验 测定 衰变 率 大 约 是 >=1.2 x10“， 试 预测 866 年 后 碳 14 剩余 量 的 百分数 . 
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解 ”假设 研 14 原子 核 初始 数量 为 y, ，866 年 后 的 剩余 其 是 
77(866] = p00 HM ue 
= (0.901)7o( 计算 器 计算 ) 
就 是 说 ，866 年 后 剩余 的 碳 14 大 约 为 原 有 数量 的 0%， 所 以 机 14 衰变 原 有 原子 核 数 自 的 10% 左 
右 ， 在 下 一 节 的 例 6 中 ， 将 会 见 到 如 何 从 一 种 衰变 物质 的 样品 中 求 放射 性 原子 核 数 日 存留 -- 灶 需 


要 的 年 数 ( 称 为 放射 性 物质 的 半 表 期 ). 


读者 可 能 感到 奇怪 ， 为 什么 要 用 确 数 族 y=e* (常数 上 服 不同 的 值 ; 南 不 用 一 般 的 指数 晴 数 y = 
a*， 我 们 在 下 一 节 将 证 明 ， 指 数 了 两 数 y =a' 同 取 适当 大 值 的 y=e* 是 相等 的 。 所 以 ,公式 y=e" 包 


含 全 部 可 能 性 ， 并 用 还 会 看 到 它 更 容易 使 用 . 
习题 1. 4 

在 当 题 1~6 中 ， 在 相应 的 坐标 平面 内 一 起 项 
出 给 定 曲 线 的 草 疼 ， 并 且 标 出 每 条 曲线 的 方 如. 
ly=2 ,y=4, y=3 ", y=t15)", 
y=3, y=8, y=2 °°, y=t14)", 
y=2', y= -2'. 
Y=3 ,y= 一 了. 
5S.y=e, y=1e', 
r= = -ee ". 

在 习题 ?~ 10 中 ， 夯 出 移 位 后 的 指数 曲线 的 
草图 . 
Tr=2*-l 和 Y=2 “一 1， 
y=3 +2 和 y=3 ”+2 
$y=1-e 和 y=1l-e 


y= -1-e 和 y= 一 【人 -PP 
在 习题 11 ~ 20 中 ， 用 指数 定律 简化 表达 式 . 
11. 162 ，16 一 1. 12. 9 . 9. 
13. 4 14. 3 
4 3 
15, {25 )". 16. {C13 2, 
17.24 . 75, 18, (7 (wwT2 
2 和 后 了 
,| 三 | . 20. | 交 |， 
19, 万] (全 


在 习题 31 ~ 24 中 , 凡 每 个 函数 的 定义 域 和 
值 域 . 


了 LA) = 了 22. g(t) = eost e'). 


23.g(D = VIt3 .24.f(4) = 二 


在 习题 25 ~ 28 中 ， 利 用 图 形 求 方程 的 近似 解 ， 
25. 2* =5. 26. e =4. 


1.5 反 函 数 与 对 数 函 数 


27.3' -0.5=0. 28.3-2 "=0. 

在 习题 29 ~36 中 ,利用 个 措 数 模型 和 给 图 

计算 器 佑 计 每 题 的 答案 . 

牧人 后 增 长 ”田纳西 州 诺 克 斯 维尔 市 有 5 和 0 万 人 
口 ， 并 且 以 每 年 .35 沉 的 速率 增加 ， 这 个 城市 
的 人 口 太 的 在 什么 时 屿 达到 100 万 ? 

加 人口 增 长 ” 西 尔 弗 - 鲁 苦 镇 在 1890 年 曾 有 居民 
4250 人 ， 假 定 人 口 每 年 以 2. 弛 务 的 速率 增加 . 
ia} 估计 这 个 镇 在 1915 年 和 1940 年 的 人 口 . 
[hb] 该 镇 的 大口 大 约 在 什么 时 起 达到 5 万 ” 

31. 放射 性 查 变 克 32 的 半 训 期 约 为 14 上 大， 假定 
开始 时 有 .6 克 砍 ， 

【ai 把 磁 32 的 剩余 量 表示 成 时 间 上 的 蚌 数 . 
ib} 克 32 的 税 余 量 将 在 什么 时 幢 隆 低 到 1] 克 ”? 

32， 如果 约 短 在 其 储 著 账 户 存 人 2300 美元 ， 年 复 利 
率 为 6% ， 约 输 的 账户 余额 需要 多 长 时 间 才 能 
达到 41 和 0 美元 ? 

33. 存款 翻番 ”如 果 储 荔 的 年 复 利 这 为 6 25 亿 ， 确 
定 存款 增加 一 悄 需 要 多 长 时 间 . 

34, 存 软 番 两 名 如 果 储 车 的 连续 和 龟 利 率 为 
5. 2 各 ， 了 确定 存款 增加 两 人 阅 需 整风 长 时 间 . 

35. 霍乱 茵 的 繁殖 ” 想 定 什 乱 菌落 从 一 个 菌株 开始 
寺 殖 ， 其 数量 每 举 小 时 增加 一 司 ，24 小 时 后 将 
有 多 少 雷 乱 菌 ? 

36. 消 峙 呈 病 ” 般 定 在 任何 已 知 的 年 份 ， 某 种 疾病 
的 发 病 束 以 加 双 的 速度 降低 如 果 现 在 有 1 万 
个 病 绩 ， 沉 要 经 过 多 沙 年 才能 达到 下 述 晶 标 ? 
{2} 病例 数目 磊 少 到 1000 个 . 

{【b) 消除 这 种 疾病 ， 天 病例 数 且 小 于 1!. 


使 一 个 卫 数 了 的 作用 还 原 或 者 十 倒 过 来 的 旺 数 称 为 的 反 孟 克 ， 许 针 常 见 的 函数 都 存在 对 应 
的 反 画 数 ， 尽 管 不 是 全 部 如 此 ， 在 这 一 节 讨论 自然 对 数 画 数 * = 如 *， 它 是 指数 范 数 7 =e 的 反 也 
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数 ， 我 们 还 要 举 出 几 个 反 三 角 丙 数 的 例子 
1.5.1 一 对 一 函数 

一 个 函数 是 一 种 对 应 规则 ， 对 于 这 种 规则 而 育 ， 肾 数值 城中 的 每 个 值 至 少 是 它 的 定义 域 中 
一 个 元 素 的 输出 ， 某 些 丙 数 对 于 定义 域 中 一 个 以 上 元 素 赋 予 值 城中 同一 个 值 . 例如 (xz) =x* 对 


两 个 数 ~ 1 和 1 赋予 同一 个 值 1， 正弦 函 数 在 于 和 2 都 披 值 他， 另外 一 此 十 数 假定 在 值 城中 的 


最 值 不 越过 一 次 ， 不 同 数 的 平方 根 和 立方 总 是 不 相同 的 ， 对 于 定义 城中 不 同 元 素 取 不 同 值 的 抽 
数 称 为 一 对 一 湖 数 ， 这 类 函数 对 于 值 域 中 的 任何 值 仅 取 一 次 . 


定义 ”如 果 函 数 久 x) 每 当 定义 域 D 中 的 ,天 x, 时 有 f(x,) zx,)， 就 说 /在 D 上 是 一 对 
一 阔 堵 . 


例 1 

[a] x) =vx 在 任何 非 负 数 的 定义 城 上 是 一 对 一 函数 ， 因 为 每 当 *, 天 4, 时 有 vy 训 闪 /三 ， 

(b) gtx) =sin x 在 区 间 [0，mw] 上 不 是 一 对 一 函数 ， 因 为 sin( mx6》 =sintSmTx6)， 然 而 ， 正 
强 函 数 在 区 间 [0，mw/21 上 是 一 对 一 的 ， 因 为 在 这 个 区 间 上 它 是 增 两 数 ， 对 于 不 后 的 输 人 值 给 出 
不 周 的 输出 值 ， 国 

一 对 一 质数 y=f(x) 的 图 形 同 给 定 的 水 平 直 线 至 多 可 以 相交 一 次 . 如 果 汕 数 同 这 样 的 直线 相交 
一 次 以 上 ， 那么 至 少 有 两 个 不 同 的 x 值 具有 相同 的 y 值 ， 因此 函数 不 是 一 对 一 的 { 见 图 1. 53b). 


2 


¥ p= 


5 
5/ 
y= nx 


al 一 对 一 ;2 和 yy 在 它们 的 定义 b} 非 一 对 一 : 二 巡 和 jsinx 丰 它们 的 定 
域 (- 呈 ，c) 和 [0，、s} 上 的 围 形 同 每 电 域 (一 ， 所 ) 土 的 图 形 同 一 条 或 多 
和 水 平 真 线 至 多 由 交 一 次 条 水 平 直 线 相交 -- 次 以 上 


图 1.53 用 水 平 直线 检验 函数 


一 对 一 画 数 水 平 直 线 检验 法 一 个 函数 y=/(x) 是 一 对 一 的 ， 当 且 仅 当 函 数 图 形 司 每 条 水 
平 直 线 至 多 相交 一 次 


1.5.2 反 函 教 
由 于 一 对 一 函数 的 每 个 输出 仅 来 自 一 个 输入 ， 所 以 函数 的 作用 可 以 其 倒 过 来 ， 把 一 个 输出 
送 回 它 来 自 的 输入 . 


定义 ”假定 了 是 定义 域 吕 上 的 一 对 一 函数 ， 以 R 为 值 域 ， 如 果 /(8) =a， 反 西数 /-!' 由 
fa) = 1 


定义 . 三 ”的 定义 域 是 于 而 值 域 是 姜 
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的 反 旺 数 记 针 ' 谍 作 " 反 *"， 中 的 ”- 1" 不 是 指数 : f(x) 的 含义 不 是 A(x)， 请 注 
意 , 了 和 广 ' 的 定义 域 与 值 域 基 互 柳 的 . 

如 果 应 用 fF 传 送 一 个 输入 z+ 给 输出 所 x)， 并 且 接 着 对 下 x*} 应 用 f“"， 那 么 正好 返 四 到 起 始 的 
* 慎 ， 问 样 ， 如 果 在 了 的 值 域 中 了 肥 某 个 y 值 ， 对 它 应 用 “'， 热 后 对 结 困 值 / (7 应 用 太 那么 返 
困 到 起 始 的 + 值 ， 建 立 一 个 于 数 皮 其 反 畏 数 的 复合 旺 数 ， 其 作用 同 不 做 任何 改变 一 样 - 

{fe 从 (x) = x， 对 于 /定义 城中 的 所 有 x 
(fof ifr) = 7， 对 于 了 "定义 域 { 或 者 f 信 城 ) 中 的 所 有 

只 有 一 对 ~ 函数 才能 有 反 闻 数 ， 原 固 在于， 如果 对 于 岗 个 不 同 的 输入 x 和 x, 及 x,)=Y 和 
An) =y， 那 么 无 法 对 (7) 赋予 一 个 同时 满足 (Kx )) = 和 三 (za)) = 的 值 . 

一 个 区 间 上 的 增 画 数 ， 当 所 >* 时 满足 记 x;) >Ax1)， 所 以 是 一 对 -一 两 数 宦 且 有 上 反 邱 数 ， 减 
消 数 也 有 上 反 函 数 ， 媒 非 增 丙 数 也 非 威 函数 的 消 数 仍 扒 厅 能 是 一 对 一 函数 让 有 反 涌 数 ， 拉 如 定 
义 在 ( 一 各 ，) 上 的 函数 

lx. x 区 0 
A = to. t=0 
可 以 用 水 平 直线 检验 它 是 一 对 一 的 . 
1.5.3 求 反 函数 

一 个 函数 及 其 反 函 数 的 图 形 是 密切 关联 的 .为 了 从 应 数 的 图 形 上 读 出 函数 值 , 可 从 x 轴 上 - 
点 * 出发, 沿 重 直线 移动 到 图 形 上 的 -- 点 ， 然 后 沿 水 平 线 移动 到 yy 办， 起 出 y 的 秆 ， 通 过 相反 的 
过 程 可 以 从 图 形 上 读 出 反 疝 数 的 值 ， 从 y 轴 上 一 点 了 出 发 ， 沿 水 平 线 移动 到 图 形 上 的 一 点 ， 然 后 
沿 垂直 线 称 动 到 z+ 轴 , 读 出 x=/ (7y) 的 值 ( 见 图 1. 54). 

我 们 要 用 位 于 * 轴 而 不 是 y 轴 上 的 值 作为 输 人 来 建立 矿 ” 的 图 形 ， 就 像 通 常 对 函数 所 作 的 那 
样 ， 为 此 ， 我 们 通过 沿 45* 线 y =x 的 反射 变换 二 轴 和 y 和 轴 ， 在 这 个 反射 后 得 到 表示 .六 ”的 图 形 . 
现在 可 以 按 通 常 的 方法 从 图 形 上 读 出 上 六 (xz) 的 值 ， 即 从 二 轴 土 的 一 点 出 发 ， 沿 垂直 线 移动 到 图 
形 上 的 一 点 ， 然 后 灌水 平 线 移动 到 y 轴 ， 读 出 /“'(x) 的 什 ， 图 1. 54 表明 /和 图形 之 间 的 关 
系 ， 琴 幅 图 形 通过 对 直线 y =x 的 反射 而 互 换 . 

从 到达 f“' 的 过 程 可 以 概述 为 两 步 ; 

{E)】 从 方程 y=/ 放 x) 求解 x， 这 样 得 到 公式 x =/ "(YY)， 其 中 x 表示 成 y 的 隙 数 . 

{2) 交换 x 和 y， 得 到 公式 Y=f "(x)， 其 中 "表示 成 通常 的 函数 形式 ， 以 x 为 自 变 量 和 以 
7 为 因 蛮 量 . 


例 2 求 y = 本 x+1 的 反 函 数 ， 把 它 表 示 成 * 的 两 数 ， 


解 
(1) 求 解 由 7 表示 的 x: 
Y= +l 
327 =%X+2 
x = 2y-2 
{2) 交 换 x+ 和 y: 
Y= 2x—2 


函数 放 x) = (1/2)x+1 的 反 函 数 是 丽 数 六 (xz) =2z -2 为 了 进行 检验 ， 我 们 证 明 这 两 个 画 数 的 
复合 给 出 恒 等 陋 数 : 
CRz)) = 2(3*+1)-2 =X+2-2=7x 
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Ar ion) = 六 (2x -2) +1= 
参见 图 1 55. 


¥ = 0) 


F 的 定 尖 虑 
地 为 了 东 出 广 在 x 的 值 ， 从 x 出 发 洪 活 让 线 hy FS 
移动 划 则 线 ， 然 后 者 来 下 钱穆 动 到 5 向 刀 换 的 ， 廊 节 


-1+1 = 


x=f Mr} 


EE 
7 的 值 域 


越 产 -的 [ 旬 形 ， 得 是 是 
求 出 给 定 } 值 的 et 夸 ， 从 由 


尝 科 水 三线 稀 动 到 曲线 ， 然 丘 滞 礁 直 弘 
移动 他 x 轴 . 六 1! 的 慎 域 荐 的 定义 域 


了 "的 值 碱 


pt 
/ 


2 fw 可 


~ A 六 的 定 区 城 
四 A 
e) 有 了 以 页 常 见 的 方法 画 同 产 ! 的 和 加 后 交换 计 母 z 相 +， 于 此 就 了-! 
图形， 沿 直 线 p=x 反 射 坐 际 系 作 才 x 的 隐 数 的 正规 形式 的 图 形 


图 1.54 由 y= 所 x) 的 图 上 撒 确 定 y=/“'{x) 的 图 形 


例 3 求 殉 数 y-x，x 宇 0 的 反 晴 数 ， 并 日 把 它 表 示 
成 x 的 珊 数 ， 
解 ”首先 求解 由 7 表示 的 x: 
YY =x 
vy = vx =|Ix|= x (lxl= x, 因 为 x 宇 0) 
然后 变换 * 和 +， 得 到 
y= 
师 数 yY= 安 ， zz0 的 反 函 数 是 耳 数 y =vxt{ 见 图 1. 56)， 
请 注意 ， 孙 数 y =x ，x 主 0 的 定义 域 限于 非 负 实数 ， 
它 是 一 对 一 的 (见闻 1. 53a) ， 并 且 具 月 反 吨 数 ， 另 一 方 
面 ， 消 数 y=x 没有 对 定义 域 给 出 限制 ， 它 不 是 一 对 一 
的 ( 见 图 1.53b) ， 过 此 没有 反 卫 数 . 国 


图 1. 55 


-一 起 夯 出 f(x) = (1/2)x+1 
和 六 (xz) =2x -2 的 图 形 ， 
显示 两 帆 团 形 对 直线 * = >x 
的 村 称 性 ( 倒 2) 
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1.5.4 对 数 范 数 
设 & 切 不 管 于 1 的 任意 正 实数 ， 以 4& 为 基 的 指数 是 数 x) = a 是 一 对 一 的 ， 因此 @ 有 反 耳 
数 ， 它 的 反 涌 数 称 为 以 a 为 底 的 对 数 旺 数 , 


定 兴 以 2 为 底 的 对 数 画 数 y = log,x*， 居 以 a 为 时 的 指数 哨 数 y=a'{n >0， a 关 1) 的 反 
. 霄 数 . 


bg 的 定 艾 域 为 (0，e ) ，logx 的 值 域 为 ( - ww ，%w )}， 峻 a' 的 定义 城 . 
1.1 节 中 的 图 1.21 显示 a >1 的 4 个 对 数 汕 数 的 图 形 ， 图 1.57 显示 了 = Jogsx 的 图 形 . ;= 
a>1) 的 图 撒 对 于 x>0 快速 增加 ， 所 以 它 的 友 隧 数 y= lagsz 对 于 x >1 缓慢 增加 


图 1.56 丽 数 y=yx 和 y= 居 (x 守 0) 杞 为 反 了 两 数 ( 例 3) 图 1.3? 2 及 其 反 旺 数 log 的 图 形 


由 于 我 们 尚 无 从 方程 y=a’ 通过 yy 求解 x 的 方法 ， 所 以 没有 对 给 定 的 x 值 计算 对 数 的 显示 会 
碟 ， 但是, 通过 对 直线 y = 反射 指数 函数 y =e 的 图 形 ， 可 以 得 到 y=log,x 的 图 形 ， 网 1.57 显 
小 =2 时 的 图 形 . 
计算 机 科学 中 通常 用 以 2 为 底 的 对 数 函 数 ， 由 于 以 * 为 褒 和 以 10 为 底 的 对 数 两 数 在 各 种 
应 用 中 非常 重要 ， 计 算 器 中 设置 有 计算 它们 的 专用 键 . 这 两 个 函数 也 有 自己 特殊 的 记 民 和 
名 称 ， 
log.xz 记 汶 In x 
logiox 记 为 log x 
未 数 y=lnx 称 为 自然 对 数 函 数 ， 而 y=logxr 通 常 称 为 常用 对 数 函 数 ， 对 于 自然 对 数 
函数 


Inx=ye = 工 


特别 是 ， 如 果 设 x =e， 我 们 得 到 


| lne=1l 


这 是 因为 e =e. 


场 雪 了 7 


1.5.5 对 数 函 数 的 性 质 


人 物 传记 对 数 丽 数 是 由 纳 皮 和 尔 发 明 的 ， 在 现代 电子 计算 机 诞生 之 前 ， 对 

数 两 数 曾 是 算术 计算 中 最 重要 的 单项 改进 ， 致 使 对 数 销 数 如 此 币 贤 

约翰 - 纳 皮尔 的 康 因 在 于 它们 具有 的 性 质 ， 对 数 函 数 把 两 个 正 数 的 乘法 简化 成 亡 

(Joha Napier，1550 一 1617) 们 的 对 数 的 加 法 ， 把 两 个 正 数 的 除法 简化 成 它们 的 对 数 的 三 法 .把 
一 个 数 的 乘 碍 简化 战 它 的 对 数 与 指数 相 乘 . 


我 们 把 这 些 性 质 概括 为 一 组 运算 法 则 、 对 这 些 法 则 的 证 明 在 第 4 章 给 出 ， 划 然 这 里 的 法 则 是 
对 所 有 实数 短 " 提 出 的 ， 但 是 当 r 取 无 理 数 时 ， 直 到 第 5 章 才 能 给 出 严格 的 论述 . 


自 航 对 数 获 数 的 代数 性 质 

对 十 任何 数 上 >0 和 xx>0， 自 然 对 数 丽 数 服 从 下 列 法 则 ; 
【1 和 法 则 la 可 =lJnp+lnx 

(2) 商 法 到 In Bb/x=lnb-lnx 

{3) 倒 教 法 则 lnlx= -ln x 在 法 则 (2) 中 服 b=1) 
{4} 和 基 法 则 [nx =rjnx 


我 们 将 在 第 5 章 证 明 对 数 函 数 的 这 些 代数 性 质 对 于 任何 底数 e 成 立 ， 现 在 说 明 如 何 应 用 这 些 
法 则 . 

例 4 

【al ln 4 +ln sin x =]n(4 sin x}t 积 法 则 ). 


[bj In Et =In(s+1) -hn(2x -3)( 商 法 出 )、 


(ej a 二 = -In 8( 倒 数 法 则 ). 


= 一 ]n 2 = -3 [ln 2( 之 法 则 ). | 
由 于 a 和 log.x 互 为 肥 函 数 ， 按 商 种 顺序 求 它们 的 复合 趾 数 都 给 出 恒 等 冰 数 . 


a 和 [Iogux 互 为 反 男 数 的 性 岳 | 
{1) 世 a a =x, log,a’ =x, a >0, a¥1, #>0 
(2) 茹 e em =x, [ne =x, x»0 


在 等 式 x=e"* 中 用 a’ 代 换 *， 可 以 把 玉 改写 成 e 的 苦 ， 
a =e" "(在 x = ce" 中 用 a 代 换 x) 
=e (对 数 两 数 的 宪法 旭 ) 
=e'” (指数 重新 排列 ) 
内 此 ， 指 数 函 数 a 当 上 =1n a 时 与 “相合. 


每 个 指数 函数 是 自然 指数 函数 的 曙 函 数 : 


也 就 是 说 , a 利安 用 ina 自 乘 的 结果 相同 : 对 于 =lna, a' =e*. 


slnu 


号 如 果 想 了 和 解 微 积分 学 中 更 寥 的 历史 人 物 以 太 重 要 原理 和 主题 的 发 展 ， 请 访问 bep :wp Aw. Com aw _thomas _ 
calculus_ 1. 


招 训 上装 


例如 ， 
2 = Bn = eo", 5 = er 二 -Pn 
上 髓 次 回 到 a" 和 log,x 的 性 质 上 来 ， 我 们 有 
Inx =lnfa)(a 和 log,x 的 反 男 数 性 质 ) 
= 《log,x) in oa) (对 数 疯 数 的 送 法 划 , 取 + = logx) 
把 这 个 等 式 重 写成 logox = (ln *)Z(in a}， 吉 明和 鲜 个 对 数列 数 是 自然 对 数 函 数 In x 的 常数 倍 ， 这 
使 我 们 可 以 把 in x 的 代数 性 质 扩展 到 log.x， 例 如，tog,bx = log,b + og,x. 


换 底 公式 ”每 个 对 数 冰 数 等 于 白 然 对 数 项 数 的 一 个 常数 倍 : | 


log,x = (a>0, azz1} 


ln 


1.5.6 对 数 西 数 的 应 用 

我 们 在 1.4 节 考 察 过 指数 增长 问题 和 指数 衰减 问题 的 例子 ， 这 里 应 用 对 数 闻 数 的 性 质 给 册 辣 
这 类 问题 有 关 的 其 他 向 题 的 答案 . 

例 5 萨 娜 在 一 个 账户 存款 1000 美元 ， 其 年 复 利 率 为 5.25%.， 试问 她 的 账户 将 在 多 少年 达 
到 2590 美元 ? 

解 从 1.4 节 例 1, 瞩 P=1000，r=0.0525， 萨 娜 的 账户 在 任何 以 年 为 单位 的 时 间 +: 的 存款 
为 1000(1.0525)'， 所 以 需要 求解 方程 

1000(1.0525)' = 2500 


因此 得 到 
(1.0525) =2.5 {用 1000 相 除 }) 
jn(1.0525)' =1n 2.5 (两 端 下 对 数 } 
tln 1.0525 =ln2.5 军法 则 ) 


_ 各 2.5 
:= 0525 富 179 《用 计算 器 求 出 的 值 ) 


萨 如 账户 连同 每 年 利息 一 并 储 若 的 存款 将 在 18 年 达到 2500 美元 , 国 
例 6 一 种 放射 性 元 索 的 半 误 期 是 其 元 素 样 品 中 放射 性 原子 核 的 数目 衰减 一 半 所 需 的 时 间 . 
一 个 异乎 寻常 的 事实 是 半衰期 为 常数 ， 它 不 依赖 于 基 官 样品 中 包含 的 放射 性 原子 核 的 数 日 而 只 
同 放 射 性 物质 本 身 相关 ， 
为 了 考察 其 中 原因 ， 令 六 为 样品 中 最 初 包含 的 放射 性 原子 核 的 数目 .在 以 后 任意 时 间 :， 样 
品 中 剩余 的 原子 核 数 目 为 y= yoe .我 们 求 剩余 的 放射 性 床 子 核 为 最 初 数 自 一 半 的 时 间 #: 


| 

ye oa 
1 
2 

= 一 ln2 (对 数 的 倒数 法 则 ) 


C1) 


这 个 + 值 是 元 素 的 半 豪 期 ， 它 私 依 赖 于 的 值 ; 原子 核 的 最 初 数目 mm 对 于 半 关 期 不 起 任何 作用 ， 
外 210 的 实际 放射 性 寿命 非常 短 ， 以 致 我 们 用 天 数 而 不 其 年 数 来 度量 它 ， 在 放射 性 原子 核 最 


函 雪 
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初 数 日 为 7 的 一 份 计 元 素 样 品 中 ,天 后 剩余 的 原子 核 数目 为 
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Y= he 
对 二 这 种 元 素 ， 
半 吉 期 = 转 2 《等 式 (1)) 
= 二 ( 代 人 外 元 家 穴 案 公式 中 的 
x 10 
1398 天 
1.5.7 反 三 角 范 数 了 


三 一 Wny 


在 1.3 节 中 复习 过 一 般 弧 度 角 的 6 种 基本 三 角 函数 
这 些 葬 数 不 是 一 对 一 函数 (它们 的 函数 值 周 期 性 地 重复 ). 
然 曾 ,可 以 把 它们 的 定义 域 根 制 在 使 它们 成 为 一 对 一 函数 
的 区 间 土 ， 正 蓄 随 数 的 值 欠 x* = - mx2 时 的 -1 增加 到 
x=T“2 时 的 +1， 把 正 荡 函数 的 定义 域 限制 为 区 间 [ - mv2， 
T/2] ， 它 就 成 为 一 对 一 画 数 ,~ 所 以 它 有 反 请 数 sin 'x{ 见 
图 1.58)， 对 于 所 有 5 种 三 角 画 数 的 定 祥 域 可 以 作 类 要 的 
限制 

为 使 三 角 还 数 成 为 一 对 一 函数 ， 对 定义 赴 的 限制 


ml 


和 如下: 图 1.58 yy=asinz 的 转 肛 


y= Sinx y= COSX y= tanx 
宝 义 域 : [一 x/2, zf2] 定义 域 : [0, rm] 定义 咸 : {一 x/2, x/2) 
值 域 : [一 1, 1] 值 域 : [一 1, 1] 值 域 : {一 00, oo) 


¥ 由 SR 上 
1 
1 
1 
| 
1 
1 
1 


I 
2 


/ 


y= totx y= secx P= cscx 


定义 域 : (0, x} 定义 域 : [0, xr/2) U(r/2, 7x] 定 祥 域 : [一 x/2, 0) 凯 (0,x/2] 
值 域 : (一 co, oo) 利 域 : (一 ooc, -JU To) 值 域 : {一 20, 一 1] UI[l, eco) 


ys sin-lr 
/一 定义 域 : -lL 扩 x 福 1] 
值 域 : -ni2 yn12 
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由 于 这 些 限制 定义 域 的 颖 数 如 今 已 是 一 对 一 函数 ， 它 们 有 反 旺 数 ， 分 别 记 为 


y= sin"x 或 y= arcsin x, 


Y=cos'rx 或 = arccos zr, 
y=tan x 或 y= arctan x, 
yY=cot xz 或 yy = arccot x, 
y= aec x 或 Y= arcsec x, 
yY = eac x 或 Y= arccsc x 


这 些 方 程 恋 作 "y 等 于 x 的 反正 纺 " 或 者 "y 等 于 arcsin x”， 等 等 

注意 上 述 表 达 式 中 的 - 1 是 指 " 反 函数 "， 其 含义 不 是 倒数 ”例如 ，sin x 的 倒数 是 
Csin x) = 1/ain x = cac x. 

在 3.8 节 讨论 基本 的 反 三 角 函 数 , 但 是 为 了 解 大 的 目的 ， 在 下 面 考 窒 反 正 萄 序数 和 反 余 
函数 . 
1.5.8 反正 弦 西 数 与 反 傅 弦 函 数 

x 的 反正 束 是 区 间 [ ~ m/2，mx2] 中 的 一 个 弧度 角 ， 它 的 正弦 值 是 * * 的 反 祭 将 是 区 阿 
[0，"7] 中 的 一 个 弧度 角 ， 它 的 余 强 值 是 x 


定义 
y=sin-…x 是 区 间 [ -zz，mx2] 中 的 数 ， 对 于 它 sin y =z. 
?了 =eos YY 是 区 间 [0，mr] 中 的 数 ， 对 于 它 cos y =x. 


y=sin x 的 图 形 ( 见 图 1. 59b) 对 原点 对 称 { 它 同 * = sin y 的 图 形 重合 )， 因 此 ， 反 正弦 函数 是 奇 函 数 ， 


sin '(— x) = sin ix (2) 


*= Ny 
y= sin-lr 


定义 域 ，[-4.1] 


y 了 = Sin -对 所 3 值 域 ;  [-r12. 72] 
定 穴 域 ，[- /2. mn72] 
值 域 : [1.1 < 
ay = in W722 人 x) 的 图 脱 和 它 的 反 国 数 y= sintr 的 图 形 ， 通 过 对 直线 Jr 
反射 y= sin x 得 到 ， 是 曲线 r= sin } 的 一 部 分 


图 1.59 
7 =eos !'x 的 图 形 ( 见 图 1.60b) 不 存在 这 样 的 对 称 性 
例 7 求 (8) so (时) 和 (b) cos-f - 二 的 人 
解 (【a) 我们 看 出 


T= Cosy 


y= 5os Ix 
定 衬 域 : [-1,1] 
值 域 : [0, rl 


y= co5* 人 x 
定义 域 ，[0. x] 
1 信 域 : 1-1, 1] 


得 


y= Go35 人 sx 全 相 的 图 彤 提 蕊 的 友情 雹 ceos 的 图 形 ， 通 过 对 直线 y …* 
反 币 fy = cos* 得 到 屋 曲 线 r= cosy 的 - -部 从 


几 1.60 


因为 sin(w/3) =372,， 而 mr/3 属于 反正 弦 函 数 的 值 域 F - m/2 ，mz21， 参 见 图 1. 61a. 


{b} 问 样 看 出 eo ( -本 )= 抒 
因为 cos(2mx3) = -172， 而 2m73 属于 反 余弦 函数 的 值 域 [0，Tz]， 矢 见 图 1. 61b. [| 


采用 例 ? 中 说 明 的 局 样 步 台 ， 可 以 建立 下 述 反 正 芯 函 数 和 反 余 弦 函 数 的 常见 值 表 . 


下 sin -ix Com x 
请 2 他 本 
2 人 /4 下 吧 

] 下/ T/ 了 3 
一 | -7 了 TO 
一 旺 避 一 要/ 和 4 3TA4 
一 号/ -3 $m 


图 1.61 上 反正 束 函 数 和 反 余 束 函数 的 值 ( 例 7) 


例 8 在 一 架 飞机 从 芝加哥 飞 往 基 路 易 斯 的 途中 ， 驾 驶 员 确 定 在 斯 普 林 菲 尔 德 偏离 航线 12 
英里 ， 如 图 1. 62 所 未 ， 求 航线 与 原 米 正 确 航线 的 平行 线 四 
之 间 的 夹 第 < 和 角 6 及 漂移 修正 角 。=a+b 

解 


_ ，-f 1]2 0 斯 葛 困 菲尔德 
a = sin j 厢 一 0.067 弧 度 = 3.8 C 


6 = sin' 0. 195 强度 一 11.2° 有 路易 入 
c=a+b= 15° 国 
1.5.9 包含 反正 弦 函 数 和 反 余 弦 函 数 的 恒等式 
正如 从 图 1.63 可 以 看 出 的 那样 ，* 的 反 余 弦 满 足 恒 图 1.62 漂移 修正 图 示 ( 例 38). 
等 式 在 离 舍 人 到 英里 (图 形 
cos x + cos {xr) = (3) 不 按 比 例 ) 
或 者 


cos '(—x) = -coax (4) 


42 


此 外 ,从 图 1.64 中 的 角形 可 以 看 出 ， 对 于 *>0， 

sin x + cos :xz = m2 {$5) 
等 式 (5) 对 于 区 间 [ -了 [中 的 其 他 和 值 也 成 立 ， 不 过 我 们 不 能 从 图 二 经 d 的 司 角 形 得 出 这 个 结 
论 ， 然 市 ， 这 是 从 等 式 (21 和 (4) 推 出 的 结果 t 见习 是 ?0). 


也 
cos li- .cy 


图 1 roa "x 利 | coa !t -=X ) 是 补 角 


(所 以 它们 的 和 等 于 站) 


力 1.64 ain xz 和 和 es 是 余 首 ( 奔 以 


它们 的 和 等 后 TZ2) 


反正 切 、 肥 余 切 ， 反正 割 和 反 余 割 这 上 几 种 函数 在 3.8 节 定 义 ， 在 那里 ， 利 用 此 处 讨论 的 悍 等 


式 排 学 在 微 积 分 中 用 到 的 反 三 钙 函 数 的 其 他 性 质 . 


习题 1.5 
在 习 古 1 ~6 的 频数 图 形 中 ， 哪 些 是 一 对 一 的 ， 
村 些 不 是 一 圣 一 的 ? 


在 习题 ?~ 10 中 ,各 题 显示 一 个 陡 数 y= 
lx) 的 图 形 ， 复 制 每 题 中 的 图 形 ， 并 且 画 出 直线 


了 =x 热 后 利用 对 关于 直线 7 =x 的 对 称 性 在 图 中 
活 加 的 草图 ( 无 需求 了 的 公式 )， 确 定 乒 ”的 定 
交 域 和 值 城 . 

了 3 


11. (a) 画 出 函数 站 x) = V1 -后 (0 过 xz 拓 1) 的 图 形 ， 
此 图 形 存在 何 种 对 称 性 ? 
(bj 证 明 扩 x) 厦 鞭 自身 的 反 雷 数 . 
0 时 wz =x. } 
12. (a) 夯 出 枉 数 x) = lx 的 图 形 ， 此 图 形 存在 
什么 对 称 性 ? 
{b} 证 明 tx) 是 其 自身 的 反 函 数 . 
在 习题 13 ~ 18 中 ， 每 三 给 出 一 个 卫 数 Y= 放 x) 
的 公式 ， 并 且 显 东 / 和 /的 图 形 ” 求 每 题 和 的 
公式 . 
134.ftx) =x +1, x 0. 


{ 国 忆 当 * 子 


14. 产 z) =r, reD. 
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yf lx 


15. 关 xz) =x -1. 16.7(x) =x -27+1, rl. 


了 上 
ya fir 


= 
y= 7100) "人 


地 所) = (+ , x MA) ,0 


y 


y= fu 


在 习题 19 ~ 24 中 ,每 题 给 出 一 个 函数 y = 
所 x) 的 公式 ， 发 每 顾 中 的 f-'(x)}， 并 且 确 定 
7 一 的 定义 域 和 值 域 ， 作 为 一 种 检验 ,证 明 
FR) = Rr) = 
19. f(x) = 如 3. f(#) = x  ， x0. 
2 f(x) = +1. 22. F(x) = (172)r 7/2. 
23. f(r) =1/x, x30. 34x) = l/r’, x#0. 
25. 用 in2 和 In3 表示 下 列 对 数 . 


(a)ln 0. 75. {tb}in (49). 
[en (172). {almm 商 . 
{eyln 3v2. (fln v13.5. 

26. 用 In5 和 ]n7 表示 下 列 对 数 : 
[a}in (17125). {bj}ln 9. 8. 
{e}ln ?7. 【 业 ] ]n 1225. 
【eln 0.056. 


(有 (fn35+ln fxrmn 25). 
在 习题 27 和 28 中 ， 用 对 数 函 数 的 性 质 简 化 表 
这 式 . 


27. {a}ln sin 8 -ln {将 9 


fbjn (3 -9x) +In (去) 


(二 ln (41) -Jn 2. 
28. [a)ln sec H+ In cos ft 
{ib}ln (Bt +4} -2 jn 2. 
(ea ln VT-T -dn (e+1). 
在 习题 和 9 ~32 中 ， 求 表达 式 的 更 莘 单 形式 . 


29. [aje™ (bje Te 
30. [a}e 二 1 {bye-"" 7. {cjer™ -m7 
31. (a}2 Inve. 【bjin (lne'). {e)ln (ey). 


32. [ajln (e™®). (bjln te {ejln (ee). 
在 习题 33 -38 中， 以 相应 的 形式 通过 :或 者 x 
求解 x. 
33. ln y=2:+4. 34.Jny= -t+5, 
35, ln fy —40) = 5r. 36. In (1 -27) = 
3 nto-1) -ln2=r+ln x. 
38. tn {yy -1) -ln (y+1) =In (sin«). 
在 寺 题 39 和 40 中 ， 求解 大 


39. 【ale2 =4. 【bj 100e™ = 200. 
【ecej eeo = a. 
40. (aje” = 二. 【bj80e =1. 


{cj)e"? ,0.8, 
习题 41 ~ 笠 中 ， 求解 上 
1 


4L taje™*=27 [bye* = 了- {eje' ”=0,4. 
42. [ne = 1000. (be = 二 
(erm = 二 
3 ee er 
在 习题 45 ~ 48 中， 篇 化 家 达 趟 . 
45，(R] She {bja™e, {ejl. 3ke 1 
(jg 16. (eg (0lg (4) 
46. aj ze ， (hb}iOmo SD, (em 
ta)lognt2l. (elogm ll. (tog (3} 
47. {aj {bj {cHog (Cem). 
48. (a)25%5, [bjlog(e’). (ec)log, (2er™). 


在 习题 49 和 30 中 ,把 各 个 比 表 示 成 自然 对 数 
的 比 ， 并 且 化 简 . 


]o » 上 
49. [al es: (bj 二 (cE: 
log jx log sx log.ae 
] [ ]og 
sh. (a) es (hb} eB* [ec] D8 
[og ;x Jog yx Jlog ,a 
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第 1 准 


在 习题 $1 ~54 中 ， 求 企 个 表达 式 的 精确 值 . 


51. (aysin’'() (sn ( 盛 } 
(on! (次 } 

52. tajeos [2 tajeo-( 记 ) 
(eeog (3) 

53. [a}amcoa ( ~ 1). tb}jarccns (OY. 

54. (a)arcsin ( -1). {hy arcsin ( - 方 } 
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57, 


$9. 


1. 


如 时 所 x) 且 一 对 一 函数 ， 能够 对 gtz) = -f(x) 

作出 什么 结论 ? 它 也 是 一 对 一 函数 吗 ” 提 出 答 

案 的 理由 . 

如 果 扩 xz) 是 … 对 一 函数 并 且 记 x) ww0， 能 种 对 

h(x) =1ANx) 作 出 什么 结论 ? 它 也 是 一 对 一 画 

数 吗 ?提出 答案 的 理由 ， 

假定 z 的 值 域 位 于 了 的 定妆 奸 内 ， 所 以 复 台 画 

数 F "8 是 有 定义 的 如果/ 和 8 都 是 一 对 :- 炒 

数 , 能 够 对 -8g 作出 什么 结论 ? 提出 答案 的 

理由 . 

如 困 复 合 函 数 f。g 基 一 对 一 函数 ，# 必定 是 -- 

对 一 蝴 数 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 

求 下 列 丽 数 了 的 反 函 数 广 的 公式 ， 并 且 证 实 
FoF = 人 Ce) =x 


100 
(ata) = 
(bfx) =—39 


1+1.1°* 

反 贸 数 仿 y=fx) =mr +b, m0. 

(a) 提出 令 估 信服 的 论据 ， 表明 f/f 是 一 对 一 
郴 数 . 

{b} 求 了 的 反 丽 数 公 式 . 了 和 的 图 形 的 土 率 
有 什么 关系 ? 

【e} 如 果 两 个 函数 的 图 形 是 斜率 不 等 于 0 的 平 
行 线 ， 能 够 对 它们 的 反 画 数 的 图 形 作 出 什 
么 结论 ? 

id) 如 果 两 个 函数 的 图 形 是 斜率 不 等 于 0 的 垂 
直线 ， 能够 对 它们 的 反 瑞 数 的 图 形 作 出 什 
么 结论 ? 


6 用 计算 器 和 计算 机 作 图 


看 上 


02 


而 和 


70. 


.所 222 


放射 性 圳 变 ”其 种 放射 性 物质 的 半 间 期 为 12 小 
时 ， 假 定 这 种 物质 最 韧 有 8 点 . 

{8} 把 物质 的 剩余 量 表 示 为 时 间 1 的 了 兵 数 . 

{9b) 什么 时 候 物 质 将 利 余 1 克 ? 

存 救 辐 看 ” 俱 定 按 年 复 利 率 4. 35 名 依 基 500 总 
无 ,确定 使 存款 翻番 形 要 多 长 时 间 . 


. 人口 增长 ” 格 伦 布 旧 克 市 有 37.5 万 人 [1， 并 上 


第 增长 罕 为 2 站台， 预测 该 市 人 1 达到 100 万 
的 时 间 . 

已 知 握 222 气体 的 症 变 方程 为 = 
oem 以 天 为 单位 ， 在 一 盘 密 封 的 气体 样 
总 中 ， 氟 的 含量 大 约 将 需要 多 长 时 间 下 降 到 它 
原 有 值 的 0 吕 ? 


.方程 下 =2: 有 三 个 解 : x =2,， x =4 和 另外 一 个 


解 . 通过 呵 图 估计 这 第 一 个 解 ， 达 到 你 所 能 取 
得 的 精确 度 . 

对 于 x >0, 如 辣 2" 可 能 是 相同 的 函数 蚂 ” 西 
出 两 个 旺 数 和 的 图 形 ， 并 日 拥 县 从 图 形 中 看 出 的 
结果 . 

从 了 =]nz 的 了 疼 有 形 出 发 ， 阔 从 下 列 途 征 获 得 的 图 
形 的 方程 : 

【a) 下 移 3 个 单位 . 

{b) 右 移 1 个 单 伺 . 

fcej 左 穆 I 个 单位 ， 上 移 3 个 单位 . 

1d) 下 移 4 个 单位 ， 右 移 2 个 单位 . 

(1e) 对 Y 轴 反 射 . 

(人 对 于 直线 y=x 反射 . 

从 7y=Imx 的 图 形 出 发 ， 求 从 下 列 途 和 在 获得 的 图 
形 的 方程 ， 

{9} 按 系数 2 垂直 拉 长 . 

{b} 按 系数 3 水平 拉 长 . 

{e) 按 系数 4 垂直 蒜 编 

[d}) 按 系数 2 水 平 压缩 . 


证 明 cos (sin "zr) = V1 -二 . 


恒等式 in x+co8 = 人 2 图 1.64 证 实 这 个 
恒等式 对 于 0 <x <1 成立 为 证实 它 在 区 间 
- -1，1] 的 其 余部 分 成 立 ， 任 直接 计算 证 明 杠 
等 式 对 于 xz =l, 0 和 -1 成 立 然后 对 于 区 问 
{ -1, 站 内 的 值 , 令 x= -a, aa>0， 并且 对 和 
式 sain 1{ -ay+eos 1 -a) 利 用 恒 等 式 (2) 和 (4). 


带 绘 图 软件 的 计算 器 或 者 计算 机 使 我 们 能 够 绘制 非常 复杂 的 具有 高 精度 的 隆 数 图 形 ， 不 然 ， 
许 才 这样 的 函数 是 不 容易 作 图 的 ， 但 是 ， 当 用 这 样 的 设备 绘图 时 务必 小 心 ， 我 们 在 这 一 节 讨 论 其 


通 诬 45 


中 牵涉 到 的 某 些 问题 。 在 第 4 章 将 会 看 到 ， 柚 积分 如 何 帮助 我 们 确定 对 函数 图 形 所 有 重要 特征 的 
精确 展示 ， 
座 力 窗口 

当 用 给 网 计算 器 或 者 计算 机 作为 绘图 开具 时 ， 闭 形 的 .- 部 分 显示 在 一 个 年 形 显示 窗口 或 者 
视 商 中 ， 在 默认 窗口 显示 的 图 形 经 常 是 不 完全 的 或 考 带 使 人 产生 错觉 的 画面 ， 我 们 把 两 个 学 标 
铀 采用 相同 单位 或 标 度 的 窗口 称 为 正方 形 窗口 ， 这 个 词 并 不 意味 着 显示 窗口 本 身 呈 正方 形 ( 通 党 
是 手 形 } ， 而 是 指 * 轴 和 7 办 具有 相同 的 单位 . 

当 在 默 认 窗 口误 孙 图 形 时 ， 为 了 使 窗口 中 能 够 容纳 下 图 形 、 对 x 轴 和 > 输 可 能 使 用 不 同 的 标 
度 单位 ， 通 过 指定 x 值 的 区 间 [e， 6 和 > 值 的 区 间 [c<，z] 设置 视窗 、 计 算 机 选择 Fa，5] 上 等 问 
点 的 * 值 ， 然 后 撒 绘 点 (x，FKx) )， 当 且 仅 当 * 位 于 扼 数 的 定义 域内 并 且 zx) 落 大 区 间 [e， 直 ] 内 
时 才 丰 图 上 面 出 一 点 。 然 后 ， 在 每 个 描绘 点 同 它 下 -个 相 邻 点 之 间 画 一 条 短线 段 ， 下 面 用 例子 说 
明 这 个 绘图 过 程 由 可 能 出 现 的 某 些 常见 章 题 . 

例 1 在 下 面 的 每 个 显示 窗口 或 者 视窗 中 绘制 函数 放 x) =x! -7x? +28 的 图 形 ， 

{a)[ -10, 10] x[ -10. 10]. fb)[ -4, 41x[ -50, 10], 【elf -4, 10] x 7 -0, 如]. 

解 

{ 引 选择 = -10, 5=10，c= -10 和 d=10， 对 窗口 指定 x 值 的 区 间 和 y 值 的 值 城 ， 绘 制 的 
图 显示 在 图 1.65a 中 。 从 图 中 看 出 ， 窗 口 截取 的 是 图 形 的 底部 ,而且 x 值 的 区 间 过 于 大 ， 让 我 们 
试 取 下 一 个 窗口 ， 

(b) 现在 见 到 图 形 的 更 多 特征 ( 见 图 1. 65b) ， 但 是 图 形 的 项 部 没有 显示 出 来 ， 同 时 ， 还 需要 
观察 图 形 在 x =4 右边 的 部 分 ， 下 一 个 窗口 对 我 们 应 有 所 帮助 . 

{5) 闭 1.65c 显示 这 个 新 视窗 中 的 图 形 ， 注 意 我 们 从 这 个 窗口 中 获得 更 为 完全 的 图 像 ， 它 是 


一 师 正 常 的 二 次 密 项 式 的 图 形 , 看 
10 10 的 
-4 4 
-I0| 一 ‘10 -4 i0 
-10 -50 -0 
a bi c) 


图 1.65 xz) =x -7x* +28 在 不 同 视窗 中 的 图 形 ; 选择 获得 清晰 
图 形 通 面 的 窗口 通常 是 -个 反复 试验 的 过 程 ( 例 1) 


例 2 在 显示 图 形 时 ,x 轴 同 y 办 选用 的 单位 可 以 不 同 ， 像 在 图 1. 65b 和 图 1. 65c 中 那样 ， 结 
凡是 使 图 形变 形 ， 以致 产生 可 能 使 人 误解 的 图 像 ， 通 过 压缩 或 拉 长 一 个 坐标 轴 上 的 单位 ,使 其 同 
男 一 个 坐标 轴 的 标 度 匹配 ， 可 以 形成 给 出 真实 图 形 的 正方 形 显 示 窜 口 .许多 给 图 系统 提供 把 窗口 
转换 成 “正方 形 " 的 内 部 函数 ， 如 果 读 者 使 用 的 系统 不 具备 这 种 功能 ， 那 么 必须 进行 某 些 计算 并 且 L 
手工 方式 设置 窗口 尺寸 ， 使 其 成 为 正方 形 窗 口 ， 或 者 在 视窗 中 给 出 真实 图 像 的 某 些 预知 事实 - 

图 1. 66a 在 一 个 [ -6. 6] x[ -6, 8] 的 非 还 方形 窗口 上 显示 两 条 正 交 直线 y=x 和 y= -x+ 
3 如 以 及 半圆 y= v9 -* 的 图 形 ， 请 注意 图 形 的 畸变 ， 两 条 直线 不 是 稚 直 的 ， 而 昌 半 辑 旦 现 为 椭 
图 形状 . 
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图 1, 6b 在 一 个 正 汶 形 徐 口 显示 同样 几 个 请 数 ， 其 中 x 轴 标 度 的 单位 与 y 轴 的 单位 相同 ， 注 意 . 
6, 6] x[ -4, 4] 议 窗 具 有 图 1. 66a 中 国 样 的 * 办， 人 ]. 66b 中 z 办 的 标 座 已 经 条 缩 ， 赃 
窗口 成为 让 方形 图 1.66+ 给 出 个 扩 太 成 正方 形 ! -3，3]x 0,， 4] 的 窗口 . 二 


;3 ~ 


图 1.66 垂直 线 y=y 和 7= -z+3 并 以 及 半圆 y= v9 一 六 的 图 形 ;， 在 a) 的 非 正 方形 窗 Li 中 
显现 栈 变 的 图 形 , 但 是 在 by 和 *) 的 正方 形 窗口 中 显 荡 清晰 的 图 有 展 ( 例 2) 


如 果 一 个 有 理 琢 数 的 分 母 在 视窗 内 的 某 个 * 值 为 零 值 ， 敢 么 计算 若 软 件 或 者 绘图 计算 机 的 软 
件 可 能 在 窗口 中 产生 从 顶 到 底 近乎 垂直 的 陡峭 线段， 请 看 下 面 的 例子 

例 3 绘制 浮 数 y= 的 图 形 

解 图 1.67s 在 我 们 所 用 的 计算 机 绘图 软件 的 默认 正方 形 窗 Hi ~ 10，10} x[ -10，10] 中 

显示 图 形 ， 注 意 在 * =2 的 接近 秋 直 的 线段 ， 其 实 这 不 是 图 形 的 一 部 分 ,x = 2 并 不 属于 丙 数 的 定 

义 域 ， 通 过 反复 试验 把 视窗 改变 成 更 小 的 窗口 [ -6,6] x [ -4, 4] ， 就 可 以 消除 这 个 线段 ， 肛 

现 出 一 幅 更 好 的 图 形 ( 见 图 1. 67b)， 国 
| 


一 | 个 二 考 
a) hi 


同上 67 基数 了 = 村- 的 图 形 ， 当 视窗 选择 不 适当 时 可 能 出 现 垂直 线 眉 ( 例 3) 


有 时 三 第 函数 的 图 形 出 现 急剧 振荡 . 当 计 算 器 软件 或 者 计算 机 软件 描绘 图 形 的 点 并且 把 它 
们 连接 起 来 时 ， 实 际 上 可 能 丢失 许 过 取 最 大 值 或 者 最 小 值 的 点 ， 这 样 产生 的 图 形 会 严重 失真 . 

例 4 绘制 函数 六 xz) =sin 100* 的 图 形 . 

解 图 1.68a 显 示 / 在 视窗 [ -12，12] x[ -1, 1] 中 的 图 形 ， 我 们 看 出 , 图形 显 得 非常 奇 
特 ， 因 为 正 或 曲线 在 -1 和 1 之 间 应 该 周期 性 地 振荡 ， 这 样 的 特性 在 图 I 68a 中 没有 展现 出 来 . 
我 们 可 以 取 更 小 的 视窗 作 试 验 ， 例如 取 [ -6, 56] x [ ~1, 1], 但 是 图 形 没 有 获得 改进 ( 见 
图 1.68b)， 问 题 在 于 三 角 函 数 y = sin 100x 的 周期 277100 0. 063 非常 小 ， 和 如果 选择 很 小 的 视窗 
[ -0.1, 0.1] x[ -1，!1]， 得 到 图 1. 68e 所 示 的 图 形 ， 这 个 图 形 大 现 出 正弦 曲线 天 料 中 的 振荡 
特性 ， 国 
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图 1.68 范 数 y=sin 100x 在 :个 视窗 中 的 图 形 ， 市 于 周期 2mrz100=0.063，c) 中 
较 小 的 窗口 最 好 地 显示 这 个 剧烈 振 茵 的 所 数 移 真实 形状 ( 例 4) 


例 5 给 制 范 数 y= cos x + 南 sin 50x 的 图 形 


解 在 视窗 [ -6, 6] x[ -1, 1] 中 图 形 很 像 余 陀 函数 ， 图 上 带 有 某 毕 细小 的 有 明显 波动 见 
前 1 的 a) ， 当 我 们 把 窗口 明显 减 至 [ -0.6, 0.6] x[0.8， 1.02] 时 ， 得 到 图 1. 569b 的 图 形 ， 从 


图 中 看 出 第 二 项 30 sin 50* 的 小 幅 快 速 驮 荡 ， 状 加 在 正 强 曲线 相对 大 的 值 上 . 国 


1 1.02 
-6 而 
-0.6 0.6 
一 C8 
9) hb) 


图 1.69 反 b 硅 出 函数 y = cos x+ 起 sin $0x 在 a) 中 加 出 图 形 的 一 段 精细 


图 像 ; cos x 项 比 十 sin 30x 项 占 明 显 优势 ， 后 一 项 产生 沿 余 孩 明 
线 的 快速 白莲 : 两 个 视图 对 于 获得 图 形 的 清晰 概念 是 必需 的 


例 6 绘制 函数 y=x' 的 图 形 . 


解 ” 其 些 绘图 设备 显示 如 图 1. 70a 的 图 形 ” 把 它 同 图 !. 15 中 y=x'? = 六 的 图 形 比 较 ， 看 出 
对 于 x<0 的 左 支 天 失 ， 两 幅 图 形 差异 的 原因 在 于 ， 许 多 计算 器 和 计算 视 的 软件 程序 把 x 作为 
se" "计算 ， 由 于 对 数 函 数 对 x 的 负 值 没有 定义 ， 所 以 计算 设备 只 能 产生 图 形 中 x* >0 的 右 去 


al by 


图 1.70 在 a) 中 y=x" 图形 的 左 支 关 失 ; 在 p) 中 国 函 数 放 +x) = -于 “1x1 5 的 图 形 获得 左右 两 支 { 例 6 


ixl 


E13 于 1 章 
为 了 获得 显示 两 支 图 形 的 完整 图 像 ， 可 以 画 出 郴 数 
Flx) = lel 
lz| 
的 图 形 ， 除 开 在 x =0 外 ， 这 个 函数 等 于 x“*(f 在 x=0 没有 定义 , 虽 乓 们 ”=0). 了 的 图 形 显示 在 
图 1. 70b 中 ， 加 
习题 1.6 
四 在 习题 1 ~4 中 ,合用 绘 四 计算 器 或 者 计算 栅 ， 2 - ,5-L 3278 
从 给 定 的 视窗 中 确定 印 个 视窗 最 适合 显示 指定 两 数 下 -9 
的 图 形 ， HN = St6 fs) 3 
1. fx) =x — Tx! + 6x. 4 -10x Ns *-2 
(ajf -1， 1] x[ -1, 1). 25, ¥ = gin 250x. 26. Y =3 cos OOx. 
(bj[ -2, 2] x[ -5, 5]. 27.y =cos {过} 28.y= 上 sin 羡 |， 
(e)[ -10, 10] x[ -10, 10]. ( 悦 sm (16) 
[dj)[ -5， 5]x -25, 15]. 29. y =x + sin 320. 30.7 = 对 + em L100:. 
人 31 画 出 由 方程 只 + 2x =4+4y -如 定义 的 四 的 下 
(ali[ -1, 1] x[ -5, 5]. 半 部 分 图 形 . 
(bj -3. 3) x[ -10, 10]. 32. 夯 出 双 曲 线 闻 -16x? =1 的 上 半 支 图 形 . 
{el[ -5, 5] x[ -10, 20]. 33. 画册 丙 数 所 x) = -tan 2x 四 个 周期 的 图 形 . 
{dj[ -20, 20] xf - 100, 100]. 
到 flx) =5+ 12x -各 ， 34. 夯 出 函数 育 xz) =3 cot +1 的 图 形 ， 
(a}[ -1, 1] x[ -1, 1]. 33， 画 出 函数 Kx) = sin 2x + cos 3x 的 图 形 . 
(bi[ -5, 5] x[ -10, 10]. 36. 师 出 晴 数 (xz) = simz 的 图 形 . 
(elf -4, 4] x[ -20, 20]. 在 用 给 图 设备 时 艾 免 不正 确 连 接 的 男 外 一 种 途 
(dt -4, 5}x[ -15, 25], 径 是 通过 使 用 "点 模式 "， 这 种 方式 仅 措 给 录 数 的 
4 Fx) = wS+45 一 3 点 如果 和 你 的 绽 图 工具 允许 点 模式 ， 在 避 题 37 ~ 得 
ia}[ -2, 2] x[ -2, 2]. 中 用 这 种 模式 描绘 函数 的 图 形 . 
(bj[ -2, 6] x[ -i, 4]. 37. = = LL 
te){ -3, 7] x[0, 10]. 7 zx ’ 肝 + 
{9j[ -10, 10] x[ -10, 10]. 39.7=zL x | 49.y = 王 二 1 
在 习题 5 ~30 中 ， 对 于 给 定 的 示 数 确定 适合 的 站 
人 和 数 确 在 习题 41 ~50 中 ， 用 一 种 绘图 计算 器 或 者 计 
l 2 算 机 绘制 指定 超 数 的 图 形 . 
SA) = dx? +15. 6 x) = dl.y=e 十 e ', Y=e -ee ". 
7. 六 xz) = Sx +10 RA) =47 一 太 . 43, y =e "sin x. .=e Ycos 到 
9 F(x) = v9 10. fx) =x (6 -2 ). dS y= en 4 ye. 
11.y = 2x -37. 37 =x (x -8). 四 _ 
13.y = 5 —2x. 14.7=x (5 一 #)， 47.7= 二 487=ze 
.y=1x -ll 46.y = 1# -xl. 
了 3 7 * 1 49.7 = jn x. 0 
y= 4 18. 7 =1 一 
十 十 了 _* -1 
19.1(x) = 20.f(*) = 


第 2 章 极限 与 连续 性 


概述 ”极限 的 棋 念 是 计算 运动 物体 速度 和 求 曲线 切线 的 基础 . 这 一 章 我 们 先 用 直观 的 方法 
讨论 极限 ， 然 后 给 出 极限 的 形式 定 尺 ， 摄 限 被 用 来 描记 函数 变化 的 方式 ， 有 些 函 数 连 续 地 变化 ， 
自 变 量 x 的 细小 改变 羽 引 起 函数 ftx) 的 细小 变化 . 号 外 一 些 函 数 可 能 出 现 函 数 慎 的 跳 变 、 不 规 
则 地 改变 或 者 趋 于 无 限 地 增加 或 减少 ， 极 限 的 概念 给 出 区 分 这 些 性 质 的 精确 方法 ， 


2.1 曲线 的 变化 率 和 切线 


这 一 节 我 们 考察 曲线 的 平均 变化 率 和 上 豚 时 变化 率 ， 这 是 同 曲线 上 一 点 的 射 率 密切 相关 的 
概念 ， 从 这 些 概念 自然 地 引信 本 章 的 极限 这 个 主要 概念 .在 本 章 未 我 们 再 回 到 曲线 瞬时 变化 率 
和 和 斜率 的 主题 ， 以 及 了 解 如 何 通 过 极限 计算 它们 . 

2. 1. 1 平均 速率 与 瞬时 速率 

人 物 传记 在 16 世纪 腹 期 ， 伽 利 格 发现， 当 物 体 在 接近 地 面 的 高 度 从 静 目 ( 非 运 

动 ) 状 态 自 由 下 菇 时 ， 经 过 的 距离 同 下 落 时 间 的 平方 成 正比 ， 物 体 的 这 种 运 
伽利略 伽 利 莱 动 称 为 自由 收 体 ， 在 自由 落体 运动 中 .假定 忽略 空气 阻力 对 减 慢 物 体 下 落 
{ Galileo Galitei, 的 影响 ， 而 重力 是 作用 于 下 落 物 体 的 唯一 外 力 ，、 如 果 用 y 表示 物体 下 落 ! 秒 
1564 一 1642) 后 经 过 的 以 英尺 为 单位 的 距 高 ， 那 么 伽利略 定律 表示 为 
3 = 看 己 

其 中 15 是 比例 常数 (如 果 y 以 米 为 测量 单位 ， 这 个 常数 为 4.9). 

运动 物体 在 时 间 区 间 上 的 平均 速率 由 经 历 的 时 间 除 下 落 的 距离 求 得 ， 测 量 单位 是 长 度 每 单 
位 时 间 : 公里 7 小时、 英尺 ( 米 }/ 秘 或 者 适用 于 具体 问题 的 测量 单位 , 

例 1 一 块 岩石 从 绝 束 顶端 哇 藩 ， 求 它 的 平均 速率 

(aj 前 2 秒 内 的 平均 速率 是 多 少 ? 

(b) 第 1 秒 和 第 2 秘 之 间 的 平均 速率 是 多 少 ? 

解 ” 在 给 定时 间 区 各 内 岩石 难 落 的 平均 速率 等 于 臣 离 改变 量 Ay 除 以 时 间 区 间 长 度 Ar 如 果 
距离 测量 单位 为 英尺 (fi) ， 时 间 测 量 单位 为 秘 (s)， 那 么 计算 公式 如 下 ，; 

(a) 前 2 秒 内 的 平均 速率 ; 

站 16{2)” -16(0) 
2 - 2 0) = 32 fu/s 

(bb) 第 1 秒 和 第 2 秒 之 间 的 平均 速率 ， 

Ay _ 16(2)’ ~ 1601) 
A 2-1 

下 面 的 例子 考察 当下 落 物 体 的 时 间 区 间 越 来 越 短 时 ， 平 均 速 率 会 出 现 什么 变化 . 

例 2 求 验 落 岩石 在 :=1 秒 和 :=2 秘 的 速率 - 

解 ”计算 岩石 在 长 度 A1 = 的 时 间 区 间 Et,， + 及] 上 的 平均 速率 ,可 以 用 

Ar 6 + A)” 一 16 

A = h (1) 
我 们 不 能 用 这 个 公式 代 大 上 =0 计算 在 5 时 的 “瞬时 "速率 ， 因 为 不 能 用 霍 做 除数 。 但 是 ， 可 以 用 
它 计 算 从 =1 和 =2 开始 的 越 来 越 短 的 时 间 区 间 上 的 平均 速率 ， 当 进行 这 样 的 计算 时 ， 得 到 


= 48 ft/s 国 


30 莫 2 姜 


此 2.1 的 结 轩 样式 ， 


从 和 =|L 开始 前 时 间 区 向 上 的 平均 速 可 2.1 短 时 间 间 网 上 的 平均 丈 军 
洲 当 区 间 长 度 威 小 时 ， 看 起 米 趋 近 极 限 值 = ， 
32， 这 个 结 昌 睛 东 央 有 有 在 所 = 上 秒 时 的 下 的 二 总 
a 卫生 下 耐用 代数 方法 来 证 实 遇 则 区 加 太吉 =1 开始 的 长 。 从 =2 开始 的 长 
i . 、 _ 的 长 度 上 谭 轴 三 的 时 了 间 太 网 度 为 玉 的 时 阿 攻 Ta 
如 果 设 上 =1， 然 后 展开 等 式 (1) 石 端 上 的 平均 嫂 率 让 的 平均 过 窑 
的 分 子 并 化 简 ， 得 到 1 0 
ay _ 16(1 上 上) ”~ 16(1)° nl 33.6 有 5. 看 
站 h 04 32.16 64.16 
16(l +2h+ 请 ) -16 1. 001 32, 016 £4. 16 
下 0 O00 32. 0016 400n 
-3 + 人 = 32 + 16 衣 


对 于 不 不 为 0 的 值 ， 表 达 式 的 右 端 和 左 端 相等 ， 上 所 以 平均 速率 是 32+ 166 fs 现在 可 以 看 汕 ， 
平均 速率 当 疡 趋 近 8 时 为 什么 具有 极限 信 32 + 16{0) =32 fts. 
同样 ， 在 等 式 (1) 中 设 本 =2， 对 于 上 不 为 0 的 值 ， 上 述 步 习 产 生 


Ay _ 
人 04 + 1h 


当 上 越 来 越 接近 0 时、 在 =2 秒 的 平均 速率 具有 极限 值 64 fs. [| 
2. 1,2 平均 变化 率 与 剖 线 . 

给 定 任 意 函 数 7 =Fxy， 我们 计算 y 在 区 间 [ x,，x; 1 上 相对 于 x 的 平均 变化 率 ， 它 等 于 区 问 
已 y 值 的 改变 av = ix,) -Fr ) 除 以 区 间 长 度 ar =x; -xi = 所 


定义 = xz) 丰 区间;x x,] 上 -相对 于 x 的 平均 变化 率 为 


Ay Vr) -fxr) Fx +h) -fr) 
Axr Xs 一 交 本 让 1 


斜率 ( 所 图 2. 人， 在 几何 学 中 ， 连 接 一 条 曲线 上 的 两 点 的 直线 是 曲线 的 齐 线 ， 因 此 , /从 x 到 + 
的 平均 变化 率 同 害 线 Po 的 锐 率 相等 ， 让 我 们 考察 -下 ， 当 点 只 镶 曲 线 趋 近 点 中 时 . 即 当 明 数 卜 
生 蛮 化 的 区 间 长 度 趋 近 零 时 ， 会 出 现 什 么 情况 . 
2.1.3 曲线 的 八 率 

我 们 知道 一 条 直线 斜率 的 含义 ， 那 就 是 直线 .上升 或 下 降 的 速率 ， 即 作为 线性 耳 数 图 形 的 变 
化 许 ， 但 是 ， 对 曲线 上 的 一 点 PP， 曲 线 的 糙 率 是 指 什么 ?如果 曲线 在 己 存 在 一 荣 切线 ， 即 一 笨 公 
与 晶 线 切 触 的 直线 ， 像 于 的 切线 ,那么 有 理由 把 志 线 的 斜率 当 作 曲线 在 点 书 的 斜率 ， 所 以 ， 我 
们 需要 给 出 曲线 上 一 点 的 切线 的 确切 含义 . 

对 阅 而 言 ， 切 触 是 容易 理解 的 、 直线 工 旺 圆 上 点 PP 的 切线 ， 是 指 上 通过 PP 并 与 点 PP 处 的 六 
径 垂 直 ( 见 图 2.2)、 这 样 一 条 直线 恰好 同 加 七 舱 ， 介 是， 如果 说 直线 民有 是 其 他 曲线 C 上 点 中 的 切 
线 ， 那么 切 摧 的 含义 是 什么 ? 


超 眼 与 过 然 糙 | 


疼 2.1 7= 所 和 图 展 的 剂 线 ， 读 的 斜率 为 arrax， 图 2.2 工 旺 圆 在 点 
即 区 同 ix; ，*;] 上 的 阐 均 变化 率 六 通过 书 并 阿 闪 入 1 和 非 直 

为 了 定义 -* 般 曲线 的 切 触 ， 需要 提供 一 种 把 割 线 的 特性 考虑 进去 的 方法 即 考 虑 经 这 疡 各 
邻近 点 站 的 割 线 当 怠 沿 曲线 向 严 移 动 时 的 特性 ( 见 图 2.3). 这 种 方法 包含 如 下 步骤 ; 

(1) 从 能 够 进行 的 计算 开始 ， 即 从 计算 割 线 Po 的 君 率 于 始 . 

(2) 研究 出 线 PQ 的 斜率 当 由 沿 曲 线 趋 近 天 时 所 取 的 极限 信 . 

(3) 如 凡 极 腿 存 在 ， 就 把 它 作为 曲线 在 P 的 斜 这， 并 把 通过 量具 有 这 个 斜率 的 直线 定义 为 


上 曲线 在 PP 的 切线 . 


图 2.3 曲线 在 忆 的 切线 是 通过 己 的 直线 ， 它 的 斜率 是 提 线 PO 的 斜率 当日 滞 曲 线 任何 一 侧 赵 近 严 时 的 极限 


大 物 传记 这 就 是 我 们 在 上 面 讨论 岩石 坠落 问题 时 所 采用 的 步骤 .下 面 的 例子 
说 明 切 线 的 几何 意义 ， 


皮 埃 尔 . 德 - 费 马 例 3 求 抛物 线 y=x 在 点 P(2，4) 的 斜率 ， 窟 出 抛物 线 在 这 个 点 的 
(《 Pierre de Fermat， 切线 方程 . 
1601—1665) 解 ” 我 们 画 一 条 通过 点 P(2，4) 和 邻近 点 0(2 + 二，(2 + 有) ) 的 割 


线 ， 然后 写 出 割 线 PQ 的 斜率 表达 式 ， 并 研究 当 0 沿 抛 物 线 趋 近 记 时 发 生 的 情况 ; 
2+h)2 -2 计生 站 一 后 4 4h 
剂 线 介 率 = 好 = 全 + 多 一 和 -和 + 和 +4-4 t+4 
车 请 >0， 则 如 在 中 的 右上 方 ， 如 图 2.4 所 示 ， 若 及 <0， 则 在 P 的 右 下 方 (未 显示 在 图 中 )、， 在 
任何 一 种 情况 下 ， 当 8 灯 近 P 时 赵 近 零 而 割 线 的 斜率 赵 近 4: 
当 志 趋 近 0 时， 和 式 (h+4) 趋 近 极 限 值 4 
我 们 把 4 作为 抛物 线 在 点 P 的 圭 率 ， 
抛物 线 在 点 己 的 切 钱 是 通过 严 且 斜率 为 上 的 直线 
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y=4+4(x -2 《点 斜 式 方程 ) 


(不 按 比例 ) 
痢 2.4 求 抛物 线 y=z 在 点 P(2，4) 的 几率 ， 即 项 线 舍 率 的 极限 ( 例 3) 


2. 1.4 瞬时 变化 率 

例 2 中 难 落 的 岩石 在 时 刻 != 1 和 + =2 的 变化 率 称 为 屿 时 灾 化 率 ， 瞬 时 变化 率 同 切线 的 斜率 
有 密切 联系 ， 这 一 点 在 下 面 的 例子 中 将 会 见 到 . 

例 4 图 2.5 显示 果 蜡 种 群 在 50 天 
内 的 繁殖 试验 ， 果 晶 数 量 技 固 定时 间 区 
间 计 数 ， 画 出 与 时 间 相 关 的 计数 值 的 
点 ， 并 用 光滑 曲线 连接 (图 2.5 中 的 曲 
线 )， 求 从 第 23 天 到 第 45 天 果 蝇 的 繁 
香 率 . 

解 ”在 第 23 天 有 150 只 果 蜡 ， 在 第 
45 无 有 340 只 毕 蝇 内 此 ,在 45 -23 = 
22 天 内 ， 打 蝎 数 量 增加 了 340 - 150 = : ; 
190 只 ， 果 蝇 种 群 从 第 23 天 到 第 45 天 的 0 10 2 0 4 0 


平均 变化 率 为 时 mA) 

AP 340-10 190 图 2.5 果 昭 种 群 在 受 控 试 验 中 的 繁 苑 :22 天 的 
3 6 只 果 蝇 /天 平均 变化 学 为 制 线 的 斜率 APZAK( 例 4 

这 个 平均 值 是 图 2.5 中 通过 点 和 0 的 审 线 的 斜率 . 


在 例 4 中 计算 的 是 从 第 23 天 到 第 45 天 的 平均 变化 率 ， 并 未 说 明 果 昨 种 群 在 第 23 天 的 繁殖 
速率 ， 为 了 求 这 个 速 率 ， 我 们 需要 考察 问题 中 同 这 一 天 更 接近 的 时 间 区 问 . 

例 5 例 4 中 果 蝇 种 群 在 第 23 天 数量 增加 的 速率 是 多 少 ? 

解 ” 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 考察 从 第 23 天 起 果 蝇 在 越 来 越 短 的 时 间 区 闻 上 的 平均 变化 率 在 
几何 学 术 诸 中 ， 我 们 通过 计算 沿 曲 线 趋 近 PP 的 点 序列 0 的 荐 线 斜率 来 求 这 些 变 化 率 ( 见 图 2.6). 

表 中 的 值 表明 ， 当 日 的 i 举 标 从 本 减 至 30 时 ， 割 钱 妊 率 从 8.65 上 升 到 16.4， 而 我 们 预料 当 
:继续 接近 23 时 斜率 会 略微 升 高 从 几何 上 淖 ， 割 线 围绕 己 旋 转 并 显现 趋 近 图 中 的 粗 邯 线 ， 这 条 
直线 通过 点 4(14, 0) 和 B(35，350) ， 其 斜率 为 


350 -0 所 机 
3 7 只 果 蜗 ”天 (近似 值 》 


地 限 与 连续 性 


0 PU 的 儿 市 =Ap/At( 困 岗 / 天 ) 
[045, 340) .6 FE 
(40，330) 3106 本 ， 
as, 310) .3 
(30，265 3 各 -16.4 
4Af14.0 时 间 ( 天 ) 
图 2.6 果 强 图 上 通过 点 呈 的 4 条 制 线 的 妊 率 和 位 置 ( 例 5) 
在 第 23 天 果 蝇 种 群 大 约 以 16.7 只 困 刚 /天 的 速率 增加 . | 


上 面 几 个 例子 陷 含 了 极限 的 概念 . 瞬时 变化 率 是 平均 变化 率 的 极限 值 ; 曲线 上 一 点 的 切线 
的 斜率 等 于 相关 制 线 侍 率 的 极限 值 ， 肯 时 变化 率 和 制 线 出 现在 其 他 许多 地 方 . 为 了 从 结构 上 讨 
沦 这 两 个 对 象 ， 并 加 深 我 们 对 它们 之 问 的 联系 的 理解 ， 需 要 研究 和 如何 定义 以 及 确定 极限 值 或 者 


极 跟 的 了 过程， 我 们 从 下 一 节 开 始 对 它们 进行 研究 . 


习题 2. 1 
在 习题 ] -6 中 , 求 函 数 在 给 定 区 间 上 的 平均 
宣化 率 ， 
L fx) =x +1. 
(a) [2, 3]. 
2 s(x) =xi. 
[a}[ ~1, 1]. 
本 Lt) 一 mol 
[a}[ mw/4, 374]. 
4. get) =2 + 008t. 
(al [9, m]. (bi[ -x, ~], 
5. RIBY = vag+ Tl; [0, 2]. 
6. PO) = -4 +50; [1, 21. 
7, 赛车 速度 ” 附 图 显示 赛车 从 静止 状态 加 速 的 时 间 
-好 离 图 形 . 


(bh}[ -1, 1]. 
[bj[ -2, 0]. 


{bj{m6, m2]. 


此 高 [ml 
E 


0 5 有 区 
行驶 时 间 (s) 


(a) 估计 划 线 P@ ，PQ,，P9， 和 PQ, 的 对 率 ， 
并 像 攻 2z6 那样 依 师 序 把 它们 排列 在 -个 表 
中 ， 这 些 斜 率 对 应 的 单位 时 什么 ? 
fb] 估计 赛车 在 :=20s 时 的 建 度 . 
及 附 图 总 未 一 个 物体 从 工 离 日 球 表 面 80 m 的 
月 球 着 陆 稻 下 落 暑 下落 距离 对 时 间 的 函数 


曲线 . 

[al 估计 基线 PQ9,，PQ;,，PQ, 和 PQ, 的 冬 率 ， 
像 攻 2.6 那样 把 它们 排列 在 一 个 表 中 . 

tb] 当 物体 接 击 月 球 表 面 时 ， 它 的 速度 基 名 少 


了 


经 过 时 间 t9) 


在 习题 9~16 中 ， 合 用例 3 中 的 方法 求 (1a] 曲 
线 在 给 定点 己 的 疼 率 ，{b} 在 点 产 的 切线 方程 
y= 3, Pt(2, 1). 
10.7=5 -5, P(l, 4). 
1l.F=# -2x-3, P(t2, -3). 


54 种 2 间 


y= -dr, PL, -3). 19. 仿 gtz) = x0. 

13.7=#, PO2, 8). {aj 总 g(x) 在 区 站 i 2], [1.51 和 i1. 1+ 

147=2 0, PO, ty 如 上 对 的 于 均 变 化 举 

15,.7 = 12, PU, -HH). (b) 在 区 间 [1，1 + 上 上 造 陋 数 # 对 * 的 平治 

Gy = 3 +4, PC2, 0). 变化 率 数值 表 ， 取 三 趋 近 堆 的 某 些 什 . 
鸭 17， “家 小 公司 前 5 年 内 每 年 的 彰 业 收益 由 下 蕉 纵 出 : 调 如 上 = 0.1, 0.01, 0.00]，0.0001. 


0.00001 和 0. 000 001. 


年 度 收藏 ! 美元) 
一 一 - {0} 责 数 下 在 x=1 关于 中 z) 对 = 的 变化 率 有 有 件 


和 年 度 收益 ( 美 ) 
2000 6 


2003 nl 


2001 27 2004 174 么 晴 泵 ? 
2002 62 {可 在 区 间 [1，1 + 站 ] 上 计算 gtx) 对 x 的 平均 
| | 变化 率 当 五 趋 近 零 时 的 极限 

【ai 曝 出 表 冰 收 盐 作为 年 度 冰 数 的 点 ， 并 尽 可 1 

能 用 光 清 曲线 连接 它们 0 AD -i 
[b) 人 在 2002 年 和 2004 年 之 间 ， 收益 的 平均 增长 (时 有 求 上 在 下 列 区 间 上 对 上 的 平均 变化 率 : 

率 是 和 多少 ? { 昌 从 =2 到 上 =3 了 fi) 从 (=2 到 (= 人 
(通过 所 曾 图 影 估计 2002 年 的 变化 率 . {bl} 在 区 间 [2，7] 上 造 晒 数 了 对 上 的 平均 变化 率 

大 18. 对 蚌 数 Fix) = (z+2)A(x -2) 造 星 数 表 ， 上 腾 的 数 信 表 ， 取 某 些 趋 近 2 的 下 值 ， 出 姐 7 = 

x*=1.2, x = 1 0, # = 01A00, x = 10017 2.1, 2.01, 2.00], 2.0001 和 2. 00001. 
1000，z= 10001710000 和 x=1, (ec) 平均 变化 率 数值 表 在 :=2 关于 了 对 的 变化 
(a) 对 于 孙 数 表 中 每 个 xxi， 求 f(x) 在 区 间 率 有 什么 暗 忒 ? 

[1，x] 上 的 平均 变化 率 (dj) 计算 /在 区 间 !2z2，7] 上当 了 趋 近 2 时 对 :的 
[b) 在 需要 时 扩充 应 数 表 ， 试 确定 Ftx) 在 x=1 平均 变化 率 的 板 限 ， 在 代 人 了 =2 之 前 必须 

的 平 岂 变化 率 . 先 做 基 些 代数 运算 . 


2.2 函数 的 极限 和 极限 法 则 


在 2.1 节 ， 我们 见 过 求 函 数 的 肯 时 变化 率 或 曲线 的 切线 时 出 现 的 极限 .在 这 - - 节 我 们 从 极 扫 
的 非 形式 定义 出 发 ,说明 如 何 计 算 极 限 值 ， 下 一 - 节 红 出 机 限 的 严格 定 头 . 
2.2.1 函数 值 的 极限 
历史 评述 有 假设 乒 站 定义 在 包含 x 的 开 区 间 上 ， 但 是 在 知 可 能 除外 ， 如 果 对 于 充分 接 
一 -一 近 xz 的 所 有 x*, Az) 任 意 地 接近 去 按 我 们 想 要 的 程度 接近 基 ) ， 就 说 当 * 趋 近 mm 
极限 时 f/ 趋 近 极限 工 并 记 为 

lim f(x) = 上 

读 作 “ 当 #x 赵 近 xz 时 大 xz) 的 极限 是 二 "， 实 质 上 ， 极 限 的 定 关 说 明 只 要 x 接近 x {无 论 从 的 哪 -- 
侧 )， 瑚 *) 的 值 就 接近 数 二 这 个 定 浆 是“ 非 形式 的 ”， 因 为 像 任意 接 近 和 充分 接近 这 样 的 说 法 是 
不 精确 的 ; 它们 甫 达 的 意思 同上 下 文 有 关 ， 对 二 制造 活塞 的 机 械 师 来 说 ， 接 近 可 能 意味 着 是 在 区 
千 分 之 一 美 寸 内 ， 对 于 研究 和 时 示 的 银河 星系 的 天 文学 家 测 寺 ， 接 近 也 许 意 味 着 是 在 几 千 光 年 内 ， 
然而 . 定义 十 足 侣 明确 的 ， 使 我 们 能 够 认识 和 计算 特定 函数 的 极限 不过， 当 我 们 着 手 证 明 关 于 
极限 的 定理 村 ， 将 需要 在 2.3 节 中 给 出 的 精确 定义 ， 


己 。 师 果 想 了 解 汕 积分 学 中 更 鹤 的 毛虫 人 移 以 反 重 要 原理 和 主题 的 演进 ， 请 访问 http://wps. aw. wom’aw thomas_ 
calrulus_11. 


才 限 与 达 续 性 六] 


例 1 世 数 /(x) = 生 汪 在 x=1 附近 有 何 特性 ? 


解 ”给 出 的 公式 对 于 阶 * = 工 以 外 的 所 有 实数 定义 所 不 能 用 淮 相 除 )， 对 于 任何 *z1， 可 以 
遂 过 分 子 的 办 式 分 解 和 消去 公 因 式 化 简 公 虑 ， 
x-1)tx+i}y 


An = Et t+1, x¥| 


由 此 可 知 f 的 图 形 晨 不 包含 点 (1，2) 的 直线 y=x+1， 被 排除 的 点 在 图 2.7 中 表示 为 一 个 "小 
玫 "， 号 管 所 1) 没 有 定义 ， 显 然 通过 选择 足 如 接近 ] 的 +， 能 够 使 F(x) 的 值 按 我 们 所 希望 的 程度 
接近 2( 风 下 2.2). 


图 2.7 /的 图 形 除 开 x= 1 在 这 个 点 无 定义 } 外 与 直线 7Y=*+1 完全 相同 ( 例 1) 


囊 2.2 x 越 是 接近 1，fxi = (x -1]Alx-1) 看 起 来 越 是 接近 2 


1 _ 1 
伺 对 1 和 高 1 的 x 入 。 太 xz) = 二-s+l(zzb | 丘 Fi 和 高 于 1 的 x 入 J(z) -strtCexl) 
- 0.9 1.9 0. 999 1. 999 | 
1.1 2.1 lL.001 2. 00] 
0.%m 1.%9 | 0. 099 999 1 999 999 
1.21 2.0] ]. O00 001 2. 000 001 


我 们 说 当 x 赵 近 1 时 J(x) 趋 近 板 限 2， 并 写成 
limf(x) =-2 或 lim =2 四 
例 2 图 2.8 中 的 函数 / 当 x 一 1 时 有 极限 2， 即 使 /在 x = 1 没有 定义 ， 函 数 g 当 x_1 时 有 家 


限 2， 即 使 2 g(1)， 哨 数 妈 是 仅 有 的 一 个 函数 ， 它 在 x 一 1 时 的 极限 等 于 它 在 x = 1 的 值 ， 对 于 
上 ， 有 lim h(x) = 如 1)， 这 个 极限 和 函数 值 的 相等 是 很 特别 的 ， 我 们 在 2.6 节 再 讨论 它 . 本 


例 3 
{a) 若是 恒 等 画 数 上 xz) =x， 则 对 于 性 意 值 wo( 风 图 2. 9a)， 
lim A x) = lim x = x 
fb)] 若 / 是 常 值 函 教头 xz) =#( 取 常数 值 上 的 函数 )， 则 对 于 任意 值 x。( 见 图 2.9b)， 
tm/ = 
例如 ， limx =3 和 bmt(4} = lim(4) =4 
我 们 在 2. 3 节 例 3 中 证 明 这 些 结果 . 加 


56 各 2 伏 


1 WW ge =1 1 


a) ftx) = EE 


2 
所 一 


c) Atz) =x+1 
1L. x= 1 


图 2.8 扩 x)， g(x 和 tx) 当 x1 时 的 极限 都 等 于 2， 但 是 
了 唯 有 htx) 在 x=1 的 函数 值 与 极限 值 相等 ( 例 2) 


0 To 


耻 恒 竺 函数 b 常数 函数 
图 2.9 例 3 中 的 两 个 函数 在 所 有 点 am 都 存在 极限 


极限 可 能 不 存在 的 某 些 情况 在 图 2. 10 中 说 明 ， 并 在 下 一 个 例子 中 描述 

例 4 讨论 下 述 函 数 当 x_0 时 的 特性 

上 [本 

1 0. , x0. 

me 人 二 orn -| 
0, x=U. 

解 (aj] 丽 数 效 赤 单位 阶 财 函数 U(x) 当 x_,0 时 不 存在 极限 ， 因 为 它 的 值 在 x =0 既 变 ， 对 


于 任意 接近 零 的 货 x 值 ，U(x) =0。 对 于 任意 接近 零 的 正 x 值 ，U(x) =I， 当 x 一 0 时 不 存在 


人 0， 
(a) U(x) -人 和 区 日. sin | ， * >0. 
亚 


旦 有 Ey 
中 
1 _|oxr<a 
” | 1. x 之 0 
1 一 一 一 一 一 一 
一 和 症 of 
2 单位 阶 竖 力 数 Ca b) gtx) Ci . 


图 2.10 当 * 一 (1 时 不 存在 极限 的 三 个 函数 ( 例 4) 


赵 限 与 过 续 性 S7 


U(x*) 趋 近 的 单一 值 L( 见 图 2. 10a)， 

(bb) 两 数 增长 过 大 而 不 存在 极限 : g(x)】 当 x -+ 0 时 无 极限 ， 因 为 当 x-0 时 g 的 值 的 绝对 值 
任意 地 增 大 而 不 保持 癌 任何 固定 的 实数 接近 ( 见 图 2. 10b)， 

{5) 明 数 振荡 过 多 而 不 存在 寝 限 : /A(z) 当 x 一 0 时 无 极限 ， 因 为 在 包含 0 的 每 一 个 开 区 阿 内 肾 
数 的 值 在 +1 与 -1 之 间 拍 落 ， 当 x 一 0 时 函数 值 不 保持 同 任何 一 个 数 接近 (参见 图 2 10c). 恒 
2.2.2 极限 法 则 

下 述 定理 表明 如 何 计算 两 数 算术 组 合 的 极限 ， 其 中 函数 的 极限 是 已 知 的 ， 


定理 1 [极限 法 则 } ” 若 上 ， 上 入 ,oc 和 大 是 实数 , 并 且 limf(x) = 上, lim g(x) = 射 , 则 有 
{1} 和 法 则 lim(C f(x) + g(x)) =L+N 
两 个 商 数 之 和 的 极限 等 于 它们 的 极限 之 和 . 
[2} 益 法则 limCA( x) 一 可 ff =- 
两 个 函数 之 差 的 极限 等 于 它们 的 极限 之 差 . 
(3) 积 法 则 lim C(x) “gx =L-N 
两 个 函数 乘积 的 极限 等 于 它们 的 极限 的 乘积 . 
(4) 常数 悦 法 则 lim(k» f(x)) = 上 
常数 与 函数 相 乘 的 极限 等 于 常数 与 晒 数 棋 限 的 相关 . 


(5] 商法 出 im 用 2 = ££ M0 


一 中 (< WH 
两 个 函数 之 商 的 极限 等 于 它们 的 极限 之 商 ， 假 定 分 母 的 极限 不 为 堆 
{6)} 状 法 则 ! 
若 r 和 s 是 不 含 公 因数 的 闵 数 ， 且 :x¥0， 则 ! 
lmf(#))™ = 0° 
假定 “是 实数 ( 如果; 是 偶数 ， 我 们 假设 二 >0)， 
函数 的 有 理 数 徘 的 极限 等 于 范 炒 极限 的 靠 ， 假 定 极 艰 等 是 实数 


我 们 可 以 确信 定理 1 中 各 个 法 则 或 定律 的 真实 性 (虽然 这 些 直 观 的 论断 不 能 作为 证 明 )、 邵 
果 x 充分 接近 c<， 那 么 从 极 眼 的 非 形 式 定义 看 由 所 x) 接 近 工 和 g(x) 接 近 杆 因此 ， 有 理由 认为 ， 
x) +g(x) 接 近 上 + 有 于， /(x) - g(x) 接近 上 -村 ， x)jg(x} 接 近 LM， 接近 上 碟 ， 以 及 当 和 0 
时 fx) Ag(z) 接近 LM， 我 们 在 2.3 节 依 据 极限 的 确切 定义 证 明和 法 则 ， 法 则 (32) ~ (5) 在 附录 
A.5 中 证 明 ， 法 则 5 在 高 等 微 积分 学 教程 中 证 阴 . 

例 5 应 用 观察 结果 lim k = 上 和 lim x =c( 例 3) 以 及 极限 的 性 质 求 下 面 的 极限 

(a) iim(e + qz - 3). (b) lim St (el lim V4x” ~3. 

解 (aylimt a +4x 3) = lim x + lm 4x’ -lim3 《和 法 则 与 差 法 则 ) 

= +4e? -3 ( 积 潜 则 与 常数 倍 法则 ) 

1 is + -1) 
xz lim(x +5) 


(bylim (商法 则 ) 
Lm x’ + limx’ -lim!1 
= 和 “一 《和 法 则 与 差 法 则 ) 


lim x + lim5 
i 让 


58 节 2 重 


ce 


ot5 
(ce) lim V4x -3 = ,flim(4x -3) 《守法 则 ，ra = L/2) 
= AUim4r - im3 《 莹 法 则 ) 
= v4( -2) -3 【〈 积 法 则 与 常数 倍 法 则 ) 
= Vi-3= V3 国 
定理 1 的 两 个 推论 进一步 简化 多 项 式 积 有 理 陋 数 的 极限 计算 任 邯 ， 为 了 计算 多 硕 式 叫 数 当 
x 时 的 极限 ， 只 澳 在 本数 公式 中 用 c 代 换 x， 为 了 计算 有 理 了 两 数 当 x-*c( 在 点 < 分母 不 为 0 时 


i 
+ 站 
了 


《 覆 法 则 或 积 法 则 ) 


lim Plx) = Pe} =a.6 +G IC + 二 


: 定理 3 【有 理 函数 的 极限 ) 若 Ptr) 和 Q(tx} 是 密 项 式 , 自 ec) <0， 则 
sm P(s) _ PE) 
— Q(x) QUc) 


x td -3 (CC-1) +4( -1)°-3_0 
(-1):+5 6 


例 6 lim 


+ 

2. 2. 3 ”用 代数 方法 消去 零 分 母 

定理 3 仅 当 有 理 两 数 的 分 母 在 极限 点 < 不 为 零 时 成 立 ， 如 果 分 
得 为 零 ， 消 去 分 子 和 分 母 中 的 公 因 起 后 ， 可 能 把 分 式 化 简 为 分 母 
在 。 不 再 为 零 的 分 式 、 如 果 出 现 这 种 情况 ， 就 可 以 在 化 简 后 的 分 数 
中 用 代入 法 求 极限 . 

例 7 计算 tim 汪 计 * 

解 不 能 代 人 x=1 求 极限 ， 关 为 这 使 分 母 为 堆 、 我 们 检查 分 
子 在 * =1 是 否 也 等 于 零 ， 事 实 确实 如 此 ， 所 以 分 子 与 分 母 具有 公 因 式 (z - 1)， 消 去 (* -1) 后 得 
到 更 简单 的 分 式 ， 它 在 xz1 的 值 与 原来 函数 的 值 相等 : 


=0 国 


x +x-2 (x-1l)(tr+2) 站 十 于 
= x = 如 果 x 天 1 
利用 这 个 更 简单 的 分 式 ，、 用 代 人 法 求 x 一 1l 时 的 极限 : 
6 x+Y-2 YY+2 1+2 
im = lim = = 3 
xz 一 #-] 下 1 
请 参见 图 2. 11. 医 


2.2.4 用 计算 器 和 计算 机 估计 极限 

当 有 理 函 数 的 分 母 为 堆 而 不 能 用 定理 1 的 商法 则 时 ， 可 以 试用 计算 器 或 者 计算 机 估计 当 > 越 
来 越 接近 c 时 的 极限 值 ， 我 们 在 例 1 中 采用 过 这 个 方法 ， 但 是 对 于 在 -- 点 无 定 尺 或 不 存在 极限 的 
函数 ， 计 算 器 和 计算 机 可 能 给 出 虚假 值 和 错误 印象 ， 像 下 面 例 子 说 明 的 那样 . 
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疼 211 除 在 x=1 外 ,aj 中 x) = (x + -2)A(x7 -zx 与 是 中 (x) = (x+2)Azx 的 图 
撒 相 同 (在 这 一 -点 无 定义 ) ,两 个 隔 数 当 * 一 ! 时 具有 相同 的 极限 ( 例 7) 


例 8 估计 jg -190 -10 的 信 

解 ” 表 2.3 列 出 函数 在 x=0 附近 的 若干 值 ， 当 x 经 过 二 1， 土 0.5， 土 0. 10 和 + 和 01 申 近 0 
上 肝 ， 陋 数 似乎 趋 近 数 0. 05. 

当 皮 更 小 的 x 值 x0.0005，+O 0001，#0.00001 和 0.000 001 趋 近 0 时 ， 琐 数 似 乎 趋 近 
0 值 . 

那么 答案 是 0.05 或 0 还 是 某 个 其 他 值 ? 我 们 在 下 一 个 例子 中 解答 这 个 问题 . 


束 2.3 x) = + TO -1 在 x=0 附近 的 计算 机 求人 


T Az) 工 Nx) 
十 1 0.049 876 +0. 005 .080000 
+0.5 0. 049 969 土 避 .O001 0. 000 000 
过 0.059 近 了 ”> 
土 愉 .| 0. 049 999 趋 近 +0. 000 OL 0. 000 000 超 近 0 
土 由 0] 0. 050 000 D0. O00 O00F 人 TO O00 


使 用 计算 器 或 者 计算 机 可 能 产生 不 确定 的 结果 ， 像 上 面 的 例子 我 们 不 能 在 计算 中 代入 
*=0， 同 时 分 子 和 分 母 没有 明显 的 公 因 式 ( 像 例 ? 那样 )、 然 而 ， 在 某 些 情况 下 我 们 可 能 用 代数 
方法 建立 一 个 公 因 式 . 

例 9 计算 lm 0 一 才 


解 这 是 在 例 8 中 考虑 过 的 极限 ， 如 果 对 分 子 和 分 母 间 乘 以 表达 起 vx +100 +10( 从 改变 分 
子 根 式 后 的 符号 得 到 ) ， 就 能 建立 一 个 公 因 式 ， 用 初等 代数 对 分 子 进行 有 理化 : 


vx +100 -10_ ve +10 -10 vario00+10 x +100- 10 
x 


x Vr +100 +10 X(T 7100 10) 
2 
E 2 
= ( 公 因 式 * ) 
x 00 + 10) 


] 


1 
+ + 


1 


m = lim 一 一 " 
Wi * ro Vx +100+10 
1 
= 一 一 一 一 一 - 《分 全 在 x = 0 不 为 堆 ,用 0 代 换 x) 
v0 +100 +10 作 
1 
= 30 = 0.05 
这 个 计算 对 于 例 8 中 不 确定 的 计算 机 结果 提供 正确 的 答案 . 国 


在 求 分 母 变 成 零 的 商 的 极限 时 ， 不 可 能 始终 依靠 代数 方法 解决 问题 。， 在 某 些 场合 ， 这 时 可 以 
借助 于 问题 的 几何 性 质 ( 参 见 2.4 节 定 理 7 的 证 明 ) 或 通过 油 积 分 方法 (在 4.4 节 和 4.6 节 中 说 明 ) 
求 出 极限 ， 下 面 一 个 定理 也 是 很 有 用 的 . 

2.2.5 夹层 定理 

下 述 定 理 使 我 们 能 够 计算 各 种 形式 的 极限 ， 这 个 定理 称 为 夹层 定理 ， 因 为 它 涉 贡 的 晒 数 z 了 的 
值 夹 在 另外 两 个 国 数 中 和 上 的 值 之 间 ， 而 这 两 个 函数 在 y 
点 c 有 相间 的 极限 L， 由 于 函数 六 的 值 被 限制 在 两 个 趋 近 
上 的 应 数值 之 间 ， 所 以 它 的 值 也 必定 趋 近 ( 见 图 2. 12). 
在 附录 A.5 中 可 以 找到 定理 的 证 明 . 


定理 4 ( 夹 展 定理 ) 假设 对 于 包含 c 的 某 个 开 | 
区 间 内 的 所 有 * (x =c 本 身 可 能 除外 ). 有 
g(x) f(x) h(x)， 同 时 假设 lim g(x) = lim h(x) = 


LL， 那么 lim f(x) = 万 


夹层 定理 也 称 为 压缩 定理 或 者 收缩 定理 . 
例 10 假设 对 于 所 有 xz0 有 


2 

x x 
一 二 二 - 
1 4 1+ 


求 lim u(x)， 无 论 u 是 多 么 复杂 的 函数 . 

解 ” 由 于 lim(1 (#74)) =1 和 lim(1 + (x/2)=1， 
夹层 定理 列 少 lim u(x) =1( 见 图 2.13). 本 

例 11 

{a) 《参见 图 2 14a) 由 sin 6 的 定义 (参见 1.3 节 } 推 出 ， 
对 于 所 有 8， 有 -181<sin 68<181， 由 于 lim(-181) = 图 2.13 疼 形 位 于 y=1+ (2)} 和 y= 


lm181 =0， 故 有 1 - (4) 的 图 形 之 间 的 区 域 
lim sina 和 = 有 0 的 在 何 消 数 u(r) 当 x- 必 时 具 
{b) (参见 图 2.14b) 由 cos 8 的 定义 推出 ， 对 于 所 有 有 极限 1( 例 10) 


8， 有 0<1 -cos 8<161， 故 有 lmf1 - cos 4) = 中 ,或 者 
lim eos 6 =1 
(0) 对 于 任何 函数 x)， 若 lim 1F(x) 1 =0， 则 lim/(#) =0， 这 是 由 于 - HA(r) 1 sr) 天 
1fz) 1 而- 1xz) 1 和 |x) 1 当 x-e 时 具有 极限 0 国 
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a) by 


几 2.14 类 层 定理 显示 jin sjn 日 =0 和 bytimt ! - cos 8) =0( 岗 11) 


概 限 的 另外 -个 重要 性 质 由 下 面 的 定理 给 出 ， 在 下 一 节 给 出 定理 的 证 明 . 


定理 5 如 朵 在 包含 < 的 某 个 开 区 间 内 (x =c 本 身 可 能 除外 } 有 f(x) g(x)， 且 当 #.wc 时 ， 
和 g 都 存在 极限 ， 那 么 
1 lim fx) lim gt x) 


在 定理 5 的 不 等 式 中 ， 如 果 用 严格 的 小 于 符号 ( < ) 代理 小 于 等 于 符号 ( 皇 ) ， 结 论 不 骨 成 
立 ， 图 2. 14a 表明 ,对 于 80， 有 一 181<sing<101， 候 是 在 90 的 极限 情况 下 . 等 式 
成立 . 
习题 2.2 
1.、 对 于 本 题 所 走 图 形 的 证 数 g(x)， 求 下 面 的 极限 ， 
或 者 说 明 不 存在 极限 的 原因 . 
(ailime(xz)， 《bllimm eg(x). (es] lim a(x). 


(ajiim 放 x) 存在 . {blim f(x) =0. 


2 对 于 本 题 所 夯 图 形 的 东 数 FLx] ， 求 下 面 的 极限 ， Ce 下 本 (a)limAs) =1. 
或 者 说明 不 存在 极限 的 原因 . (elim/(x} =0. 
(a} iim fn). (bj lim /OD, {ellimf(e). [nD Jim 站 x 在 -1，1 中 的 每 个 点 z 存在 . 


4 关于 本 题 所 画图 形 的 函数 y=/(x) ， 下 述 命题 中 
翌 些 命题 成 立 ， 哪 些 命题 不 成 立 ? 


3. 关于 本 题 所 町 图 形 的 函数 y = Asz) ， 下 述 命题 中 
哪些 命题 成 立 ， 哪 些 命题 不 成 立 ? 


62 入 2 新 
(ajjim/(x) 不 存在 。 {b)lim /x) = so i 0 i 
(ellim As 不 存在 . = 3 总 一 避 “4 
Caj tim 在 ( -1、1) 由 的 每 个 点 徊 存在 . in 4 i 
(ej im /x) 在 (1，3) 中 的 每 个 点 存在 "2 站 
在 习题 5 和 习题 6 中 ， 说 明报 限 不 存在 的 原因 43. lim 这-4 4 jim 一生 + 

|] vv 

5 lim Ta 和 tm eT - 2- ve-s 4 -x 

_ _ #45. Lim . 丘 . lim 一 一 -一 - 

7. 假设 函数 风 z) 对 于 除 x = 加 外 的 所 有 实数 什 z 有 4 5 

定义. 关于 lim 扩 x) 的 存 帮 了 得 能 得 出 什么 站 论 ? 在 局 是 47 ~ 54 中 ， 求 概 限 . 


提出 答案 的 理由 . 

， 假 定 晃 数 让 4+) 对 于 [ -1]，]11 中 的 所 有 x* 有 定义 . 
甘于 lim 让 x) 的 存在 与 否 能 得 出 什么 结论 ”提出 
管 案 的 理 内. 

,如 果 Lim 碎 x) =5， 那 么 7 在 * =! 必 线 有 定义 吗 ? 
如 果 是 这 样 ， 必 定 有 ix) =5 吗 y 关于 /在 x=1 
的 值 能 得 出 什么 结 沦 ?于 以 解释 . 

10. 如 果 站 1) =5， 那 么 limf{x) 必然 存在 吗 ?” 如 果 
存在 ， 必定 有 lim 太 x) =5 吗 ? 关于 lim 雇 x) 能 得 
出 秆 么 结论 ?予以 解 妓 . 

在 习题 11 ~28 中 ， 求 极限 . 

ll. lim (2x +5). 12. lim(10 -3x). 

13. lim( —x: +5x—2). 14. 

15, lim8t1 -5)(t-7). 16. 


wm 


志 


lim (x ~ 2x +dx +8). 
lim 3s{2s —1). 
Pe 


和 二 3 ， 4 
7 se ws 
2 
19， Lim 二 20. lim 7+ 
sr Sy Ty 十 5y 十 日 
21. lim 3(2x -1) 22. lim {x +3)™ 
23. lim (5 — 7}", 24. Him(2z -8)". 
， 3 5 
25, mo 26. 有 
“w+1 +LI Sh + +2 
27. lim tl 28, lm : i YA +4 -了 
在 习题 29 ~ 四 中 ,， 求 极限 . 
一 5 +3 
29. lim 5 39. Lim rT 
了 PP 
41. lim* +3r-10 32. Jim ?x+ 10 
sm-5 + x-2 
他 + 一 人 二 3 二 了 
3 四 PT 3 Hm ,2 
.一 2x 一 4 $y 十 名 
，1 . 6. 1i + 
5 a + Dx Pe 3 — 67 
-1l 位 -8 
37. lim 38. lm 


47. lim(2an x—1). 8 Jim sin™ x. 
pee] 1 


49, lim sre x. 0. lim tan +. 
em 
] 十 于 十 Stm 工 
3 om 三 


$3. iim vs +[ cos'?x, 


$1, lim SZ limt zx -1) (2 -eos x). 
cl 了- 串 


54. limv ] + cos x. 


$5， 假定 lim(x) =1 及 lim g(x) = -5 对 于 下 面 计 
血 极限 的 步骤 Ca) ，tb) 和 tc)， 指 出 使 用 定理 
] 中 极限 法 则 的 名 称 : 
im Da) ND) 
"0 {Fx) +7) lim(A(x) 7) 
lim2F(x) -lim p(x) 
1 {b) 


ClimCf(#} +7) )™ 
2 tim fx) -lim glx) 
(mx ) + 


210)-(-5)_7 
(1+7) 4 
=5, limp(*) =1 及 lim r(x) =2， 对 


fc) 


36. 令 lim h(x 


于 下 面 计算 极限 的 步 弛 (a)，(b) 和 (<) ， 指 出 
使 用 定理 1 中 的 楼 限 法 则 的 名 称 : 
ji TY limv Shtx) (a) 
2 pA)A4 rz)) lm(plx) (4 —rCr))) 
lim Sh( x} 
Ci px) ) (im -r(x))) 
(hb) 


Ee] lim hir) 


“ (Hmp(r) {lm4 - lm r(x)) 


(c) 
vs _ 5 
(1)(4-2) 2 
57. 假定 lm/(x) =5 及 lim g (x) = -2 求 下 列 


极限 . 


a) lim f(x) g(x). {bylim 2f sglz). 
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(om rag), ejbm A 对 于 接近 0 的 所 有 x* 什 威 立 ( 队 如 9 季 可 以 
Ee rw fix) — glx) 看 出 的 确 如 此 )， 这 对 于 
8. 假定 limf(#) =0 拒 lint g(x) = -3， 服 下列 Lim 1 con x 
极限 . 四 本 
{a}lim( g(x) +3). (Uh) lim x f(x). 还 可 能 得 出 什么 绪论 ”提出 等 案 的 理 市 . 
- {bj 对 于 -2 和 x 和 2， 一 起 监 出 y= (12 - 
te) lim( gx))?, ft aA (ay eee /a 呈 肌 <1 这 的 
9 假定 tim Hz) =? 及 limg(x) = -3， 求 下 列 极限 . 图 形 ， 评述 这 些 图 形 当 :0 时 的 特性 
{a}lim( ft x) +atx)), (b) lim f(x) " gE). 中 对 于 习题 71 ~ 80， 你 将 发 现 绘图 计算 器 是 
(e)lim 4g( x). [dj lm fr) /gtx). 用 的 . , 
[a 假定 limp( x) = 站 ， lim r(x) = 人 及 lims (x) = 区 人 SAz) 一 本 
_ 3“ 采 下 列 极 限 1 < (ai 利明 数 了 的 数值 表 . 取 点 = -1.1， 
(al lim (ptzy #7 x) aa -3401，-3.00! 等 , 直到 所 用 计算 器 能 
1 药 达 到 的 数值 ， 然 后 估计 lim A x)、 如 果 改 
tb} lim, pt#) » r(x) s(x). 为 在 z= -2.9，-2.99，-2.999,，.… i 
[em 4p 人 3) + Sta) Yests). 算 /， 估 汗 极 最 能 达到 什么 值 ? 
市 于 形式 为 {b) 通 过 绘制 /在 x = -3 附近 的 疼 形 ， 并 用 
上 全 的 下 各 Zeom 和 Trace 功能 键 估计 当 x * ~- 3 时 图 撒 
ER - 3 
的 极限 同 划 线 、 切 线 和 上 时 建 率 的 联系 ， 所 以 在 摔 | 入 企 信 7 中 由 二 用人 (但 出 的 结论 
积分 中 频繁 出 现 ， 在 妆 古 61 ~66 中 ， 对 于 结 定 的 x 和 
悄 和 冰 数 了 计算 这 个 极限 . 取信 EU 一 (5 -2) Ae). 
tl. ms) =x ,x=1. {a} 造 淆 数 & 的 数值 表 ， 取 点 x =1.4、1.41， 
62, fx) =x, x= -2. 1.414 等 拉 的 相继 十 进 制 近似 值 估计 
.Ar) =3xr -4, x=2. lim g(x). 
A 1, #= 2 (通过 绘制 5 在 m = 民 附 近 的 疼 形 ， 并 用 
65, f(x) = x=7. Zoom 和 Trace 功能 键 估计 当 * 丘 时间 形 上 
6 fx} = v3x+1, +=0. 的 7 值 ， 支 持 你 在 {a) 中 得 出 的 结论 
全 如果 对 于 一 1 <x 二 1， 有 v3-2x fr) 把 {用 代数 方法 求 lg g(x) 
va 求 limf(x). T3. 使 Cx) = (rz+63A(+4 和 -人 应) 
全 ,如果 对 于 所 有 xz， 有 2 -x 和 g(x) E2 cos x， 求 (al] 造 函数 6 的 数值 表 ， 取 = = -5.9，-5.99， 
lim g(x), 一 全 999.…- 热 后 合计 lim 6C(x)， 如 果 改 为 
x sin 4 在 x*= -61，-601，-6.001，… 计 算 世 . 
人 2 (a 可 以 证 明 ， 不 等 式 1 -第 <3 <1 估计 极限 能 达到 什么 值 ? 
对 于 接近 零 的 所 有 * 值 成 立 ， 这 对 于 {b) 通 过 绘制 的 图 形 ， 并 用 Zoom 和 Trace 功 
Him 了 月 键 估计 当 = 一 -6 时 图 形 上 的 y 信 ， 支 持 
还 可 能 得 出 什么 结论 ? 提出 答案 的 理由 . 有 全 的 全 认 
(bl 对 于 -2sx 呈 2 在 -起 画 出 y=1- (x/6)， "6 
=x sin x)At2 一 2 eos x) 以 及 y=] 的 图 。 全 令 hs) = -2 -3)/(s -4r+3). 
形 ， 评 述 这 些 图 形 当 4_ 冯 时 的 特性 . (3) 造 册 数 上 的 数值 表 ,， 取 x* = 2.9,，2.%9， 
70 {a] 假定 不 等 起 2. 999 ，… 拓 后 估计 ji x) 加 时 改 为 
|! sl-cox,l 在 zx=31，3.01，3. 001，… 计 算 上 ， 估 计 


2 24 和 2 般 席 能 达到 什么 值 ? 
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各? 下 


了 7. 


T6. 


75. 


了. 


{bj} 通 这 在 xs =3 附 近 绘 制 睛 的 图 形 ， 并 用 
Znom 和 Trace 功能 键 居 计 当 x 一 3 时 图 形 上 
的 7 值 ， 支 持 你 在 (a) 中 得 出 的 结论 . 

(ej 用 代数 方法 求 lim hx). 

命 fx) =Cx -I(xr| -1). 

{8}) 造 琴 数 的 数值 表 ， 取 x 自 上 和 和 白 下 趋 近 
xo=—] 时 的 值 . 热 后 情 计 im x). 

(bj 通过 在 和 = -1 附近 绘制 了 的 图 形 ， 并 用 
Zoom 和 Trace 功能 键 估 计 当 x 一 -1 时 于 展 
上 的 > 慎 ， 支 持 你 在 (a) 中 得 出 的 结论 . 

{e 用 代数 方法 求 im fx). 

全 F(xY = (+3x+2)A2- 1x1). 

(ta) 造 函数 下 的 数值 表 , 取 x 自 上 和 自 下 赵 近 
x = -2 时 的 值 。 然后 舍 计 lim fx). 

[b}) 通 过 给 制 下 在 %0o = -2 附近 的 图 形 ， 并 用 
zoom 和 Trace 功能 键 估计 当 * 一 -2 时 图 形 
于 的 y 值 ， 支 持 你 在 (a) 中 得 出 的 结论 ， 

Le} 用 代数 方法 求 lim Fx). 


， 令 g(0) = {8in 8)/@. 


1a) 造 函数 g 的 数值 表 , 有 取 8 自 上 和 自 上 下 趋 近 
四 = 人 D 时 的 值 . 拟 后 情 计 tim gt9). 

{b) 通 过 绽 制 g 在 号 =0 附 近 的 图 形 ， 支 持 你 在 
{a}) 中 得 出 的 结论 . 

售 CE) = (1 -cn te 

[a} 造 冰 数 的 数值 表 ， 取 上 自 上 和 魏 下 趋 近 
5 =0 了 时 的 什 . 然后 估计 lim Ctt). 

(hb) 通过 然 制 上 在 ts = 省 附近 的 图 形 ， 支 桂 你 在 
ca) 中 得 出 的 结论 . 

邻 扰 zi = 

{a} 造 函数 /的 数值 表 ， 取 x 自 上 和 和 白 下 趋 近 
xo 1 时 的 值 . 了 当 *- +1 时 有 极限 吗 ? 如 果 
存在 极限 ， 极 限 信 是 什么 ? 如 果 不 存 在 极 
限 ， 原 因 何 在 ? 

Lb} 通 过 绘制 1 在 x6。=1 附近 的 图 形 ， 支 持 你 在 
ta}) 中 得 出 的 结论 . 


. 售 Fr) = 03" -1) x 


(a} 造 函数 /的 数值 表 ， 取 * 自 上 和 自 下 趋 近 
x =0 时 的 值 . /在 x 一 0 时 有 极限 吗 ?” 如 果 
存在 极限 ， 概 限 值 是 什么 ? 如 果 不 存在 极 
限 ， 原 因 何 在 ? 

(5) 通 过 绘制 /在 x。=0 附近 的 图 形 ， 支 持 你 在 


《ah 得 出 的 结 ; 
如 果 对 于 在 [ - 1, 1] 中 的 x 有 x*/(*) 所， 
对 于 zs< -1 和 xz>1 有 x/(x) 筷 x*， 那么 在 
哪些 点 cc 上 自动 得 知 lim A *) 的 值 ? 关于 了 在 这 
些 点 的 模 限 值 能 够 得 出 什么 结 沦 } 
82. 假定 对 于 所 有 xx2 有 glx) 和 所 x) 寺 htx)， 插 
假定 


81. 


el 


limgtx) = limh(x) = -$5 
关于 /5 和 让 在 x=2 的 值 能 够 得 出 任何 结论 
吗 ? Ff(2) =0 能 否 成 立 ? Jim fl x) =0 能 末 或 立 ? 
提出 等 案 的 理由 . 
83. 如 果 lin 2 =1， 求 lim /4). 


84. 如 果 lim 人 站 =1, 求 
i 


{a} lim, Ax). {b] limlt™. 


了 A 


85、 (8) 如果 tim 站 了 =3， 求 li fx). 


(如 果 一 4， 束 t 7 
如 果 [四 用 -1， 求 


(lA (oilim 


(a) 通过 综 制 gtx) =x sint LAx) 的 图 形 。 估 计 
lim gt x}, 当 需 要 时 在 原点 处 放 太 图 形 . 
[9) 用 一 种 证 明证 实在 (a) 中 得 出 的 估计 - 
. 1aj 通 过 绘制 Rtz) =xcost17x!) 的 图 形 ， 信 i 计 
lim h(x), 当 带 要 时 在 原点 处 放大 图 形 . 
[b} 用 -- 种 证 明证 实在 (sj) 中 得 出 的 个 计 . 
计算 机 探究 
在 习 语 中 ~94 中 ， 上 几 一 种 CASt 计算 机 代数 系 
统 1 执 行 下 到 处 理 步 骤 ， 
(8} 给 制 煌 近 点 x 时 的 函数 图 形 . 


fb} 从 图 上 撒 情 守 极限 值 ， 
2 
89. Jim*——16. 90. lim*—* -3 
2 在 一空 一 -1 {x+1): 
1l1+x-1 ， x -9 
91, lim > 92. lim 一 一 -一 一 一 
区 3 vx +7 ~ 
-cosx 2x: 
B93. lim - - 4. lim 一 一 一 一 . 
= 四 和 Si 多 nr 
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2.3 极限 的 精确 定义 


现在 把 注意 力 转 到 如 何 给 出 极限 的 精确 定义 ， 对 于 韭 撒 式 定义 中 像 " 任 意 接近 "这 样 含糊 的 
措 词 ， 我 们 要 用 能 够 在 任何 特定 例子 中 适用 的 具体 条 件 代 牢 ， 用 精确 的 定义 ， 可 以 证 明 朋 -- 季 给 
出 的 极限 性 质 ， 并 确定 许 才 重要 的 极限 . 

为 了 证 明 当 xs 时 碎 x) 等 于 数 上 ， 必 须 证 明 当 x 保持 "是 够 接近 "x， 时 让 x 同志 之 间 的 间 随 
能 够 达到 " 像 我 们 选择 的 那样 小 "， 现 本 专 察 -下 ， 如 果 指 定 /(x) 与 之 间 间 隙 的 大 小 ， 有 那么 这 
将 会 有 什么 雪 炒 . 

例 1 性 虚 在 so=4 附近 的 亢 数 y=2x--J]， 从 上 址 现 上 看， 当 + 楼 近 4 时 前 数 7 显然 接近 ?了 ， 所 
以 im(2x -1) =7 然而 ， 例 如 说 ，* 必须 怎样 接近 4 方 能 使 *=2z -1 同 7 之 基 小 于 2 单位 ' 

解 ”我 们 的 问题 是 ; x 让 什 么 值 能 使 1y7 -71<29 为 了 考 求 答案 ， 首 先 通过 * 表示 1 了 11 

[¥y -Yl=l(2x -1)-71=|2x—81 


二 是 问题 变 成 : x 取 什 么 值 能 够 满足 不 等 式 12x -81<27 ， 
为 求 出 *， 解 不 等 式 ， 1 r=23t-1 
12x -81< 2 
-2 <2x-$<2 
<2x<10 为 补足 这 
3 Xe5 个 [世间 
-Lt<xr-4<l 
只 要 x 保持 在 x =4 的 1 单位 距离 内 ， 就 能 保持 y 存 y= 加 
7 的 2 单位 距离 内 ( 见 图 2. 15). LJ Ll 、 
在 前 面 例子 中 . 我 们 确定 * 必须 怎样 接近 特定 的 值 9 二 
4， 以 保证 蘑 个 两 数 的 输出 位 于 图 线 极限 值 上 的 预定 区 问 限于 这 个 区 疝 
内 .为 证明 当 x 一 % 时 Ax} 的 极限 实际 上 -等 二 上， 必须 图 2 15 * 保 持 在 x =4 的 1 单位 及 
证 明 ，, 只 要 保持 * 足够 接近 和 ， 就 能 使 闷 x) 同 二 之 间 的 离 内 能 使 } 保持 在 mm =? 的 
间 降 小 于 预先 指定 的 无 沦 怎 样 小 的 误差 . 2 单位 距离 内 ( 例 1 ) 


2.3.1 极限 的 定义 

假设 我 们 当前 注视 扰 *) 当 * 一 sx 时 的 值 (不 考虑 x 的 值 本 身 )， 当 然 希 望 能 够 断言 ， 只 要 + 
停留 在 x 的 某 个 5 下 离 内 ,成 妇 就 停留 在 离 工 的 十 分 之 -单位 距离 内 ( 见 图 2.16)， 但 是 实质 上 
这 屁 不 够 的 ， 因 为 在 4 继续 赵 近 x 的 过 程 中 ,怎样 防止 疼 x) 在 从 三 - (1710) 到 + (01710) 的 区 问 
内 押 动 而 不 趋向 上 ? 

我 们 可 以 说 误差 可 能 不 超过 17100，171000 或 17100 000， 每 一 次 ， 都 要 寻找 围绕 x 的 一 个 
新 的 8 区间， 使 得 只 要 * 保持 在 区 间 内 就 能 满足 新 的 误差 容 限 ， 同 时 ， 每 一 次 都 存在 这 样 的 可 能 
性 ,Lx) 在 某 个 阶段 偏离 上 授 动 . 

本 小 节 后 面 的 图 形 说 明 这 个 问题 ， 可 以 把 这 种 情况 想象 成 怀疑 论 者 与 学 者 之 问 的 一 场 争论 
战 ， 怀疑 论 者 提出 s 挑战 ,证 盟 极 限 不 存在 ， 或 者 更 确 访 地 说 存在 可 疑 性 ， 学 者 对 每 次 排 战 的 应 
答 是 用 ~- 个 围绕 x。 的 5 区 间 使 消 数 值 保 持 在 工 的 s 工 离 内 . 

如 何 终 止 这 场 似乎 无 休 正 的 接二连三 的 挑战 与 应答 ? 办 法 是 证 明 对 于 挑战 者 所 能 提出 的 等 
个 误差 容 限 e， 我 们 能 够 找到 、 计 算 或 想象 一 个 匹配 的 距离 8， 使 得 只 要 x* 足 够 地 接近 "x,。， 就 能 
保持 x) 在 上 的 容 限 内 { 见 图 2.17)， 这 就 导致 我 们 给 出 下 面 极限 的 精确 定义 , 


66 
y 
¥ + 个 
衬 打 此 | 愤 
Ls 让 Eb x 入 于 此 区 间 内 
fo) 
L fw) 位 于 此 区 间 内 -er 
Ll 
10 村 于 此 区 间 内 
对 于 此 有 多 疝 内 - 
的 所 有 x 二 的 所 行 x# 加 
Ts 5 5 
ee 
车 # rr 放 EE 
0 一 车 让 站 4 十 区 如 一 首 xy m+ 


图 2.16 应 当 如 何 定 关 58>0， 才 能 使 得 只 要 x 图 2.17 在 极限 定义 中 5 和 的 关系 


保持 在 区 间 ( -8， z+) 内，/(z) 就 
能 保 桂 在 区 问 ( 上 地， 上 + 击 ] 内 

定义 令 f(x) 在 围绕 4% 的 一 个 开 区 间 上 定义 ， 在 am 本 身 可 能 除外 ， 如 果 对 于 鲁 个 数 2 > 
0， 存 在 一 个 对 应 的 数 5 >0， 使 得 对 于 所 有 x， 


DO< lx-xl < = 大) -LIl < 


我 们 就 说 用 xz] 当 x 一 x。 时 的 极限 为 工 ， 并 写成 
lm 礁 x) = 上 


思考 极限 定义 的 一 种 方式 是 假想 正在 加 工 发 电机 旋转 轴 使 其 达到 一 个 接近 的 容 限 ， 我们 可 
以 对 直 私 工 进行 试 加 工 ， 但 是 由 于 无 法 做 到 才 全 十 美 ， 必 须 满足 于 达到 介 于 工 -e 和 工 +e 之 间 的 
某 个 直径 F(x). 5 是 对 x 的 精度 控制 设 定 的 度量 ， 旋 转轴 的 直径 必须 保证 达到 这 个 精度 ， 注 意 ， 
当 误差 容 限 变 得 更 严格 时 ， 可 能 必须 调整 5 就 是 说 , 引 的 取 值 ， 即 必须 达到 的 精度 控 制 设 定 ， 


依赖 于 误差 容 限 s 的 值 , 
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2. 3.2 例子 : 检验 极限 定义 
极限 的 形式 定义 并 未 告诉 如 何 求 两 数 的 极限 ， 但 是 它 使 我 们 能 够 检验 某 个 推测 中 的 极限 足 
否 正 确 . 下 面 的 例子 说 明 如 何 利用 极限 定义 证 实 对 于 特定 函数 的 极限 断言. 不 过 ,极限 定义 的 鼻 
下 日 的 不 在 于 做 这 样 的 计算 ， 厕 是 证 明 背 遍 性 定理 ， 使 特定 极限 的 计算 可 能 得 以 简化 . 
例 2 证 明 lim(5x -3) =2. 
解 ” 在 极限 的 定义 中 设 x, =1, f(x) =5x -3, 上 =2. 对 于 任何 给 定 的 a， 必须 找到 一 个 适合 的 
5 值 ， 使 得 当 xz1 和 x 处 于 x,=1 的 5 记 离 内 ， 即 只 要 了 
0O<Ilx-ll<8 
就 能 断定 六 x) 处 于 二 =2 的 & 距离 内 ， 所 以 
Iftx)} -21< 8 
我 们 从 = 的 不 等 式 反 推 求 5; 
1(Sr -3)7-21=1Sr -Sl<s 
slxa-ll<e 
lx—-l1l< ex/ 
因此 可 以 取 8 = ei5( 见 图 2.18). 车 Ox< 1xz-1ll<8= 
e“5， 则 
1(5x ~ 3) -2|=I5x—-5| 
=5Ilx—-1l< (es) =& 
由 此 证 明 lim(5x -3) = 也. 
值 8= si5 不 是 唯一 的 能 够 从 0 < 1x-11<5 排出 
15x -51<s 的 值 ， 任 何 更 小 的 正 数 8 也 是 如 此 ， 极 限定 
义 不 要 求 * 最 佳 的 " 正 数 5， 只 求 一 个 适合 的 8 值 . 各 


{不 按 比 例 ) 


图 2.18 若 ffx) =5r 一 3， 风 
0< lz-llicesxs 和 保证 
IFxr) -21<er 例 2) 


68 冲 2 了 章 


例 3 证 明 ， 


{a)lim* =%. (b)lim#k=k (为 常数 )】. 
解 


{a} 设 给 定 a >0， 我 们 必须 求 出 >0， 使 得 对 上 所 有 =， 
和 <lz-azol< 丰 一 li-wl<e 
如 朵 等 于 或 更 小 的 正 数 ,至 涵 式 成 六 ( 见 图 2.19)， 这 让 明 lim > 三 %. 
(和 ) 设 给 定 >0， 我 们 必须 求 出 5>0， 使 得 对 于 所 有 > 
Olx-xwl<6 = lIk-kl<e 


出 下 下- 才 =0， 可 以 用 作 何 正 数 作为 5 而 昔 涌 成 成 立 ( 见 园 2.20)， 这 证 明 lim = 大 国 


Xn En 十 总 n 0 站 如 十 


图 2.19 对 于 晒 数 站 rz) =x， 我 们 发 现 只 要 3<e， 0< 图 2.20 对 于 函数 上 xy =#， 我 们 发 现任 何 J 
1x-xol<86 哥 证 [fx) -zi<e 例 30a)) 数 5 和 保证 1f(x) -kl< el 例 3(b)) 


2.3.3 用 代数 方法 求 给 定 s 的 5 
在 例 2 和 例 3 中， 对 于 满足 17(x) -上 1<s 的 膨 绕 xo 的 值 区 间 对 于 x 是 对 称 的 ， 我 们 可 以 取 
区 问 长 度 的 一 半 作 为 5 如 果 像 通常 那样 不 存在 对 称 性 ， 可 以 取 从 xm 到 较 近 端点 的 距离 作为 去 
例 4 对 于 极限 limvx -1 =2， 对 z=1 求 一 个 适合 的 5>0， 就 是 说 ， 求 一 个 5>0， 使 得 对 二 
所 有 x， 
0<iz-5l<5 = | .2T_ 2|<!1 
解 ” 我 们 把 求 5 的 过 程 分 成 下 面 的 并 步 . 
(1) 解 不 等 式 | yx- 了 -2|<1 求 包含 “=5 的 一 个 开 区 间 、 在 区 间 上 不 等 式 对 于 所 有 xx 关 ， 
成 立 : 
| vz -1 -2|<! 
-1< vr-1l-~-2<1l 
1< vx-l <3 
1l1<x—-l1<9 
2<x<10 
这 个 不 等 式 对 于 开 区 间 (2,10) 中 的 所 有 * 成 立 ， 所 以 对 于 这 个 区 间 中 的 所 有 *z5 也 成 立 . 
[2) 求 5>0 的 值 以 便 在 区 间 (2,10) 内置 放 中 心 区 间 5 -85<x<5+6( 中 心 在 x。=5)， 从 5 到 
(2,10) 较 过 端点 的 距离 为 3{ 见 图 2 21}， 邵 果 取 5=3 或 插 何 更 小 的 正 数 ， 那 么 不 等 式 0 < |x -51<5 
将 自动 甫 二 2 和 10 之 间 , 使 | Vx-1 -21<1( 见 图 2.22)， 于 是 
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Qclx-5l<3 =» ia cl 国 
加 四 ， ， 
对 于 给 定 的 /, 上， x。 和 >0， 如 何 用 代数 方法 一 一 
求 6 | | 阁 2.21 围绕 =5 的 半径 为 3 的 开 区 
求 8>0， 使得 对 于 所 有 *， 各 位 于 开 区 何 (2，10) 内 部 


DO<iz-zl<t = sx) -Fl<ce 
这 个 过 程 可 以 分 两 步 完成 . | 
(1) 解 不 等 式 1 Fx) - 工 1<e， 求 一 个 包 依 如 的 

开 区 间 ， 在 区 间 上 不 等 式 对 于 所 有 x 天 如 成 立 . 
{2) 求 一 个 值 5>0、 把 以 为 中 心 的 开 区 间 
《xzxo ~ 匠 ,Xo +S) 党 放 在 区 间 (a, 洲 ) 的 内 部 ， 不等式 
1FCx) -Ll<s 对 于 在 这 个 8 区间 内 的 所 有 x* 关 。 
成 立 ， 


了 和 天 了 
例 5 设 /(x) ={ 机 “证 明 tim f(x) =4 


解 ” 我 们 的 任务 是 证 明 ， 对 于 给 定 的 e >0， 存 在 一 
个 65>0， 使 得 对 于 所 有 x， 


(不 兵 比 全 
图 2 22 例 4 中 的 两 数 和 区 间 


D<ls-2l<c8 = If(x) -4lce 
(1) 解 不 等 式 1 放 x) -41<e 求 一 个 包 会 mm =2 的 开 区 间 ， 在 区 间 上 不 等 式 对 于 所 有 关 台 
成 立 . 
对 于 xz 关 zo =2， 有 f(x) =x*， 待 求解 的 不 车 式 是 1 x: -41l<s: 
lx -4l<e 
-F< 一 4<e 
4-Ee<x <4+E 
Y4-s<lx|l < v4+s 【 假 没 z <4; 参见 下 式 ) 
v4-5<x< v4+s 【《 解 不 等 式 得 到 包含 
2 =2 的 一 个 开 区 间 ) 
不 等 式 1Kx) -41<e 对 于 开 区 间 ( yY4-5，w4+5) 内 的 
所 有 >* 天 xm 成 立 ! 见 图 2. 23). 
(2) 求 5>0 的 值 ， 使 中 心 区 间 (2 -56，2 +5) 置 十 区 
间 { v4 -se，v4+s) 内 . 
取 5 为 从 xo =2 到 ( v4 一 se ，v4+&) 较 近 端 点 的 距离 . 
换 和 名 话说 ， 取 8=min12 - v4-s，v4+e -21， 即 两 个 数 
2- v4-s 和 v4+e -2 中 的 最 小 值 ( 较 小 的 值 )， 如 果 5 取 


人 


此 数 或 者 任何 更 小 的 正 数 ， 不 等 式 将 自动 置 + 于 v4- 和 2 : 
v4+5 之 间 , 使 1f(x) -41<s， 对 于 所 有 x， VAE V4+e 


Oc<lx-2I<$ = |/(x) -4|<e 图 2.23 和 包 会 名 =2 的 开 信 间 使 例 5 
这 就 完成 对 于 <4 的 证 明 . 中 的 函数 满足 | 起 *) -41<e 


?70 部 了 音 


如 入 5 宇 4， 肝 么 脱 玫 为 从 志 =2 芭 区 向 (0, v4 +#) 的 较 近 端点 的 距离 ， 换 种 话说 ， 有 到 冯 = 
min{2, v4+s -2 参见 图 2 23). 国 
2,3.4 用 极限 定 光 证 明定 理 

通常 我 们 不 凭借 极限 的 形式 定义 验证 特定 的 极 眼 ， 像 作 前 面 几 个 例 于 那样 ， 格 反 ， 我 们 的 类 
趣 是 在 证 明 要 上限 的 一 般 性 定理 ， 岂 其 是 2.2 季 和 中 的 定理 ， 投 限定 义 被 用 于 证 明 陡 些 定理 ( 见 附 
进 上 5)， 作 为 例子 ， 我 们 让 明 洛 理 上 第 (1) 部 分 的 和 法 则 . 

例 避 假设 lim A x) = 上 ， lim g(x) = 形 ， 证 明 

lim( A(x) + wx) 二 了 + 时 
解 ” 设 给 定 e >0， 我 们 要 寻找 一 个 正 数 5， 使 得 对 于 所 有 x、 
Olxr-elc6 = fx) tax} - (L+ MI<e 
通过 重新 组 合 项 ， 得 到 
[f(x) + gx) 《+ 时 )1=10Fz) -1) + (g(x) - M1 
到 | Ax) -二 Hg -有 时 | (二 角 不 等 式 la + hlslal+ib1) 
由 寺 Hm Kx) =£， 存 在 数 5 >0， 使 得 对 于 所 有 x. 
0 <lx-ri<d = IAAx) 一 二 | < 
同样 ， 由 于 tim g(x) = 好， 存在 数 8, >0， 使 得 对 于 所 有 
0 <lx-cl<6, = lgtx) - Mix e/2 
令 5=min{5,， 5,}， 即 5, 和 上 总 中 较 小 的 一 个 苦 D< |x-cl<8. 则 1z-elc 训 ,所 以 17x) -了 1< 
5 人 2 ， 同 时 1x-cl<5,， 所 以 1gltx) -M1I<e/2， 因 此 


(flix) + gx) 一 人 + 机 ) 1< + 生 =g 


这 证 明 lim(/t x) + Bx)) = 了 工 十 时， | | 
我 们 再 证 明 2. 2 节 中 的 定理 5， 
例 7 假设 mx) = 及 img(z) =W， 用 对 于 包含 e 的 ，. 个 开 区 间 上 的 所 有 xfe 自身 可 能 除 
外 ) 有 fx) 所 gtx)， 证 明志 半 . 
和 解 ” 用 反 证 法 证 明 . 假定 结论 相反 ， 即 上 > 上 村 ， 根 据 定理 1 中 是 数 之 差 的 极限 性 质 ， 
lim( g(x) -x = ML 
办 此， 对 十 任何 sz >0， 存 在 5>0， 使 得 
ligta} -fx)) -CH LI<e, 内 要 0 <|Ix -cl<58 
根据 假设 有 二 -时 >0， 特别 联 # = 上 -上 时， 得 到 一 个 数 5>0， 使 得 
{Cges) ~ Ar) -ML 只 要 0 <|x-ecl<5 
由 于 ss 1&1 对 于 尾 何 数 & 成 立 ， 故 有 
(getx) -Ax oH < 要 < lx-cl<8 


此 式 化 简 成 
Sr) < Ax),， 只 要 0D <lx -cl<#68 
但 是 ， 这 个 结果 同 产 x*) 生 8Cxz) 孙 盾 ， 因 此 不 等 式 了 > 制 必定 不 成 立 ， 所 以 工 委 对 图 
习题 2. 3 
在 习题 1 -6 中 ， 画 出 x 轴 上 包 售 点 的 区 间 2a=], -7, #0 一 2 
to, 上， 试 求 秆 5>0， 使 得 对 于 所 有 x， a= -12,1= -1/2, xo = 一 3. 


和 ae= -7/2, 8= -12，x = -32. 
S.a=49, b=47, x0 =1/2. 
l.a=1, b=7, xo = 有 =2.759|, b=3.2391, x =3. 


Ox<lx-xl< = acr<t 


超 限 与 过 续 性 


在 当 题 7 - 14 中， 利用 图 形 求 5>0， 使 得 对 王 
所 有 x， 


Da<lx-wml < = Iflx) -Ll <e 
了 由 
丰 2 一 一 一 一 一 一 fix) = 27 ~4 
一 ---- | Xo=5 
5.8 二 一 各 
EeE= 人 0.2 


5.1 

【不 按 比 例 ) 

8 AD= -和 +3 + 
im = -3 
L=7.5 


0 


-3 和 ~\ 
-3.4 -2.9 
(不 控 比 例 } 


10. 


-Ll 261 3 3. 
(不 按 比例 ) 
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11. 
12. 
_ _Y3 
到 了 
(不 按 比 例 } 
13. 


72 


第 2 稚 


二 
2zZD1 i199 


(不 控 比 例 ) 


在 当 题 15 ~ 30 中 ,每 题 给 出 落 数 六 <*) 和 数 工 ， 
知 以 及 5 >0， 在 每 种 情况 求 一 个 围绕 xo 的 开 区 间 ， 
使 不 等 式 ifix) -上 Ll<e 在 区 间 上 成 立 ， 然后 给 出 
值 8>0， 使 得 对 于 满足 0 <1x -xo 1<# 的 所 有 *， 
不 等 式 1 站 x) -上 1<s 上 成立. 
1S. (4) =4+1, L=5, 2 =4, £ =0.01, 
16. f(x) =2x -2, L= -6, = -2, e=0.02. 
17. f(x) = vx+l, L=1, xo =0, a=0.1. 
18, f(x) =yx, L=1/2, x0 =1/4, e=0,1. 
19. F(x) = v9 x, £=3, x0=10, s=1. 
20. f(x) = vx -7, L=4, x0 =23, g=1. 
21. Fx) =x, £=1/4, xy =4, s =0.05. 
22, F(x) =, L=3, wo =A3, &=0.1, 
23. F(x) =, L=4, 0 = -2, &=0.5, 
24. (x) =r, L= -1，2 = -1, e=0.1. 
25. (x) =x -5, L=11l, vo =4, e=1. 
26. F(z) =120/x, L=5, #0 =24, se=1. 
27. fr) =mr, 20, L=2m, ts =2, £=0,03. 
28. f(x) =mr, m2>0, L=3m, wo =3, =°¢>0, 
29. Fix) = mr th, m>0, L=(m2) +h, xo =12, 
sc>0. 
,Ax) = mr +h > 人 LL=m+h, x = 1, 
所 = 全. 05. 
在 习题 31 ~ 36 中 ， 每 题 给 出 函数 f/x), 点 
以 及 正 数 <， 求 上 = lim fx). 然后 求 数 6>0， 使 得 


对 于 所 有 =， 


Olx-mnl<é = Iflx} -Li<g 
BAx) =3 -2x, x0 =3, £=0.02. 


.Nr) = -3r-2，z= -1, £=0.03. 


3x) = 夺 池 ， x =2, &=0.05, 
2 
34.F(x) = so = -Se =0.05. 


3x) = AS, go = -3, £=0.5. 
6 A) = x =2, £=0.4. 
入 习题 37 -5 中 ,证 明 极 限 命 古 . 
37. lim(9 -*) =5. 38. lim(3x -7) =2. 


9 limvx -5 =2. 40. lim v4 - -2. 
4 Jim f(r) =1， 和 如 果 Jx) -人 < 和， 
1 2, x=1. 
2 
42. lim f(x) =4, 如果 He = 人 ,#2 
a 1, x= -2. 
43. lim 工 -1 44. lim 让 = 
上 中 I a zr 3. 
4d5. lim < 2- -6 46. lim 王 二 1 =2 
-3 于 十 训 -| -1 
4—2x, tr<], 
47. i = = 
hs) =2， 如 果 及 *) {0.74 ol 
2x ,x < 
各 ,ji =0， = 
ln) 如 果 太 x) {3 xz 和 


49. Jim x sin 1 =0Q. 
加 等 


0, lim xzsin L =0. 
#4 是 
51. 解释 lim gC x) = 包 的 舍 闵 . 
52. 证 明 : lim 灰 xy = 工 ， 当 具 仅 当 ]im +e) = 


53. 关于 极限 的 不 正确 命 是 ”用 例子 说 明 下 述 命 题 
是 不 正确 的 : 


规 乳 与 可 急性 


73 


$4. 


四 5 


“如 果 当 * 趋 近 癌 时 所 xz) 越 来 越 接近 数 工 ， 
那么 上 是 让 x) 当 x 炸 近 x 时 的 机 限 . " 
解 容 例子 中 的 函数 为 什么 当 x -时 不具 有 作 
为 极限 的 上 值 ， 
美 于 极 腿 的 另外 一 个 不 正确 命题 ”用 例子 说 明 
下 述 命 是 是 不 正确 的 : 
“如 果 对 于 纵 定 的 任何 >0， 存 在 -个 x 
值 和 数 4， 全 得 1x) -Li<s, 那么 上 是 
让 当 x 一 xo 时 的 极限 .“ 
解释 例子 中 的 申 数 为 什么 当 xs 一 rm 时 不 存在 作 
为 柜上 限 的 给 定 工 值 . 
磨 淮 动机 汽 和 ”在 承接 把 党 动机 汽 拭 横 截 面积 
磨 到 9 平方 英寸 之 前 ， 需 要 知道 你 能 够 容许 距 
理想 的 汽缸 直径 m =3.385 有 多 大 偏差 ， 仍 然 
使 汽 负 要求 的 9 平方 英寸 面积 不 超出 0.01 平方 
英寸 误差 。、 为 了 求解 ， 令 44=T (x2)? 并 求 x 
的 区 间 ， 你 必须 把 x 限制 在 区 间 中 使 14 -91 所 
0.01， 你 求 得 什么 区 间 ? 
制造 电阻 元 件 ”对 于 附 图 所 冰 的 电路 ， 欧 姆 定 
律 表示 成 站 = 应 ， 在 这 个 等 式 中 ，Y 是 便 定 的 电 
压 ，7 是 以 安培 为 单位 的 电波, 只 是 以 欧姆 为 单 
位 的 电 辆 ， 你 的 公司 要 求 一 家 公司 为 了 为 120 
众 和 7 达到 于 +0. 1 安培 的 电路 供应 电阻 元 性 . 
为 使 1 处 于 =5 的 0.1 安培 的 范围 内 , RR 必须 
处 于 什么 区 间 内 ? 


证 明 函 教 JiIxl 的 极 息 不 是 工 证 明 
lim /lx) 天 的 方法 如 下 ; 提供 这 样 个 <>0， 使 
得 不 可 能 存在 5>0 满 是 条 件 : 对 于 所 有 >， 
OC<lr-zlcd 1LRY) 一 了 1< ee 
完成 这 个 证 明 的 步骤 是 ， 对 于 起 选 值 =， 证明 对 于 
每 一 个 830 都 存在 一 个 * 值 ， 使 得 
Oilx-xil<5 和 1Ar) 一 Be 


一 页 中 


2 一 皮 1 No 320 十 五 
-个 x 值 满 是 
oO<|r—xo| < 去 和 |An -Lze 
在 半 题 37 ~ 拘 中 ， 应 用 上 述 证 明 方法 . 
x, x<], 


57. 令 7z) -{ 


t+1, rr»]. 


4ali 令 =172. 证 明 不 存在 5>0 满足 下 列 条 
件 : 对 于 所 有 x， 
OQ<lxz-il<5 = IAx) -21 <1/2 
就 是 说 ， 对 于 每 个 >0， 证 明 存 在 一 个 x 
管 ， 使 得 
D<lx-ll<8 和 
这 将 证 明 lim Fx) #2. 
(0b) 证 明 lim .把 z) 关 1. 


[Ax) -21¥ 112 


”4 


Le) 证 明 lim x) 到 1 5. 
x 2 
3 
2, x>2. 


4 y = htx) 


证 明 : 

Lay} lim [下 

Le) lim h{x) 于 全 
59. 对 于 附 图 表示 的 钵 数 ， 解 大 极限 不 等 于 所 给 值 

的 理由 - 

(a) limf(x) 4. 

{cllim f(x) #3. 


(bh) lim h(x) #3. 


{b}limf(x) 4, 8, 


60，(a) 对 于 附 图 表示 的 函数 ， 证 明 limg(x) #2. 
(b) limgtx) 是 容 存在 ?如 果 存 在 ， 极 限 值 是 
什么 ?如 果 不 丰 在， 原因 何在 ? 


2.4 单 侧 极 限 与 在 无 穷 大 的 极限 


计算 机 探究 
在 习题 61 ~ 的 中 ， 


进一步 探究 用 疼 形 方 祛 求 到 
用 一 种 c4S( 计算 机 代数 系统 ) 执 行 下 列 处 理 步 嫩 : 
(31 纵 制 旺 数 7 = 用 x) 在 x 趋 近 点 各 附近 的 图 开 . 
tb 猜测 极限 值 上 L， 然 后 弄 符 号 方式 计算 极限 ， 
检查 猿 铀 旦 再 正确 , 


fce] 利用 值 =0.2 抒 带 直线 7 = 了 上 -2 和 T = 
下 +E 以 及 晴 数 在 点 xz 附近 的 图 形 . 

【dj 从 步骤 (ce) 本 出 的 图 形 中 估计 出 这 样 -个 
#>0， 使 得 对 于 所 有 x， 

Oclx-xl< = x) -Lic 

在 区 间 0< 1+ -xwi<#5 上 而 出 /, YY, 和 ?+:， 
检查 所 作 的 估计 ， 对 于 视窗 使 用 x - 25 万 
* 开 若 +26 和 二 -25 志 7 所 上 +2s， 和 如果 任何 
阔 数 第 位 于 区 疗 [ 上 -ss， 二 +8] 之 外 ， 说 明 
选择 的 # 太 大 ， 用 一 个 更 小 的 5 值 天 试 . 

1e) 接着 对 Ee =0.1, 0.05 和 0.001 重复 步 又 
(eo 中 和 (0)， 


61.1(4) = 二 3 ， 


Sx + Or’ 
2x + 3x 


sin 2x 2 x, = 和 


Xo 二 3. 


6 Ax) = 


20 =0. 


63.Ax) = 
ce) 


当 一 SiD 区 


$4. Fx) = 


， Xo 三 外 


将 -1 


5 fz) -ET ml 


3 ks 
OQ = 
二 一 】 


6h. fl x) = 


在 这 一 节 我 们 把 极限 的 概念 扩大 到 单 出 极限 ， 就 是 当 x 仅 从 x6 的 左 侧 (x <xo) 或 者 x 的 右 制 
(x > 加) 赵 近 xz 时 的 极限 ， 此 外 还 要 分 析 某 些 有 理 耳 数 及 其 他 消 数 的 图 形 当 x 一 士 w 时 的 极限 


特性 . 


档 撒 与 这 纺 性 75 


2.4.1 单 侧 极 限 
为 了 使 丽 数 了 当 x 趋 近 c 时 有 极限 上 /必须 在 x =c 的 两 出 有 定义 ， 而 且 当 ， 从 任何 一 俩 趋 近 
“时 闻 数 值 扩 xz) 必须 趋 近世 由 于 这 个 原因 ， 通 常 的 极限 称 为 双 侧 极限 . 


如 果 了 在 点 < 不 存在 双 侧 极限 ， 它 仍然 可 能 有 单 侧 极 Y 
限 ， 也 就 是 仅 从 一 伍 趋 近 时 的 概 限 ， 如 果 是 从 右 侧 趋 近 ， | ， 
极限 称 为 右 极 限 ， 从 左 侧 趋 近 的 极限 称 为 左 极 限 . op 
捕 数 /A(x) =xz:1z1( 见 图 2.24) 当 从 右 侧 赵 近 D 时 ff 
有 楼 限 1， 凋 当 * 从 左 侧 趋 近 0 时 有 极限 - 1， 由 中 这 两 
个 单 侧 极限 不 同 , (x) 当 x 趋 近 0 时 不 存在 单一 的 涌 数 -| + 
秆 ， 所 以 Ax) 在 x=0 没 有 (双人 蚀 ) 极 限 . 
在 直观 耳 ， 如/(z) 定 义 在 区 间 (e, 六 上 , 其 he<i 一 下， 
旧 当 = 从 区 间 内 部 趋 近 时 关 *) 任 章 地 赵 近 二 ， 那 么 了 在 


“有 右 极 限 二 我 们 记 为 
lim/(#) = 1 

符号 xe"“" 的 含义 是 仅 考 虚 大 于 c 的 * 值 . 

间 样 ， 如 果 .A(x) 定 义 在 区 间 (a，c) 上 ， 其 中 a <c， 且 当 x 从 区 间 内 部 趋 近 < 时 x) 任意 地 
趋 近 好， 那么 了 在 < 有 左 极 限 ， 我 们 认为 

lim ftx) = M 

符号 “sx 一 e “的 会 义 是 仅 考 虑 小 于 c 的 x 值 . 

这 些 非 形式 定义 在 图 2.25 中 说 明 ， 对 于 图 2. 24 中 的 站 x) =s“1z1l， 我 们 有 

limfx) =1 及 limf(x) = 一 


y 


几 2 妈 在 原点 的 左 极限 和 右 檬 限 不 同 


yj 区 
是 I ke TT 
lim, fr} = lim_ Ne = 
9) 当 7 赵 近 c 时 的 右 棋 限 b) 当 趋 近 c 时 移 左 极 眼 


图 2.25 


例 1 f(x) = V4-x 的 定 久 域 是 [ -2, 2]; 它 的 图 形 为 

图 2.26 中 的 半圆 ， 我 们 有 
lim v4 -x =0 及 lim Y4- =0 

这 个 函数 在 x = -2 没有 左 极限 或 者 在 x =2 没有 右 极 服 . 
它 在 -2 或 者 2 没有 通常 的 双 俩 极限 . 国 

单 便 极 限 具有 2 2 节 的 定理 1 路 列 出 的 全 部 性 质 ， 丙 个 函数 ”图 2.26 im v4 -二 =0 及 
之 和 的 右 极限 等 十 它们 的 右 极限 之 和 ， 等 等 ”多 项 式 和 有 理 函 ji 4 0( 例 1， 
数 的 极限 定理 对 于 单 侧 极限 成 立 ， 像 夹 屋 定 理 和 定理 5， 单 侧 极 :- 


Z6 赣 2 和 章 


限 间 极限 以 下 述 方式 相 联 系 . 
| 


定理 6 函数 /(4) 当 x 趋 近 c 时 有 极限 ， 当 划 仅 当 它 有 左 析 限 各 角 限 以 及 这 机 个 级 


限 相 等 ; 
lmf(x} =L = limf(x) =L 及 lim A(x) = 下 


例 2 对 于 图 2 27 中 夯 出 的 陋 数 ， 
在 x=0: lim f(x) =1， 
bim Am) 季风 xz) 不 存在 函数 在 x =0 左 
侧 无 定义 , 
在 x=1: lim f(x} =0, 虽然 f 作 1) =1， 
lim fx) =1， 
lim ft*) 不 存在 ， 右 极限 和 左 极限 不 相等 
在 x=2: lim f(x) =1, 图 2.27 例 z 中 丽 数 的 图 形 
入 


lim fx) =1, 

limJ(z) =1,， 虽然 /(2) =2. 
在 x=3: lim f(x) = lim f(x) = limft*) =A3) = 全 
在 x=4: lim flx) ) -1， 虽 热 /4} 1， 

Tim /zy 和 四 7 不 存在 函数 在 x =4 右 侧 无 定义 . 国 
在 [0， 4] 上 其 他 任何 点 <， 疡 x 有 极限 所 c). 


2.4.2 单 侧 极 限 的 精确 定义 
2.3 节 中 极限 的 形式 定义 容易 收 改 成 单 侧 极限 的 定义 . 


定义 ”我 们 说 A(x) 在 x*%。 有 右 极限 上 ， 并 写成 
lim f(x) =L (参见 图 2.28) 
只 要 对 于 每 个 数 < >0， 存 在 一 个 相应 的 数 5>0， 使 得 对 于 所 有 <*， 


XxX<x+8 = Ifx) -Li<e 


我 们 说 玉 x) 在 *。 有 在 极限 工 ， 和 并 写成 
lim 刀 <) = 了 (参见 图 2.29) 


只 要 对 于 每 个 e >0， 存 在 一 一 个 应 的 数 4>0， 使 得 对 于 所 有 x， 


8<x<x SS Ifx) -Lili<e 


例 3 证 明 limvs =0， 
解 假设 结 定 = >0. 这 里 各 =0 及 LL=0， 所 以 需要 求 #>0， 使 得 对 于 所 有 x*， 
DO<x<8 = 1 -DIS 
或 
和 cy < 上 一 xe 


对 后 面 这 个 不 等 式 酚 端 取 平方 ， 给 出 
<s， 如 果 0<c<x<6 
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了 


区 干 £L+r 
x) Ain 
| 93 位 于 此 民间 内 L fx 入 于 此 纪 亲 内 
L-f LE 
村 上 上 此 区 问 内 对 于 此 区 池内 
的 所 有 x 到 x0 的 所 三 * x0 
人 一 一 人 一 
否 
上 
EE EE 
0 ko 十 站 0 zw 一 6 0 
图 2.283 同 右 极 限定 多 有 关 的 区 间 疼 2.29 同 左 极限 定义 有 美的 区 问 


如 果 选 择 85= es ， 就 有 


Or- = eg 
上 或 
D<camcae = I -0l<e 
按照 定义 ， 这 证 明 lim Yr =0( 见 图 2. 30)， 国 


到 目前 为 止 ， 考 察 的 函数 在 涉及 的 每 个 点 都 有 某 种 类 型 的 极限 ， 一 般 说 来 ， 不 必需 是 这 种 情形 . 
例 4 证 明 y=sin(17x) 当 x 从 任意 一 侧 欧 近 0 时 不 存在 极限 ( 见 图 2.31). 


了 


图 2.30 例 3 中 jlimA =0 图 2.31 了 畏 数 y= sin(17x) 当 x* 新近 零 时 既 盛 右 极限 也 翅 左 极限 


解 ” 当 x 一 0 时 ， 它 的 倒数 17zx 无 限 地 增长 ， 而 sint17r) 的 值 从 -1 到 1 周期 性 地 重复 、 函 数 
值 当 x 一 0 时 不 趋 近 一 个 数 上 无 论 限 制 * 为 正 值 或 者 是 负 值 .都 是 这 种 情况 。 函数 在 * =0 既 无 
右 极 限 也 无 堪 极 限 . 国 
2.4.3 和 包 洁 [sin 9)i6 的 极限 

关于 (sin 98) 人 8 的 一 个 主要 事实 是 ， 它 的 极限 当 8 0 时 按 弧 度量 度 的 值 为 1 这 个 结果 可 以 
从 图 2.33 中 看 出 ， 并 用 夹层 定理 以 代数 方法 证 实在 3.4 节 中 将 会 了 解 这 个 极限 的 重要 性 ， 在 
那里 要 讨论 三 外 函数 的 瞬时 变化 率 . 


定理 7 


sin 四 


iim Tg =1 (8 坊 蚌 讼 ) (1) | 


证 明 “方案 是 证 明 吉 极限 和 左 极限 均 
为 !， 于 是 就 排 知 双 出 极限 也 是 1. 
为 了 证 明 右 极限 为 1， 我 们 从 小 于 图 2.32 大 有 们 =(sing7z3 的 内 有 形 ， 显 下 扫 9 一 避 


(不 综 比 例 } 


7/2 的 正 昌 信 开 始 ( 见 图 2.33)， 注 意 时 右 极限 和 在 极限 均 为 | 
AO4P 面积 < 遍 形 04P 面积 <A04T 面积 y 
这 三 个 面积 可 以 用 #8 表示 如 下 : 
A04P 面 积 = 二 底 x 高 = (1)《sin 8) = sing 1 
za 13 1 2 各 
出 形 O4P 面 积 = 了 "80 = 了 (1)*0 = 二 (2) 
AOAT 面 积 = 当 底 x 高 = 少 (1)(tan 0) = J tan na 


因此 ， 


pe gc< 了 8 < 地 tan a 


上 面 不 等 式 当 用 数 (172)sin 8 同 除 二 项 后 仍然 成 
立 ， 因 为 {172) sin8 当 0 <98<m2 时 为 正 数 ; 1 
8 1 

- < 
sing cosp 


L 
二 人 人) 


1 < 图 2.33 用 于 定理 7 证 明 的 图 形 : 


TAOA = tan 9， 仙 人 4 = ]， 


取 倒 数 使 不 等 式 上 反 向 : 所 以 下 =tang 
1 > 2 2 > cosg 
由 于 lim cos 8=1{ 风 .2 节 例 11(b)}， 由 夹层 伦理 得 到 
lm ne 局 入 
lm = 


回忆 sin 8 和 #8 均 为 奇 函 数 ( 见 1.1 节 )， 所 以 ,， 70) = tsin 9)78 
是 侦 薄 数 ， 其 图 形 对 于 Y 轴 对 称 ( 和 参见 图 2.32)}， 这 种 对 称 性 隐 含 
在 6=0 存在 左 极限 ， 并 和 且 同 右 极限 具有 同样 值 : 


lim 3in 昌 -1 sing 


se- 联 四 8 
所 以 ， 由 定理 6 有 lim(sin 的 /8= 1， 图 
例 5 证 明 
Cosa-l . sin2x 2 
alm 0 及 5 -5 
解 


{a) 利用 半角 公式 ecog 产 =1 -2 sin(h/2)， 计 算出 
Lim So ho-l_ lim 2 sin:(h/2) 
a a Ea 由 
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sing 
在 
=- (1)(0) =0 
{6) 等 式 (1) 不 适用 十 例 中 的 分 式 、 我 们 需要 以 27 而 不 是 $x 为 分 母 ， 对 分 子 分 母 问 节 以 25 
产生 好 母 2x: 


ain 召 ( 令 8 = A/2) 


= ~ lim 
CR 


lim 
a A 


(275) 3x 
= 2 im 5 2 

3 ra 2x 

2 2 
= (1) = 3 
2.4.4 当 x* 寺 om 有 时 的 有 限 极限 

无 穷 大 记号 { % ) 不 代表 一 个 实数 ， 我 们 用 m 骨 东 一 个 耳 数 在 它 的 定义 域 或 者 值 域 中 的 值 超 

过 所 有 有 限界 限时 的 性 质 ， 例 如 ， 函数 放 x) = 17x 对 于 所 有 xz¥0 有 定义 ( 见 图 2. 34). 当 * 取 上 和正 
值 并 变 得 越 来 越 大 时 ，1vx 变 得 越 来 越 小 . 当 * 取 负 值 而 它 的 大 小 变 得 趣 来 超大 时 ，1v* 则 样 在 
得 越 米 越 小 ， 我 们 把 这 种 观察 结果 概括 为 f(x) = /x 当 * + 时 以 0 为 极限 ， 或 者 说 0 是 
站 7) = lxr 在 正 负 无 穷 大 的 极限 ， 下 面 给 出 精确 定义 . 


定义 
(1) 我 们 涪 ftx) 当 x 趋 近 无 穷 大 时 有 极限 上， 并 记 为 
lim f(x) = 上 
是 寞 对 干 每 个 数 。>0， 存 在 一 个 相应 的 数 村 ， 使 得 对 所 有 +、 
> = Nx) -Lis 
(2 我 们 说 记 *) 当 x 赵 近 负 无 穷 大 时 有 极限 二， 并 记 为 
Sa = 
是 指 对 于 每 个 数 = >0， 存 在 一 个 相应 的 数 N， 使 得 对 所 有 x， 
a<N = lflx) -tl <e 


夫 直 观 上 看 ， 如 果 当 x 从 正方 向 越 来 越 远 离 原点 时 ， 
所 七 任 意 地 接近 工 ， 那 么 limtx) =L， 同样 ， 如 果 当 x* 从 
负 方 向 越 来 越 远 离 原点 时 ,Flx) 尾 意 地 接近 工 ， 那么 
Ja = 

计算 晒 数 当 s~* 上 am 时 的 极限 ， 采 用 2 2 节 计 算 有 限 
极限 的 同样 对 策 ， 我 们 首先 求 常数 函数 y = 和 昼 等 函数 y 
=x 的 极限 .然后 应 用 关于 函数 代数 组 合 的 极限 定理 ， 把 
得 到 的 结果 推广 到 其 他 函数 ， 下 面 我 们 做 同样 的 事情 ， 不 
过 初始 两 数 是 y = 大 和 7 = 1x 而 不 是 y= 和 y=x. 

应 用 极限 的 形式 定义 要 证 明 的 基本 事实 是 


Je 及 0 (3) 
我 们 在 下 面 例 子 中 证 明 后 面 一 个 极限 而 把 前 面 一 个 极限 由 2 加 的 网 形 当 * 
的 证 明 作为 习题 (见习 题 75 和 76). TT 


sin 2x _ 《2A) + sin 2x 
Sr 


(现在 等 式 (1) 适用 于 8 = 2x) 


I 
一 
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例 6 证 明 
解 【al 假设 已 给 定 e >0， 必 须 找 出 一 个 数 4 ， at 
: 伦 上 吕 什么 止 数 . 
使 得 对 于 所 有 *， | 形 全 + = 上 落 人 这 个 大 
> >= 二 -9|- 二 < x 攻 提 用 停 留 在 叶 
圭 充 


如 果 取 币 =17s 或 任何 更 大 的 正 数 ， 范 诅 式 成 
立 ( 见 图 2. 35). 这 就 证 明 lim (1/x) =0. 

{b) 假设 已 给 定 e >0， 必 须 找 出 - :个 数 入 ， 使 
入 对 于 所 有 x， 


XT 二-o|- lib 
x E | 


无 论 E 旦 什么 正 数 .图 

如 果 取 六 = - lvs 或 任何 比 - le 小 的 值 蕴 谣 。 形 泵 <- -上 落 人 这 个 带 
式 成 立 ( 见 图 2 35)》， 这 就 证 明 im (1/x) =0. 区 并 用 停留 在 内 

在 无 穷 大 的 极限 所 具有 的 性 质 ， 同 有限 极 限 的 图 2.35 例 6 论 让 中 隐 售 的 几何 图 像 
性 质 相似 . 


定理 8【 当 * +m 时 的 极 跟 法 则 ) 如 果 上 上 ， 币 和 卡 是 实数 ， 并且 
im A) = 上， limg lx) = 村 


那么 有 下 列 法 则 ; 
(1) 和 法 则 Bim CA) raz)) =L + 
(2) 差 法 则 lim fx) ~g(x)) =L-M 
(3} 积 法 则 Lim Cx) + g(x))} = 了 M 
【4) 常数 悦 法 则 Jim (CE f(x)) = 上 
{5) 商法 则 li A L M0 


Lim 三 1 
g(r) NM 
[5} 畸 法 则 ”车 r 和 s 是 无 公 因数 的 整数 ，s0， 则 
lm f(r) = 7" 
假设 坟 * 是 实数 (如 果 * 是 偶数 ， 那 么 设 二 >0)， 


这 些 性 质 同 2. 2 节 定 理 1 中 的 性 质 完全 一 样 ， 我 们 使 用 它们 药方 式 也 相同 ， 
例 7 


(alim(5 + 十 ) =tim5 + tim 上 《和 法 则 ) 
=5 +0=5. {已 知 极限 ) 


= lim TV 闻 ，lim 上 二，lim 二 ( 积 法 则 ) 


=T 内 .0-0=0 (已 知 极限 } 
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2.4.5 有 理 西 数 在 无 窃 大 的 极限 
为 了 确定 有 理 丽 数 当 x 一 + 上 m 时 的 极限 ， 可 以 用 分 各 由 的 最 高 次 屠 除 分 弛 和 分 县 ， 革 后 得 
到 什么 结果 最 决 于 所 包含 事项 式 的 次 数 ， 


例 8 lim 3 lim 3+ 全 全 (用 x** 除 分 子 和 分 莱 ) 
53+0 -0 5 
= 340 = 可 【参见 图 2.36) | 
2 了 
例 9 him 这 全 = 人吉 和 (用 江 除 分 了 和 分 母 ) 
=3+0 -0. (参见 图 2. 37) | 


-2z (不 按 比 例 ) 
图 2.36 例 8 中 丁 数 的 图 形 :， 当 1z1 增 图 2.37 例 9 中 的 图 形 : 图 形 当 
加 时 周 虐 赵 近 直线 Y =573 1x | 增加 时 趋 近 x 轴 


在 下 一 节 我 们 举 出 分 子 次 数 高 于 分 母 次 数 的 一 个 例子 ( 见 2.5 节 例 9). 
2.4.6 水 平 渐 近 线 


如 果 送 数 务 形 上 的 一 点 逐 源 远离 原点 时 则 某 条 固定 直线 之 间 的 距离 趋 近 零 ， 就 说 函数 图 形 
渐 近 地 趋 近 直线 ， 而 这 条 直线 称 为 图 形 的 新 近 线 . 


观察 所 x) =1/x{ 参见 图 2. 34)， 注 意 * 轴 是 曲线 在 右边 的 新 近 线 ， 因 为 


也 是 曲线 在 左边 的 渐 近 缆 ， 因 为 
1 
lim— =0 


我 们 说 x 轴 是 上 zx) = 1zx 的 图 形 的 水 平 浙 近 线 . 


定义 ”对 于 量 数 y=fx) 和 直线 y=5， 如 果 满 中 
lmfx) =6 或 Jim f(x) =8 
那么 直线 称 为 函数 图 形 的 水 平 渐 近 线 . 
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图 2.36( 例 和 疝 出 的 曲线 


. _ Sr +8r-3 
Hx) = Ft + 
以 直线 y=573 为 左右 两 边 的 汤 近 线 ， 因 为 
im = 3 及 lim/r)= 计 
例 10 x 轴 ( 上 二线 y=0) 导 y=e' 的 图 形 的 水 平 渐 近 线 ， 因 为 
lime" = 0 


为 证 实 这 一 点 ， 应 用 当 < 趋 近 - 加 时 的 极限 定之 所 以 假设 任意 给 定 e >0， 我 们 必须 六 ， 

个 常数 ,使 得 对 于 所 有 x*， 
x<N = le -Ol<s 
当前 1e -01 =e*， 战 十 述 当 x < 六 时 必须 满足 的 条 件 为 
Ee 

信 x = 放 是 使 e = 的 数 ， 由 于 e 是 增 阴 数 ， 车 x < 则 e' <e. 
对 等 式 "=s 两 端 取 自然 对 数 ， 得 到 入 = ln e( 参 见 图 2.38)， 
用 这 个 训 值 ， 条 性 得 到 满足 ， 由 此 得 出 结论 im ” =0. 好 

例 11 求 jim sin (17/x), 

解 ” 我 们 引进 新 变量 :=1Ax， 人 从重 6 可 知 ， t+-=% 晶 | 1 一 0 
{参见 图 2.34)， 因 此 ， 


峰 2.38 =t 的 图 形 当 +* 一 -天 


lim sin 一 = limsint = 0 LJ 时 趋 近 x 轴 { 全 10) 
问 样 。 通 过 考察 当主 wm 村 y=fA(1)， 吕 以 研究 + = 
六 17x}) 的 特性 ， 其 中 = 1Ax. 加 


例 12 Jim e 
解 令 1=1Ax， 从 图 2.34 林 知 ， 当 *- 中 时 +- 虽 . 
内 此 ， 


lim el” = lime =0 ( 例 10) 时 


s 由 


〈 见 图 2. 39). 

2.4.7 再 讨论 夹层 定理 
夹层 定理 对 于 当 条 * 土 时 的 概 限 也 成 立 . 
例 13 利用 夹层 定理 求 曲线 


图 2.39 陆 数 y=e'* 对 于 x<0 的 图 
形 显 示 lim se” =0Q( 例 121 
二 


的 水 平 渐 近 线 . 
解 ”我 们 所 关注 的 是 函数 当 x 一 计时 的 特性 ， 由 于 


1。 ，， 1 

SIN lI 

0 和 i 于 +| 
" 下 ' 革 


及 lim | /rx| =0, 出 夹层 定理 有 lim (sin xxx =0， 因 此 ， 
lim(2 + SE)=2+0=2 
生 


工 一 开本 


所 以 直线 了 =2 是 曲线 在 左右 两 边 的 水 平 渐 近 线 ( 见 图 2 40)， 
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这 个 例子 说 明 一 条 曲线 可 以 穿 过 它 的 水 平 南 近 线 之 .， 此 至 穿 计 和 名 次 国 


个 果 数 的 图 形 可 能 有 密 条 水 平 汤 近 线 ， 例 姑 ， 要 
进步 讨论 的 反正 切 尊 数 ! 见 3.8 节 ) 有 两 条 水 平 浙 近 线 . 
2.4.8 斜 渐 近 线 


如 果 有 理 靖 数 的 分 子 多 项 式 的 次 数 商 于 分 肚 多 需 式 
的 次 数 ， 那 么 图 形 失 有 疼 ( 倾 料 的 ] 渐 近 线 ， 我 们 用 有 有理 
果 数 的 分 好 除 分 千 ， 把 7 表示 成 :个 线性 是 数 和 和 个 你 
式 之 和 ， 余 式 当 4 一 十 m 时 新 近 零 ， 用 这 种 方法 求 浙 近 线 
的 方程 ， 下 面 星 - 一 个 例子 ， 


对 一 3 


-L 
-Mx 2m . 


人 亨 2.40 .条 曲线 通常 串 以 穿 过 亡 的 


例 14 骸 (x) = 条 二 的 图 形 的 作 汤 近 线 渐 近 线 龙 数 次 ( 例 13) 
解 用 长 除法 ， 求 出 
”一 
AH 人 二 
- (2-8) -15 
7 49 49f7r + 
赋 必 呆 用 1 余下 


当 x 一 土 四 时 余 式 趋 近 零 ， 余 式 的 大 小 给 出 两 数 乒 和 
构成 斜 浙 近 线 的 


g(x) = 二 < - 世 
的 图 形 之 间 的 垂直 丰 离 ( 所 图 2 41)， 直线 了 =glzx) 
尾 左 右 两 边 的 汪 近 线 ， 在 下 一 节 将 会 见 到 ， 上 是 数 
让 x*) 的 绝对 值 当 x 趋 近 -4Z7 时 任意 地 增 大 ， 分 昧 在 
这 -点 寞 成 零 ( 见 图 2. 411). 国 
习题 2. 4 
1 对 于 附 图 代表 的 机 数 y= 了 (+}， 下 列 命题 中 哪 此 


命题 成 立 ， 哪 些 命题 不 成 立 ? 
y 


图 2.41 网 14 中 的 函数 有 :条 儿 浙 近 线 


了 = 天) 


1 zx) = 1. b} lim = 人 00. 
a) lim A ) [ ) lim Kx) (a) im Ai Gbjlim fy 不 存在 
i xj) =]1. 本 ] 所 x) = lim , a -1 = 总 
{e} lim A }=] lim A ) Lm As) (ellim f(x) 二 汶 ， (4] lim fix) =2. 
li 2 = 他 在 . 站 本 X = 内 * et 
el) = 存在 。 (fjlimjtx) A 


[gm xy =1. 
(Dlim fx) =0. 


(hlimf(x) =1. 
{j} bm Ax) =2. 


0) 6m 天 不 存在 (0 lim f(x) =0. 


kw 


， 对 于 附 图 代表 的 函数 y= 六 x) ， 下 烈 命题 中 胖 些 


命 是 成立， 哪些 命 一 不 成 立 ? 


(8) lim fx) = lm f(x*). 

[hiiim A(x) 在 开 区 同 ( -1，Lj) 中 的 每 点 < 在 在 . 
[天 在 开 区 间 {4，3} 中 的 每 点 < 存在 . 
(j) lim 及 和 -0. (k) fim 碎 x) 不 存在 . 


8 


习 卫 。 


-xr, x 
3 no -| ] 
2 


+], x»>2. 


人] 求 bm A(z) 和 Jim fx) 

(bjlie As 是 理 存 在 ? 如 果 存 在 ， 极 限 信 是 什 
么 ? 如 果 不 存在 ， 诛 内 何在 ? 

(e) 求 lim fx) 及 lim 7 

(dj lim/(2) 是 再 存在 ? 如 果 存 在 . 极限 值 是 什 
么 ? 如果 不 存在 ， 诛 内 何在 * 


3 一 交 ， 秆 苹 卫 ， 
2. x+=2, 


(aj) 求 | lim Ax), 
tg70D ;存在 3? 如 果 存 在 ， 槛 限 值 是 什 
? 如 果 不 存 在 ,原因 何在 ? 
Le im _ 太 ) 和 lm fx). 
1d) lim 所 x) 是 否 存在 ? 如 果 存 在 ， 板 限 值 是 什 
么 ? 如果 不 存在 ， 凉 办 何在 ? 
0 xD, 


im 让 和 2)- 


5， 邻 作 x) -| 


. 1] 
ain -一 ， 立 > 个. 
广 


十 


7. 令 Ai ={ 


.$A = 


第 2 于 


{a} lim 所 x 是 奋 存 在 7 如 果 存 在， 极限 值 直 人 秆 
么 ?如 果 不 存 在 ， 原 因 何 在 ? 

{b} ps ) 是 否 存 在 ?如果 存 古 ， 棋 限 信 号 什 
么 ? 如 朵 不 在 在 ， 原 内 和 们 在 ? 

LejlimAs) 是 理 存 在 ”如 果 存 在 ， 极 限 值 是 什 
么 ?如果 不 存在 ， 诛 因 何 在? 


而 今 g(x) =x vin ClAr), 
了 


{a} lim gx) 是否 在 在 ? 如 果 存 在 ， 慨 限 信 是 什 
么 ”如 果 不 存 在 ， 原 国 何 在 ? 

‘b) lim8(x) 是 再 存在 ? 如 果 存 在 . 极限 值 是 着 
人 么 ?如果 不 存在 ， 上 原因 何在 ? 

[cjlimg(xz) 是 否 存 在 ” 如果 和 存在， 极限 值 是 什 
人 各? 如 果 不 存在 ， 原因 何在? 

好 ， xx 天 | ， 

0, t=]. 

1a] 而 d(x) 的 期 形 - 

Cb] Rlim fx) 和 lim x). 

{ce}lim 丰 x) 是 否 存在 ? 如 果 存 在 ,极限 值 是 秆 
么 ”如果 不 存 在 ， 床 内 何在 ” 

-Xx 关 ]， 

， 计 =1. 

12) 匣 出 fx) 的 图 形 . 

Lh) :长 lim 用友 和 im Ar). 

(ellm xz) 是 否 厦 在 ? 茵 果 存 在 ,极限 值 是 和 什 
么 ”如 采 不 存在 ， 原 内 何在 ? 

在 习题 9 和 习题 10 中 可 出 证 数 的 图 形 . 然后 


同 答 下 列 问题 : 


[aijz 的 定 文 域 和 值 域 是 什么 ? 

(bj iimf(x) 还 可 能 在 什么 点 + 存在 ( 姬 时 
存在 )? 

【e)] 在 什么 点 公有 堪 极 限 存在 ? 

【dj] 在 什么 点 公有 右 极 限 存 在 ? 


1, lx <2, 
2, =2. 


vl-x, Ox<l, 
"197| 


下 了 服 与 过 续 性 


0A x) 中 x=0， 


在 习题 11 ~18 中 ， 


5 
xX， 一] x cD 上 虑 0 cx 1 1 
7 “ 3. = -一 . 同 
SD gy 
0, x< -1 成 *>1 4 h(x) = 二 2 4 hr) 3 . 
炒 极 限 . fr ) 4+( A } 
1 lim /2 12 lim V3 在 习题 各 ~50 中 ， 求 极限 . 
了 T+] N+2 43. lim un 2 44 Lim “ue 8 
PE ra 
+inr 二 in 
im 二 二 二 tt 
45 en ticoat 6 lim 2r+ 了 7 了 -53inrr 


EE 
« 2 


15, 
i 
16. 1 i 
。 mL 一 
bo nh 
， |x+21 
17. (a) lim, (x+3) i 
, | x+ 了 | 
(pb) lim (x +3) 3 . 
18. (al lim EG 
lx—-1ll 
[ b! lim 2 
sr- lx-l1l 


在 与 题 19 和 20 中 ， 利 用 最 大 更 数 打数 =l zx | 
的 图 形 { 妈 1 1 节 中 的 岗 1.9) 帮助 求 槐 限 . 
19.【a) lim (bj lim -31 
和 


20. (a) lim (tr —L + | (py | ey. 


在 洒 夺 21 - 36 中 ， 术 极 限 . 
21. lim So 好 lim 30 生 (为 常数 ) 
#0 a ] f+ rt 
sin 3y 网 
3 4 i 
25， Jim ln 27 26. lim -2 
只 EE tm tant 
27. ac 2 28. lim 6r (Ceol 4 {cac 2x), 
DCos Sw 中 
29, lim T+* cost 30. tim 和 xX+sinx 
”0 Sin x roay 四 2x - 
1 im Mnt] 一 coa t} 32, lim sin(sin £) 
"2 l-roant Rw aingn 
. qing sin Sx 
33. lim sin 28 4 1 an Bin dx 
35, lim tan 3 tan 3x 如 sin $y co 57 
5 + Teot 4 


在 习题 3 ~42 中 ， 对 于 每 个 咀 数 ，1a} 求 函数 
当 * 一 o 时 的 极限 ，{bj 求 两 数 当 * 一 - w 时 的 极限 
{可 以 把 答案 显示 在 绘图 计算 器 或 计算 机 上 ). 


37.f4) = 二 -3 38.f(*} = 三 . 


4 im ee ! 小 


4 


,lim Li . SO. lim BE Ye 
e+e” en sin( JAx) 2x7 
在 习题 5 ~60 中 ， 对 于 每 个 有 理 摧 数 ，{a) 求 
晴 数 "xm 时 的 极限 ，{b) 求 甫 数 当 * 一 -时 的 
栅 限 . 
3 2 + 
sl1. = . = 
A#}= +7 52.1(x) tk 
s3./(#) a SA. x) = 7 
+ 了 -2 
了 8 | 
SS。 具 56. g(x) = - ， -一 . 
(x) 一 1 一 32 +6x glx) * dx+l 
10 + x +31 gr + 
S7. = 一 一 一 一 -一 一 . = 到 . 
st*) 。 0 
59. h(x) = 二 2 + 60. h(x) = -x 


x] + Bx 5 rT tr + 
用 于 求 有 理 陋 数 极限 的 过 程 ， 同 样 送 合十 分 式 
中 世 售 * 的 非 整 数 短 和 负数 竺 的 情形 : 州 分 件 中 的 


最 高 次 划 除 分 子 和 分 母 ， 并 由 此 求 模 限 ， 坛 深 避 题 
~ 全 中 的 模 限 . 
2yx +x! 2 
者 4， Jim #2. 1 一 . 
= 3x-7 "2 
3 一 3 - 
5683，lim 莽 - 过 64. lim 2, 
s+ Tr 
2xy3 — x? +7 vt Sr +3 
65. lim 人 lim 了 


rn Ax + 
,如 果 已 知 了 fx} 在 其 定 光 域内 部 的 一 点 a 的 右 极 
限 lim 扩 x) 及 左 极限 lin f(x)， 能 否 确 定 极限 
lmx)? 提出 答案 理由. 
68. 如 果 已 知 lim Kx) 存 在 ， 能 够 通过 计算 lim f(x) 


求 其 值 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 
的 . 假定 了 是 * 的 硒 两 数 、 如 果 知 道 lm f(x) =3, 


能 够 得 出 有 关 lim fx) 的 任何 结论 码 ”提出 答 


案 的 理由 , 
70. 假定 了 居 x 的 傅 蝎 数 . 如 果 知 道 ， lim f(x) = 了 ， 


能 葬 得 出 看 关 ， lim lr) 或 者 lim ft) 的 任何 站 


6 


总 2 准 


论 吧 ”所 出 答案 的 旦 由 - 

7 假定 让) 和 gg(*) 是 x 的 天 项 式 ，Hllim C(x) 
4(x) ) =2， 能 够 得 出 有 关 im (f(x) 伯 Cx) ) 的 
任何 结论 蚂 ? 拱 出 答案 的 理由 . 

72 个 定 天 河和 有 fr 是 x 的 和 多项式， 如果 gtx) 的 
值 木 侈 为 0， Fat 的 所 有 形 有 -条 斯 近 线 
凤 ? 提出 答案 的 理 几 . 

73. “个 纵 定 的 用 理 丽 数 的 图 形 呀 能 有 多 宵 茉 水 平 
新 近 钱 ? 提出 答案 的 理由 . 

74. 求 lim( Vet vr re). 

在 习题 东 稍 中 中 ， 利 用 棋 限 当 x 一 上 时 的 形 

或 定义 证 实 肾 数 的 棋 限 位 

75. 若 具 有 常数 慎 _r) =. 则 lim f(x) = 大 

76. 车/ 具有 常数 值 /(x) = 上 ， 则 lim x) = 大 

97， 给 定 5>0, 求 一 个 民间 f=15, 5 465), 5>0， 
使 得 只 歼 * 在 了 中 就 有 xz -5<e， 这 证 实 存 在 
什么 极限 玉 慨 限 值 是 什么 ” 

78， 给 定 e >D， 求 区 间 /= 14-5,，4), 5>0， 使 得 
只 昌 = 在 7 中 就 有 wv4-x*<e， 这 证 实 存 在 什么 
极限 及 极限 依 是 什么 ? 

在 习题 区 和 中 中 ,利用 有 有 极限 和 左 极限 的 定 

证 时 要 限 的 今 且 

79. lim 


< 


， -2 _ 
= -1. 80. im 2 = 


羽 一 


2.5 无 穷 极 限 与 垂直 渐 近 线 


3t， 最 大 往 数 血 数 求 [aylim .i x Hb}lim a : 


热 语 利用 极 限定 多 江 实 得 到 的 结果 ，t#) 扰 据 

队 ta} 和 {b) 中 得到 的 结果 ， 能够 得 出 有 大 
Jim .x | 的 任何 结论 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 

x Sint lAr), ri, 

82， 单 便 想 限 “ 今 J(x) = | 


vr ,TP0. 


求 {alim fn Mb) lim A): 数据 出 找 限 定 
六 让 实 求 出 的 结果 ， {ej 依据 从 ta) 和 (3) 中 得 
贞 的 结果 ， 能 够 得 电 有 类 tim x} 的 任何 结论 
3%? 提出 答案 的 理由 . 


四 ”在 茶 此 情况 下 ， 变 量 代 换 能 驶 把 我 们 不 邹 悉 的 


表达 式 变 成 知道 如 何 求 其 极限 的 表 过 式 ， 始 例 11 
所 示 ， 在 并 当 x 一 mw 的 概 限 时 代 大 =1zt， 这 就 执 
供 :种 ”观察 "在 无 穷 天 的 槛 女 的 创 凤 人 性 方法 请 搞 
述 这 个 过 程 ， 并 用 它 绘制 才 题 33 ~ 88 中 的 是 数 图 
形 和 确定 其 中 的 极限 . 


. .上 cos CL/x) 
M3. ,lim x ain Bd. lim jy 
， 3rt+44 Ly 
下 lim 3, 5 6. in{ -| 
87 im (3+2)(cw i 
B38. lim {六 -em 地)(1+in 十) 


我 们 在 这 -~… 节 把 极限 概念 扩大 的 无 穷 极限 。 这 种 极限 不 是 以 前 讨论 的 裤 限 ， 而 是 榜 限 这 个 
术 诸 的 全 新 应 用 ， 对 于 描述 旺 数 值 变 成 任意 大 时 的 上 蝗 数 特性 ， 无 穷 极 限 提供 很 有 几 的 记号 和 诸 


襄 ， 下 面 继续 进行 前 一 节 有 理 丙 数 疼 形 的 分 析 ， 


2.5.1 无 穷 极 限 
我 们 贞 次 考 赛 晒 数 六 xi =17r， 妆 x 一 0 
时 , f 的 值 无 限 增 加 ， 最 终 达 到 并 超过 任何 正 
宾 数 ， 也 就 是 说 ,给 定 无 论 针 么 太 的 任何 正 
实数 8, /的 值 会 赛 得 比 它 更 大 ( 见 图 2. 42). 
于 是 上当 * 一 0 时 不 存在 极限 ， 人 是 ， 把 了 的 
这 种 特性 表述 为 当 * 一 0 时 太 x) 趋 近 % 是 方 
使 的 .我 们 沁 为 
tn 


在 写 出 的 这 个 等 式 中 ， 我 们 不 说 极限 存在 ， 也 
不 说 存在 一 个 实数 一 ， 国 为 没有 这 样 一 个 实 
数 ， 换 一 种 方式 ， 我 们 说 tm (Is ) 不 存在 ， 


因为 当 x-29 时 17x 变 成 任意 大 的 正 数 . 


， 
= lim 一 = m 
0 


图 2. 提单 侧 无 穷 极 限 : Lim 


对 十 了 非常 大 的 十 数值 利用 垂直 新 近 线 ， 


只 要 取 x 是 够 接近 0，} 就 省 
以 达到 配 要 达到 的 商 点 
无 洽 8 如 何 高 ， 

至 更 高 


出 形 会 升 


下 元 论 -8 如 何 低 ， 
洛 形 公 隆 至 远 低 


0， 就 吾 以 达到 四 


纪 芍 名 让 哆 接近 
要 过 到 的 抵 点 


lim + 三 一 三 
J a 年 


格 虎 与 连续 眶 #7 


当 x- 时 ,x) =lxz 的 值 变 成 托 意 大 的 负数 ， 给 定 任 何 负 实数 - 8, /的 值 最 终 姓 于 -8 
之 下 【参见 转 2.42)， 我 们 记 为 


. .1] 
limfix) = bm -- = -oo 
5 中- TT 中 ”于 


问 样 ， 我 们 不 说 级 限 存在 和 等 于 数 - w， 不 在 在 实数 -mm， 把 消 数 的 这 种 特性 表述 为 月 数 当 
*-30 时 不 存在 极限 . 六 它 的 什 变 成 任意 大 的 鱼 数 


例 1 求 lim 二 及 二 2 
几何 解 7=1“(z -1) 的 图 形 是 y= tx 右 移 上 个 单 
位 后 的 图 形 { 见 力 2 43)， 因 此 , y =1z(z -0 接近 于 1 
的 特性 同 y = 17x 接近 于 0 的 特性 完全 一 样 ; | 
Jim l = 加 及 lim—l_ =_% 1 
<- + 和 一 = 一 =-] [i 1 
渐 近 解 ” 考 虑 数 x -1 和 它 的 倒数 、 当 * 一 1 时， 有 
(x-1) 玫 0 及 1ACx 1) 当 x 一 1 时， 有 (rz-1 一 


0 及 l/rx-1)— -wm. | | 
例 2 讨论 xz) = 万 接近 于 x=0 时 的 特性 图 2.43 两 数 y=1/(x-1) 在 x=1 附 
解 ” 当 * 无 论 从 哪 一 侧 趋 近 堂 时 ，1/x' 的 值 为 正 并 近 邱 状 数 7= 1x 在 x=0 附近 
变 成 任意 大 ( 见 图 2. 44) ; 有 同样 的 特性 ; + = 1 人 (x ~ 1) 
1 的 图 形 是 y=1xx 右 称 1 个 单 
limf(x) = 国 位 后 的 图 形 { 例 1) 
旺 数 y= lx 显示 出 当 *-*0 时 没有 稳定 的 特性 、， 当 ， 
-0 时 1A 一 wm 而 当 x 一 0 时 1/x 一 -mwm， 关 于 + 
lmt1xc) 我 们 只 能 说 这 个 极限 不 存在 ， 丙 数 y = 17x: 的 情 元 论 8 的 阿 商 ， 
怨 不 同 ， 当 = 元 论 从 哪 一 侧 鼻 近 0 时 它 的 值 趋 近 无 穷 大 ， 图 隧 会 逢 至 更 高 


所 以 可以 说 limt I/ } =00. 


例 3 “7 
6 2 2)? 2 
(8) lm 5 -lim a ay = tm = : 


二 


0 
jh -2 = lim 2 = lim ] 二 
2 rr+2) x+2 图 记得 网 2 中 六 x) 的 图 形 当 
(ey lim xz-3 | < 时 赵 近 无 穷 大 
2 (x2)t x+2) 


(对 于 x>2 和 YY 接近 2， 耸 式 的 值 为 正 ) 


(duim 二 -= ln 一 和 福 77 = 和。 (对 于 x<2 和 + 接近 2， 分 式 的 值 为 负 ) 
Cs ay: 不 存在 。 (参见 (ce} 和 (d)) 
~ {re— 2) _ Ei -1 


-m0. 


(Dlg = lim 了 = 

i 2 

让 各 中 分 母 在 x =2 为 零 的 作用 被 消去 ， 因 为 分 子 这 时 也 为 零 ， 因 此 存在 一 个 有 限 

的 极限 .在 (用 中 就 不 是 这 种 情形 ， 分 母 在 消去 后 仍然 遗留 取 淮 的 因 式 . 二 


238 _ 训 2 全 


2.5.2 无 穷 极 限 的 精确 定义 

无 穷 极 限 的 定 闪 ， 对 于 所 有 充分 接近 x 的 x， 不 要求 记 x) 保 持 任 音 地 接近 一 个 有 根 数 二 ， 市 
是 要 求 声 x}) 保 持 企 意 地 远离 0， 除开 这 个 改变 外 ， 定 交 的 陈述 跟 我 们 前 面 所 见 的 完全 一 样 . 
图 2.45 和 氏 2.46 是 对 下 面 两 个 定 立 的 辅助 说 明 . 


. 


mi 


< 
Ee 


略 2.45 对 于 wo -BB<x<xo +B, f(x) 图 2.46 对 于 x0 -8<x<x +8, xz) 
的 图 志 位 于 直线 y = 召 之 上 的 图 形 位 于 直线 7 = -昌之 圭 
定义 
(1) 如 果 对 每 个 正 实数 8B， 存在 一 个 对 应 的 8>0， 使 得 对 于 所 x*， 
0< |x-xol < = Nx)>8 
就 说 扩 x) 当 x 趋 近 * 时 趋 近 无 穷 大 ， 并 记 为 
lim f(x) = 居 
(2) 如 果 对 每 个 负 实 数 - 8， 存 在 一 个 对 应 的 8>0， 使 得 对 于 所 有 x， 
1 OO<1xz-xol< = Axr)<-B 
就 说 用 x) 当 x* 趋 近 to 时 赵 近 负 无 穷 太 ， 并 记 为 


加 Ka = -“ 


在 x 的 单 便 无 穷 极 眼 的 精确 定义 是 类 似 的 ， 并 且 在 习题 中 陈述 
例 4 证 明 站 二 ==， 
解 ”给 定 8>0， 需 要 求 86>0， 使 得 


0 <lx -0l<6 = Lp 
I 


如 今 ， 二 >8 当月 仅 当 嫩 < 直 
x 
或 者 等 价 于 1x1 < 二 
ib 


园 此 , 取 8=1/yBt 或 者 更 小 的 正 数 } ， 就 看 出 
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所 以 ， 巾 定 愉 有 
tim =% 国 


2.5.3 垂直 渐 近 续 
注意 y= 17x 的 图 形 上 一 点 同 y 轴 之 间 的 距离 ， 当 点 洛 图 形 冬 直 地 移动 并 远离 圆 点 时 趋 近 霍 
(网 图 2.47)， 出 现 这 个 特性 是 因为 上 
lm = 瑟 lm = 
我 们 把 直线 x =0(7 轴 ) 称 为 了 = lzr 的 图 形 的 垂直 渐 近 
线 ， 注 意 分 母 在 x =0 时 的 值 为 零 ， 了 肾 数 在 这 一 点 无 


定义 如 果 有 0 水 过 绕 
limfr)=+% 或 limf(*)=+w 
| 那么 直线 = 称 为 两 数 y = 拟 z) 图 形 的 重 直 渐 近 线 . 重 直 渐 这 线 
二 人 0 


例 5 求 曲线 y= 3 的 水 平 源 近 线 和 重 真 源 近 线 . 
图 47 誉 标 轴 有 是 疯 曲 线 y= 1xrx 


解 ” 我 们 关注 的 是 函数 当 x 一 + %m 和 x 一 -2 时 的 特 两 个 分 克 的 新 近 线 
性 ， 这 时 分 母 的 值 为 零 ， 
如 果 通 过 以 * +2 除 *+3 把 有 理 晒 数 变换 成 多 项 式 带 余 式 的 形式 ， 很 快 就 显现 出 渐 近 线 ， 


1 
二 十 2 十 可 


十 2 
1 
个 结果 使 我 们 可 以 把 y 改写 成 
] » 
r=1 一 
“x+ 季 直 渐 近 钱 . 
现在 看 出 ， 本 出 的 曲线 是 y=1/x 的 图形 上 移 上 个 单位 和 t= -2 Tt 十 3 
左 移 2 个 单位 后 的 图 形 ( 见 图 2.48)， 所 求 的 渐 近 线 是 直 
线 y=1 和 xx= -2 而 不 是 坐标 轴 . 十 
例 6 求 f(x)= - 
半 近 线 . 


解 ” 我 们 关注 的 是 汕 数 /(x) 当 x-， + am 时 的 特性 ， 
这 时 分 母 为 替 ， 注 意 / 是 x 的 偶 汕 数 ， 所 以 它 的 图 形 对 y 
轴 对 称 

(a) 当 x 一 + m 时 的 特性 ， 由 于 lim/(x) =0， 直 线 
7 =0 是 图 形 右边 的 水 平 渐 近 线 、 由 对 称 性 ， 它 也 是 左边 。 图 2 和 8 直 钱 y=1 和 x= -2 是 曲 
的 水 平 渐 近 线 ( 见 图 2.49)， 请 注意 ， 曲 线 仅 从 负 值 一 侧 线 7 《< + 3)Ax +2) 的 
(或 从 下 面 ) 趋 近 * 轴 渐 近 线 (全 5) 
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(b} 当 一 +2 时 的 特 件 ， 册 十 
limf(x) =-w 及 lim/(x) =% 
直线 x= 2 同时 是 从 右 俐 和 从 左 侧 的 垂直 渐 近 线 ， 由 对 称 性 ， 丰 线 * = -2 也 是 网 样 的 渐 近 线 . 
不 存在 其 他 的 渐 近 线 ， 因 为 了 在 儿 何 其 他 点 具有 有 限 的 极限 , 
例 7 自然 对 数 函 数 的 图 形 以 y 轴 ( 直线 * =0) 为 垂直 渐 近 线 ， 我 们 从 图 2. 50 中 描绘 的 图 有 
(该 图 是 自 热 指数 函数 的 图 形 通过 直线 y =x 的 反射 ) 以 及 = 轴 是 y=e 的 水 平 渐 近 线 (2.4 节 例 
10) 看 出 这 一 点 ， 内 此 ， 


lminx =-%w 
a 
对 于 y=log。x 有 同样 结果 ， 只 要 a>1. 国 
¥ 
[3 
”一 天 — 4 
径直 亲近 线 .x = 2 
匡 由 新 近 线 ， 
水 平 渐 近 线 .y= 个 


图 2.4 析 y= -8/tx 4) 图形， 注意 曲线 仅 从 一 枫 图 2.50 ”直线 *=0 是 自然 对 数 明 
赵 近 zx 轴 ， 渐 近 线 不 必然 是 双 侧 的 { 例 6) 数 的 垂直 新 近 线 ( 例 ?) 


例 8 后 线 y=sec x = 一 和 y=tanx=sn 在 x 为 的 奇数 倍 点 {在 这 些 点 cos * =0) 均 有 生 
Cos TX CTOs 工 
直 渐 近 线 (多 图 2. 51). 


3 
图 2.51 aecz 和 tanx 的 图 形 有 无 限 多 垂直 渐 近 线 ( 例 8) 国 


x -3 


例 9 冰 放 x) =3 一 4 的 图 形 的 渐 近 线 - 
解 我 们 关注 A(x) 当 x 一 + 各 以 及 x 一 2 时 (分母 此 时 为 零 ) 的 特性 ， 用 (27 -4) 除 (x -3): 


规 限 与 连 然 性 2 
EE x | 
3 权 r= r+! + Fra 
2x -4 1. 7 
x 2 ol 为 x 一 必 时 曲线 辣 真 旨 之 
eo 问 的 重 直 咱 腐 接近 雪 
2x — 5 
2x -4 4 笠 渐 近 绕 
这 个 结果 表明 
_ -3 于 | 
Ar = tt " 


起 性 上 师 分 


td 
由 于 lim J(x) = 中 和 lim 所 x) = -wm ， 直 线 x=2 是 双 侧 
当 * 一 土 和 时 ， 余 式 趋 近 0 且 f(x) 一 
{x7 人 2) +1， 直线 y= (xi2]+l 是 局 时 对 左右 两 侧 的 斜 渐 


垂 间 渐 近 线 . 


近 线 ( 见 图 2. 52). 


请 注意 ， 在 例 9 中 如 果 有 理 随 数 的 分 子 的 欣 数 腐 于 
分 母 的 次 数 ， 那 么 极限 为 + % 或 - ww， 取决 于 当 |x1 增 


大 时 分 子 和 分 母 所 服 的 符号 . 
习题 2.5 
在 习题 1 ~ 12 中 ， 求 极限 . 
1 lim 六 2 ii 六 
， 3 . 1 
3. Jim 站 引 . bn ee 
， 2 . 3x 
5 im, TB 个， lim pe 
7. jim — 4 8 


-1 

im 一 =-L 

a(t1) 

9. {a) lim 2 (bj lim -过 
四 = 0- x 


10. (8) im -2,. (b) lim 各. 
ror to 


.4 。 I 
11, lim ze 12. lim pe 


在 习题 13 ~ 16 中 ， 求 极限 . 
13. lim tan x. 2 ]im sec x. 


#4! 
lS. Lim(lI +earc #). 
Ph 


在 习题 1? ~22 中 ， 求 极 卫 . 


16. lim{2 — cot #1. 
a 


17 Jim 4 当 
{nx —2° [bjs —2 
(ejx -2 {djx -2 


18. lim 一 = 一 ， 当 
x -1 


19. 


21, 


[ | 图 2.52 ffx) = 一 3)A(2x -4} 的 
图 形 有 一 杀 迁 直 渐 近 线 和 


一 条 斜 浙 近 线 { 例 9) 

[ayxz 一 "1 (bjyxz -+l . 
te}yx ——] {djx—-]. 
- x ] 
im[ 至 -到 )， 站 
【ax 一 中 fbjx 一 . 
(ce)x -m2. (djz -+-1. 
i 
{ajx -+ —2 {hls——2. 
(clr 一 ] 【中 xz 一 -0 . 
+ 
1 人 一 当 
[ax 一 -0 【bjx 一 人 . 
(elx —=2 . (gd}x—2. 
(Ee) 关于 当 x 一 人 上 时 的 极限 能 特 得 出 什么 其 他 结论 ? 
lim x -3x+2 当 

x -dx "0 
[a) x .2 (hb)x —» -2. 
{cir —0. dd}x —1. 


(8 关于 当 x -一 兴 时 的 极限 能 否 得 出 什么 其 他 结论 ? 
在 寺 题 33 ~36 中 ， 求 极限 . 


. im {2- 启 )， 当 


{a}t —+ 0, {bt —*0. 


,lim {去 +). 当 
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(a) 0 {bjt -fr. 

25. lim {+ 

- im { 二 i -全 二 外 ， 

(az -> 六 . th)jx -+0. 
{ejx — 1, (djs—!. 
LL! \, 

26. im ( 放 二 To 当 
[az — 0°. {hjx -+ 0. 
[ce}x —+ 1]. {dx--l. 
在 习题 27 ~ 38 中 ， 呈 出 有 理 函 数 的 图 撒 ， 在 

图 中 加 和 人 浙 近 线 及 其 方程 . 

l 

277 1 rT 

1 3 

六 7 去 麻 7 一 3 
-于 二 了 2x 

3 y= 3 y= 1 

x _x +l 

3.7= 707 i 
_* ~ _z-l 

3 了 一 2x 十 4 

4 

37, y=*——! 38.y = 三 了 1 

于 


在 习题 39 ~ 中 ， 描 给 满足 给 定 条 件 的 晒 数 

Y= 所 x) 的 图 形 ， 不 要 求 写 出 公式 ， 只 需 标 杰 举 标 轴 

并 郴 出 相应 的 赂 形 . 【答案 不 是 唯一 的 ， 所 以 胜出 的 

围 形 可 能 不 完全 像 本 书 习 题 答案 部 分 提供 的 图 形 , } 

39. HI0) =T A1) =2, A -1)= -2, lim fis) = 
-1 及 lim A x) =1. 

40. ft0) =0, lm f(x) =0, limftx) =2 及 
lim fx) = 一 

dl. A0Q) =0, lim Ax) =0, lim f(x) = lim fx) = 过， 
lim f(x)= -mR lim Ax)= - 

(2) = 1, 7(-1) =0, lm f(r) =0. 
Bim A x) =m， lim f(x) = = -及 Hm fz) =1. 
在 习 厢 43 - 46 市， 求 满足 给 定 条 件 的 菌 数 并 

措 绘 它们 的 图 形 . 〈 和 车 案 不 是 唯一 的 ， 芷 何 满足 双 

忻 的 函数 都 基 可 以 接受 的 如果 有 和 帮助， 可 随意 试 

用 分 妖 定 必 函 数 的 公式 . ) 

了 3. lim f(x) =0, lim f(x) =%m 及 lim f(x) = 

44. lim, g(x) =0,lim g(x) = ~ 及 lim g(*) =%. 

45. lim ht x) = 一 1， lim k(x) =1, limktz)= -i 
及 limhtx) =1. 
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6 lim Kx = lim kx = 让 lim kx) = -%. 
于 “十 国 a CE 


在 习题 47 ~ 50 中 ， 利 用 形式 定义 注 明 槛 限 的 
命 肤 . 
-1] . | = 


47, lim -一 -= 一双. 8, lim 一 一 = =. 
站 各 sm xl| 


， 1 
49, lm yr 3 一 四， 50. J Ts 


51，、 下 面 是 泡 穷 右 极限 的 定 立 . 


定义 ”如 果 对 每 个 正 实数 8B， 存 存 :个 
对 应 的 数 8>0. 使 得 对 于 哨 数 上 太 所 丰 肛 . 
NTA + = fx)>B 
就 说 乓 zx) 和 当 研 从 右 侧 赵 近 时 殉 近 尤 穷 大 ,| 
并 记 为 | 


lim f(x) = | 
LY 


试 烽 改 这 个 定义 ， 使 其 包容 下 列 概 限 . 
(tal Mf) se. th) lim Ax)= -= 


{c hm Nx)= 一 


在 习题 52 - 56 中 ， 利 用 习 鸯 51 中 的 形式 定 立 
证 明 极 限 的 命 且 . 


52. bm 二 = m 53. lim—=-% 
4 1 和 
S4. lim 1 - —% 有 -im 一 一 = 号 
-于 一 了 T 也 
56，lim ! 一 加. 
和] —x 


在 半 题 ?~60 中 ， 给 定 的 每 个 咱 数 为 两 项 之 
和 或 两 项 之 差 . 首先 沽 出 每 项 的 图 形 ( 用 同一 组 坐 
标 轴 ) ,然后 利用 这 些 图 形 作 向 导 ， 撕 纵隔 数 的 
图 形 . 


.y=see t+. -了 <x< 闻 
58.y =wee 4 二， -了 <x< 闻 
$9.y -tn r+ 让， -< 
.7 = Van x, -了 于 <x< 子 - 


在 习题 61 -全 中 , 画 出 曲线 的 图 形 ， 说 明 巾 


线 的 公式 以 及 你 所 见 的 图 形 之 间 的 关系 . 


一 .y= 
4 Vx 


T 
让 


六 


#1.r = 


3.Y =x + 1 
x 


cy=sin1 了 
r 


枫 服 与 过 续 性 


93 


四 在 习题 区 ~68 中， 利用 = 大 1xx) 的 几 形 求 {8} 图形 当 x-*s0 时 有 何 特性 * 


im Ax). [bb] 用 找 泊 x 一 +% 时 有 何 特性 ? 
65. f(x4) =xe", 66. (12) = x [图 形 在 x=1 各 x= -1 有 有 何 特性 
Inlxl I 提出 等 案 的 理由 . 

7. /x) = : 68. f(x) = 3 | ye 
nlx 69.7= 了 (> 一 ) ， 707= 了 六 [二 . 

而 在 习题 的 和 人 0 中， 轴 出 两 数 的 用 形 ， 然 后 加 2 * 2 4x - 

符 上 列 问 是 

2.6 连续 性 


我 们 在 绘制 实验 室 产生 数据 或 者 野外 作业 采集 数据 的 哨 数 图 形 时 ， 通 常用 不 间断 的 曲线 连 


接 描 给 的 点 ， 显 示 在 未 进行 测 喇 的 时 刻 可 能 共有 的 吗 数 
值 ( 见 图 2.53}， 在 这 样 敌 时 、 我 们 很 定 是 在 研究 连续 孙 
数 ， 所 以 它 的 输出 值 随 输入 值 连续 变化 ， 而 在 - :个 值 到 


加 
另外 个 值 之 间 不 存在 不 经 过 中 间 值 的 跳 变 ， 连 续 函 数 笃 
当 x 趋 近 c 时 的 极限 只 需 通 过 计算 两 数 在 c 的 值 求 得 。 里 
(我 们 曾 在 2.2 节 发 现 这 一 点 对 多 项 式 是 正确 的 , ) 翅 


从 直观 上 看 ， 对 十 任何 随 数 y=/(x) ， 如 果 可 以 在 其 
定 关 域 上 以 不 抬 志 画笔 的 连续 称 动 方式 描 给 图形， 那么 
它 就 是 连续 两 数 的 例 耶 ， 在 这 一 节 我 们 考察 连续 毅 数 重 
确 坊 的 含义 ， 此 外 ， 要 研究 连续 前 数 的 性 质 ， 并 日 察觉 
1.1 和 节 中 讨论 的 许多 是 数 是 连续 省 数 . 
2.6.1 在 一 点 的 连续 性 

为 了 理解 连续 性 ， 考 虑 像 图 2. 54 的 函数 是 有 帮助 的 ， 在 

例 1 求 图 2.54 中 的 机 数 / 是 连续 的 点 以 及 上 是 不 连续 
的 点 . 

解 ” 邱 数 / 在 其 定义 域 [0，4] 上 除开 zx=1，r=2 和 zx= 
4 以 外 的 每 个 点 是 连续 的 ， 在 这 拖 个 点 ， 图 形 有 问 断 ， 请 注 
意 在 明 数 定义 域 的 各 点 /的 值 同 .的 极限 之 间 的 关系 . 

了 是 连续 的 点 : 

在 * = lim fx) =A(0). 

在 x=3， lim A x) =f/(3). 

在 Ox<xe<4, cx1, 2, lim A(x) =ftc), 


个 连 绕 的 点 ; 
件 x=1， lim ft x) 不 存在 . 


在 x=2, timf(x) =1, 但 是 1#/(2). 

在 x=4，lim fx) =1， 但 尾 1x/(4). 

在 c<0,。>4， 这 样 的 点 不 在 /的 定义 域 中 ， 国 

为 了 在 两 数 定义 域 上 的 一 点 定义 连续 性 ， 需 要 在 内 点 
( 率 涉 双 侧 极限 ) 定 义 连 续 性 以 及 在 端点 (牵涉 单 便 极限 ) 定 
义 连 续 性 ( 见 图 2 55). 


卫 


20 


0 5 
经 过 的 时 间 fs) 


图 2.53 用 不 向 断 的 曲线 连接 
落体 实验 数据 总， 
二 ， 人, ，… 的 描绘 点 


2.4 节 例 2 中 讨论 过 它 的 要 上 限 . 


图 2.54 的 数 在 *=1，*=2 和 
=4 除 四 的 区 季 [0,，4] 


上 是 连续 的 
人。 
a 1 _ 
1 f= ft) 1 
1 | 1 
_ 1 1 ，。， 
可 ce pb 


图 2 5 在 点 a，$,¢ 的 连续 性 
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定义 ”在 内 点 的 连续 性 ， 如 果 岳 数 了 = 上 扰 z 在 其 定 交 虞 的 内 点 e 有 
]im 六 zx =A(r) 
地 么 放 x) 在 内 点 ¢ 是 连续 的 . 
在 端点 的 连续 性 ， 如果 耳 数 y= 扩 x) 在 其 卉 多 战 的 正 端 点 4 或 者 端点 占有 
| lim fx) =fta) 或 lim f(x) =f(b} 


, 时 么 Ax) 在 壬 映 点 & 或 在 右 端 点 上 是 连续 的 . 


如 果 哟 数 了 在 一 点 是 不 连续 的 ， 就 说 了 在" 是 不 连续 的 ， 而 e 是 的 不 连续 点 、 请 注意 ,，* 
无 须 在 了 的 定 尖 域内 ， 

如 果 陋 数 f 在 其 定义 域内 一 点 *=" 有 lim f(x) =.r)， 那么 上 其 右 连 续 的 ( 从 右边 连续 1 如 
果 在 zx =e 有 lim x) =ftc)， 那么 /是 左 连 总 的 (从 左边 连续 )、 因 上 ，， 如 果 汉 数 /在 其 定义 域 的 
左 蜗 点 是 右 连续 的 ， 那 么 它 在 上 是 连续 的 : 如 果 了 人 帮 其 定 艾 域 的 碳 端 点 点 是 堪 连续 的 ， 那 么 它 音 
二 是 连续 的 ， 莱 数 了 在 其 定 久 域 的 内 点 * 起 连续 的 ， 当 且 促 当 F 在 < 同时 是 碳 固 续 的 和 左 连 续 的 
( 见 图 2. 55). ， 

例 23 函数 (x) = v4 -二 在 其 定义 域 [ -2，2] 上 的 等 个 点 是 
连续 的 ( 见 图 2 56)， 包 括 在 *= -2(f 在 这 个 点 是 石 连续 的 ) 和 x 
=2(F 在 这 个 点 是 左 连续 的 ). LJ 

例 3 在 图 2.57 中 面 出 的 单位 阶梯 函数 在 x =0 基 右 连续 的 ， 
但 在 这 个 点 既 不 是 左 连续 的 ， 也 不 是 连续 的 ， 也 不 是 连续 的 . 它 图 2 和 6 一 个 在 定义 域 的 


在 x=0 具有 聊 变 不 连续 性 . 国 每 个 点 是 连续 的 
我 们 用 检验 法 的 形式 概括 函数 在 一 点 的 连续 性 . 陋 数 ( 例 2) 
连续 性 检验 法 
函数 育 x) 在 x =c 是 连续 的 ， 当 日 仅 当 f 满 足下 列 三 个 条 件 : 


(to) 存在 (e 在 f 的 定义 域内 ). 
(2)lim/(x) 存 在 (f 当 x 一 c 时 有 极限 ). | 


{3}lim f(x) =A(c) (极限 等 于 孙 数 值 ). 


图 2. 57 -个 在 原点 是 右 


连续 但 不 是 左 连 
关于 在 端点 的 单 侧 连 续 性 和 连续 性 、 检 验 条 件 (2) 和 (3) 中 的 统 的 函数 ， 它 在 
概 限 应 该 用 相应 的 单 侧 极 限 代 替 . 原点 具有 财 变 不 
例 4 在 1.1 节 介绍 的 师 数 y=|x | 的 图 形 画 在 图 2.58 中 ， 它 连续 性 { 例 31 
在 每 个 整数 点 是 不 连续 的 ， 因 为 当 * 一 = 时 左 极限 和 右 极 限 不 
相等 : 


lim | 二 = 下 一 上 lim ix|=n 
由 于 La 」=n， 最 大 整数 函数 在 每 个 整数 点 n 蚌 右 连续 的 (但 不 是 左 连 续 的 ). 
最 大 整数 函数 在 每 个 不 是 整数 的 其 他 实数 点 是 连续 的 ， 例 如 . 
lim [x|=1=:i1.5! 
一 般 说 来 ， 如 果 n 一 1 < <n，n 为 整数 ,那么 
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lim [x|=n-l=|e| 


图 2.59 是 陋 数 不 连续 类 击 的 分 类 ， 在 图 2.59a 中 ， 鼎 
数 几 xz) 在 zx=0 是 连续 的 在 图 2.59b 中 ， 如 果 f(0) =1， 
那么 了 将 旦 连续 的 ， 在 图 2. 59e 中 ， 如 果 AO) 等 于 1 而 不 
等 于 2, /将 是 连续 的 ， 图 2. 59b 和 2. 59e 中 的 不 连续 性 是 
可 去 的 ， 乱 个 汕 数 当 x 一 0 时 有 极限 ， 我 们 通过 设置 /{0) 


为 是 数 极限 值 的 方法 除去 木 锯 续 性 . 


在 图 2 59d ~2.59f 中 ,包含 更 严重 的 不 连续 性 :lim f(x) 
不 存在 ， 兴 而 无 法 通过 改变 /在 x =0 的 值 改 善 不 连续 性 . 
图 2.59d 中 的 阶梯 两 数 具 有 跃 蛮 不 连续 性 两 个 单 制 极限 
虽然 存在 ， 但 是 取 厅 同 的 值 ， 图 2.59e 中 的 函数 Frxz) = 
1/x* 具有 无 穷 不 连续 性 ， 图 形 2. 59f 中 的 丽 数 具有 报 东 不 一 -中 
连 铠 性 : 晒 数 由 于 过 于 振 划 而 当 * 一 0 时 不 存在 极限 . 


2.6.2 连续 画 数 


一 个 函数 在 区 间 上 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 它 在 区 间 上 短 
个 点 是 连续 的 ， 例 如 ， 在 图 .56 中 而 出 的 半圆 两 数 在 它 的 
定义 城区 间 [ -2. 2] 上 是 连续 的 ， 连 续 函 数 是 在 定义 域 的 


人 鲜 个 点 上 连续 的 函数 连续 星 数 不 需 要 在 每 个 区 间 上 是 连续 的 . 


» 


例 5§ 


了 > 


本 
图 2 59 3) 中 的 函数 太 x) 在 x=0 是 连续 的 ，b) -~ 门 的 函数 是 不 连续 的 


+ 
4 上 mm 
可 
= 可 
2 一 一心 
] 上 一 一心 
1 2 3 4 


图 ?2.58 最 大 整数 函数 在 每 个 卡 
整数 点 是 连续 的 ， 在 每 
个 整数 点 是 右 连 续 而 非 
在 连续 的 ( 例 4) 


{a)} 函数 7 = 17x( 见 图 2 的 ) 是 连 缕 丽 数 ， 因 为 它 在 定义 域 的 每 个 点 上 是 连续 的 ， 然 而 它 在 
< =0 有 一 个 不 连续 点 ， 因 为 函数 在 这 个 点 没有 定义 ; 也 就 是 说 ， 它 在 包含 x =0 的 任何 区 间 上 是 


不 连续 的 . 


[bj 由 2.3 节 例 3 可知 ， 恒 等 本 数 y=x 和 常 信 消 数 是 处 处 连续 的 . 
连续 函数 的 代数 组 合 是 连续 的 ， 只 要 它们 是 有 定义 的 . 
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定理 9 (连续 函数 的 性 质 ) ” 若 呆 数 F 和 作 >= | 
。 是 连续 的 ， 则 它们 的 下 列 级 他 作 + =。 是 连续 的 ， | 
11) 和 f+ 
(2 关 fg | 
(3) 积 f+g 
(4) 常 教 信和 斤 大. 为 任意 常数 ) 
{5) 商 jf/g( 具 要 ge) #0) 
(6) 团 “(只 要 它 在 包含 6 的 开 区 间 圭 有 定 : 
义 ， 其 中 -和 :是 整数 ) | 


图 2 后 省 数 yY=]7x 在 除 x+=0 外 的 每 
个 点 是 连 锭 的 ; 它 在 点 x = 侣 
上 共有 不 连续 性 ( 例 5) 


定理 9 中 的 多 数 结 傈 由 2.2 节 定 理 1 中 的 极限 法 则 
推出 ， 例 如 、 为 了 证 明和 的 性 质 ， 我们 有 
lim(f + g) Lx) = limt fx) + gtx}) 
= limf(x) + jimg(x) (定理 1 的 和 法 则 ) 
= fc) + gtc) (reg 在 "的 连续 性 ) 
= (f+ Etr) 
这 证 明 f+g 是 连续 的 ， 
例 6 
(2a) 每 个 多 项 式 Pix) =agm+aii t+ 是 连续 的 ，, 央 为 由 22 节 定理 2 有 有 
lim Pix) = Pte). 
1b} 若 P(x) 和 Q(x) 是 多 项 式 ， 则 由 定理 9 中 商 的 连续 性 法 则 ， 有 理 函 数 P(x}/0(x) 足 连 续 


的 ， 只 要 它 是 有 定义 的 ( Q(e) #0). 国 
例 7 基数 y= 1x1 在 * 的 每 个 值 是 连续 的 ， 如 果 z >0， 我 们 有 tx) = *， 这 基 一 个 多 项 式 
如 打 *<0， 我 们 有 f(x) = -<*， 这 大 另外 一 个 多 项 式 ， 最 后 ， 在 原点 tim1r1 =0= 101. 国 


出 2.2 节 例 11 可 知 ， 孙 数 yY=sinx 和 y=cosx 在 x*=0 是 连 针 的 事实 上 ， 这 岗 个 卫 数 是 处 
处 连续 的 ! 参见 可 题 62)， 于 是 由 定理 9 推出 ， 全 部 6 个 : 角 函 数 是 连续 的 ， 只 要 它们 有 定义 . 
例如 ,rr =tanx 在 …U(-TZ2，TA2hLTZ， 3T2) UU-… 上 上 星 连 续 的 . 

2.6.3 反 函 数 与 连续 性 

任何 连续 函数 的 反 晒 数 在 其 定义 域 上 基 连 续 的 ， 这 个 结论 是 由 下 述 规 察 结果 所 暗示 的 : 
了 -1 的 图 形 是 /的 图 形 通 过 直线 y=* 反射 得 到 的 ， 当 站 的 图 形 没 有 断 点 时 ， 它 就 不 会 有 任何 断 点 . 
只 枚 了 是 连续 的 , / “就 是 连续 的 ， 对 于 这 一 点 的 严格 证 明太 高 级 微 积 分 教材 中 给 出 ， 由 此 扒 出 
全 部 反 三角 两 数 在 它们 的 定义 域 上 是 连续 的 . 

我 们 曾 在 1.4 节 任 人 异 图 形 非 形式 地 定义 指数 函数 y=a'， 回 忆 一 下 、 指 数 捕 数 的 图 形 由 Y= 
对 有 理 数 * 的 图 形 填 满 在 无 理 数 断 点 x 的 图 形 得 到 ， 所 以 Y=o’ 定义 在 整个 实 直线 上 ，、 反 水 数 Y = 
log,x 也 就 是 连续 的 .特别 是 . 白 然 指数 冰 数 y=e 和 自然 对 数 函 数 7 =In x 在 它们 的 定义 域 上 都 
是 连续 的 
2.6.4 复合 函数 

连续 函数 的 所 有 复合 函数 基 连 续 的 ， 这 个 概念 是 指 如 果 f/tx) 在 x=c 是 连续 的 和 g(x) 在 *= 
玉 c) 是 连续 的 ， 那么 /。& 在 x*=e 是 连续 的 ( 见 图 2.617)， 在 这 种 情形 下 , fg 当 x 一 c 时 的 极限 
为 gtf(c)). 
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-一 人 = 
玉 A etic)y 
图 2.61 连续 明 数 的 复合 师 数 是 连续 的 


定理 10 ( 连 起 函数 的 复合 函数 ) 若 / 在 是 连 续 的 入 g 在 /(c) 是 连续 的 ， 则 Jo 作 c 是 
连续 的 


在 直观 上 定理 10 是 理所当然 的 ， 因 为 如 果 < 赵 近 =， 腥 么 /az) 赵 近 扎 r)， 驻 由 于 天 在 扰 c 
是 连续 的 ， 巾 此 推出 gw(Ks)) 赵 近 gCAe) 

对 二 任何 有 限 数目 的 两 数 而 言 ， 复 合 质数 保持 连续 性 ， 唯 -的 条 件 是 每 个 丽 数 在 其 定义 玻 
尾 连 组 的 ， 定 理 10 的 证 明 概 要 请 参见 附录 A 5 的 习题 6 

例 8 证 明 下 列 函 数 在 各 自 的 定义 域 上 是 处 处 连续 的 

(a)y= vei -2x-5, (by = (9y= 43 (d)y= i. 

解 

(2) 平方根 浅 数 在 [0，w ) 上 是 连续 的 ， 因 为 它 是 连续 的 避 等 丽 数 (x) = 的 有 理 数 备 ( 见 定 理 
9 性 质 (6))， 青 者 ， 给 出 的 两 数 是 多 项 式 x) =x? -2x -5 同 平方 根 隙 数 g(1) = 省 的 复合 朱 数 

{b) 分 于 是 恒 等 丙 数 的 有 理 数 丢 ， 分 苹 是 处 处 为 正 ， 
的 多 项 式 ， 所 以 ， 商 是 连续 的 . 

(ce) 商 (x -2)/(x* -2) 对 干 所 有 zx + 并 是 连续 的 
而 例题 中 的 函数 是 这 个 商 同 绝对 值 函 数 ( 例 7) 的 复合 
函数 

(dd) 由 于 正 强 两 数 是 处 处 连续 的 (见习 题 2)， 分 于 
项 + sin x 是 连续 了 丙 数 的 散 可 ,分 母 项 x* +2 是 处 处 取 正 
值 的 多 项 式 . 所定 的 于 于是 汪 数 的 商 同和 续 的 多 于 一 
值 阔 数 的 复合 隆 数 ( 见 图 2. 62). 


定理 10 其 实 是 下 面 提出 和 证 明 的 重 普 这 的 定理 的 国人 Ey Tea ae 2) 
推论 . 是 连续 的 { 例 8( 9)) 


定理 11 { 连 搜 函数 的 极限 ) 若 画 数 & 在 点 了 是 连续 的 且 limA(x) =56， 则 
lim gCf(z)) =8(6) =g(lim(A(x)) 


证 明 ”假设 给 定 。>0， 由 于 g 在 4 是 连续 的 ， 存在 数 5 >0， 使 得 
lgty) -gtBb)l<e， 只 要 0 <ly-bl<6 
由 于 limA(x) =5， 存 三 5>0， 使 得 
IfAx) -81<6， 只 要 0 <|lx_-clc# 
如 果 令 y= 站 x)， 那 么 就 有 
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[Iy-pl<5, 只 要 0 <lx -cl<6 
由 上 面 第 一 个 断 者 ， 这 隐 含 lg(y) -gp =1gCfx)) -gtb}l<e， 只 要 0< ix-rl<6， 根据 
极限 的 定义 ， 这 征明 tim gCf(x)) =g(&). 者 
例 9 


Caylim sin 计生] =sin [6 于 二 (反正 总 是 连续 的 ) 


【 -六 


=sin “人 im 让) 《消除 公 央 式 (1 -x)) 


=sin -3 = 局 
{hb}limvr+le™’ = lim + -exp { lim tan x) (指数 师 数 是 连续 的 ) 
=1'e"=1. 国 


2. 6.5 ”对 一 点 的 连续 延 拓 

函数 y = (sin x)/x 在 除开 x =0 以 外 的 每 个 点 是 连续 的 ， 这 一 点 同 函数 y = 47x 一 样 ， 但 是 ， 
y=(x sin x)/x 与 y=17% 的 差异 在 于 当 x_0 时 它 基 有 有 限 的 极限 (定理 7)， 因 此 可 以 用 一 种 方法 
把 函数 的 定义 域 扩展 到 包含 点 x =0 在 内 ， 使 得 扩展 后 的 函数 在 * =0 是 连续 的 ， 我 们 定义 新 函数 
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l, x=0 


函数 F(x) 存 x=e 蚌 连续 的 ， 因 为 
= F(0) 
《 见 图 2.63,) 


ay xyAsinz)x 在 和 -WwW2，102] 上 的 图 形 不 包 会 5) 通过 定 文 新 消 数 所 可 以 消除 图 形 上 的 
点 人 ， 人 二， 因为 博 数 在 x0 无 定 飞 不 连续 性 ,其 中 AiO=1， 而 在 其 多 各 处 
Fr AL 注意 乓 DTimA ty 


图 2 的 


在 更 为 一 般 的 情形 下 ， 函 数 { 像 有 理 函 数 ) 即使 在 没有 定义 的 点 也 可 能 存在 极限 如果 
fc) 没 有 定义 , 但 是 tm fx) = 存在， 那么 可 以 通过 规则 
F(z) = {2 如 果 x 在 /的 定义 城中 
工 ， 如 果 x = 
定义 一 个 新 冰 数 ， 函数 下 在 x*=e 是 连续 的 ， 王 称 为 了 对 * =<e 的 连续 延 拓 . 


例 10 证 明 扩 x) -< 二 下，x2 对 *=2 有 一 个 连续 延 拓 ， 并 求 出 这 个 延 括 
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-0 _ (x-2)(x+3) x+3 
解 员 然 产 2)? 没 有 定 兴 ， 如 果 *zx2， 那么 有 ce = 2 I = 
新 旺 数 A(x) = 1+3 


在 xz 天 2 辣 ALx) 相等 ,但 是 严 在 x*=2 是 连续 的 ， 在 此 处 的 也 数值 
为 425， 因此 ,下 是 Af 对 x=2 的 连续 延 关 ， 开 有 


- T+- 三 
lim 二 了 
rn t” 


一 = im 六 x) = 1 


7 的 图 形 显 未 在 图 2. 64 中 ， 连续 征 折 户 除 开 在 点 (2.574) 没 有 断 
点 外 ， 具 有 和 了 同样 的 图 形 ， 实 际 上 ，5 是 在 消除 /让 x=2 的 不 
连续 性 打 得 到 的 哨 数 . 本 
2.6.6 连续 函数 的 介 信 定 理 

作 区 间 上 连续 的 聘 数 其 有 使 它们 在 数学 及 各 种 应 用 中 特 
别 有 川 的 性 质 ， 这 些 性 质 之 -- 是 介 秆 性 质 ， 一 个 请 数 所 谢 央 
有 有 介 值 性 质 ， 是 指 每 当 丽 数 虚 两 个 值 时 ， 也 要 好 它们 之 间 的 
全 部 值 


te 的 连续 延 拓 甩 妆 的 图 形 
图 .64 例 10 的 图 上 形 


定理 12 (连续 函数 的 介 值 定理 ) 在 闭 区 间 [a 外 上 连续 的 是 数 7 = 厌 z 朗 六 ea) 和 厌 切 之 问 
的 每 个 值 ， 接 句 话说 ， 如 果 加 是 让 a) 和 (5) 之 问 的 任意 值 ， 那 么 对 于 [a,5] 中 某 个 c 有 5 =ftey，| 


| y= fx) 
td) 


在 几何 上 ， 介 值 定理 表明 ,任何 -- 条 在 y= ， 
儿 4) 和 y=) 之 问 穿越 y 轴 的 水 平 直线 y=y， 将 
至 少 在 区 亲 [a，$] 上 通过 曲线 y=/x) 一次， | 
介 值 定理 的 让 明 依 赖 于 实数 系 的 完备 性 性 质 ， 
这 个 性 质 在 高 级 微 积 分 教材 中 讲述 . 
了 在 区 间 上 的 连续 性 对 定理 12 是 必要 的 . 如 果 1 
/即使 在 区 间 上 的 一 点 不 连续 ， 定 理 的 结论 也 可 能 
失效 ， 像 图 2. 65 代表 的 函数 那样 6 f+ 
关于 绘图 的 推论 :连续 性 ”定理 过 暗示 -个 区 yey ee 
问 上 的 连续 丽 数 的 图 形 在 区 问 上 不 可 能 存在 任何 斯 点 赂 2 65 琴 数 J(<) = | 。 ”不 包 
图 形 将 基 连 通 的 ， 是 一 条 不 间断 的 曲线 ， 像 sin * 的 图 仿真 1) =0 和 J/(4) =3 之 间 的 全 部 
撒 . 它 不 像 最 大 整数 函数 的 图 形 ( 见 图 2 58) 具 有 了 牙 变 ， 值 : 不 取 2 和 3 之 间 的 所 有 和 值 
也 不 像 lvx 的 图 形 具有 独立 分 支 { 见 图 2.60). 
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关于 求 根 的 推论 方程 fx) =0 的 -个 解 称 为 方程 的 根 或 冰 数 了 的 堆 点 ， 出 介 值 定 与 可 知 ， 
如 杂乱 连 续 昕 数 ， 那 么 在 了 改变 符 导 的 任何 区 问 上 所 请 病 数 的 一 个 零点 - 

实际 上， 当 我 们 发 现 . :个 连续 郴 数 穿越 计算 机 屏幕 水 平 轴 的 图 形 时 ， 知 道 它 不 是 阶 丰 穿 过 . 
真正 情况 是 存 看 琐 数 全 为 办 的 一 点 。， 这 个 推论 学 致 估计 我 们 能 够 画图 的 任何 连续 陋 数 零点 的 
过 程 ， 

{1 在 一 个 很 大 的 区 问 上 描绘 贤 数 的 图 形 ， 料 略 地 观察 零点 在 什么 位 置 . 

{2} 在 每 个 党 点 土 放 太 ， 估 计 它 的 x 坐标 值 . 

在 某 此 习题 中 ， 可 以 用 绘图 计算 器 或 计算 机 实战 这 个 过 各 .图 2.66 妨 示 用 周 形 方法 求解 方 
程 吧 -xx-1=0 的 典 击 步 邓 . 


5 1 
1 1.6 
-1 2 
-1 
b) 


册 


G02 0.003 
> -二 
-0.003 
d} 


-0.02 
cy 


图 2.66 对 师 数 站 zj) = -x-!1 零点 放大 ， 堆 点 接近 + =1.3247 


习题 2.6 

在 习题 1] ~4 中 ， 说 明 图 形 所 示 的 函数 在 区 间 了 
[ -1, 3] 上 是 不是 连 忽 的 ， 如 果 不 连 续 ， 那 各 在 何 
处 是 不 连续 的 . 原因 何在 ? 
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规 限 与 过 线性 
习题 5 ~ 10 是 关于 涪 数 
2-1], -lf&x<O 
2x, D<x<l 
Hx)=11, x*=] 
-2r+4, ] <x<2 
DOD, 2 ex 人 < 
的 问题 ， 附 图 是 函数 的 图 形 . 
， 
YY 一 Fr) 1. 2 
2 上 
Ya FY 二 -27 十 沾 


wl — 工 
31 -i 


是 二 此 


5. (al 大 - 1) 是 达 存 在 ? 
(bl lim, fx) 是 下 存在? 
{¢] lim, /tx) = -1) 吧 ? 
【dj7 在 x= -1 是 连续 的 吗 ? 
6. 【3] 扰 1) 是 再 存在 ? 
{bj limf( xy) 是否 存在 ? 
(ellimf(x) =A 7m? 
(djf 在 x*=1 是 连续 的 吗 ? 
7. taf 在 x*=2 有 定义 妈 ? { 注 疙 /的 定义 . ) 
tb)f 在 x=2 是 连续 的 吗 ?” 
昌 了 在 * 有 最 什么 值 时 大连 续 的 * 
9. 对 扰 2) 应 该 赋予 什么 值 才 能 使 延 拓 后 的 函数 在 
*=2 是 连续 的 ? 
10. 让 应 该 改变 成 什么 新 值 才能 消除 不 连续 性 ? 
在 习题 11 和 12 中， 通 数 在 哪些 点 是 不 连续 
的 ? 如 果 存 在 可 去 不 连续 性 ,哪些 点 是 叮 去 不 连续 
性 的 点 ， 哪些 点 不 是 可 去 不 连续 性 的 点 ? 提出 管 案 


的 理由 ， 

11.2.4 节 习题 1. 12.2.4 节 习 题 2. 
住 习题 13 ~28 中 ， 函 数 在 什么 点 基 连 续 的 ? 
__l 加 

13.7= 7 3x. 1 + 

1 x+3 

15. y= 1y= 一 st 
了 7 如 341 
x : -1 _ 王 

17.y= 1x-1| +ainx. 18. y= 7 71 2 
_cosxt 区 十 了 

19. y = 四 2 了 = 

21.y 一 CSC 2x. 让 =tan 人 


vx +l 


23.7 = En 24.7 = “+ 
7 41 了 ”| +ainax 
站 .7 = “ax +3. 26.7 = YIr-]. 


37.7= (2x-1)". 28.7 = (2 一 z) 

在 习题 29 ~ 34 中 ,， 求 概 限 ， 明 数 在 赵 近 的 点 
是 连续 的 吗 ? 
执 Jim sin fre -anxz) 的 msin (BF eo Cn 0). 
31. lim wee 【YY noe y ~ any ~ |). 


32. lim tan ( 网 eos (ain x 站 
33, Jim sain { 于 34，lim cos fln yx ). 
:0 2 | 


35， 用 一 -种 方法 定义 gt3)， 迁 拓 站 (#) = (x -9)7 
{x -3)，, 使 其 在 x=3 是 连续 的 . 

基 . 用 一 种 方法 定 多 站 (27》， 延 折 上 (cy = (+3- 
103x1 -2)， 司 其 在 !=2 是 连续 的 . 

37, 用 -- 种 方法 定 久 站 1), 延 搞 fs) = -17 
(5 -1)， 使 其 在 :=1 是 连续 的 . 

38， 用 -种 方法 定 穴 本 4)， 延 拓 g(x) = (x -1637 
(好 -3x -4)， 地 其 在 x =4 是 连续 的 . 

鸡 ， 当 a 到 什么 值 时 隐 数 

xz 一 1， 
A = 2ax， 33 

在 每 个 点 4 是 连续 的 ? 

和 . 当 a 歌 什么 值 时 商 数 


于 ， 政之 一 2 
B(xr) =1{ 
br， x 宇 -2 


在 每 个 点 x 是 连续 的 ? 


x 


在 习题 41 -4 甸 中 ,给 制 两 数 了 的 图 形 ， 考 罕 


是 否 显 现在 原点 存在 连续 延 拓 ， 如 果 存 在 . 用 
Trace 和 zoom 功能 键 求 画 数 在 * =0 的 . -个 满意 的 
延 拓 候选 值 。 恕 果酒 数 末 显现 存在 连续 延 拓 ， 能 
和 否 在 原点 把 函数 延 拓 为 右 连续 的 或 者 左 连 继 的 ? 
如 果 能 圳 这 样 做 ,那么 函数 的 这 两 个 延 拓 值 应 访 
是 什么 ? 

dl.fCx) = 42. f(x) -了 一 -1 


43. f(x) = 

是 . 已 知 连续 前 数 yY= 太 +) 在 t=0 取 负 值 , 在 zx=li 
取 正 值 . 方程 太 x) =0 为 什么 在 z=0 和 x=1 
之 间 至 少 存在 一 个 解 ” 请 用 草图 说 明 . 

二 ,， 解 妓 方程 cos x =x 为 什么 至 少 有 一 个 解 . 

和 47. 立方 根 证明 方程 x -15r +1=0 在 区 间 -4， 
41 上 有 3 个 解 . 


qd fr) = (1 +2r) 


招 ， 函 教 值 让 明 ; 阴 娄 Fix) = tr-a) x-b) + 
+ 对 于 基 个 x 什 的 联 值 为 (w+ 六) 
解 注 程 若 闹 x) = x -gz+rI0 让 明 存 在 这 样 
的 r 值 ， 使 得 [fayftr) = mw [bjrr)= -3. 
{efte) =5 000 000. 
解释 上 下放 5 个 命题 为 秆 么 十 在 二 求 同 样 的 解 . 
{a) :长 Fr) 2= 刀 -41 的 要 . 
1 二 曲线 了 = 妆 问 直线 y=3r+l 的 交点 的 = 

党 标 . 
[0} 凡 满 是 x -3x =1 的 全 部 值 . 
{dj 求 次 由 线 =zx -34 辕 寺 线 + =1 的 交点 

的 x 党 标 . 
{e] 解 方程 刀 -3x-1=0， 
， 可 去 不 连续 性 ” 举 出 一 个 是 数据 x 的 例子 它 
对 除开 * =2 以 外 的 所 有 = 值 是 央 续 的 ,在 rz=2 
存在 可 去 不 连续 性 ， 解 酸 怎 样 知道 /在 * = 是 
不 连续 的 ， 以 及 怎样 知道 不 连续 性 昆 可 去 的 . 
非 可 去 不 连续 性 ” 举 出- -个 陋 数 gtx) 的 侗 子 ， 它 
对 除开 x = -1 以 外 的 所 有 >* 值 是 连续 的 ， 站 x* = 
-1 存在 非 林 去 不 连续 性 ， 解 释 怎 样 知道 g 存 x= 
-1 是非 是 去 不 连续 的 ， 以 及 不 连续 性 为 何 且 不 趾 
至 的. 
在 玲 个 点 不 连续 的 函数 
[gj 利用 每 个 非 空 的 实数 区 问 包 会 有 理 数 和 无 

理 数 这 个 圳 实 ， 证 明 晴 数 

1，x 为 有 理 数 
A = to x 为 无 理 数 
是 在 每 :点 不 连续 的 . 
[bj 在 和 任何 点 是 右 连 续 的 或 堪 连 续 的 吗 ? 

。 如果 函 数 /(z) 和 g(r) 对 于 0 志 x 志 1 是 连续 的 ， 
那么 下 zx)Aetx) 在 {0, 1] 上 的 -- 点 可 能 是 不 连 
统 的 吗 ? 提出 答案 的 理 申 . 
如 果 积 畏 数 hx) =Ax) " gtz) 在 x=0 是 连续 
的 ， 那 么 让 x) 和 g(x) 人 在 z=0 必定 是 连 综 的 吗 ? 
提出 答案 的 埋 由 . 
连续 函数 的 不 连续 揽 台 画 数 举 出 函数 斥 x) 和 
8 的 例子 ， 它 们 在 *=0 都 是 连续 的 ， 而 复 会 
函数 sg 在 zx=f 昆 不 迷 续 的 ， 这 种 情况 同 定理 


2.7 在 一 点 的 切线 和 导数 


49. 


50. 


要 


lk, 


S52. 


S53. 


于. 


SH. 


[i 


JI 相手 盾 吗 ”所 出 等 党 的 埋 册 . 
不 人 金 取 零 的 连接 函数 在- 个 区 向 二 不 会 主 宕 
的 明 数 在 区 间 上 人 谈 禁 会 虑 蛮 符 避 一 -这 此 真实 
的 思 ” 提 出 等 案 的 理 申 . 
拉 长 橡皮 带 如 果 近 长 条 橡皮 带 ， 使 其 顽 
加 让 移 盐 而 只 外 一 靖 疝 在 穆 动 ， 带 于 中 的 先 个 
点 将 停止 在 原来 作 叶 上 上 一 一 这 是 真实 的 中 ”长 
出 答案 的 理由 . 
不 动 点 定理 假定 晒 数 也 林 闭 八 问 0. 1 上 下 
连 统 的 ， 对 [0 了 中 的 每 个 点 Der) 1. 
证 明 ; 在 [0 1 中 必定 在 在 数 "、 使 得 
上 Ar =etr 称 为 了 的 不 动 点 }- 
连续 函数 的 符号 保持 性 策 。 今 上 是 定 区 在 至 问 
Ca, 扣 王 的 咕 数 ,个 定 在 三 屁 连 续 的 革 个 点 一 ， 
乓 站 天 0， 证 明 :， 存 在 一个 玮 绕 = 的 长 亲 (ec 一 全 
c+ 了 在 这 个 这 间 二 共有 辣 让 cr) - 样 的 符号 ， 
请 注意 ， 这 个 结论 古旧 辐 二 常 的 ， 虽 然 六 外 定 
六 三 整个 区 间 (Ca, 8) 上 ,但 大 不 归 求 它 在 除开 
"也 外 的 任何 一 点 是 连续 的 ， 坊 数 在 连续 和 
开 c) 天 和 的 条件 是 以 保证 了 在 整个 区 癌 革 不 等 于 
零 ( 取 正 值 或 负 值 ). 
证 明 : /在 “是 连续 的 ， 当 用 位 当 

limfte +h) = Ar} 
利用 习题 61 与 恒等式 


sainth+rc) = sinhecosec+teaahanr 


57. 


59， 


人 


-TT 


§§1. 


ph 


62. 


costh +e) = ronh ecoarc ~ sink sine 
证 昌 六 x) =sinx 和 gg(#) =cvs x 在 每 个 点 +=e 
是 连续 的 . 
在 习题 名 ~ 70 中 ， 用 一 种 绘图 计算 器 或 者 计 
算 栅 绽 图 器 求解 方程 . 
63.7 —3r—-1=0. 
4 2x —2r: - 2x +] =0. 
5 x(x 1)*=1 《1 个 根 )， 
66. 1" =2. 
G7. Vr + vl +r =4. 
tr -JI5z+l<0 (3 个 根 ). 
9 cos x=x( 上 个 根 )， 务 必 使 用 续 度 方式 . 
70. 2 sin x=xt3 个 根 }， 考 必 使 用 没 度 方式 . 


这 一 节 对 2.1 节 中 提出 的 直线 斜 这 和 切线 作 精 确 的 论述 我们 已 见 到 这 两 个 概念 同 函 数 的 瞬 
时 变化 率 是 如 何 关联 的 ， 而 瞬时 变化 率 是 孙 数 导数 的 一 种 解释 . 


2.7.1 求 函 数 图 带 的 切线 


我 们 利用 2. 1 节 介 绍 的 过 程 ， 炒 任意 曲线 7 = 站 x) 在 一 点 ai， 所 z)) 的 切线 ， 首先 计算 经 
过 点 三 和 一 个 邻近 点 Q(x6。 + hh， 所 和 +) 的 割 线 的 斜率 然后 考察 斜率 当 呈 一 0 时 的 极限 (多 
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疼 2.67}， 如果 极限 存在 ， 我 们 把 它 称 为 曲线 在 的 斜率 ， 并 定义 经 过 PP 且 上 其 有 这 个 射 率 的 直线 


为 在 的 团 线 . ' 
1 v= flr) 
定义 呈 数 y f(x) 在 点 Pa， ea) 的 由 Qlro + Rh flro + bY) 
线 揣 率 为 效 信 网 的 国光 
， kn — flxr 
m= 人 各 加】 (假设 极限 存在 ) 


LE 


| 量 线 丰 Pr 的 切线 是 经 过 Pp 及 具有 这 个 斜率 的 直线 . 


储 2.1 节 的 例 3 中 ， 我 们 曾 利用 这 两 个 定义 于 一 : 

灶 抛 物 线 六 xy = 和 在 点 2，4) 的 斜率 和 扫 物 线 ” " 

在 PP 的 切线 下面 考 察 男 外 一 个 例子 . 图 之 6 切线 在 己 的 制 计 为 im 全 全 二 ao 
例 1 有 只 


[al] 米 曲线 y=1xxz 在 x=az0 的 斜率 . 

{b) 曲线 在 何 外 的 辞 率 为 - 1/4? 

{0) 曲线 在 点 (8，1ze)y 的 切线 汝 改变 时 会 发 生 什 么 变化 ? 
解 

{ta} 曲线 x) =1zz 在 ta，17a) 的 和 姻 率 为 


_ | a~-(tatAh) 一 各 -1 1 
i afta +A) = ime hy = lm sa th a 
请 注意 ， 在 每 个 分 式 能 够 代入 =0 计算 极限 之 前 ， 必 须 保 持 用 * lim ”的 记号 ， 数 a 可 能 是 正 


数 或 负数 ， 但 是 不 能 为 0. 
[hb)y=17x 在 点 x=a 的 斜率 是 - 1， 如 果 


i 好 


1 
有 
那么 它 将 是 - 1/4. 上述 等 式 等 价 于 吧 =4， 所 以 a =2 或 a= -2， 曲 线 在 两 点 (2，1/2) 和 ( -2， 
一 172) 的 斜率 为 -174( 见 图 2.68). 

{e) 疼 蛮 -17a- 当 az#0 时 恒 为 负数 ， 当 一 0 时， 斜率 趋 近 - m ， 切 线 变 得 超 来 越 陡 ( 见 
图 2. 的 )、 这 种 情况 当 a -9 一 时 再 次 出 现 ， 当 @ 从 任意 一 个 方向 远离 原点 时 ， 斜 率 趋 近日 ， 切 线 


变 成 水 平 线 , | 


图 2.68 y=1/s 的 两 条 切线 的 图 2.69 切线 在 接近 原点 时 急剧 升降 ， 而 
斜率 为 -14t 例 1) 当 切 点 远离 项 点 时 趋 于 平 绥 
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2.7.2 变化 率 : 在 一 点 的 导数 
表达 式 Nr th) Ax) 


称 为 了 在 zx 与 增 量 所 的 装 商 ， 如果 差 商 当 疡 趋 近 霍 时 存在 极限 ， 那 么 对 这 个 板 限 电子 - -个 特别 
的 独 称 和 记 好 . 


定 尽 ”函数 在 一 点 避 的 导数 ， 记 为 店 {x6)， 万 是 
(m0) = lim + , -Axr) 


侦 如 这 个 极限 存在 . 


如 果 把 差 疝 解释 成 割 线 的 斜率 ， 那 么 学 数 给 出 曲线 7 =ftx) 在 点 Ptxo， f(x,)) 的 和 镍 率 ， 习 

题 31 证 明 ， 线性 汕 数 fx) = ms + 在 任何 点 的 斜率 就 是 这 条 直线 的 斜率 ， 即 是 
f(r) = 由 

如 果 把 差 商 解释 为 平均 变化 率 ( 见 2.1 节 )， 导 数 给 出 丽 数 在 点 zx=m 关于 x 的 朋 时 点 
化 率 . 

例 2 在 2.1 节 的 例 1 和 和 侧 2 中 ,我 们 研究 过 一 块 岩石 在 接近 地 面 自 由 下 落 时 的 速率 ， 纪 经 
知道 岩 右 在 前 上 秒 期 间 下 落 y = 165 英尺 ， 关 用 …… 连 音 越 来 越 短 的 时 间 区 间 估 计 益 石 在 时 刻 := 1 
的 平均 速率 ， 试 问 岩 石 在 这 时 的 确切 速率 是 客 少 ? 

解 令 关 0) =16r， 兰 石 在 :5=1 秒 积 +=1+k 秒 之 间 的 时 间 区 间 上 的 平均 速率 为 


Hl +R) fHU) 1601 +h)’ ~ 1601) 16 +28) _ 16(h +2) 
上 上 一 
岩石 在 时 刻 :=1 的 速率 为 
lim 16(h +2) = 16(0 + 2) = 32 ft/s 
这 说 明 我 们 原来 的 悄 计 32 fts 是 正确 的 . 国 


2.7.3 小 结 
我 们 已 经 讨论 了 曲线 的 斜率 ， 同 曲线 相 切 的 直线 ， 隐 数 的 变化 宁 ， 差 商 的 极限 ， 以 及 函数 蛮 
一 点 的 导数 ， 所 有 这 些 概念 涉及 同一 件 事 ， 兹 小 结 如 下 : 


(7y= xx) 在 x=a 的 斜率 . 

(2 曲线 y = 扰 z) 在 xz=ai 的 切线 的 斜率 . 
(3)F(x) 关 于 x* 在 *=ww 的 变化 率 . 

14} 蚂 数 太 x) 在 x=xo 的 导数 产 (x0). 


(5] 差 商 的 极限 ji 加 人 吉 》 


导数 是 微 积分 学 中 两 个 最 重要 的 概念 之 一 ， 我 们 在 第 3 章 开始 进入 导数 的 全 面 学 习 ， 关外 一 
个 重要 概念 是 积分 ， 在 第 3 章 开 始 对 它 的 学 习 . 
习题 2.7 

在 习题 1 ~4 中 ， 利 天 网 格 和 直线 边 对 曲线 在 。 ”估计 .在 一 轮 印 山中 图 形 可 能 变化 ， 所 以 你 得 到 的 
点 PP 和 所 的 的 斜率 (每 x 单位 的 单位 数 ) 作 粗略 ”估计 可 能 则 本 书 的 答案 有 某 些 差 异 . 
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| 量 
在 引 题 5 ~ 10 中 ， 求 遇 线 在 给 定点 切线 方程 ， 
然后 一 起 栖 出 曲线 和 切线 的 草 网 . 
SY=3-x. 【一 1，2)， 


7T.y -2 (1, 2). 8 = 工 ,( -1，1)， 
让 


y= +1, (1, 1). 


_ _ ._| _ _1 
r+ 20)= ,| 之 ， s} 


在 亲 题 11 ~13 中 ， 闫 请 数 图 卡 在 给 定点 的 仙 
率 ， 秀 后 赎 在 那里 与 图 形 相 切 的 直线 的 方程 , 
lA) = +], {2, $). 
12.Fz) =5 -2 (1, -1). 
六 
+ 一 2 
15. h(x) =1 7, (2, 0). Gh) =7 +A, C1, 41. 
17. f(x) =yr. (4, 2). 18.f(x) = vr +l, (8, 3). 
碍 习 古 19 ~22 中 ， 求 曲线 在 指 志 点 的 射 率 . 
20.y=1 -xr ,r=2. 


13. glx) = (3. 3). 14.g(x) = $, (2, 2). 
i 


19.7=5x, x= -1. 

1 

-i 7 
在 习题 23 和 24 中 ， 蝴 数 的 图 形 在 什么 点 有 水 

平 十 线 ? 

23. xx) =x +4x- 1. 24.gfr) = x 

25. 阔 同 曲线 y= 1A(z -1) 相 切 的 射 率 为 -1 的 所 有 
直线 的 方程 - 

26. 求 同 曲线 了， = . 相 切 的 土 罕 为 14 的 直线 的 
方程 . 

2 从 塔 上 蔡 落 的 物体 ”一个 物体 从 100 m 量 的 塔 项 
蚂 着 ， 它 在 : 种 后 离 地 面 的 高 度 是 100 -4 .9 mm 
物体 在 巾 菏 后 2 种 时 的 下 落 右 率 是 过 少 ? 

28. 火箭 的 速率 ”火箭 在 发 射 后 1 秒 的 高 度 为 3 所 
火 第 在 发 射 后 10 秒 上 升 的 速率 有 是 和 多少? 

29. 圆 面 积 的 变化 ” 当 半 径 r=3 时 ， 町 面积 (4 - 
mr 相对 二 半径 的 变化 率 是 多 大 ? 

了 0. 球体 体积 的 变化 ” 当 半 径 * =2 时 ， 球体 体积 
4 = (4“3)mm) 相对 于 半径 的 变化 率 是 多 大 * 

3 证 明 直 线 yY = mz + 上 4 是 它 自 身 在 任何 点 (x， 
mo + 二 ) 的 切线 . 

32. 求 曲 线 "= 1 在 zx=4 的 点 的 切线 笑 率 . 


21.7 = 
EE 


x sin(t LA/x ， 0 . 
33. 琴 数 请 D = 全， “的 图 形 在 原点 
有 切线 吗 ” 提 出 答案 的 理由 - 
inf IT 0 
34. 两 数 g(x) = 全 | *7 的 图 形 在 原点 


有 切线 吗 ? 提 出 答案 的 理由 . 
要 真切 线 对 于 曲线 了 = 所 x) ， 如 果 Jim(CF( xo + 
和 -天 xoJA mm 或 -am ， 就 说 曲线 在 > = w 的 点 
在 垂直 切线 ， 下 面 附 图 在 * =0 有 垂直 切 组 ， 
ln 及 0 十 全 -A 2 Jim 0 


» 
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弟 2 草 


(在 原点 的 重 二 切线 ) 


下 面 附 图 在 * =0 无 垂直 切线 : 
1 全 EC) - int -0 
上 四 由 


让 -加 


0 
【在 原点 无 乔 直 切线 ) 
-1, x*<0 
Hx) -he x=0 
i, x>0 
的 图 形 在 原点 有 垂直 切线 吗 ? 提出 答案 的 理由 - 
36， 葡 数 


站 ， 函 数 


Ux) = 全 TO 
1,xt 守 0 


在 点 40,1) 有 垂直 切线 吗 ” 握 出 符 案 的 理由 . 
第 2 章 复习 指导 问题 


1. 什么 是 匡 数 gf 是 在 从 :=a 到 1= 的 区 间 上 的 平 
均 变化 率 ” 它 同 割 线 有 人 柯 关系 ? 

.为 求 丽 数 59 在 上 =m 的 变化 率 或 射 率 ， 必须 计 
算 什 么 极限 ? 

3. 什么 是 极限 


kw 


limftz)} = 了 
的 非 形式 定义 或 者 直观 定义 ? 这 种 定义 为 什么 是 
“ 非 形式 的 "?” 举 出 一 些 例子 . 

， 始 数 久 x) 当 * 趋 近 m 时 存在 极限 以 及 极限 值 总 
是 依赖 于 在 x = 和 出 现 的 情况 吗 ?” 了 予以 说 明 并 举 
出 一 些 证 子 . 

.出现 什 么 函数 特性 可 能 使 极限 不 莫 存 在 ? 举 出 - 


有 


而 《al] 在 习题 37 -4 中 ， 遇 出 曲线 的 于 形 ， 辫 形 


在 何 处 旺 现 有 垂直 切线 ? 
{b] 用 极限 计算 证 实 {a) 中 的 答案 . 但 是 在 计算 
极限 之 前 ， 先 阅读 习题 35 和 关 前 面 的 部 还. 


37. 二 x 区 y= 四 
39.y =x .7 = 5 
41.y = 4zz3 25. 和 = -5 


dy = -全 . 
YY = +《 3. 


计算 机 探究 

在 习题 47 -和 中 ,用 一 种 CAS( 让 算 机 代数 系 
统 } 块 行 下 列 处 理 步 台 ，: 

1 绘制 7 = 所 x) 在 区 间 (xo -172) 二 xo 三 (xo +3) 


上 的 图 形 . 
1b) 保持 x。 国定 ， 差 商 
4 -及 如 + 各 一 由 徊 ) 
在 x 变 成 步 长 上 的 函数 .把 这 个 两 数 输 入 
CAS 的 工作 空间 . 


1c) 求 4 当 有 一 0 时 的 极限 . 
[dd}) 定 义 对 于 上 =3, 2，1 的 壮 绪 Y=fiwm} + 
gz-20)， 商 出 制 线 以 及 上 和 切线 在 (a) 
中 区 间 上 的 图 形 . 
47. 所 < =x +2x, 0 =0. 
48. f(x) =x+ 二 ， w=l 


4 Ax) =x + 5n (2x) ,#0 = TT 人 2. 
SO. fx) =ros z+4 Sin (2x#), xo = 下 . 


些 例 子 . 

6. 计算 极限 可 以 使 用 雷 些 定理 ? 举 出 一 些 例子 说 明 
如 何 和 用 那些 定理 . 

， 单 侧 概 限 同 极限 有 何 关 系 ? 举 出 一 些 例子 . 

8 limt Csin 8)79) 的 值 基 天 么 ? 这 个 极限 值 同 以 度 
成 者 张 度 作 为 测量 单位 相关 吗 ? 子 以 说 明 ， 

. 极限 lim fx) = 上 的 确切 含 疼 是 什么 ” 举 一 个 例 
子 说 明 在 极限 的 确 荆 定义 中 ， 对 于 给 定 的 败 工 ， 
2 和 <*>0 如 何 求 8>0. 

区 对 下 列 极限 给 出 确切 定义 . 

{a) limf(#) =5. 


-3 


二 


(bj lim f(x) =5. 
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(ce)limflx) =%. (dd)limftx) = - %. 

1 bm A = 二 和 Jim Ar) = 上 的 确切 含义 是 什 
又 ， 举 出 一 些 秽 子 . 

12. 什么 是 tim (上 为 常数 ) 和 lim {47x)? 如 何 把 
这 商 个 结果 扩展 到 其 他 晒 数 7 举 出 些 赋 子 . 

13. 如 何 冰 有 理 耳 数 当 x + tw 时 的 概 限 ? 举 出 … 
此 例子. 

14. 什么 荐 水 平 浙 近 线 和 垂 自 渐 近 线 ? 举 出 :此 
例子 . 

15. 一 个 注 数 必须 满足 什么 条 件 才 能 使 它 在 定义 域 
的 -一 个 内 点 是 连续 的 ? 两 数 在 一 个 端点 是 连续 
的 必须 满足 什么 条 件 ? 

16. 如 何尝 借 观 察 蝗 数 的 图 形 判 断 晒 数 是 连续 的 ? 

17， 蝴 数 在 一 点 是 右 连续 的 的 售 允 是 什么 ?函数 的 
连续 性 和 单 侧 连 续 性 有 何 关 系 ? 

18. 关于 多 项 式 的 连续 性 能 够 得 出 什么 结论 ? 基于 
一 角 示 数 ， 函 数 的 有 理 午 和 代数 组 人 台 ， 指 数 晴 
数 与 对 数 函 数 ， 反 函数 ， 复 合 函 数 ， 以 及 晒 数 
的 绝对 值 ， 对 它们 的 连续 性 能 够 得 出 什么 结论 ? 

19. 在 什么 情况 下 能 够 延 拓 丽 数 .A(s) 使 其 在 - -点 
#=r 是 连续 的 ?” 举 一 个 例子 . 

2 孜 数 在 .个 区 间 上 是 连续 的 的 含义 是 什么 ” 


第 2 童 实习 习题 
1 绘制 西数 
ll], x- | 
-+, -|<x<o 
Ax)=sy1, r=0 
-x QJ<x<] 
1 ,zr 守 [ 


的 图 形 。 然 后 详细 讨论 f 在 x = -1, 0，1 的 极 
限 、 单 人 出 极 限 、 连 续 性 和 单 侧 连 续 性 ， 其 中 任何 
-种 不 连续 性 都 是 可 去 的 吗 ” 子 以 说 明 . 

2 对 于 函数 


jg， 于 一 ] 
lzx, 0 <Ilxl<l1 
) = ” 
A dQ, x=] 
1l, x>1 
重复 习题 ] 的 做 法 . 


3 假设 大 t) 和 g(t) 对 于 所 有 :有 定义 ， 县 Emo) = 
-了 ， lim 8(1) =0. 求 下 列 函 数 当 1 一 时 的 
极限 . 


{al3An). (hb) Cy 7. 


蝴 数 是 连 纺 的 的 言 立 是 什么 ? 举 用 .此 柚 于 说 
明 这 样 - 个 事实 : 不 是 在 整个 定义 城 上 连续 的 
两 数 ， 仍 杖 可 能 在 其 定义 域内 某 些 选 定 区 间 上 
是 连续 的 . 

及 .了 数 的 不 连结 性 有 了 哪些 基本 类 型 ? 举 出 每 种 类 型 
的 疯子， 什么 是 可 去 不 连续 性 ? 举 -个 例子 . 
3. 质数 具有 介 值 性 质 的 含 文 是 什么 ?什么 条 件 保 

证 蚂 数 在 -个 区 间 上 其 有 这 种 性 质 ” 对 于 绽 制 
邑 数 图 形 和 求解 方程 扎 z) =0 有 什么 推论 
24. 通常 说 函数 是 连续 的 是 指 不 用 从 纸 面 抬 起 晴 笔 
就 能 吗 出 晴 数 的 图 形 ， 为 什么 是 这 样 ? 
8， 一 条 直线 在 点 呈 同 物 线 C 相 切 的 含义 是 什么 * 
26, 算式 lim /e+ -As ) 
的 重 归 性 何在 ”解释 这 个 算式 的 几何 意义 和 物 
理 意义 . 
27， 如何 虑 申 线 yY=f(x) 上 在 点 PEs 15)) 的 
切线 ? 
28. 曲线 y= 扩 xz) 在 sx=m 的 疼 率 同 画 数 在 T=x0 关 
于 4 的 变化 率 有 和 何 关 系 ， 辐 /在 x = xs 的 导数 有 
何 关 系 ? 


21. 


£ 


. D0_ 
(ee) glt). {dj -了 


te}coa( gt) ). (tA. 
(gf +gtr). {hye). 

4. 假设 放 x) 和 g(x) 对 于 所 有 * 有 定义 ， Blimf(x) = 
17>， lim g(x) = 闻 . 求 下 列 函 数 当 x 一 0 时 的 
极限 . 


(a) ~ g(x}, {b]egftr) fx). 
{CHA x) + gtx). (qd) /A x). 
(e)r+f(x). (Oe 
在 习题 5 和 和 中 ， 如 果 给 出 的 极 艰 命题 成 立 ， 
求 lim Exz 几 须 具 有 的 值 . 


$e (TE) 
7 下 列 函 数 在 什么 区 间 上 是 连续 的 ? 


& Um{xlimgtr)) =2,. 
Pome 3 一 


【ajaxy = 和 {b] etz) = zs 4， 

{ce}her) =x 73, dj) =x 1*, 
8 下 列 炒 数 在 什么 区 间 上 是 连续 的 ? 

ta}ftry = tan x. {bjetx) = csc x. 


108 
(eh(r)} = eH. (djk(x ) = 于 
在 习题 9 ~24 中 ， 求 棍 限 或 者 解释 模 委 为 什么 
不 存在 
2 dx 十 中 
9. lim -二 二 
rst -14 
[ay 当 0. (b} 当 一 2. 
， 
0 lim 4 二 
[a) 当 x 中 (bj 当 =* 一 -上 
1 1 
1. lim lz， 12. lim 
zd 1- 二 一生 
14 Dim CA 14. lim x+h) -x 
lim 让 . lim ， 
1 ll 
15. lim 2+2 2 ， 16. lim (2+s) 一 8 
rh 下 to EE 
[LEA tan(2x) 了 8 Jim eac x. 
中 tan( mx) 四 
1 lim sin ( 却 +sin *} 20. lim ete 
21. tm nk -3). 22. lim rln (2 -7). 


[ed 


， 2e 
到 lm 一 一 
ret +l 


*) 当 x 趋 近 指定 值 时 


23. limvBe” ””. 
在 习题 巧 ~28 中 , 求 gt 


的 极限 . 
25, lim(4g(s)) "2 26 lim rps ~ 
, 3 
27. lim 和 28. lim mA 
在 导 题 39 -42 中 ， 玉 极限 . 

29. lim 芭 全 区 im 
31. lim < -和 +8 32. lim 5 
33 i 4 


35, lim 让 了 (如 果 你 有 绘图 器 ， 试 给 制 画 数 在 
-5sx 有 5 上 的 图 形 ). 
36. jim 时 如 一。 (如 果 你 有 绘图 跨 ， 试 给 制作 x) = 


xtroa (17x) -1 在 原点 附近 的 图 形 ,“ 观 察 ” 
消 数 在 无 穷 大 的 航 限 }. 


， z1 1 
Xin + + 
1, him Oo a 
1 革 二 坟 有 攻 cm 


. .1 l 
Jim eeos —.. 
， .= 第 
#1, lim tan ‘x. 42. lim e'sin 
+ 1 


43， 能 否 延 折 丰 xz) =x x -2hr-11 司 其 在 *= 
1 或 者 x*= -】 基 连续 的 ? 提出 等 案 的 理由 
中 发 现 有 总 


羡 的 结果 . ) 

和 解释 卫 数 话 x】=sint1Ax) 在 x=90 为 什么 水 在 在 
连续 延 拓 . 
在 习题 45 -和 中 ， 绘 制 吨 数 图 形 ，、 考 察 在 指 


定点 a 是否 显现 县 有 连续 延 拓 ， 如 果 有 ， 形 Trare 
和 Zoom 功能 键 叶 找 旺 数 在 a 的 个 恰当 的 延 扣 由 


选 值 ， 如 果 陋 数 显 现 不 其 有 连 刍 廷 搞 ， 那 么 它 是 而 
存在 右 连 续 延 拓 或 左 连 续 延 拓 ? 如 果 存 在 .你 认为 
生 折 的 本 于 全 全 生生 


45./(z) = 


二 =1. 
2 4 
;03 好 


6. stB) = .二 


二 2mr 
.ht = + 1 )", a=0. 


48. Kr) = -—E—, a=0, 
(x) iar 


加 49. 全 天 xz) = -xl. 


{a} 证 明 f 在 -1 和 和 2 之 间 有 -个 零点 . 
{b) 用 疼 形 方法 求解 方程 人 x) =0， 监 求 误 蓝 大 
小 至 多 为 10 一. 


{ej 可 以 证 明 ，(b) 中 解 的 准确 值 为 
1 v11 vB 
($+ +( 2 -| 


计算 这 个 准确 答案 ， 并 且 把 它 同 在 Ch) 中 求 出 
的 值 比较 . 


加 50. 令 灰 9) = 六 -28+2. 


【8] 证 明 关 在 ~2 和 0 之 间 有 一 个 零点 . 
{b) 用 图 形 方 法 求 钥 作 98) =0， 上 要 浴 误 益 大 小 至 


多 为 10 
fei 可 以 证 明 ，(b) 中 起 的 准确 人 以为 | 
75 1 _ A [Ee 
7 1) ( 27 + !) 


计算 这 个 准确 答案 ， 并且 把 它 同 (b}) 中 求 出 
的 值 比较 . 


起 限 与 达 扒 性 7D9 
第 2 章 朴 充 和 提高 习题 
1 对 四 指定 慎 ” 指 数 定律 吉明 ， 基 a 为 任何 木 癌 鼻 宣 中 的 建 讶 ， 的 为 3x10* nvs， 泊 4 增加 时 于 


[| 


于 零 的 数 ， 则 = 4， 它们 还 表明 ， 若 为 作 何 

止 数 ， 则 对 = 
如 暴 斌 图 把 这 两 个 定律 扩充 到 和 包括 0" 的 情 

撒 ， 就 会 获得 互相 冲突 的 结果 ， 巾 第 - .个 定律 矢 

到 六 =1， 而 由 第 二 个 定律 得 到 0" =0. 

我 们 在 此 不 讨论 正确 鹃 者 错 误 的 问题 ， 两 个 
定律 前 不 首 用 于 再 有 情况 ， 所 以 不 存在 竹 盾 ， 事 
实 上 ,和 你 叮 以 把 下 定义 为 共有 任何 扯 到 的 伟 
只 晤 能 说 服 其 他 大 同意 

你 希望 六 取 什 么 秆 ? 下 面 举 出 一 -个 例子 ， 
可能 有 上 助 于 你 作出 决定 . 【另外 … 个 例子 参见 下 
面 的 刁 题 2 ) 

[a) 对 天 xz=0.1，0.01，0.001，… 计 算 关 的 值 ， 
直至 计算 器 能 够 达到 的 计算 范围 ， 记 录 著 得 
的 售 ， 你 观察 到 什么 图 像 ? 

【B 辣 出 上头 数 = 和 对 于 0<xs]l 的 图 形 ， 蛙 然 
畏 数 对 于 zx 志 0 没有 定 流 ,图 虞 将 从 可 边 赵 
近 y 轴 ， 它 看 上 去 朝向 什么 y 值 ” 为 克 持 你 
的 想法 ， 放 大 图 撒 ， 

.你 可 能 想 性 0 取 不 同 于 0 或 者 上 的 某 个 其 他 值 

的 理由 当 数 经 过 止 数值 增加 时 ，1zx 和 

17( mn x*) 孝 趋 近 堆 ， 数 


fx) _ (+) 


当 x 增 加 时 出 现 什么 情况 ?下 面 是 找 由 结果 的 两 

种 方 靶 - 

[al 对 于 xx=10，100，1000，… 计 算 拓 xz) 的 值 . 
直至 计算 器 能 各 正 党 达到 的 计算 范围 ， 你 观 
罕 到 什么 周 像 ? 

1b}) 在 不 同 的 绘图 窗口 描绘 的 图 形 ， 和 包括 包 售 
原点 的 窗口 ， 你 观察 到 什么 结果 ? 沿 图 形 追 
踪 7 值 .你 发 现 什 么 结果 ? 

， 洛 伦 兹 收缩 ”在 相对 论 中 ， 对 观察 者 而 言 ，-- 个 
物体 (例如 火箭 ) 的 长 度 依 束 于 物体 相对 于 观察 
考 的 移动 速度 如 果 观 察 者 测量 火箭 在 静止 时 的 
长 度 为 mm， 那 委 以 连 度 2， 改行 的 火箭 显现 的 长 
度 为 


r= by! Te 


这 个 等 式 称 为 族 伦 兹 收缩 公式 ， 其 中 ,< 是 光 在 


和 4 


各 


会 有 什么 变化 ? 试 求 im 这 是 为 什么 昌 用 在 
极限 

控制 水 谱 的 流量 托 里 拆 利 定律 表明 ， 如 果 从 如 
下 余 所 示 的 水 罐 中 排水 ， 水 流出 处 的 速 尝 * 等 于 
-个 常数 匀 水 深 = 的 平方 根 ， 常 数 债 请 次 于 排水 
管 的 大 小 和 形状. 


水 流 融 只 fliimin / 


假定 对 于 某 个 水 雄 ，= yx 避 ， 坛 通过 软 管 不 
断 对 水 议 注 水 保持 水 流速 率 正好 为 常数 、， 如 果 监 
保持 如 下 的 流速 ， 必 顷 保持 怎样 的 水 深 ? 
[aj) 永 流速 率 在 mm =1 fmin 的 0 2 farmin 范 
围 内 . 
(bj 水 流速 率 在 mm =] 人 /min 的 1 从 /min 范 
围 内 , 


.精密 仪器 的 热 联 胀 ”人 或许 知道 大名 数 金属 会 在 


受 朴 时 膨胀 市 在 过 冷 时 收缩 ， “人 台 实 验 宗 仪器 的 
尺寸 有 时 是 很 美 键 的 ， 所 以 生产 厂家 在 制造 仪 内 
时 必须 保持 同 使 用 仪器 的 实验 室 一 样 的 温 竣 ，- - 
恨 在 30 下 时 为 10 cm 宽 的 典型 绳 条 、， 在 接近 注 度 
时 的 宽度 为 
Y=10+(t-70) x10 cm 

假定 在 一 台 重 为 波 检 洲 仪 中 使 用 这 样 一 根 馈 
条 ， 它 的 宽度 必须 保持 在 理想 宽度 10 rm 的 
+0. 0005 cm 范围 内 .此 有 顷 保持 刘 麻 如 何 接近 
如 下 才能 保证 不 超过 这 个 容 限 ? 
测量 杯 上 的 刻度 如 ”典型 的 | 父 升 高 最 标的 内 
腔 晨 半 答 为 6 tm 的 直立 圆柱 体 ( 敌 见 附 图 ). 
因此 标 中 的 玉 容 积 旦 标注 水 高 麻 疡 的 函数 ， 其 
公式 为 

Y = m6 = 36nh 

测量 时 必须 保持 怎样 的 近似 程度 才能 保证 油 量 
1 公升 (1000 cm ) 水 的 误差 不 超过 1 (10 om? 


刻度 线 
二; 见 宽 约 下 


1 mm 


r= bcm 


b) 网 杜 体 六 径 r =& cm 
] 公升 测量 标 


在 习题 了 7 ~ 10 中 ， 利 用 极限 的 形式 定义 证 明了 好 

数 在 z 是 连续 的 ， 

Fr) = 7, 1 =1. 

8 gtxz) = 1A(2x), xo = /4. 

9, hEx) = vix 3, 加 =2. 

10, F(x) = YI -xm =5, 

11. 极限 的 瞧 一 性 ”证 朋 函 数 在 同一 点 不 可 能 有 两 
个 不 同 的 极限 、 就 是 说 ， 车 lim f(x) = 和 
limftn) =h, Nb 

12. 证 明 极 限 的 常数 情 法 则 ， 对 于 任意 常数 

lmk A 天 = klim f(x) 

设 tim 人 x} = 4 度 lim fx) => 下 求 


Cal lim fx —x). tb) mf —*), 
(eli -x ). (a) Url —**). 


so 
14. 极限 与 连续 性 王 列 命题 中 梧 些 成 立 ， 哪 些 不 
成 立 ? 如 果 成 立 ， 请 说 明 原 因 ; 如 果 不 成 立 ， 
举 出 一 个 反例 (时 证 实 命题 不 成 空 的 例 于 }. 
(a) 若 lim ft x) 存在 而 limg(*) 不 存在 ， 则 


limCHx) + g(x) ) 不 存在 ， 
[nb) 车 lm f(x) 和 lime(z) 才 不 存在 , 则 
Im(x) + g(x)) 也 不 存在 


13. 单 侧 极限 


| 
[i 
请 


(6 苦 7 在 = 连续 ， 则 17 闪 然 . 

【上 是 六 1 在 a 连 统 ， 则 fF 亦 然 

在 当 题 5 和 16 中 ， 利 用 模 限 的 形式 定 类 让 
明 ， 盟 数 对 于 给 定 的 x 值 存在 个 连续 迁 丘 . 


15. f(x) = 和 -] 
x 


,x= -1. 
+] 二 


16. g(r) = Fe, r=3. 
1?. 一 个 如 在 一 点 连续 的 函数 今 
Rs) = {* 若是 有 理 数 
DD， 若 * 旦 无 理 数 
fa} 注 明 广 在 z=0 连续 . 
18) 利用 每 个 实数 的 非 宅 开 必 则 闻 时 刀 含有 理 
数 和 万 理 数 这 个 事实 ,证明 fF 在 z 的 任何 非 
堆 悄 县 不 连续 的 . 
18- 狄 利 克 填 直 尺 函数 若是 有 有理数， 则 zx 可 以 
用 唯 方式 写成 整数 商 mr 的 形式 ， 共 中 >0. 
m 和 没有 大 于 1 的 公 因 数 . 【这样 -个 分 数 称 
为 量 低 项 、 例 如 ，&4 最 低 项 的 形式 号 3 } 假 没 
对 于 区 同 [0，!] 中 的 全 部 x,， x} 的 定义 如 下 : 
JA) = | lAn， 若 z=mn 是 最 低 项 形式 的 有理 数 
如， 苦 x 时 无 理 数 
俩 如 0) = 所 1) =1. 72) =172, /4) = 
273) =173 ,所 174) -Jf(344) = 1x4， 等 等 . 
{a} 证 明了 在 区 简 [0，!] 中 的 每 个 有 理 数 点 是 
不 连 纺 的 . 
【bj) 让 明了 在 区 间 [0，1] 中 的 每 个 无 理 数 点 是 
连续 的 . (提示; 如 果 e 是 一 个 结 定 的 止 
数 ， 汗 明 在 [0，1] 中 仅 存 在 有 限 多 个 有 了 坚 
数 r 满 是 fr) 主 5 ) 
fe 节 出 的 草图 ， 你 认为 为 什么 把 称 为 " 自 
凡 吗 数 "? 
19. 对 径 点 ”有 任何 理 册 相信 在 地 款 赤 道上 总 
是 存在 ~- 对 温度 相同 的 对 径 点 ( 直径 两 端 相 
对 的 两 点 ) 吗 ? 予以 说 明 . 
加 设 imCRx) +SCx)) =3 及 lim(f(x)} -g(x)) = 
-1, 求 jms)E(s)， 
一 个 殖 线性 二 次 方程 的 根 ”考虑 方程 2+* + 2+ - 
1 =0，, 其 中 a 为 常数 如 果 a> -1 上 且 az0， 那 
人 么 方程 有 两 个 根 ， 一 个 为 正 根 ， 一 个 为 负 根 ; 


ro) = 二 人， te 


{ajr.(ta) 当 a- 浊 或 a 一 -1 时 会 有 什么 结果 ? 
ihjr_(a) 当 a- 必 D 或 a 一 -1 时 会 有 什么 结果 " 


21. 


bk 


rta) = 


超 妥 与 过 续 性 


ii 


(et} 通 过 绘制 rn) 和 r_(a) 作 为 a 的 琴 数 的 图 


些 支 持 你 的 结论 . 
[ 申 为 了 增加 上 支持， 同时 辐 员 x) = ax + 2x - 
1 在 sa=1, 0.5, 0.2, 01 和 0 0 的 图 形 . 
好 一 个 方程 的 根 让 时 方程 x+2 ceoas x=0 至少 存 
三 一 个 解 . 
轨 、 有 缠 函 教 ” 实 值 靖 数 产 z) 在 集合 部 全 是 上 方 有 


界 的 ， 是 措 存 在 … 个 数 站， 使 各 对 于 中 的 所 

有 x 有 六 x) 三 NN 这样 的 访 称 为 /在 上 的 一 

个 上 界 ， 半 说 是 上 方 以 N 为 界 ， 术 照 同样 方 

式 , 说 /在 由 上 是 下 方 有 界 的 ， 是 指 存在 一 个 

数 好 ， 使 得 对 于 口中 的 所 有 +* 有 中 xz) 关 时 这 

样 的 形 称 为 在 已 上 的 一 个 下 界 ， 并 说 乒 是 下 

方 以 制 为 界 ， 如 果 了 同时 是 上 方 有 界 的 和 下 方 

有 和 的 ， 就 称 了 在 六 上 是 有 界 的 . 

taj] 证 明 : 了 在 户 上 是 有 办 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 
数 8， 司 得 对 于 器 中 的 所 有 x 有 |x) | 到 吕 

(hp) 假定 /是 上 方 以 N 为 办 证明 ; 善 lim A(x*) = 
L, 如 Le 

(ce) 假定 是 下 方 以 时 为 界 ， 证明: 著 lim fx) = 
二 ， 则 工 世 对 

24. max|a, $8| 和 minla, 5| 
(a) 证 明 表达 式 


， 可 十 四 
maxia,b| = 


} | @ 一 下 | 
2 和 
在 s 衬 b 时 等 于 a, 在 3a 时 等 于 上 换 句 话 
说 ，mexlr， 由 给 出 两 个 数 4 和 4&8 中 的 较 大 者 - 
(bj 对 于 minia， 81 求 同 样 的 表达 式 ， 使 其 给 出 


数 s 和 种 中 的 较 小 者 . 


牵涉 sin&/8 的 广义 极限 机 限 公式 
lim sin B88=] 


可 以 推广 ， 若 liny(x) =0，EVEx) 在 亿 合 点 = 
¢ 的 开 区 间 内 tc 白 身 串 能 除 姑 ) 不 会 为 0， 则 
mA = - | 
:有 
上 下面 是 几 个 例子 . 
(al im on =1. 


| 1 = 
-Sinx Sinx 六 

[bj tim =]im —— lim 
刘 * 


aim 【xz —x— 2) _ ai [EE x2). 
1e] Jim + Jim- tx x 


Ce a) =] tim DG _ 
| 于 十 


oe] x+] 


一 了 


LL- i x—1l 


1 .im CM) - bm le 
= {sl)(l+/r) "(x D(C +) 


{9) tim ain (1 = = lim Sin (1 dr) Lr 


在 与 题 5 ~ 30 中 ， 利 用 牵涉 (sio 9)78 的 广 亦 
极限 公式 求 极限 . 


25, lim St es) 6, lim Mt. 
= 加 工 Tajn vr 


27, him Sin <) 28. lim sin(x! +x) 
” x . 3 . 

29. lim gif x 一 4) 30. lim OY 
”= i -9 


第 3 章 微分 法 


概述 第 2 章 介 绍 了 函数 在 一 点 的 导数 . 导数 是 对 函数 在 一 点 的 变 比 率 的 度量 并 有 旦 给 出 函数 
图 形 的 斜率 ， 在 这 一 章 ， 我 们 推导 容易 用 于 求 导数 务 数 的 篇 音 法则， 用 这 些 法 则 求 导数 时 无 雪 直 
接 计 算 任何 极限 .讨论 问题 中 用 到 的 法 则 涉及 函数 的 变化 率 ， 同 时 志 宰 涉 对 复杂 务 数 的 通过 . 
3.1 把 导数 作为 一 种 函数 
历史 评述 在 2.7 节 我 们 把 y =f/x) 在 点 x =%。 的 守 数 定义 为 极限 
— rt x + A) -f(xo) 
导数 fm = lim i 
现在 我 们 把 导数 作为 由 /导出 的 一 种 函数 来 研究 ， 即 在 /的 定 尺 域 中 每 个 点 x 考察 这 个 极限 . 


定义 ”两 数 Ax) 关于 变量 * 的 导数 是 函数 '， 它 在 * 的 值 为 
(xz) = bin + A x) 


| 只 要 极限 存在 . 


在 导数 定义 中 用 记号 所 *) 而 不 是 单 用 六 用 意 是 在 蝇 调 自 变 量 *， 我 们 正 是 对 于 它 求 学 数 . 广 
的 定义 域 是 在 f 的 定义 域 中 极限 存在 的 那些 点 的 集合 ， 这 个 定义 城 可 能 各 的 定义 域 相同 或 者 更 
小 ， 如 架 产 在 某 个 特定 点 x 存在 ， 就 说 /在 x 是 可 微 的 ( 有 导数 }， 如 果 . 广 在 三 的 定义 域 中 的 每 点 
存在 , f 称 为 可 微 的 , 

若 记 z=#*+， 则 =z -x 和 上 赵 近 0， 当 有 昌 仪 当 : 亲 y= A 
近 x*.、， 因此， 导数 的 一 个 等 价 定 尽 如 下 (参见 图 3.1). 划 线 新 村 性 
Flz} 一 fx} 


工 一 大 


导数 的 另外 一 个 公式 。 
f(x) =lim OA 


一 -一 一 一 Pr foxy) 
3.1.1 从 定义 求 导数 ! 
求 时 数 或 求 微分 的 方法 称 为 微分 法 。 为 了 强 阅 微分 法 
是 对 晒 数 y =A) 执行 的 -- 种 运算 ,用 记号 一 一 一 一 一 一 
d g 导 笋 
we ft 
作为 表示 导数 广 (x) 的 另外 一 种 方式 2.? 节 例 1 说 明了 对 or 
函数 y=1/x 在 *=a 求 导数 的 过 程 . 对 于 定义 域 中 代表 任 = tim {Of 
意 点 的 =， 得 到 导数 的 公式 
drl 1 图 3.1 差 雇 的 两 种 形式 
(xr) 


下 商 举 出 男 外 两 个 例子 。 其 中 可 以 取 f 的 定义 城中 的 任何 点 . 
例 1 求 f(x) = 一 的 导数 
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A = 四 ， 
解 我 们 有 f(x) = ， 1 发 7z + = 和) 了 ， 所 以 
(x) = lim/ A + A Ax) 【和 证实) 
py E 
-Lim nh-l x-l 
i 而 
， ] frr) rr tA} a al- 
= (r+h- ljtr 1) (人 -= ) 
.|] 一 上 _ 
TD 化 简 ) 
—] 一 上 > 
"lprE vy Ty = i): (消去 0) 国 


例 2 求 7= 必 对 于 z>0 的 学 数 . 
解 ” 利 用 导数 的 等 价 形式 计算 广 : 
f(x) = jim A) = lim Ee - lim i 
Tn Zz J 0 


三 lim 一 二 -[ - | | 
2 附注 
3.1.2 记号 ”起 常 考 要 知道 ,5 对 于 
可 以 采用 多 种 方式 表示 丽 数 y = As) 的 导数 ， 其 中 自 谈 量 毗 * > 的 导数 : ， 
x*， 因 变 基 是 y 用 于 表示 导数 的 - -此 常见 的 可 选 记 对 可 ry 
f(x) = y= 和 - 学- zx) = DON) = D, f(r) 


符号 drdx 和 加 表示 求 微分 运算 .dy/dzx 读 作 *y 对 于 x 的 导数 "， ddx 和 (dxdr fx) 渤 作 "Ff 对 于 
* 的 导数". y' 和 .上 的 撤 号 “ “来 自 牛 顿 对 导数 采用 的 记号 ，dydx 记 民 局 药 布 尼 茨 所 用 的 记 失 相 
似 ， 不 应 当 拒 符号 dyxdzx 看 成 一 个 比 ( 直 划 在 3. 10 节 引 人 "微分 "的 概念 为 止 ). 

为 了 表示 导数 在 一 个 指定 数 * = e 的 值 ， 使 用 记 续 


‘| -~ #| -4 | 
F(a) | dx | 让 La 
例如 ， 在 例 2 中 
1 一 dd 可 = L | = ] 三 1 
f= | 2.4 4 


3. 1.3 措 综 导数 的 图 形 

通过 信 计 孙 数 /图 形 上 的 和 斜 家 通常 可 能 对 y=f(x) 的 导数 描绘 出 比较 好 的 图 形 ， 就 是 说 ， 存 
他 平面 撒 出 一 些 点 (zx， 疡 (xz)) ， 胃 后 用 光滑 曲线 把 它们 连接 起 来 ， 作为 y=f"(x) 的 图 形 . 

例 3 对 于 图 3.2a 中 的 函数 y = 天 xz) ， 描 绘 它 的 导数 的 图 形 . 

解 ”在 常见 的 区 间 上 画 出 /的 图 形 的 切线 ， 用 切 点 的 斜率 估计 "(x) 在 这 些 点 上 的 值 . 
对 应 的 点 (x, "(x})， 用 光滑 曲线 把 它们 连接 起 来 形成 如 图 3. 2b 的 草图 . 

从 y=/'(x) 的 图 形 上 我 们 能 够 获知 什么 ? 初 看 起 来 ， 能 驶 了 解 ，(1)f 的 安 化 率 在 什 和 地 
肥 正 值 、 负 值 或 者 为 零 ; (22 产 在 任何 点 的 增长 率 的 粗略 值 以 及 f' 的 值 同 /tx) 的 值 有 关 ; C3)F 的 
变化 率 本 身 在 什么 地 方 增加 或 者 减少 。 
3. 1.4 在 区 闻 上 的 可 微 函 数 和 单 侧 导数 

函数 y=f(tx) 在 一 个 {有 限 或 者 无 限 } 开 区 间 上 是 可 微 的 ， 是 指 它 在 区 间 的 每 -点 有 导数 ， 滑 
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数 在 一 个 闭 区 间 [a，5] 上 是 可 微 的 ， 是 指 它 在 内 部 (su， 5) 上 是 可 微 的 ， 
lim /e+ A) {在 a 的 右 导数 ) 


LCI 


Jim A A {在 上 的 左 导 数 】 


ho 


( 岂 图 3.37). 


me gi 


间 3 草 


而 在 喘 点 存在 极限 


2 


| 


描绘 = 的 图 形 th 中 呈 8 的 妆 生 村 是 2 和 点 辣 的 苦 泥 ， 千 党) 
图 3.2 产 的 图 形 是 了 的 斜率 如 何 随 上 变化 的 叮 视 记录 


右 导 数 和 左 导 数 可 以 在 函数 定 艾 域 的 什 何 点 定义 
单 俩 极限 和 双 侧 极限 之 间 的 通常 关系 对 于 这 凋 种 导数 成 
立 ， 由 于 2.4 节 定 理 56， 落 数 在 一 点 有 导数 ， 当 有 旦 仅 当 它 
在 那个 点 有 左 导 数 和 右 导 数 ， 同 时 这 两 个 单 侧 导 数 相 等 

例 4 证 明 函 数 y= 1x | 在 区 间 ( -, 0} 和 (0., =%) 
上 是 可 袜 的 ,但 是 在 x =0 没有 导数 . 

解 由 2.7 节 可 知 , Y= mx+5 的 导数 等 于 斜率 m 
因此 ,在 原点 的 右 伍 ， 


时 (x0) = 是 (x) = 号 (9 =1 


伴 率 = 


下 一 中 


lim fla + ki - Flal 
ry 在 


计 永 一 
lim Rb + hy — fhi 
he 内 


(2 + = m, lrl= 4) 
dr 人 图 3.3 在 端点 的 导轨 汶 单 伪 要 限 
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在 虎 点 的 堪 侧 ， 
d | 本 
a1) -1 {lx|l=—-x) 


( 和风 摧 3.4)， 在 原点 不 可 能 存在 导数 ， 因为 两 个 单 人 出 导数 不 相等 
1x1 在 xz= 有 0 的 有 导数 
jm LO +h) 
LD nh 
1 


Jipy 一 一 
让 二 


= lim 
s+ 上 


| 本 在 + 0 契 定 这 
= liml = 1 1 半数 之 全 于 和 
Ix| 在 2 = 人 0 的 左 导 数 疼 34 两 数 y= zl 在 原点 是 不 
jm 19+AI-I91 ih) 可 微 的 { 函数 图 形 丰 永 点 
= lim = lim 
Li 而 # 0- 内 形成 一 个 “ 角 "】 
= lim 《( 当 和 < 0 时 1h1= 一) 
= lim~-1=-1 | 
例 5 在 例 2d， 对 了 >D 冰 出 
1 
ma 
用 定义 检验 在 * =0 是 否 存在 导数 ， 
加 
由 于 ( 右 ) 极 限 为 无 穷 大 ,在 zx =0 不 存在 导数 由 于 连 捷 原 点 和 y = 赎 形 上 点 [ 关 ， 天 ] 的 割 线 
的 幸 率 趋 近 m ， 图 形 在 诛 点 有 垂直 切线 { 参见 图 |. 15). 国 


3.1.5 什么 情况 下 函数 在 一 点 设 有 导数 

如 果 在 函数 f 的 图 形 上 ， 通 过 点 Ptx,， 拟 z)) 及 邻近 点 吕 的 割 线 的 斜率 当 吃 趋 近 中 时 霓 近 
一 个 有 限 的 极限 ， 丽 数 在 x 有 导数 . 只 要 割 线 不 达到 极限 位 置 ， 或 者 当 9 着 近 忆 时 割 线 弯 成 垂 
直线 ， 就 不 存在 导数 ， 因 此 ， 可 徽 性 是 函数 了 的 图 形 上 的 一 种 "光滑 性 "条 件 . 函数 可 能 由 于 页 有 
像 下 剂 图 形 中 所 显示 的 几 种 点 而 在 一 点 没有 导数 ， 


(1) 角 志 ， 两 个 单 伍 导 数 不 相 等 (2) 类 志 ，P8 的 疼 率 从 一 侧 趋 近 = 
而 从 另 一 售 赵 近 - m 


13} 垂直 切线 点 ，PQ 的 斜率 (4] 不 连 蛙 点 ( 显示 的 两 个 例 千 ) 
从 两 侧 都 趋 近 mm 或 考 划 和 趋 
近 -wm( 此 处 为 -w) 


3.1.6 可 徽 函 数 是 连续 的 
在 得 个 点 有 导数 的 所 数 是 连续 的 . 


定 捍 1 {人 训 微 性 蕴涵 连 总 性 } 芳 了 在 x=re 有 导数 ,， 则 /在 x*=c 是 连续 的 . 


证 骨 假定 .PCc) 存在 ， 我 们 必须 证 明 lim A(x) =ftr}, 或 者 证 明 等 价 的 结果 lim /er +) 
ce， 苛 于 天 0， 则 


let 站 fo) + (Heth) Ho) = pe) + 有 人 
取 泊 0 时 的 极限 ， 按 2.2 节 定理 1. 
limfle + h) =limf(e) + lim f+ A dimh = Ke to 0 = fc) +0=/0) 


用 单 侧 极 限 的 同样 论据 证 明 ， 共 /在 x =c 有 单 侧 导 数 ( 右 导 数 或 者 左 导 数 )， 则 了 在 zx=e 的 
那 一 合 是 连续 的 . 

定理 1 表明 ， 如 捍 函 数 在 一 点 不 连续 (例如 存在 妖 变 不 连续 性 ) ， 那 么 在 那 一 点 是 不 可 微 的 . 
最 大 整数 函数 y =,x | 在 所 有 整数 x=”n 是 不 可 油 的 ( 见 2.5 节 例 4)、 

注意 ”定理 1 的 逆 定 理 不 成 立 -个 函数 在 其 连 续 的 点 证 非 必 定 有 导数 ， 正 如 在 例 4 所 见 的 部 样 . 
3. 1.7 导数 的 介 慎 性 质 ( 达 布 定理 } 

从 下 述 定 理 看 出 ， 许 非 所 有 函数 都 能 成 为 某 个 琐 数 的 
导数 ， 这 个 定理 于 1875 年 首次 由 法 国 数学 家 简 ， 卡 期 腾 - 
达 布 (1842 一 1917) 证明. 


定理 2 ( 达 布 定理 ) 若 a 和 6 是 一 个 区 间 上 的 任意 ， 
阿 点 ， 函 数 在 区 间 上 旦 可 微 的 ， 则 记 取 六 (6a) 和 (之 | 
间 的 每 个 值 


定理 2 我 们 不 也 证 明 ) 表明 ， 一 个 郊 数 不 能 成 为 其 他 图 3.5 单位 阶 峰 函数 没有 介 值 
商 数 在 一 个 芝 间 上 的 导数 ， 除 非 它 在 区 间 上 其 存 介 值 性 特性 ， 不 能 成 为 实 直 线 
质 ， 例如， 图 3.5 中 的 单位 阶 雅 函数 不 能 成 为 实 直线 上 和 任 上 某 个 函数 的 导数 


研 分 法 


何 实 值 随 数 的 毕 数 。 在 第 5 章 将 会 见 到 每 个 连续 陌 数 是 某 个 所 数 的 针 数 . 


作 4.4 节 ， 我 们 引用 定理 2 分 析 在 二 次 可 微 咕 数 图 形 上 :点 发 生 的 变化 ， 在 耶 个 点 里 数 履 亦 


它 的 "村 曲 " 特 性 . 
习题 3. 1 
在 习题 1 ~6 中， 应 用 定 交 计算 函数 的 导数 . 
然后 求 导数 在 指定 点 的 值 . 
fx) =4 -x fF-3), 100), ft). 
Fx = FP) FD), F'(2). 


3.g(1) = 二 #1), g'(2), g'(y3). 
4 = EL}, CY), FOEY. 


SptO) = vB p'(1), p'(3), p'(273). 
Gris) = va tT: 0 , r(1), ri(172). 
在 习题 ? -12 中 ， 阔 指定 瑞 数 的 导数 


2 EL 
7 2 Br +l. 
ds 业 -了 上 
9. dr FT 10, 2 六 
号 | 中 [ 
1 中 ， = -, ,I 二. 
dy I dw Aw 2 


在 习题 ~15 中 ， 对 两 数 求 导数 ， 并 忧 在 自 
变量 指定 值 的 切线 的 射 率 . 


13 Re) =z+ 卫 ，x= -314 k(x) = 2 
x 2+x 


1S,s=0 7 ,t= -1 6y=(r+1)’, x= -2. 
在 习 蚌 17 和 18 中， 对 函数 求 导数 ， 人 然后 求 在 
钙 数 图 形 措 定点 上 的 切线 的 方程 , 


.yA ) 大村， (x, 7) = (6, 4). 


ve- 
18. w=g(tr) =l+ yd4-z, (2, w) ={(3, 2). 
在 导 同 19 ~22 中 ， 北 旱 数 的 值 . 


Eh ja 和 | -2-1-1 
9 1 和 | 1 2 
Ea -了 du 一 
“6 ,0 4 “| te 
在 计 题 23 ~26 中， 利用 公式 
f(r) = Lim 2 A) 
Fy 一 六 
求 鹃 数 的 导数 
1 -_] 
23. f(x) = 7 fn) = 
25. gt x) = 26. g(x) =1 +. 


在 习题 2 ~ 各 中， 指出 所 画 消 数 图 撒 问 附 
图 & ~ 寺中 所 画 的 万 个 导数 图 形 匹 配 . 


3 


1 


位 


“。 {a} 附 图 中 的 图 形 巾 线段 首尾 连接 构成 .六 在 区 
间 i -4, 51 的 万 些 点 上 没有 定义 提出 答 

案 的 埋 由 . 
1) 厨 出 7 的 导数 的 图 形 ”图形 应 呈现 为 阶梯 函数 


32. 经 济 增长 ” 峙 图 灰 示 美国 在 1983 -~ I988 年 期 间隔 民 
牛 产 总 值 (GNP) 普 化 的 年 平均 百分数 y= 让， 兽 出 
dz 出 的 图 形 (在 有 定义 的 地 方 ) 【资料 来 源 :《 美 


败 统 计 文摘 ?， 第 110 版 ， 美 国 商 务 部 ，4 科 7 由 ) 
了 噬 四 一 1 i 四 四 
6 cs 
5 | 
二 1! 


1983 1984 1985 1986 1987 L988 


在 习题 33 ~ 36 中 ， 比 较 函 数 的 右 极 限 和 左 棋 
限 , 证明 陋 数 在 点 了 不 是 可 微 的 . 
33, 2 


35. 


在 于 是 了 ~ 入 中， 每 幅 图 显示 活 数 在 闭 [区 问 
如 上 :的 图 形 ， 在 定义 域 的 什么 点 上 

1a) 陋 数 是 可 向 的 ? 

【bj 丙 数 是 连 纺 的 伍 不 是 可 各 的 ” 

《cej 陋 数 婚 不 是 连续 的 也 不 是 叮 微 的 * 
撕 注 管 案 的 理由 . 


37. F=f > 
DD: -3 


39. 


了 


42. 


=A 
D: .1 


人 


招 物 线 的 切线 ”抛物 线 y=2x -13x+5 存在 以 
-1 为 斜率 的 切线 吗 ? 如 果 存 在 ， 求 切线 的 广 
程 和 声 点 ， 如 果 椒 存在 ， 壤 因 和 何在 ? 
yyYX 的 切线 有 曲线 y=vx 在 x= -| 存在 穿 过 * 
轴 的 切线 吗 ? 和 如果 存在, 求 切线 的 方程 和 切 
点 ， 如 果 不 存在 ， 诛 轩 何 在 ? 


， {aj 设 让 x) 基 满足 1x) 1 二 x -1 和 x* 筷 1) 的 函 


数 。” 证 明 f 在 x =0 是 可 微 的， 并 和 且 求 (0). 
【bj) 证 明 


Es 


xsin 二 
flx) = | x " 
dg, x=0 
在 *=0 是 可 微 的 ， 并 及 求 矿 (0). 
葛 尔 斯 特 拉 斯 的 无 处 可 和 袜 的 连续 函数 


魏 尔 斯 特 拉 斯 两 数 放 x) = $023) eon me) 
的 前 8 项 之 和 为 


gx} =rns (Tx) + (2/4) can (Omr) 
+ (2/3) co0n {9 mr}. 
+ 23) ieny (9 mr) + -… 
+ (2/3) eng (9 mz) 
区 出 这 个 和 的 图 形 。 放 大 几 次 图形 是 如 
何 摆动 和 起 伏 的 ?” 指定 个 视 座 、 在 其 中 显 大 
图 形 的 平滑 部 分 . 


计算 机 探究 


对 习题 47 ~52 中 的 两 数 ， 用 -种 CAS[ 计算 机 


代数 系统 ) 执行 下 列 处 理 步 又 ; 


{aj 最 贡 7 = 所 x) 的 图 形 ， 考 察 瑞 数 的 整体 特性 

(bj 在 一 个 一 般 的 点 zx 用 一 个 … 般 的 步 长 定义 
差 商 4. 

(人权 当 盖 0 时 的 模 眼 ， 这 样 律 到 件 么 公 臣 ? 

(dd) 代 天 值 *=*0， 一 起 两 出 函数 y= 所 x} 及 其 在 
这 一 点 的 切线 的 图 形 . 

{e} 在 (c) 中 求 得 的 公式 中 ， 对 x 代入 比 wo 大和 
比 小 的 不 同 全 .这 两 种 数值 对 于 你 的 疼 形 
有 意 叉 吗 ? 

{ 们 遂 出 在 (r) 中 所 得 公式 的 图 形 ， 当 公式 取 负 
值 、 敬 和正 值 时 它 具 有 什么 售 义 ”这 对 于 (a) 
中 三 出 的 图 形 有 章 义 码 ? 提 出 答案 的 理由 . 


.fx = + x xo = 1. 
4 =x ?+x 


， Xo 二 和， 
9. fr) = ,2 
x +]l 
-1 
SO0. = 1 = 一 1. 
A 3x" 十 | 


Sl Ar) = sin 2x， xn = 
SZ Mr) = x cns ¥, xo = T/A4. 


3.2 多 项 式 、 指 数 函 数 及 函数 积 与 商 求 导数 法 则 


本 节 介 绍 开 种 求 导数 或 求 微分 的 法 则 ， 可 以 用 于 对 常 秆 函数 、 赛 本 数 、 多 项 式 、 指 数 两 数 、 
有 理 冰 数 以 及 这 些 函 数 的 某 些 组 人 台 求 导数 . 


3-2.1 


枚 函数 、 信 数 函 数 玉 函 数 和 与 差 的 导数 


沙 导 数 的 第 一 条 法 则 是 每 个 常 值 函数 的 导数 为 堆 . 


法 则 1 常 值 函 数 的 导数 
若 f 涉 常数 值 放 x) =c<， 则 


J 
dr 


了 


fr =0 


法 则 1 的 证 阴 


求 出 


对 输出 为 常数 值 = 的 函数 放 x) =e( 见 图 3.6)， 应 用 导数 的 定义 ， 在 伍 个 + 货 


Nx+h) -ry 


1) lg = lim 
从 2.7 节 知 首 
dd 加 
了 = et xz) = 1 (二 (mx +h) =m=1) 
以 及 


(= 二 = 


tx' x x 


从 3. 节 例 2 还 知道 


d l 中 12 1 .12 图 3.6 法 则 (ddx} ir) =<0 的 及 外 -种 

一 (x)= 一 一 或 7 )》 = 一 

de (Ve) 了 dt 2 表述 是 常数 晤 数 的 值 不 会 政变 以 
这 -个 例子 说 明 对 车 z 求 导 数 的 一 般 法 则 ， 我 们 首先 证 及 水 平 直线 在 每 点 的 伸 兴 为 只 
明 当 为 正 整 数 时 的 法 则 ， 


正 整 数 才 法 则 若 ” 为 止 整数 ， 草 


正 整 数 需 法 划 的 证 朋 公式 
sx a 
盯 以 通过 对 右 端 的 乘法 得 到 证 实 ， 于 是 从 导数 定 文 的 另外 一 种 形式 ， 有 
tx) -im - -fx) = lim i 
i ZZ—X rr 一 


=j]imfaz + r+ +zt + 1) {nn 项 ) 
Ts 


一 nx"! 国 


人 物 传记 
一 一 一 一 一 一 求 导数 的 笑 法 则 实际 上 对 所 有 实数 = 成 立 ， 我 们 已 经 见 到 过 负 整 数 短 
理 查 德 柯 朗 和 分 数 释 的 例 了 于， 但 是 a 也 可 以 为 无 理 数 ， 为 了 应 用 桥 法 则 ， 从 原来 指数 


(Richard Courant， 54 碱 1， 并 对 结果 乘 4， 下 面 说 明 法 则 的 一 般 形式 ,但 是 把 它 的 证 明 排 沁 
1888—1972) 到 3.7 节 . 


法 则 2 村 法 则 的 一 般 形 式 
车 为 任意 实数 ， 则 


对 于 寡 * 和 x"' 有 定义 的 所 有 x 成 立 ， 


例 1 求 下 列 * 的 宕 的 导数 ， 

(ae bb)e (el (dE ex’. {DV 
解 

(a ) =307 -3 tb} (zx23) = Ex 


人 121 
(cj (x4) = yat ta) 
dx dil x 开 : 
d 4 4 4 4 1 
Ce) ls ) = 3 = 
(全 世人 vi ) = 和 Ce] -人 + 了 1 2 + m) Vr. 
Ux 下 dx 7 


求 哇 数 的 第 条 法 则 表明 ， 可 二 数 辐 窑 数 相 邓 时 天 导数 为 本 数 的 导数 和 由 个 常数 相 乘 . 


法 则 3 常数 们 法 则 


基点 为 x 的 可 微 琴 数 ，c 是 常数 ， 则 
‘ln 


| dc) =r 
dx 


dx 


特别 是 ， 共 #4 是 任意 实数 ， 则 


二 
(rr) = rar 


Ax 


法 则 3 的 证 明 
二 .Culx +h) -ru(xr) ， an 
到 人 =m = utr) 的 导数 定义 ) 
= ‘极限 性 质 ) 
=e 华 (za 是 可 微 的 ) 匡 
例 2 
ta) 导数 公式 
3x) =3.2x = 6x 


表明 ， 如 果 改 变 y =x* 的 图 形 标 度 ， 对 每 个 坐标 乘 3， 
那么 在 每 个 点 的 斜率 由 了 相 乘 ! 见 图 3. 7). 
【bi 叮 徽 丙 数 = 的 负 值 明 数 的 导数 等 于 咕 数 导数 的 负 


- N 图 3.7 =r 和 y=3x 的 用 撒 ， 
值 明 数 . 取 c = -1， 法 则 3 给 出 当 对 ;坐标 村 3 时 其 告 素 
二 由 3 相 乘 ( 例 2) 
tx dx dx rx 


下 面 一 条 法 则 表明 ， 两 个 可 微 丽 数 之 和 的 导数 等 于 它们 的 导数 之 和 . 


法 则 4 ”导数 的 和 法 则 ons 
若 u， + 是 x 的 可 微 蝴 数 ， 则 它们 的 和 在 u 和 ， 都 是 可 微 的 | 时 ,我 们 内 常用 /各 这 

得 个 点 是 可 微 的 . 全 这 样 的 点 | 其 关 中 每 洋 示 处 建 鬼 重 娄 
du de | 六 推导 公式 时 我 们 不 着 记 

友 +D= 匠 + 理 | “ 况 太 一 冲天 锋 玫 代用 辣 

实 汐 字 权 :为 答 填 由 现 达 

例如 ， 如 果 y=** +12t、y 识 是 (x) = 对 与 efx) = 12x 之 和 . HE, 在 莹 分 法 则 中 


于 是 有 


于-m 和 9 达 社 过 去 事 半 没 
有 用 过 的 生母 表示 函数 


122 条 了 全 


dd | 
2 = 4z +12 


法 则 4 的 证 明 对 f/x) =ulx) +2(x) 应 用 导数 定义 : 


十 ur +h) +r +h)] ~ Tutx) 二 ECE) 
dx 


[utfx} + v(x)] -jim 
LL 
= 如 


[A 十 和 由) — ufx) ,vix +h) = ] 
大 入 


.Ur +h) - u(x) .Hx +h -rx) de 中 

lim 上 + lim 四 = 贡 十 dx 国 
把 导数 的 和 法 则 同 常 数 倍 法 则 结合 起 来 得 到 学 数 的 整 法 则 ， 表 明 可 微 汽 数 之 差 的 导数 等 于 

它们 的 导数 之 益 : 


_ a 
nt] = = 


和 法 则 还 可 以 扩充 到 两 个 丽 数 以 上 的 有 限 和 ， 若 4， 二，-…，u 在 * 蚌 可 微 的 ， 则 + 
Uy + 在 + 也 是 可 微 的 ， 旦 有 


了 
dx 0 dx 
例 3 y= 
dr_d, d/l/4.)_d d 3 -3 
光 = 二 m + 二 (3 5x) + 1) 3 + .2x-5+0=3o + 本 -5 国 


我 们 可 以 使 用 例 3 中 多 项 式 求 导数 的 方法 ， 对 任何 多 项 式 逐 项 求 导数 ， 所 有 包 项 式 都 是 处 处 
可 微 的 . 

多 于 两 个 函数 之 和 的 和 法 则 的 证 明 ”用 数学 归纳 法 (参见 附录 A.2) 证 明 命 题 
全 (Ca + + 一 二 
如 刚才 所 作 的 证 明 ，、 命 题 对 于 n=2 成 立 ， 这 是 妇 纳 法 证 明 的 第 1 步 . 

第 2 步 证 明 ， 若 命题 对 任何 正 整数 上 = 天 成 立 ， 其 中 上 mm =2， 则 它 对 于 n=k+1 也 成 立 . 
所 以 ,很 设 


d ~ (1) 
下 人 + 二- 一 +) = 本 + 去 二 + 十 二 
于 是 是 ui ) 
ET 了 天 这 个 硬 委 - 
de 
= + Us 二 (对 于 于 (w+) 的 法 则 4] 
Sd ds de de 
= (等 式 (1)) 
接 这 几 个 步骤 数学 归纳 原理 保证 和 法 则 对 于 每 个 整数 n 关 2 成 立 ， 画 


例 4 曲线 y=x' -2x* +2 有 任何 水 平 切线 吗 ?” 如 果 有 水 平 切线 ， 出 现在 何 处 ? 
解 ” 任 向 可 能 的 水 平声 线 出 现在 斜率 dy/dx 为 零 的 地 方 ， 我 们 有 


dd 
人 2 +2}) = 44x 4x 
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现 作对 十 + 解 方 程 他 =0: 
4x -4x =0 4rfa -1) =0, r=0.1.-1 


旧 线 yy =x" 2x +2 在 x=0, 1 和 -] 有 永 平 切线 ， 曲线 上 对 > = rr 
应 的 团 点 为 0,，2)，(1, 1) 和 ( ~-]，1).， 请 参见 图 3.8. 者 
3.2.2 指数 函数 的 导数 
简要 地 复习 一 下 在 1.4 告 过 论 的 指数 涌 数 ， 对 (x) =a (0. 2) 
庶 用 导数 的 定义 ， 得 到 
也 。 ， 上 + i rs 
a CY) = lim “ — 【导数 定义 ) Cm rT 
= aa ,a) ET “+ 
= 各 of -一 (分解 出 因 式 a7) 图 3.8 的 线 y=x* -2z* +2 太 
nl 其 水 平 切 线 ( 全 4) 
= 时 a' 为 前 数 ) 
= {lim 一 一 | 四 (2) 


个 团 定 考 i. 


由 此 可 见 @* 的 导数 是 a’ 的 一 个 常数 倍数 [这 个 常数 二 与 我 们 以 前 见 网 到 过 的 任何 极限 不 同 ， 但 
是 ,注意 它 等 于 f(x) =a' 在 x =0 的 导数 ; 


A = tm = lim 


内 此 极限 上 是 f(x) =@a* 的 图 形 在 其 通过 轴 时 的 全 认 在 第 5 章 我 们 要 仔细 讨论 对 数 两 数 和 指 
数 函 数 ， 证 明 极限 上 存在 并 日 和 基 有 值 mn a， 现 在 通过 绘制 
函数 y = (a" -1) 的 图形 考察 上 的 值 ， 并 研究 当 上 趋 近 零 
时 它 的 特性 ， 

图 3.9 显示 r=(@o-1)A 对 于 4 个 不 同 a 值 的 图 形 . 
极限 值 节 当 e =2 时 的 值 约 为 0.69， 当 a =2.5 时 的 值 约 为 
0.92， 当 a =3 时 的 值 约 为 1.1， 对 于 在 2.5 和 3 之 间 选 择 的 
某 个 数 # ,的 值 似 乎 是 1]， 并 个 数 由 a =e=2.718281828 给 
出 选择 这 个 基数 ， 我 们 得 到 如 【4 节 的 自然 指数 丽 数 
六 x) =e*， 并 日 看 出 它 满足 

1 


/0) = mel 1 (3) 


加 
a" 一 


= 上 


、 ， 网 图 39 且 线 Y={at -1)/h(a>0) 
这 个 极限 为 ! 蕴涵 自然 指数 隐 数 及 其 导数 之 间 的 -- 个 重要 的 位 置 随 a 连续 地 改变 


关系 : 


和 
Ee) lw( et) (等 式 (2) 服 @ = 6) 
总 4 


=1*e = ee 【等 式 (3)) 
因此 自然 指数 男 数 是 其 自身 的 导数 . 
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自然 指数 函数 的 导数 


d,,、_， 
de =e 


例 5 求 与 y=e 的 图 形 相 切 并 通过 原点 的 站 线 的 方程 . 
解 ”由 于 直 线 通 过 上 原点， 所 以 它 的 方程 具有 y = mz 的 形式 ， 其 中 普 是 斜率 . 如果 它 在 点 
tu，e") 同 图 形 相 团 ， 斜 尝 是 m=te” -0)/ta -0)， 自然 指数 在 x= ， 


2 的 妊 认为 所 ， 册 于 这 两 个 斜 府 是 相同 的 ， 因 此 有 号 =e 汪 ra， 由 此 6 v=e! 
惟 出 a@=1 和 如 =e 所 以 切线 的 方程 为 Y=ex， 请 参见 唤 3. 10.， 国 4 
我 们 可 以 提出 这 样 的 向 题 ， 晨 和 否 还 有 其 他 不 是 自然 指数 的 两 ; 人 
数 ， 它 们 也 是 它们 有 自身 的 导数 ” 管 案 是 满足 (x) = 大 zx 的 师 数 只 有 
那些 等 于 自然 对 数 函 数 常 倍数 的 蚂 数 ， 即 /Lx) =e - e' ,< 为 任意 常 -| < ” 
数 ， 我 们 在 6.4 节 证 明 这 个 事实 ， 请 注意 ， 从 常 倍数 法 则 的 确 有 图 3 410 通过 原点 的 直线 在 
(ee) = ee) = Ce a=1L 时间 +=e= 的 


图 形 相 切 ( 例 5) 


3.2.3 函数 的 积 和 商 的 导数 
两 个 函数 之 和 的 导数 是 它们 的 导数 之 和 ， 但 与 ， 两 个 丽 数 之 积 的 导数 不 是 它们 的 导数 之 积 ， 例 如 ， 
(x) = x) = 2x, 而 也 (于 (9) -1.1=1 


两 个 晒 数 之 积 的 导数 是 两 个 乘积 项 的 秆 ， 正如 我 们 在 下 面 的 说 明 ， 


法 则 5 导数 的 积 法 则 
车 4 和 vw 在 x 是 可 微 的 ， 则 它们 的 积 在 x 也 是 可 微 的 ， 且 有 
de dy 


vy) = 2 号 
dr dx dr 


积 uw 的 学 数 等 于 4 线 4 的 导数 加 上 wv 彝 4 的 导数 ， 用 后 导 “”， 写 成 (us)' = 上 + 地 用量 
数 记 号 写 蕊 
Lge)] = f(s) + g(a) 
例 6 求 y= 二 (x* +e") 的 导数 
解 对 =1x 和 v=x +e 应 用 积 法 则 : 
二 [Le re] Tr+re) + +e) (BE) ( 
已 e’ rl 1 
+ (县 ( 二 = a 
= + (1 本 | 
时 
积 法 则 的 证 明 由 导数 定义 ， 
+ (uw) = lim < 人 十 v(x + 一 WN) tT) 
为 了 把 这 个 分 式 改 写成 一 个 等 价 的 形式 ， 使 其 中 包含 # 和 > 的 导数 的 差 商 ， 在 分 子 中 减 去 和 加 上 
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四 
u(x + Yn(x 


a — u(x)n(x) 


(un) = lim 


三 lim[ atx + 由] st + 


a + — r(x) 


=lim utx +h)- 


0 r+ ， 于 为 在 是 是 微 的 
所 以 5 站 是 连续 的 ， 式 中 两 个 分 式 在 x+ 分 别 咎 近 
dadx 和 daxds 的 慎 ， 简 记 为 
un) = | 
例 7 求 y=(x +1) (x +37 的 导数 . 
解 


(aj 对 4=x*+1] 和 w=x +3 应 用 积 法 则 ， 求 得 
[+ +3)] 


={x + 1) (x) + tx + 3)t2x) 
=3x +3x + x + 6x = 5x" + Ix + Ox 
[bj 对 于 这 个 特 遇 的 滋 积 ， 也 可 以 通过 乘 出 7 
的 厌 表 达 式 ， 上 骨 对 所 得 的 多 项 式 求 微分 (这 样 也 许 
更 好 ) : 
y= +1){xr +3) =x + + 3x 二 3 
和 = Sx + 33x: + 6x 
这 个 结果 同 前 面 的 计算 - 致 . 国 
正如 两 个 可 徽 盟 数 的 积 的 导数 不 是 它们 的 导 
数 的 怀 积 一 样 ， 两 个 可 微 蝗 数 的 商 的 导数 不 等 二 
它们 的 导数 的 商 求 两 个 函数 的 商 的 导数 用 商 
法 则 ， 


h 
vn) th) ~ ul) ] 


u(x +h) ~ utx) 


+ Cx): lim 


脂 往 :家 法 出 的 用 条 
计 二 近 说 避 ] 是 正信 省 哄 过 十 志 增 
加 册 增 加 > 届时 上 > 和 


Me 
[| 


Pr 


那么 图 中 国事 区 的 总 面积 为 
Kt 
dtd be 


用 二 诛 攻 区 二 湾 ， 癌 到 


| 区 各 +* (二) 至 -如 电 , 


bh 
当 玫 -0 时 ， 


法 则 6 ”导数 的 商法 则 


车 4 和 sw 在 x 是 可 微 的 ， 日 tx) 0、， 则 商 wz 在 x 是 可 微 的 ， 且 有 
,由 业 
diny_ dr “dr 
dr | 四 ) 要 
采用 函数 记号 ， 


于 [去 2 ] = SAI (4) — f(x)g'(s) 


gtr) 
例 8 求 下 列 哆 数 的 导数 : 


(aljy= 生 1 《bjy=e… 


stx) 
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解 
{2}) 对 w= 一 1 和 v=t +1 让 
dy _ 人 +1) 2-(-1)， 村 ( “] -= dd) ) 
dt 二 +1)’ di [mn 
2 2 
3 ry 
d ， d il er -0-1l-.e -] 
(bh) ee 


商法 则 的 证 明 ”由 导数 的 定义 ， 
ux +h) w(tx) 

(和 2) jm +) wx) + jx + 
dx\ vf nh a R(x + hr(x) 
为 了 把 上 面 最 后 的 分 式 改 写成 一 种 等 价 形 式 ， 使 共 中 包含 & 和 :的 学 数 的 差 商 ， 在 分子 中 姜 去 利 
加 上 上 vtx)utx)， 于 是 得 到 

d ( 2 im Cs + Ah) ~ vx)u(s) + 区 JR) — ux) s(x +n) 

dr\V yl 中 er +h)r(tx) 

Try E+) 一 和 (TD) + 

qm 用 _ “ --- - 
和 区 到 十 站 

对 分 子 和 分 母 取 极 限 就 得 到 商法 则 , | 


在 求解 微分 问题 中 选择 不 同 法 则 ， 可 以 使 计算 工作 量 有 所 不 同 ， 下 面 便 是 一 个 例子 . 
例 9 不 用 商法 则 求 y= 和 一 上 (一 < 台 的 导数 ， 改 为 用 开 分 子 并 用 * 相 除 : 


2 (x1) -24) _ oo -3 +2x 


4 = 
x x 
然后 用 和 法 则 及 宪法 则 ， 
3 | | 


3.2.4 二 阶 导 数 与 高 阶 导 数 
车 y=/(z) 是 可 微 函数 ， 则 其 导数 也 是 一 个 函数 。 若 /又 是 可 微 的 ， 则 可 求 /的 导数 得 到 新 
的 * 的 函数 ， 记 为 ”所 以 F"= ( 太 )。 函数 庆 称 为 /的 二 阶 导数 ， 因 为 它 是 “ 阶 导 数 的 导数 ， 二 
阶 导数 用 几 种 方式 表示 : 
让 = 昱 = 让 (和 )= 守 = D0) = Df) 
符号 DY? 表示 微分 运算 执行 两 次 


附注 : 导数 记 姓 的 念 法 


若 y=x*， 则 y'=6x’ 而 有 六 2 
六 = 至 = 号 (6e) = 30x 本 < 两手 " 
2 4 和 过; a de 
因此 D? (Cx:) =30x'. A 
如 果 y" 是 可 微 的 , 它 的 导数 癌 = 中 ”dr = 下 yd 是 了 对 于 x TT y 三 撤 ” 
的 三 阶 导数 ， 导 数 的 名 称 能 如 你 想象 的 那样 继续 下 去 ， 对 于 任何 7: "ya 阶 
正 整 数 n， 用 本 各 di 
y'™ = 全 y = 5 = Dy ,a “DD% 潜 ” 


诬 分 法 


表示 了 对 于 x 的 nn 阶 导数 . 


各 以 把 于 阶 导 数 解释 为 y =f/tx) 的 图形 在 每 点 切线 的 斜率 的 变化 率 ， 在 下 -- 音 将 会 见 到 . 
阶 导 数据 未 图 形 在 离开 切 点 时 从 切线 向 上 弯曲 还 基 向 下 膏 上 昭 ， 在 下 -一 节 ， 我 们 通过 沿 直 线 的 运 


动 来 解释 一 阶 导数 和 :- 阶 导数 ， 
例 10 7=zxz -3x: +2 的 前 站 阶 导数 如 下 ; 


-- 阶 导数 : 7 =3x: -Gx 
二 阶 导数 : Y=6r-6 
工 阶 导数 : ”=6 
四 防 导 数 ， 7 4 =0 
这 个 函数 其 有 所 有 各 阶 导 数 ， 五 阶 和 更 高 阶 的 导数 爹 部 为 0. 面 


习题 3. 2 
在 习题 ] -12 中 ， 求 - 阶 导 数 和 二 阶 导 数 . 


lr= -+3. 和.y = x+ 和 十 虽 . 


5 -36. 4.w =32 -Tr +212, 
dr] ; 2 
$5. Y= 3 -+2e", ++ 
7.e-3: -上 8 = -2261+ 生 
了 et 


少 y=6x -10x-S 2 10.y=4-24-4-1. 

! 5 12 4 1 

3 2 I2.r= org 
在 9 是 13 ~ 16 中 , 求 y'; {sj 用 积 法 则 ; 

{bj} 通 过 因 式 相 乘 产生 更 简 单项 的 和 ， 再 求 导数 , 

13.7=(3 -r(x -x+1). 

14.y = C(x-1)tx +x+]1). 


11. r = 


15.7= (7 +1) (z+s+ i) 


16 y= (r+) 二 
在 习题 17 ~36 中 , 求 丙 数 的 导数 . 


Dx +5 2x+1 
17. r= 18.:= 
2 2 
x -4 _ -1 
19. g(x) = 0s 20. Ft1) = 


2Lr=(1-D(+P) 2 w= (2 -7) -I(r +5). 
24. ee 
y= 


24.y =2e ", = , 
了 De —x 
25.1 =1 144 26..-2( 语 + 

x 9 
27.y = xe 28.w=re . 
29.y =x y= 
1 而 
31.5 =267 + 3e? .= + 
可 辐 由 yi 在 


34. 7 = 1 


35.r = 二 36.r=e( 产 +0 7) 


在 习题 37 和 38 中 ， 居 了 蝴 数 的 所 有 各 阶 导 数 . 


了 2 EE 
377= 本 -了 一 半 。 120- 
在 习题 39 -46 中 ， 求 两 数 的 一 阶 蛙 数 和 一 阶 
导数 . 


x +7 
39.r = 机 


38.7 = 


| 
和 
4 D0. 


{x +x) (x -x+1) 
x 


.uu= 


d3, mm = 3r ee’'. 
dw =ets 1)(s +11. 
2 二 
_ 1 有 +3 1 一] 
45.p=( 134 | 7 } 
2 +43 
$5.0 = (9 -+(09+1 
和 ,假定 = 和 "是 sx 的 函数 ,在 x=0 蚌 可 德 的 , 日 有 
uO) = S00) =—3.v0) = 1, (0) = 2. 


求 下 列 导数 在 x =0 的 值 ， 

看 也 I 
(Er). {bj (过 } 
(oj 也 (二 (al- 灶 075 -20) 

下 ds - 


48. 假定 4 和 + 是 x 的 可 窒 函 数 ， 且 有 
u{1) =2,0{(1) = 人 ofi) = 5,5{1) = 一 1 
求 下 剂 导数 在 *=1 的 傅 : 


(a 二 Cw). re 
(el 二 (二 (由 是 (7 -24). 


99. {2} 曲线 的 法 线 ” 求 同 曲 线 y = 一 4x +1 在 点 
42， 了 的 切线 垂直 的 直线 的 方程 , 
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50, 


51. 


52. 


53. 


SS. 


(bj 最 小 斜率 ”曲线 上 的 最 小 斜 亩 是 什么 ， 在 
曲线 上 的 什么 点 曲线 上 县 有 这 个 斜率 ? 

【ce) 共有 提 定 斜率 的 切 斌 ” 求 曲线 在 基 些 点 的 
切线 方程 ， 曲 线 在 这 些 点 的 斜率 为 8. 

ia} 水平 切线 求 响 线 y= 关 -3 和 -2 的 水 平 切 
线 的 方程 ， 此 外 ， 求 同 这 些 切 线 在 切 点 条 
点 的 直线 的 方程 . 

(5) 最 小 斜率 此 曲线 上 的 最 小 斜率 是 什么 ? 
有 曲线 上 的 什么 点 具有 这 个 斜率 ? 发 在 这 ， 
恕 回 向 线 切 线 重 直 的 直线 的 方程 . 

并 附 赂 中 半 顿 蛇 形 线 在 原点 和 点 (1,，2) 的 

切线 . 


求 附 图 中 阿 楼 尼 项 {Agnesi) 壬 闫 线 在 点 {2，1) 
的 切线 . 


同 恒 等 丁 数 相 切 的 二 次 曲线 ”曲线 =ar + 
Bx +r 通过 点 (1, 2} 昌 在 原点 同 直线 Y=x* 相 切 . 
求 a 和 ， 


.具有 公 切 线 的 二 次 曲线 曲线 y= +ax +b 和 y = 


cx 一 x 在 点 (1, 0) 有 一 条 公 切 线 求 a, 4b, < 

{a}) 求 在 点 { -1,0) 同 物 线 y= -x 相 切 的 直 
线 的 方程 . 

{b) 一 起 画 出 晶 线 和 切线 的 图 形 ， 切 线 同 曲线 
在 另外 -点 相 谤 ， 利 用 Zoom 和 Trace 功能 
键 估 计 变 点 的 坐标 . 

{c} 通 过 解 曲线 和 切线 的 联 立方 程 (用 Solver 功 
能 键 ) 证 实 对 第 二 个 交点 坐标 的 估计 . 


. {aj 求 在 原点 同 申 线 y=x -6x* +5x 相 切 的 直 


线 的 方程 . 

th) 一 起 画 出 曲线 和 切线 的 图 形 ， 切 钱 同 曲线 
在 另外 一 点 相交 ， 用 Zoom 种 Trace 功能 键 
估计 交点 的 坐标 . 

[+) 通 过 解 曲线 和 切线 的 联 并 方程 (用 Solver 功 
能 键 ) 证 实 对 第 二 个 交点 坐标 的 估计 


$7. 


59. 


61. 


人 
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-机 ”次 多 项 此 的 形式 为 


PP(X) = x 二 a 二 自主 寺 二 | 
其 中 ,x0， 求 P(x). 

大体 对 菊 物 的 反应 ”人 体 对 某 种 友 物 剂量 的 上 反 
度 有 时 可 以 用 形式 为 


R= [< -A) 


2 了 
的 方 穆 表 示 ， 其 中 心 是 正常 数 , 好 基价 液 中 咀 
收 药物 的 剂量 如果 反 映 基 血压 的 变化 . 那么 
哨 是 油 出 的 未 柱 理 米 数 如果 反映 是 体 浊 的 变 
化 . 书 么 员 是 测 出 的 汝 度 ， 等 等 . 

求 ddAf， 这 个 导数 作 凡 闻 的 琐 数 ， 称 为 
人 体 对 药物 的 绞 感 度 ， 在 4.5 车， 我 们 会 看 到 
好 何 求人 迟 最 敏 申 的 药物 剂 最, 
假设 在 积 法 则 中 了 摧 数 + 联 一 个 常数 值 c. 那么 积 
法 则 说 明 什 么 ”这 说 明 的 旦 常数 各 法 则 吗 ” 


. 倒数 法 则 


[a) 倒数 法 则 表明 ， 在 隐 数 z(tx0) 可 微 引 不 为 军 
的 任何 点 ， 


二 (上 -二 时 
证 明 倒 数 法 则 是 商法 则 的 特例 . 
1b1 证 明 出 数 法 则 各 积 法 则 共同 蕴涵 商法 则 . 
推广 积 法 则 ” 积 法 则 给 出 :的 同 个 可 微 随 数 的 
和 or 的 邹 数 公式 ; 
du 


了 de) = 4 


dr dx tx 
{a} 对 于 = 的 三 个 丁 微 隐 数 的 积 me 的 学 数 ， 类 
伺 的 公式 是 性 於 ? 
1b}) 对 于 x 的 四 个 串 微 隔 数 的 积 uiu;ons， 导 数 
的 公式 是 什么 * 
tc) 对 于 x 的 有 限 个 = 的 可 微 函 数 的 积 eaaaas… 
zw ， 和 导数 的 公式 是 什么 ? 
负 整 数 的 亚 法 则 ”利用 商法 则 证 明 负 整数 的 产 
法 则 ， 就 是 
二 


—: (x ") =— mr™! 


dx 
其 中 由 基 负 整数 . 


,国术 体内 竟 压 力 ”如 果 网 杜 体 内 气 钴 保持 常温 


T， 环 力 P 和 体积 王 的 关系 由 形式 为 

_aRT an 

YT-nb 

的 公式 表示 ， 其 中 a, .4n， 卡 为 常数 ， 求 dP7 
dF 【全 见 附 疼 . ) 


P= 


Atq) = km 
g 2 


其 中 是 妆 商 品 ( 和 鞋子 、 收 育 机 .1 语 或 痢 夸 论 
什么 下 能 的 商品 } 库 存量 降低 时 所 出 的 订购 量 ， 
站 是 所 出 “ 份 订单 的 费用 (无论 订单 的 频 诬 如 
何 ， 筑 用 相同 ) ." 是 … 种 商店 的 费用 ( 营 数 )， 
严 是 于 周 销售 商 操 的 艳 种 { 常数) ,天 是 每 种 商 
蜗 每 周 的 保管 费 肌 {常数 ， 雌 中 过 性 虚 的 央 豪 
包括 占 玫 空 间 、 公 用 设施 以 及 保 附和 安全 措 
64. 最 性 订货 量 库存 管理 中 的 一个 公式 表明 ， 每 施 )， 求 d4/dg 和 中 dd9: 
周 订 货 、 点 付 种 保存 商品 的 平均 费用 为 


3.3 把 导数 作为 一 种 变化 率 


在 2.1 节 介 绍 了 平均 变化 率 和 也 时 变化 率 ， 这 -- 节 进一步 讨论 用 导数 模 拟 囊 物 变 化 率 的 各 种 
应 用 ， 日 然 要 准 虚 随 时 间 变 化 的 呈 ， 但 是 其 他 变 景 可 以 用 同样 方式 处 理 ， 例 如 ， 经 济 学 家 可 能 要 
妍 究 生 产 钢 的 成 本 如 何 随便 产量 吨 数 的 变化 . 

3.3. 1 肯 时 变化 率 

如 果 把 其 商 (x+) - 扰 z)) 解释 成 /在 区 问 [*，*+A1 上 的 平均 变化 率 ， 我 们 就 能 把 它 

在 h 一 0 于 的 极限 解释 成 /在 点 x 的 变化 率 . 


| 定义 /在 如 关于 x 的 瞬时 变化 率 尼 嘻 数 


(x,) -|g 人 2 


只 要 极限 存在 . 


因此 ， 肯 时 变化 广 是 平均 变化 率 的 极限 ， 

在 习惯 上 ， 即 使 x 并 不 表示 时 间 ， 也 使 用 二 对 一 问 ， 忆 明 ， 这 个 词 时 常 被 省 略 ， 当 我 们 说 变 
化 率 时 ， 就 是 指 瞩 时 变化 率 . 

例 1 一 个 圆 的 面积 4 与 其 直径 的 关系 由 方程 


-Tp 
4=D 


表示 ， 当 直径 为 10 m 了 时 ， 圆 面积 关于 直径 的 变化 率 是 多 少 ? 
解 圆 面积 关于 直径 的 变化 率 为 


电工 ， _ TD 
D742- 
当 办 =10 m 时 ， 面 积 随 直径 的 变化 率 是 (54/2)10 =5r mA/m. 国 


3.3.2 沿 直线 运动 的 位 移 、 速 度 、 速 率 、 加 还 度 和 冲击 
假设 物体 兴学 标 线 ( 例如 * 轴 ) 运 动 ， 所 以 我 们 知道 它 在 直线 上 的 位 置 * 是 时 间 + 的 函数 ， 
二 上 
物体 在 时 间 区 间 [t，++ Ar] 上 的 位 移 ( 见 图 3. i 全 革 的 位 置 。 外 时 间 + 4 的 二 
As = f(t + At) -AE) , . 

而 物体 在 这 个 时 间 区 间 上 的 平均 速率 为 
| 位 移 _ Aas f+ At) -f(t) 图 3.11 许 * 轴 运动 的 物体 在 时 间 : 
二 运动 时 间 ”A 一 A 和 朋 间 后 1+ At 的 位 轿 


一 全 一 “一 一 人 如 
了 = 站 站 F544F = flt+ A 
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为 了 类 物体 正好 在 时 复 上 的 速度 我们 在 区 亲 5+a] 上 上 服 平均 速度 妆 旺 缩小 到 鹤 时 的 极 
限 ， 这 个 棋 限 是 f 关 十 :的 鱼 数 - 


定 兴 ”速度 [ 柄 时 速度 } 是 位 置 关于 村 间 的 学 数 ， 闪 物体 在 时 间 直 的 位 置 是 =f(r) ， 则 物 
体 在 时 间 1 的 速度 为 
型 -in 成 t+ 大 站 


v(t) = tt a A 


连 度 不 仪表 明 物 体 运 动 的 快慢 ， 而 且 指 让 运动 的 考 中 当 物 体 向 前 运动 (: 增加 } 时 ， 束 座 居 
下 的 ; 当 物 体 向 后 运动 (: 厂 少 ) 时 ， 速 座 是 负 的 ( 见 峡 3.12). 


下 bj 


s 增 圳 ， 正 尊 染 ， 所 区 调和 明天 动 * 央 耻 : 负 许 吉 ， 所 以 加 后 运动 
图 3.12 对手 沿 直线 的 运动 *= 大 中. = dr 二 当 半 增 抽 时 为 止 而 当 : 减少 时 为 负 
如 果 我 们 驱车 记 朋 友 家 ， 以 30 英里 /小 时 的 速度 返 问 ， 里 程 表 在 返回 途中 将 各 示 3 而 不 屁 


- 3090， 即使 距离 家 的 距离 是 在 碱 少 ， 里 程 表 总 昆 显 示 速 常 ， 即 速度 的 绝对 值 . 速率 诬 其 进程 的 快 
慢 称 度 而 不 涉及 方向 . 


; 定 流 ”速率 是 速度 的 缮 对 值 . 
" ! ds | 


速 罕 = 1 1 = | 证 ; 


例 2 图 3 13 旺 示 质点 在 一 条 坐标 线 上 运动 的 速度 : = 广 (后 ， 在 前 3 秘 向 前 运动 ， 在 后 2 称 
向 后 运动 ,停止 1 秒 后 再 向 前 运动 . 妆 顾 点 向 后 运动 时 禁 时 间 + =4 达到 


人 物 传记 
贝尔 纳 ， 波 尔 查 谱 物体 运动 圳 度 的 变化 率 是 物体 的 加 速度 ， 各 速度 测量 物体 加 速 唆 者 减 
(Bemard Bolzano， 玉 的 快慢 程度 ， 加 速度 的 突然 改变 称 为 冲击 ， 当 搭 冬 轿 车 或 公共 汽车 发 生 
1781—1848 ) 冲击 时 ,涉及 的 加 速度 并 非 必定 很 大， 只 不 过 加 速度 的 改变 居 突 然 发 生 的 . 
定义 ”加 速度 是 速度 对 村 间 的 导数 ， 车 物体 在 时 间 + 的 位 置 是 :=(1) ， 则 物体 在 时 间 + 的， 
加 速度 为 
a = ds 
dt de 
冲击 是 加 速度 对 时 间 的 导数 ; 
(1) = de -ds 
7 di dr 


向 前 运动 1 再 向 前 | 
> 人 上 运动 | 
| ! 中 > 和 ! 
1 I t 1 
增加 _! 带 谋 不 变 |。 降低 | 增加 1 
- 迪 度 tv = 常数 ) 过度 广 速度 “| 
1 1 
1 1 
人 I 
1 
J fs) 


-AT 


图 3.13 例 2 中 的 速度 图 示 


丛 搂 近 地 球 表面 ， 所 有 物体 以 相同 的 恒定 加 速度 下 落 ， 伽 利 略 的 自 十 落体 试验 ( 见 2.1 季 例 1) 
导出 方程 


5 = 二 
可 2 8 


其 中 * 是 下 落 的 距离 ,8 是 地 球 重 万 引起 的 加 速度 ， 这 个 方程 在 走访 中 成 立 ， 其 中 没有 空气 阻 
力 、 并 及 近似 地 模 所 高 密度 的 重 物体 ({ 如 岩石 或 钢 质 工具 ) 存 下 落 过 程 中 开头 几 秘 时 间 的 状况 ， 
这 时 空气 阻力 的 作用 尚未 显现 二 来 . 

方程 := (1/2)ge 中 区 的 值 依 赖 于 和， 的 量度 单位 ， 在 英制 单位 41 各) 50 米 } 
中 ,如果 上 用 秒 作 为 单位 (常用 单位 ) ， 在 海平 面 测 得 的 值 约 为 32 fs -0 二 -0 
(英信 每 秒 平方 )， 而 在 米 制 单位 中 ，g =9.8 mxstt 米 每 秒 平方 )、 (这 = 人 [ 


些 量力 党 数 取 次 于 同 地 球 质 心 的 距离 ， 例 如 ， 在 珠穆朗玛 峰 顶 ， 重 力 党 10 
数 的 值 要 上 略 低 一 些 . } 上 5 
地 球 重力 的 恒定 加 速度 Cg = 32 fs) 的 冲击 为 零 : r=2 7 上 加 
25 
j= (8) =0 [» 
在 自由 落体 中 ， 物 体 下 落 不 显现 冲击 性 . [3 
例 3 图 3.14 显示 一 个 支撑 的 重 球体 松 开 后 在 时 间 + =0 秒 从 静止 0 
状态 自由 下 落 . to3 1 | 
(a} 球 体 在 开头 2 秒 下 落 奢 少 米 ? 
{b) 当 上 =2 时 它 的 速度 、 速率 和 加 速度 是 冤 少 ? 图 3. 14 支撑 的 球体 从 
解 {aj 在 米 制 中 自由 下 洲 方 程 为 =4.9r7?， 在 开头 2 秒 ， 球 体 下 落 静止 状态 自由 


st2) = 49(2)7 = 19.6m 下 落 ( 例 3) 


132 案 了 4 量 


(hb) 在 任意 时 间 t， 迷 度 居 位 属 的 学 数 : 
at = #01) = (4.96 =- 9 8r 


在 上 =2， 速 诺 几 
"(2} = 19.6 ms 
六 向 加 下 人 s 增加 )， 在 :=2 的 速率 为 
速率 =1n(2)1= 加 ,和 ms 
在 任意 时 间 的 加 速度 为 
GD = 人) = 人) = 9.8 ms 

在 上 =2 的 加 速度 为 9.8 mws: 国 

例 4 一 次 炸药 爆破 向 目 柱 起 一 块 重 的 岩石 ， 其 初 馆 速率 为 160 fts{ 约 合 109 mphj( 邮 
医 | 3. 15a)， 灾 tt 秒 后 岩石 达 天 高 度 s =160 1 -16 

(a} 客 丰 全 达到 候 样 的 高 座 ? 


(b) 当 岩石 上 升 到 地 面 上 256 英尺 时 的 速度 和 速率 是 1 
多 少 ? 下 落 记 地 而 上 256 黄 尺 时 的 速率 和 未 度 是 多 少 ? 
(ej 岩石 在 爆炸 后 的 性 何 时 间 +:、， 飞 行 的 加 巡 度 晨 
和 多少” 256 上 那加 1-， 
(dd) 岩 右 何 时 册 落 到 地 击 ? 到 4 
解 有 


{a} 在 我 们 选择 的 坐标 系 中 ，s 度量 离 地 面 的 高 
度 ， 所 以 岩石 上 升 时 的 连 度 为 正 ， 下 降 时 的 速度 为 负 . 
岩石 在 飞行 速度 为 零 时 达到 它 的 最 高 点 ， 为 求 这 个 最 大 
高 度 ， 只 需求 : =0 的 时 间 并 计算 这 时 的 ; 值 . 


-05—— 
在 任何 时 间 :， 速 度 为 : | 
1 a) 例 4 中 :的 呈 厂 
n= 60 -162) = 160 ~ 32 1 fs nu 
当 160 -32 =0 或 1=5s 400 16r 


时 岩石 的 速度 为 零 ， 宕 右 企 1=5 s 时 的 高 度 为 
5 = 3) = 160(5) -16(5)” = 800 -400 = 400 ft 
参见 图 3. 15b. 
1th) 为 求 岩 石 土 和 开 到 256 ft 时 的 速度 和 再 次 下 降 到 


这 个 高 度 时 的 速度 ， 首 先 求 满足 


v= 0 2 


str) = 160: ~ 161° = 256 -1 和 di 
的 两 个 t 值 ， 解 这 个 上 方程， 得 到 pys 和 作为 时 得 名 ? 扶 数 国 )[ 纪 反攻 ds db 
2 _ 时 过 到 最 大 苇 : s 的 图 形 不 是 窗 五 的 路 福 而 是 
16f ~ Qt + 256 =0 请 度 作为 时 间 的 函数 的 图 彩 : 图 形 的 振 率 号 
16{17 ~ 10 +16) =0 岩石 的 速度 ， 即 图 中 的 自 钱 
{tf-2)tr—-8) = 周 3.15 


:=25, r=8s 
岩 右 在 爆破 后 2 s 上 升 到 256 入， 而 在 爆破 后 8 s 再 次 下 降 到 这 个 高 度 ， 宕 石 在 这 琴 个 时 刻 的 速度 为 
2) = 160 -32(2) = 160 -64 = 96 fu’s 
if = 160 - 32(8) = i160 - 256 = - 9 fi’s 


可 分 法 i133 


什 这 两 个 时 刻 ， 岩 厂 的 速度 为 36 fs， 由 于 £27 >0， 罕 石 在 1=28 时 向 上 运动 (增加) ， 内 在 
在 !=8s 人 时 间 下 运动 (4 吕 少 )， 因 为 上 8) < 人 
(ej) 岩石 在 焊 炸 后 飞行 过 程 中 的 任何 时 刻 ， 加 速度 为 常数 


dy_ dd _ = 3 
= 证 = 下 (160-320 = -32 fis 


加 速度 方向 总 是 向 下 的 ， 当 岩石 上 升 时 速记 降低 ; 当 赂 石 下 降 时 速度 升 高 . 

【d) 兰 右 在 正 的 时 间 落 回 地 面 、 这 时 * = 和 对 方程 160 -162 =0 分 解 因 式 ， 得 到 161(10 -1) =0. 
故 有 解 :=0 和 :=10、， 在 1=0 时 料 炸 发 生 ， 岩 石 菩 向 上 抛射 ， 在 10 s 后 寡 右 落 回 地 面 . | 
3.3.3 经 济 学 中 的 导数 

工程 师 用 过 产 和 加 志 度 这 样 的 术语 称呼 描述 运动 的 极 数 的 导数 .对 于 恋 化 率 和 和 导数， 经 济 
学 家 也 合用 特殊 的 词汇 他 们 把 它们 称 为 边际 . 

条 制 造 业 中 ， 生 产 成 本 cfx)? 是 生产 * 件 产 志 的 琐 数 ， 边 际 生 产 成 本 是 成 在 关于 生产 水 平 的 
变化 率 ， 也 就 是 dexdx. 

假设 ce(x) 代 表 一 周 生 产 x 吨 钢 所 需 的 美元 数 ， 每 半生 产 x + 吨 锅 的 成 本 更 高 ， 福 多 生产 1 
吨 铜 的 事 均 成 本 等 于 成 本 莽 除 以 下 : 

人 一人) = 铬 多 生产 外 吨 钢 的 乎 均 成 本 


在 当前 每 周 生 产 x 吨 钢 的 情况 下 ， 这 个 比值 当 上 一 0 时 的 极限 是 每 周 生 产 型 多 饮 的 平均 成 本 
《和 图 3. 16) 1 


是 


下 = 四 和 二 全 cs) 生产 的 边际 成 本 


有 了 时， 生产 的 边际 成 本 不 严格 地 定义 为 多 生产 1 吨 钢 的 附加 成 本 ; 

ac _ clx+1) —c(x) 

x ] 
它 以 dexdz 在 + 的 值 作为 近似 值 ， 如 果 ct x) 的 图 形 的 斜率 在 接近 x 时 不 急剧 改变 ， 这 个 近似 值 是 
可 以 接受 的 ， 这 时 ， 差 商 将 接近 它 的 极限 de/dx， 这 就 是 当 Ax =1 时 在 切线 中 出 现 的 情况 ( 见 
图 3.17)， 当 = 为 非常 大 的 值 时 ， 这 个 近似 值 的 符合 程度 最 住 , 


+【 美 TL} 


斜率 = 
边际 成 本 


y= etx) 


1 
1 
4 
1 
[ 
1 
1 
1 
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1 
1 
1 
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1 — 二 下 
{ 吨 ' 周 } ol 本 + 1 
图 3.16 每 周 的 钢 产 量 : ctx) 为 每 周 生 产 图 3.17 边际 成 本 de/dx 近似 等 于 多 生产 
x* 沌 钢 的 成 本 ; etx + 站) -elx) 为 Ax =] 单位 钢 的 附加 成 本 


多 生产 1 吨 银 的 成 本 


i134 带 3 亲 


经 济 学 家 通常 用 一 个 := 次 多 项 式 
cx) = ox + + yr+# 
表示 总 成 本 陋 数 ， 其 中 5 代表 固定 成 本 ， 像 租金 、 暖 乞 、 设 备 投资 和 管理 等 的 成 本 ， 其 他 项 代表 
可 变 成 本 ,和 像 原材料 、 纳 税 和 劳务 的 成 本 ， 固 定 成 本 辐 竺 产 产 品 的 数据 到 羡 ， 而 可 上 变 成 本 依赖 于 
产 咒 数量， 次 多 项 式 通 常 适 十 表达 某 个 相关 数据 区 癌 上 的 成 卡特 性. 
例 5 假定 在 生产 8 ~- 30 台 散 热 器 时 生产 + 台 散 热 器 的 成 本 为 
etx) = x -6x° + 15x 
美元 ,市 
rix} = a - Hx + [2 
为 销 代 zz 台 散 专 器 的 收 人 人 ， 如果 你 的 工厂 每 天 生产 10 台 和 散热 器 ， 请 问 每 到 多 生产 1 台 艇 热 器 的 
附加 成 本 是 和 多余 ”每 天 销赃 11 台 租 热 器 估计 会 增加 守 少 收入 ? 
解 ” 当 吞 玉生 产 10 台 散 热 器 时 多 生产 1 台 艇 热 器 的 成 二 约 为 "(10). 
ox) = 所 (x 6r +15r) = ar — l2x +15 


el0) = 3(100) - 12(10) + ]5 = 195 

附 吉 成 本 去 芍 是 195 美 正 ， 边 际 收 大 为 
r(xr) = a 
边际 收入 函数 估算 多 销售 - - 件 产品 增加 的 收入 ， 如 果 当 前 每 二 销售 10 台 散 热 器 ， 当 每 天 增 至 销 

上 售 11 台 散 热 器 时 ，、 预 期 可 以 增加 的 收入 约 为 

FI0) = 3{100) -5(10) + 12 = 252 美元 图 
例 6 海 广 获得 对 边际 变化 率 这 个 术语 的 某 种 感受 ， 试 芍 虑 边际 税率 ， 如 果 边 际 所 得 税 地 为 
28% ， 而 你 的 收入 增加 为 1000 美元 ， 预 期 你 可 能 支付 附加 税 280 美元 ， 这 并 不 意味 着 要 把 整个 
收入 的 28 和 用 二 纳税、 这 只 是 表明 在 你 的 当前 收 人 水平/， 纳 税额 了 相对 十 收入 增加 的 比率 是 
d7Tzqdi =0.28. 对 于 每 多 挤 得 的 1 美元 将 缴纳 0. 283 美 死 的 税 ， 自然 ， 如 果 挣 的 钱 更 和 多， 就 可 能 进 


{x -3x + Dr) = 3 - 6x + 12 


人 更 高 的 税 级 ， 边 际 税率 会 增加 . 
习题 3. 3 
在 习题 1 ~6 中， 给 出 物体 在 一 条 坐标 线 上 称 动 的 
位 置 晒 数 * = 大 站， 以 米 为 单位 ，t 以 秒 为 单位 . 
{a} 求 给 定时 间 区 间 鞋 物体 的 位 移 和 平均 速度 . 
(b)1 求 物体 在 区 向 端点 的 速率 和 加 速度 ， 
{cj 如 果 物 体 在 区 间 上 改变 运动 方向 ， 请 问 柯 时 
改变 ? 
= +t, 0 二 2 
2 = 人 一 已 0 
3 
4 +, Datsl. 
25 了 


从 


7. 质点 运动 ”在 时 间 1,， 质点 沿 : 轴 运 动 的 
置 为 =- +91m， 阔 
{a] 质点 速度 每 次 为 零 时 的 加 速度 ， 


(hj 项 点 如 速度 每 次 为 零 时 的 速率 . 
[ej 质点 从 :=0 到 1=2 移动 的 总 距离 . 

8$. 质点 运动 ”在 时 间 t=0. 沿 * 轴 运动 的 质点 的 速 
麻 为 + = 上 -414+3. 
{a] 米 质点 在 速度 每 次 为 零 时 的 加 速度 . 
(bj 质点 休 时 向 前 运动 ” 柯 时 向 后 运动 ? 
fe] 质点 的 速度 何 时 增加 ” 何 时 减少 ? 

火星 和 森 许 上 的 自由 落体 火星 表面 上 月 由 落体 
的 方程 为 = 1. 36 站 ,本 星 表 面 上 自由 落体 的 方 
程 为 *= 11.44e1s 以 米 为 单位 ,! 以 秒 为 单位 )， 


在 这 上 师 晒 行星 上 ， - 块 宕 石 从 静止 状态 下 落 达 到 
27.8 mst 约 合 由 kmxh) 的 速度 ， 分 别 需 歼 经 访 
条 少 时 和 间 ? 


10. 月 球 上 的 搜 射 运动 ”在 月球 表面 以 24 ms( 约 
合 中 kavih) 的 速度 垂直 向 上 扫射 一 块 岩 右 ， 人 在 
t 秒 达 刘 的 高 度 为 x*=24t -0.8e mm. 
1a) 求 罕 丰 在 时 间 : 的 速度 和 加 速度 ( 加 速度 这 


: 求 无 大 气 小 行星 上 的 重力 加 速度 g 


.超速 子弹 


时 为 髓 球 的 乒 力 如 速度 )， 
(bj) 宕 f 达 到 它 的 量 商 点 需 昌 多 长 时 间 ” 
【ec 全 右 能 达到 升 么 商 度 ? 
[和 尖 右 达 公 它 的 最 大 高 度 的 - - 半 需 昌 多 长 时 间 * 
{ej) 站 存在 空中 停 阴 多 长 时 间 * 
- 晒 无 大 
乞 小 行星 上 的 探测 者 用 弹射 锻 从 小 行 蛙 表面 以 
15 ms 的 阐 射 速度 垂直 癌 上 弹射 … 个 支撑 的 款 
体 由 于 小 行星 表面 的 重力 如 速度 为 六 
ms ， 摊 测 者 预期 球体 在 发 射 : 秒 后 达到 的 高 
认为 =151 7172)8.52 m， 际 恒 在 发 射 后 20 种 
达到 它 的 最 太 高 度 ，&, 的 依 是 什么 ? 
一 颗 45 上 毫米 弹 径 的 于 弹 在 月 球 表 面 
莱 直 向 土 射 出 1 种 后 达到 的 高 度 为 := 8321 - 
2.57 英尺 ， 奉 地 球 上 ， 如 果 不 计 定 气 阻力 的 旷 
响 ， 它 在 t 秒 后 的 高 度 应 为 ;=832t -167 英尺 
在 两 种 情 闹 下， 子弹 在 空中 停留 束 长 时 间 * 地 
弹 将 会 达到 什么 高 度 ? 


从 比萨 桂 塔 自由 落体 伽利略 曾 在 比萨 妊 塔 上: 


离 地 面 179 英尺 的 高 度 使 一 校 炮弹 蔡 落 ， 雹 弹 
下 落 上 秒 时 离 地 面 的 高度 为 "= 179 -16 ， 
[{aj 雹 弹 在 时 间 上 的 速度 .速率 和 各 速度 中 

和 多少? 

{bj 雹 维 落 到 地 面 大 约 需 竖 多 长 时 间 ? 

{t] 炮弹 在 接 击 地 面 时 的 速度 有 名 大 ? 

谷 利 略 自 由 落体 公式 ” 愧 利 略 通过 在 逐 疡 增 如 
颂 斜 度 的 平板 上 从 静止 状态 滚动 坏 体 推导 物体 
自由 落体 的 速度 公式 ， 并 导 求 在 极限 情况 下 的 
公式 ， 以 此 预测 球体 在 平板 垂直 而 自由 下 落 时 
的 特性 {参见 附 图 a)， 他 发 更 对 证 任何 绽 定 的 
下 板 角 度 ， 球 体 在 : 秘 的 运动 速度 是 :的 常数 
售 ， 就 是 说 ， 速 度 由 公式 v= 后 给 而， 寺 的 值 依 
束 于 平板 的 倾斜 度 . 

用 现代 表示 法 ( 参 吃 附 图 b)， 距离 以 米 为 
单位 ， 时 间 以 秒 为 单位 ， 人 和 伽利略 通过 实验 所 确 
定 的 是 ， 对 于 性 意 给 定 的 角 9， 球体 深 动 ! 秒 后 
的 速 应 为 

1 = 9.8{ain Br ns 


自由 落 
体位 置 


a) hb) 


15. 


17. 


(98) 在 自由 落体 时 球体 的 速度 公式 其 什么 
【{b) 依据 (4) 中 的 速度 公式 ， 确 定 自 由 落体 实验 
在 接近 地 球 表 面 时 的 恒定 加 速度 是 和 多大” 
附 疼 显示 物体 沿 一 条 毕 标 线 移动 的 速度 为 + = 
ddt = FA) {ms). 
vms) 


{aj 物体 僻 时 向 相反 方向 移动 ? 

(1b) 物体 ( 大 约 ) 何 时 以 恒定 速率 移动 * 

1e) 曾 册 物体 在 0 万 fr 志 10 时 的 速 这 图形. 

【dj 在 出 现 如 速度 的 地 方面 出 加 速度 的 图 形 ， 


.是 点 呈 在 附 图 a 中 所 示 的 数 直 线 上 移动 附 


周 上 显示 只 的 位 置 作为 时 间 :的 冰 数 . 
1aj 产 条 时 向 左 移动 ? 何 时 向 右 移动 ” 何 时 停止 
后 动 ? 
(hb) 面 出 质点 物 动 的 速度 和 速率! 在 出 现 的 地 
方 } 的 图 形 . 
EE oe +s {em) 
0 


a) 


sicm) 


bi 

发 射 火 篇 ” 妆 发 射 - 校 模型 火 解 时 ， 火 稍 堪 料 
燃烧 搬移 钟 ， 向 上 加 速 火 箭 ， 在 燃料 耗 尽 与 
火箭 向 上 惯性 油 行 - 段 时 间 ， 然后 开始 下 落 ， 
在 火箭 开始 下 落后 片刻 打开 一 个 小 启 女装 兽 弹 
出 降落 伞 ， 降 落 伞 减 垦 火箭 的 速度 ， 防 止 火箭 
落地 时 全 毁 - 

附 图 显示 模 列 火箭 改行 中 的 速度 数 拭 .， 利 
用 这 些 数据 回答 下 列 问 题 . 
{a} 当 发 动机 停业 时 火箭 上 升 的 束 庆 是 多 少 ” 
(bi 发 动机 点 燃 多 少 秒 钟 ? 
{0} 火 第 何 时 达到 它 的 最 高 点 ? 这 时 的 速度 是 

多 俏 ? 


让 


19. 


发 射 后 的 时 间 (s5 


(4) 降落 拿 何 时 弹出 ? 其 后 火箭 下 落 的 速度 是 
多 少 ? 

(6 在 降落 伞 打 开 前 火箭 下 落 煞 长 时 间 ? 

(六 火 敌 的 加 速度 何 时 达到 最 大 值 * 

【8 加 速度 何 时 达到 柜 定 值 ” 这 时 加 速度 的 值 
是 多 少 [ 最 最 接近 的 整数 )* 

附 图 显示 质点 在 -- 条 坐标 线 上 移动 的 速度 + = 

An. 

[aa 质点 何 时 向 前 移动 ， 何 时 和 间 后 移动 ? 质点 
何 时 加 速 ， 柯 时 减速 ? 

{9} 质点 的 如 速度 何 时 为 正 ， 人 和 何 时 为 负 ， 柯 时 
为 零 ? 

[质点 何 时 以 它 的 最 大 速率 移动 ? 

【和 质点 何 时 保持 静止 - 自 时 间 ? 


两 个 下 落 琼 体 附 斤 的 多 中 光照 片 显示 两 

个 从 静止 状态 下 落 的 球体 ， 垂直 标尺 以 悍 

米 为 刻度 ， 利 用 方程 s=4902(s 以 厘米 为 

单位 和 + 以 秒 为 单位 的 自由 落 居 方 程 ) 回 答 

下 列 问题 ; 

(1a] 两 个 球体 下 落 的 前 1 的 em 经 历 多 长 时 间 ” 
它们 在 这 自 时 间 的 平均 速 谭 是 多 少 ? 

(bj] 两 个 款 体 达到 160 em 刻度 时 它们 的 速度 是 
凶 少 ?这 时 它们 的 加 速度 是 多 少 ? 

(ej) 闪 诈 的 速度 (每 种 闪光 次 数 ) 大 约 基 多少 ? 


20. 行驶 中 的 卡车 
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附 图 显示 - 辆 在 公路 上 行 蚤 的 

卡车 的 位 置 s， 卡车 在 t= 眉 寺 并 出 ， 在 15 个 小 

时 后 tt =15) 返 阿 . 

1a) 利用 3. 1 节 例 3 中 描述 的 方法 ， 郴 出 卡 苗 速 
度 = 由 号 人 O 拓 :1 的 图 形 、 然后 对 速 庶 
曲线 重复 这 个 过 程 ， 通 出 卡车 的 如 速度 
dvdi 的 图 形 . 

ib) 外 设 : = 1357 -请 ， 画 出 中/d 和 中 sd 的 图 
形 ， 并 把 男 出 的 图 形 辣 (sa) 中 的 图 形 作 比 较 . 


| 
3 


三 一 
行驶 的 时 间 .，#h}) 


种 分 法 


21. 


22. 


附 图 电 示 沿 - 条 坐标 线 移动 的 个 物体 的 位 置 
*， 速 度 = ds 下， 以 及 加 建 度 = 中 sd2 作为 
上 时间 的 所 数 的 图 形 ， 三 个 图 形 代 表 硅 个 后 数 ? 
堪 出 答案 的 建 巾 . 


2 


图 3 18 中 的 图 彤 最 泵 一 个 沿 坐标 线 移 动 的 物体 
的 位 向 *， 速 度 df/ ， 以 及 加 速 度 a = 中 sr 
作为 时 间 上 的 函数 的 了 图形， 上 哪个 图形 代表 哪个 
国 数 ? 拱 出 答案 的 理由 . 


¥ 


向 3.18 寺 题 22 的 末 展 


.这 际 成 本 ”假设 生产 x 台 洗 衣 机 的 美元 成 本 为 


cfxr) =2000 + 100x -0. x’. 

{aj 求生 产 前 100 台 洗 胡 机 时 每 台 许 衣 机 的 于 
均 成 本 . 

{b 求 生产 100 台 洗 在 机 后 的 边际 成 本 . 

{+] 通 过 直接 计算 后 面 这 个 成 本 ， 证 有 明生 产 100 
台 洗 衣 机 后 的 边际 成 本 ， 近 似 等 于 生产 前 
109 台 洗 衣 机 后 多 生产 | 台 洗 衣 机 的 成 本 . 

边际 收入 ”人 也 设 从 销售 * 台 洗 让 机 获得 的 收 

人 为 


rz = 20000{1 - 二 ) 


四 27. 


137 


水 糊 排 水 


火山 焰 涯 旱 发 


英 死 . 
(3) 求生 产 100 台 洗 衣 机 时 的 边际 收入 . 

[9) 利用 隐 数 (x) 傅 计 把 洗衣 机 的 产量 从 等 闽 
100 个 增加 到 生 诬 101 各 所 增加 的 收入 . 
1e) 求 关 (t) 当 < 一 可 时 的 极限 ， 如 何 解释 这 个 

数字 ? 


-网 曹 种 群 ” 当 把 . -种 除 葡 剂 加 进 正在 繁 靖 细 上 前 


的 培 殖 被 时 ， 泌 群 数 上 会 继续 增长 .- 段 时 间 . 
但 是 随后 停止 增长 并 且 开 始 下 降落 群 在 时 间 ， 
【小 时 } 的 数 昌 为 上 = 40 +102 107， 求 在 二 
列 时 刻 蝴 群 的 增长 率 : 
(a) =0 小 上 时. 
{bjr=5 小 时 . 
(elt =10 |B+. 
一 个 水 箱 在 开始 排水 后 1 分 钟 的 在 
水 量 为 如 0 =200 (30 -1)? 加 仑 ， 在 10 分 钟 本 
水 流 岂 的 速率 是 多 少 ? 什么 时 息 水 流出 的 速率 
是 前 10 分 钟 排水 的 平均 速率 ? 
水 着 排水 ”打开 如 水 箱底 部 的 阐 门 经 让 12 小 时 
排水 ， 打 并 了 风门! 小 时 后 水 箱 约 液 面 深度 } 由 
公式 
| 
7=6(1 让) 
给 出 . 
(a) 未 水 逢 在 时 间 + 的 排水 速率 dydi { meh}. 
{bj 水 第 中 的 补 面 下 障 何 时 最 快 ， 何 时 最 慢 ? 
dy 在 这 两 个 时 间 的 值 是 什么 * 
(cj 一 起 西 出 7 和 dy/di 的 图 形 ， 并 有 讨论 * 同 
中 7 出 的 符号 和 值 相关 的 特性 . 
气球 充气 ”球形 气球 的 体积 Y= (4“3)mr 随 半 
径 变化 . 
{a} 当 半 共 r =2 f 时 气球 体积 甘于 半径 的 宰 化 
率 ( 亿 Af) 是 什么 ? 
【bj 当 半 笃 从 2 生变 天 2.2 ft 时 ,气球 体积 大 约 
增加 名 少 ? 


.飞机 起 飞 ”假设 一 架 飞 机 在 起 飞 前 沿 跑道 行进 


的 距离 由 已 =11009)F 给 出 ， 基 中 号 用 从 起 点 
算 起 的 米 数 度量 ，: 几 从 松 开 市 动 器 时 算 起 的 秒 
数 度 二 .飞机 在 其 速度 达到 200 knvh 时 升 空 . 
试问 飞机 需要 名 长 时 间 才 能 升 空 * 升 空 时 在 跑 
道行 进 的 虹 离 是 儿 少 ? 

1959 年 夏 威 吕 总 基 拉 书 亚 - 芯 
蔡 淡 山口 发 生火 山 爆 发 开始 时 爆发 出 现在 设 
火山 口 擂 坦 的 一 条 线 上 ， 但 是 后 来 仅 在 火山 语 
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底部 的 一 个 让 有 爆发 活动 ， 直 中 一 点 的 熔 洗 被 

喷射 到 1900 证 的 高 空 ( 创 典 界 纪录 )}， 境 岩 喷 小 

时 的 速度 达到 每 秒 多 少 英 尺 ?” 折合 每 小 时 多 少 

英 电 ? 【提示 : 如 果 为 熔岩 粒子 喷 出 的 速度 . 

它 在 + 秒 后 的 高 麻将 是 1 =wot -165 和 从 求 

ddszdi =DD 的 时 间 弄 逮 ， 和 扰 略 宰 气 的 阻力 . ) 

四 习题 害 ~34 给 出 物体 小: 轴 秘 动 的 位 置 响 数 
5 = 所 让 作为 时 间 ! 的 话 数 … 起 荐 出 位 置 f 速度 明 
数 v6f) = 由 /于 = 户 (0) 利加 速度 丽 数 ef = dis/di* = 
产 避 ) 的 疼 形 ， 说 明 物 体 同和 & 的 符 寻 和 值 相关 的 
特 人 性， 在 说 明 中 对 下 列 问题 做 出 回答 : 

(8 物体 何 时 处 于 醋 癌 毅 止 状态 ? 


3.4 三 角 函 数 的 导数 


【hb] 物体 何 时 间 左 { 下 ) 方 移动 或 者 癌 布 (上 上 ) 地 
移 助 ? 
【ec] 物体 何 时 改 普 移动 方向 ? 
【4] 物体 何 时 增加 速率 和 降低 速率 ? 
1e] 物体 何 时 攀 动 最 快 ( 最 识 速 度 )， 何 时 移动 
匡 慢 7? 
(站 物体 何 时 离 誉 标 原 点 最 还 ? 
31. 5 = 200! - 165 0 二 i 和 12.5( 从 地 球 表 高 以 
200 ft 的 速度 垂直 癌 上 发 射 :个 重 物体 )- 
32.5 = 时 -344+2， 0 雪上 荆 5. 
33.5=0 -6 +71, OSISEd. 
.= 


我 们 想 要 获取 的 信息 的 白 然 界 的 许多 现象 ， 带 有 近似 的 周期 性 4 例如 电磁 场 .心律 、 潮 站 和 


气象 等 )” 正 束 丽 数 和 余 落 前 数 的 导数 在 措 述 周期 性 变化 中 起 着 关键 作用 . 


个 基本 和 角 陋 数 的 导数 . 
3,4.1 正弦 画 数 的 导数 


这 一 节 说 明 如 何 求 6 


为 了 计算 所 x) =sinx 的 导数 .其 中 x 雇 弧 度 度 量 ， 我 们 把 2.4 节 中 傅 Sa) 的 极限 和 定理 ? 


的 极限 同 正 薄 的 和 角 恒 等 式 


sintx + hy = sin x cosh + cos x sink 


结合 起 来 ， 若 太 *) =sinx， 则 


f(x) -lim Ax + fx) _ Lim Sn + 内) 一 sin x (导数 定义 ) 


站 三 


(sin x conh +cos x sngk) — sinx _ 


hn 
el) 


=lim 
起 下 


=lim( sin x ， + lim (cosx Th 
cos 上 一 | 


h 


=sin x :lim 
本 


Sit Rh 


、 sin 。 
+ coa YY lim 一 一 二 Snzr+Tcost" ] = cosr 
Fr 大 


正弦 函数 的 导数 是 余 纺 函 数 : 


in kcosph -1)+co rann 
im 一 一 - 


h 


(2.4 节 例 5(a) 和 定理 7) 


sin x) = Con 


例 1 


(a}y =x -sin x, 


dx 


=2x 一 Cng x 


{by}y=e sin x; 


dy =2x 一 和 sin x) 


( 差 法 则 ) 


=e: 业 (sin «) + Ele)sinx { 积 法 则 ) 


=ec09 x +esinx = e (cosx+ sinx) 
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iT 六 
(e)y=- : 
si -snzxz"] 


7 - 5 (商法 则 ) 


dx x 


_Y Cos 交 一 Sin 区 
= 一 一: 一 
x 


3.4.2 余弦 函数 的 导数 
借助 余 纺 的 和 前 公式 


Cosf 二 十 由 ) = cos os 中 -sinw sain 


可 得 化 (cos xz) = lim Sas(s + 的 一 eos 《导数 定义 ) 


和 

= (coB x cosh — sinx sinh} -cos x pe 加 
= 如 “3 -osz 【信访 和 角 己 等 式 ) 

,Tos xieuonh 1) -sinx sinn - cos 真一] ， sjr 页 
= ]im - 一 = lim vo :lmsinr' 

和 hn 有 响 各 内 
= cos x * lim cosh -il — sin x * lim sin A 

和 -0 kh 


=005* "人 -sinx-] (2.4 节 例 5{a} 和 定理 7) 


二 ~ sinx 


| 余弦 函数 的 导 妆 是 正弦 画 数 的 负 值 


本 . 
| Hd 9%) = ~ Sin x 


图 3. 19 展现 这 个 结果 的 一 种 可 视 化 方法 . 
例 2 


(a}y =5e” + uvs x: 


这 = 全 (5e) 十 全 (cos x) 《和 法 则 ) 


=3Se- — sinx 
[hjy= sin sx eos x: 


=sin x (cos x) + cos + 车 tsinx) 【和 和 法则 ) 


= sin xf ~— sin *} + cos x(cos x) = cosir — sin:x 图 3.19 曲线 y = -sinx 作 为 曲线 
: Y=eos x 的 切线 斜率 的 图 形 
(ey = , 
lsinx 
] (1 sin a) FE (eos#) cos 4 (1 ~ sinz) 
上 rE (商法 则 ) 
™ (1 -sin x*) 
Cl -sinx)(— sinx) ~ cos x(0 — cosx) 1-sinx ， 
Cl -sinx)’ (nr) (sin” + cosx =1) 
1 


“1sinx 
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3.4.3 简 谐 运动 

赫 挂 在 弹 往 或 痢 模 筋 编 一 站 的 物 恒 上 下 月 由 跳动 的 运动 是 戎 谐 运 动 的 . -个 例子 ， 下面 例子 
描绘 . -种 运动 场 向 ， 其 中 没有 促使 运动 放 慢 的 反作用 力 ， 像 摩 所 力 或 者 漳 性 放 . 

例 3 把 悬挂 在 漳 段 -- 遇 的 物体 ( 见 图 3 20) 何 下 拉 介 距离 静止 位 置 个 单位 的 地 方 ， 开 有 量 在 
4=0 时 松 开 ， 使 物体 上 下 跳动 ， 物体 在 共 后 任何 时 问 
5 的 位 置 为 

n= Scont 


它 在 时 间 :的 速度 和 加 速度 有 多 大 


解 ”我 们 有 
位 置 ， ] = tm i 
违 庶 ; 5 由 ros{t}= -5 snt 
[| 
加 速度 : a = 时 = 二 (【 -Sant = 一 Srost 时 的 位 置 


和 


请 注意 ， 从 这 世 个 方程 我 们 可 以 了 和 解 到 许多 事项 ; 

(1) 随 着 时 间 的 流逝 ， 物 体 在 s 轴 上 = -3 和 
s=5 之 间 上 下 移动 ， 基 运动 的 幅度 为 5， 运 动 的 周期 
为 27. 

(21 速度 5= -5 sin 7 尘 cos t=0 时 达到 它 的 最 nv 
大 幅度 5， 如 图 3.2] 所 示 . 因此 物体 的 速度 
inl =S1sinl 当 eos=0 时 ， 也 就 是 当 *=0( 静 止 
位 置 ) 时 ， 达 到 最 大 值 . 物体 的 速率 当 sin :=0 时 为 
零 ， 这 种 情况 出 现在 3 =5 cost= +5， 即 出 现在 运 
动 区 间 的 端点 ， 

(3) 加 速度 值 总 是 同位 置 值 相 反 . 当 物 体 处 在 
静止 位 置 之 上 时 ， 重 力 向 下 牵引 物体 当 重 物 处 在 
静止 位 置 之 下 时 ， 弹 签 向 上 牵引 物体 . 

(4] 加 速度 «= -5 cost 仅 在 静止 位 置 为 堆 ， 在 图 3.21 例 3 中 物体 的 位 置 陋 数 和 


图 3.20 上 控 悬 挂 在 上 入 阐 往 上 的 物体 使 
其 在 静止 位 置 上 下 振荡 ， 它 的 运 
动用 二 和 贡 明 数 撒 述 ! 例 3) 


y= -$snr 


= cusr 
Ee 


那里 重力 和 弹 算 力 相互 平衡 ， 当 物体 处 十 任何 其 他 速度 函数 的 赂 及 
位 轿 时 ， 这 两 个 力 不 相 等 日 加 速度 不 为 堆 ， 加 速度 在 中 离 静止 位 置 最 远 的 点 达到 最 大 幅度 ， 奢 时 
cos t= 土 ]， 图 
例 4 例 3 中 的 简 谐 运动 的 冲击 为 
j= 这 = 全 (5 cont) = 5 sint 
它 的 幅度 当 sin +t = +1 时 达到 最 大 ， 这 时 物体 处 于 静止 位 置 而 不 是 最 大 位 移 位 置 ， 加 速度 存 这 两 
处 改变 方向 和 符号 . E 


3. 4.4 ”其 他 基本 三 角 通 数 的 导数 
由 于 sin x 和 cos x 是 zx 的 可 微 旺 数 ， 相 美的 遇 数 
sin x COS 光 1 ] 
tanz = 一 一 ，eoty = -全 ， Secx = 一 cscxr = 一 
Cos 过 sin x CDs x Sin x 


也 是 4 的 可 微 晴 数 ， 只 要 它们 在 x 有 定义 ， 这 些 函 数 的 导数 用 商法 则 计算 ,由 下 列 公 式 给 出 ， 请 
注意 两 个 余 函 数 导数 公式 中 的 人鱼 号 . 
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] 其 他 三 角 函 数 的 导数 


七 { tan x} = tf 二 (cot rx) = -Cac x 
二 【Bee x = ec x tu x 王 [| 
| dx dx 
为 了 说 明 典 型 的 计算 过 程 ， 我 们 来 推导 正切 是 数 的 导数 ， 其 余 导 数 的 计算 在 习题 50 中 作为 
练习 . 
例 5 求 (tan x) Adx. 
十 . d 
d dd ain x osx GCsin x) sin x (con x) 

解 dx ftan x) = dx { 渤 *] = 一 -- oir - 《商法 则 ) 

LCOSN Cost Sin x{(— sin x) cogcr 二 sin 1 > 

= = 一 一 = 3 二 Sec x 国 

GOS 生 ODS 生 CS 这 
例 6 设 y=seexr， 求 色 
解 了 = She x 
”= sec 区 tan 天 
= 于 {sec x ian x) 
dx 
一 SC 才 4 《tan xz) + tan x d (sec x) 【 积 法 则 } 
dx dx 入 
=sec x face 和) + tan x {ser x tan 和) = secrix + sec x lan x | 


: 角 中 数 在 它们 整个 定义 域 的 可 微 性 ,给 出 三 角 函 数 在 其 定义 域 人 每 个 点 的 连续 的 另外 一 个 证 明 
(3.1 节 和 定理 1)， 所 以 。 我 们 能 够 通过 直接 代 人 计算 二 角 陶 数 的 代数 组 合 和 复合 丽 数 的 极限 . 


i an yy 疝 
例 7 lim VD + Sec x _ v2+sec0 v2+1 -3 -3 二 
so cost Tn — tan x) cost mn — tan 0) os(T 一 自 -1 

习题 3. 4 

在 习题 1- 志 中 ， 半 dyrzdr. 在 习题 17 ~20 中 ， 求 dd 
1 += 一 10x +3 coa x. 2.7= 了 15 Sin x. .r= 4 Baing. IB.r= Bsin d+eosl 

四 19.r =sece esc ph 280.r=(1+see gsin 8 
ce x 一 dy +7. ott 一 在 习题 21 ~24 中 , 求 dp/d4. 
ES 
SF = tsec +tan x) (sec x— tan re). 21.p= Dt pst +tese 9) eu 下 
BY = Cain 工 十 noa rT) sec x. 好 .= si 9 + 上 coa9 24.p = tang 
coa 下 1 + tan 如 
沁 = col By = ， 
”+ent 入 "+anr 25. 东 YY， 设 
4 1 _ eos x 元 (aly = se x. 【bjy = sec r. 

et mn 和 10.7= x Torx 26. 求 7 = diy/dr*， 设 
lly =x sin +2 cou x -2 sink. [ajr= -2 sin x, [bh}r=9 cos x. 
fy =r cn rt 2x sin x—2 cos x. 在 习题 27 ~30 中 ， 面 出 冰 定 区 间 上 曲线 的 图 

在 习题 13~16 中 ， 炒 由 dt 形 , 同时 画 出 图 形 在 给 定点 x 的 切线 在 每 条 曲线 
13.s=tan 5 一 e 14.5 = — sec 1 +5e!. 和 切线 上 标 出 曲线 的 方程 . 

sint 27. y=sin rx. 一 3 2Ti 


上 + ese 上 _ 
本 ec t I6.s = ot = 一 下, 0, 3x2. 


142 


38 y= rt, -T/L CIT 
t= -7/4, DD, ml. 

29, Fy = acer x, -TA LXTA 
X= 一 TH， 

MW. =i +ena rz, -372ErE2F: 
sx = 一 人 /3，3T72. 

四 在 习题 31 -34 中 ， 陆 数 的 图 形 在 区 间 0 专 x 志 

2mw 上 存在 任何 水 于 切线 吗 ? 如 虚 有 水 平 切线 ， 位 

于 柯 处 ? 如 果 没 有 、 原 因 何 在 ? 用 …… 种 经 图 器 绘制 

孙 数 的 图 上 撒 ， 使 答案 成 为 可 视 的 . 

Bly =x + in 二 32. 7 =2x + In x. 

3. =r -ent x. 34. =x +2 ron x. 

35. 求 遇 线 7= tan x i -mrz2exzemT2) 上 所 有 这 样 的 
点 ， 有 曲线 在 这 些 点 的 切线 同 真 线 yy = zz 平行 . 

-起 晤 出 曲线 和 切线 的 图 形 ， 标 出 每 条 切线 的 

方程. 

36. 求 曲线 了 = eol zf0 <x<m) 上 所 有 这 样 的 点 ， 肌 
线 在 这 些 点 的 切线 问 直 线 Y= -上 平行 -起 呵 
出 曲线 和 切线 的 图 形 ， 标 出 每 条 切线 的 方程 , 
在 习题 37 和 38 中，(0a) 业 曲线 在 点 中 的 切线 

方程 ，{b] 求 曲线 在 点 外 的 水 平 切 线 . 

37. 了 0 


TT 2 
2 


FT 


亚 1 
4 


y=l+ Vicscr+ eotr 
在 习题 绍 ~44 中 ， 求 极限 . 
39. limsin (志方 } 


err 人 ea 
42. lim sin( 
由 tan xr- 了 aer 工 


4 lim an -小 4. lim ter (Ss} 

二 题 45 利和 轿 中 的 方程 给 出 物体 在 举 标 线 于 移 
动 的 位 昨 取 数 5=700 (4s 以 因为 单位 , 主 记 种 为 单 
人 世 )， 炒 物体 禁 1 = mxz4s 时 的 连 度 ， 连 率 ， 加 速度 
和 冲击 
5 =2 -2 sint. 6. 5 = sint tr tit 
地 ， 对 于 明 数 


si 3 
Nw) -| x 


rc, x 三 
是 舍 存 在 * 的 一 个 值 使 上 xz 在 zx=0 是 连续 的 * 
提出 答案 的 理由 . 
种. 对 于 旺 数 


xD 下。 :za 
是 否 存 在 吉 的 一 个 伟人 使 六 tc) 在 xx=0 基 连续 的 和 
在 x=0 是 可 微 的 ”提出 答案 的 理 市 . 
和 9, 求 dd Ade CC cow 大 9， 
50. 推导 下 列 丙 数 关 于 * 的 导数 公式 : 


{a } seec x. {hy es x#, Fe) ent x. 


Tz 


+6, 


CDOS 二 


本 51. 画 出 y =cexz， -Tsxrs2m 的 赂 形 ， 在 同 -: 屏 


幕 上 上 画 出 
Sn (x + — sinx 
h 
对 于 =1，,，0.5,，0.3, 0. 1 的 图 形 ， 热 后 ， 在 
- -个 新 窗口 坛 是 对 于 疡 = -1， 一 0.5，-0.3 的 
图 形 ， 当 AD 和 Ar0- 时 有 什么 结 打 ?” 这 时 
说 明 出 现 什 么 现象 ? 


网 52. 面 出 7y= -sin x， 一 不 疼 x 委 25 的 图 形 ， 在 同 - 


屏幕 上 通 出 


es) -ros x 


对 于 上 =1，0.5,，0.3，0. 1 的 图 形 . 然后 ,在 
一 个 新 窗口 上 上 试 到 对 于 请 = -1,-0.5，-0.3 
的 图 形 ， 当 kA 一 0 和 让- 时 有 件 么 结果 ”这 
时 说 明 出 现 什 么 现象 ? 


多 53, 中 心 差 责 中心 差 商 


fr+h) -fx -hh) 
2 


在 数值 计算 中 用 于 通 近 (x)， 因 为，(1) 当 
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疡 (有 在 时 它 在 4 一 0 时 的 极限 等 将 全 看 到 ， 即 使 f(x) = 1x! 在 x=0 本 存在 名 
(x}、{2) 对 村 给 定 的 记 值 ， 它 通常 对 "(zj) 缠 数 ， 上 述 贷 限 仍 然 存 在 ， 教 益 :在 庶 用 中 心 基 
出 比 费 号 站 商 商 之 前 ， 导 数 务必 存在. 
攻守 + Ax) 了 55. 正切 秒 数 图 珍 上 的 料 率 :起 疝 出 =tanv 及 
其 导数 在 区 间 ( - 2，mz27 上 的 图 形 ， 平 切 博 
至 好 的 泉 近 ， 参 所 附 图 ， 数 的 鲜 形 上 显现 有 最 小 妊 率 或 者 最 大 斜率 吗 ， 
* 幸 率 是 再 总 是 为 抽 ” 提出 答案 的 理 让. 
WA ji + 向 A。 网 56. 余 切 西数 图 形 上 的 笠 率 一起 面 出 y= cnt x 及 
桂平 - 其 导数 在 区 间 (0，r] 上 的 图 形 ， 余 妥 隙 数 的 图 
- < 形 上 显现 有 最 小 斜率 或 者 最 大 对 率 吗 ” 糙 率 凡 
加 Oy 青 总 是 为 正 ” 提 出 等 宁 的 理由. 
1 ， 的 网 57， 考 察 1stn kr 一 起 其 出 了 = (an Aa)/x, = 
Ye AD, | ， (sin 2rJzx 及 = (ain 4sjvx 在 区 间 _ 2 和 x 志 2 
上 的 图形 ， 每 个 图 形 显现 在 何 处 穿 过 轴 ” 图 下 
， ， ; 实际 同 + 轴 相 交 吗 ? 基于 = (sin 5x)Ax 和 + 一 
| i ,, (sin( -3z) xx 的 图形 当 x- 时 你 预料 有 什么 结 
果 ? 为 什么 ? 关于 y = {sin 如 Jsx 服 其 他 上 信和 的 
【81 为 了 看 出 天 xz) = sin x 的 中 心 莽 商 如 何 快速 图 形 称 质料 有 什么 结果 ”提出 答案 的 理由 . 
收 煞 到 广 (<) = so x， -起 夯 出 y=cos x 和 网 89、 弧度 与 度 : 度 方式 下 的 导数 “ 当 * 用 度 而 不 用 
= rth) ~ sin (x — kh) 弧度 度量 时 ，sin x 和 ros x 的 导数 出 现 计 么 变 


2 
在 区 间 [ -T，2m] 上 对 于 有 =1, 0,5, 0.3 
的 图 形 ， 把 笠 到 的 辣 果 同 习题 $1 中 对 问 样 


化 ”为 求 这 时 的 导数 ， 采 取 下 列 步 又 ; 
(a) 把 绘图 计算 器 或 计算 机 绘图 器 设置 为 度 模 


一 些 睛 值 所 得 的 结果 比较 . ii ain 办 
(b) 为 看 出 太 *) = cos x 的 中 心 基 商 如 何 快速 收 A 
钱 到 广 (x) = -sinx， 一 起 画 出 y= -sin x 和 的 图 形 、 并 合计 lim f(A)， 把 估 值 辣 mx180 
= 0 (eh) 比较 ， 有 理由 相信 这 个 极限 应 是 T7180 吗 ? 
在 区 间 [ 一 24] 上 对 于 有 1. 05 03 ib) 在 绘图 器 中 仍然 用 度 模式 ， 估 计 
的 图 形 ， 把 得 到 的 结果 同 习题 52 中 对 同样 lim sm 


- 些 呈 值 所 得 的 结果 比较 . 
54. 关于 中 心头 商 的 告 诚 〈 评 习题 53) 当 /在 x 设 
有 导数 的 条 件 下 ， 差 商 


(cj 现 在 加 到 正文 中 对 sin x 导数 公 趟 的 推导 . 
并 质 行 使 用 度 模式 和 极限 的 推导 步 驻 ， 对 于 
这 个 导数 你 获得 什么 公式 ? 


人 全 于 有 多 (dj) 使 用 度 方式 极限 推导 cos x 的 导数 公式 ， 对 
| 了 这 个 导 数 你 获得 什么 公式 ? 
可能 在 0 时 存在 极限 ， 作 为 恰当 的 例证 ， 取 
1 着 计算 fe] 当 开始 求 高 阶 导 数 时 ， 使 用 度 模 起 的 缺点 
站 是 显而易见 的 ， 试 用 这 种 模式 推导 高 阶 导 
lim 请 数 公式 ，sin x 和 cos x 的 二 阶 和 三 阶 盘 模 式 
的 导数 是 什么 ? 


3.5 链 式 法 则 与 参数 方程 


时 数 Fix) =sin (x 一 4}) 是 负数 =A(n) =Sinu 和 w=etx) = 和 -4 的 复合 函数 了 .eg， 对 于 这 
个 晤 数 如 何 求 导 数 ” 答案 由 链 式 法 则 纵 出 ， 链 式 法 则 表明 rz 的 导数 是 上 和 上 的 导数 的 乘积 . 
这 一 节 我 们 来 学 习 这 个 法 则 ， 并 把 它 应 用 到 由 参 救 方程 在 平面 内 定义 的 曲线 . 
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3. 5.1 复合 岁数 的 导数 


哺 数 y= 了 x = 六 (3x) 是 星 数 7 = 了 4 和 t=3x 的 复合 陋 数 ， 对 于 珊 数 和 有 
和 -3 由 |] du -3 
dx 2 du 2 dx 

由 于 三 = 二 -3， 在 这 种 情况 下 看 出 


由 - 业 . 业 


dx du dx 


我 们 如 果 把 导数 想象 成 变化 率 ， 鱼 直觉 就 知道 这 个 关 


系 蚌 合理 的 ， 如果 = 玉昌 的 变化 速率 为 二 的 一半， 而 Ca 图 B:w 图 ”入 :x 轿 
ua =g(x) 的 恋 化 速率 为 + 的 三 和 售 ， 那么 我 们 期 望 和 的 人 酸化 图 3.22 当 肯 轮转 动 x 冉 时 ， 贞 轮 
囊 率 海 x 的 372 倍 这 种 作用 同 匀 个 货轮 的 传动 将 汗 韭 常 B 转动 nn 团 ， 而 上 内 轮转 动 
相似 ( 见 图 3.22). y 图: 从 比较 齿轮 的 周 长 或 
下 面 性 罕 男 外 一 个 例子 . 者 数 齿 轮 的 齿 数 看 出 .1 = 
例 1 唤 数 y= (x +t1) ux20C 转动 半 立 相当 于 日 转 
是 y= 了 (wu) = 和 4=g(x) =3x +1 的 复合 函数 ”计算 时 动 一 疾 )，u =3xtB 转动 一 图 
数 得 到 相当 于 转动 -图 ?， 所 以 
dy d ; Y=3x/2， 于 是 dy/dx =3/2= 
让 = 3 0172)03) = (dydeytdurd) 
通过 展开 公式 (3x* +1) =9z +6x +1 计算 导数 ， 给 出 同样 的 结果 ; 
于 = 全 (9 + 6 +1] = 36x’ + l2x 国 


复合 函数 f(g(x)) 在 x 的 导数 等 于 /在 g(x) 的 导数 乘 以 g 在 x 的 导数 ， 这 就 是 所 谓 的 链 式 法 
则 ( 见 图 3.23). 
复合 消 煞 


伯 x 的 这 化 率 
二 Fr) Rx 


了 


在 x 的 变化 率 任 &tr 的 变化 性 
x 是 8 0 二 = 是 ,Ri rF=FUn = fg) 


图 3.23 变化 率 相 薪 : jg 在 * 的 导数 等 于 /在 g(x) 的 导数 乘 以 # 在 x 的 导数 


定理 3 { 链 式 法 则 】 若 并 wu) 在 点 =gtx) 是 可 微 的 和 g(x) 在 点 x 是 可 微 的 ， 则 复合 蝴 数 
(fag}ylx) =flgtx)) 在 点 x 是 可 微 的 ,并 朋 
(f og8) (x) = (g(r)) g(x) 
用 莱 布 尼 芯 记号 ， 若 y=A(u) 和 4=gtx}， 则 
_ 册 . 4 自 
du dx 


全 内 


其 中 dy/du 在 w=gtx) 求 值 , 
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链 式 法 则 的 直观 ”证明 ” 
令 妈 是 总 在 * 改 讲 ax 时 的 相应 的 改变 ， 就 是 说 
Au = g(xY + ArY) - glx) 
这 时 y 的 相应 改变 为 Ay = fu + aa) -ia 
这 样 诱 健 我 们 ?出 


Ay _ Ay .Au (1) 
Mr An Ar 
于 求 当 &x 一 悦 时 的 极限 : 
ty _ ay _ Ar An A au 
Eq lm ! Er ti 7 lim 起 
一]; ay ， ,Au 了 机 天 ， 四 
=lin 人 lim A ( 注 谭 妾 Ax 一 0 时 An 一 0, 因 为 g 是 连续 的 ) 
= du 
du dx 


这 种 推理 的 唯一 缺陷 在 于 ， 在 等 式 (1) 中 可 能 出 现 Au =0( 即使 在 Ar*z0 的 情况 下 ) ， 而 我 们 当然 
不 能 以 宣 做 除数 ， 为 了 克服 这 个 缺陷 .证 明 需 要 采取 一 种 不 阿 的 方法 ， 我 们 在 3.10 此 给 出 -种 
精确 的 证 明 . 

例 2 一个 物体 沿 * 畏 运 动 ， 它 在 任何 时 刻 :8 的 位 置 由 x(1) = eos( f+ 1) 确定 ， 求 物体 的 
速度 作为 t 的 晒 数 

解 已 知 速度 为 dx/dt， 在 本 例 中 x 是 复合 因数 : + =cos(u) 和 =r+1， 求 导数 得 到 


dr ny {x = cos(u)) 


du 
da _ _ 
di = 24 【aa= 上 +1) 
由 链 式 法 则 ， 

此 由 , 岂 

dt du de 
= gin(u): dx 和 
= — sintu)r 2r { 科 在 上 水 值 】 
= sintt +1) .2 =—2t8in (tr +1) 国 


3. 5.2 “外 函数 -内 函数 "法则 
使 用 燕 布 尼 芯 记号 的 一 个 难点 是 ， 它 不 具体 指明 链 式 法 则 中 的 导数 在 和 何 处 求 值 ， 所 以 有 时 
堆 谍 采用 函数 记号 的 链 式 法 则 是 有 帮助 的 ， 若 y= 友 g(x))， 则 
和 = "(g(x)) a(x) 
就 是 说 ， 对 "外 "函数 / 求 导数 并 且 对 它 计 算 时 保持 * 内 "函数 gz*] 不 亦 ， 然 后 乘 以 "内 * 丽 数 的 导数 
例 3 求 sint# +e) 甘 于 4x 的 导数 . 


日 . = 
解 nC +e) = cos(x +e'): (2x+e:) 加 
x + 一 … = 一 一 .一 一 一 一 
内 珊 数 保 昨 内 枉 间 不 变 。。 内 旺 攻 的 四 烙 


例 4 求 y=e™’ 的 导数 . 
解 此 处 内 天 数 是 w =g(x) = eos x， 外 函数 是 指数 耳 数 (x) = e*， 应 用 链 碟 法 则 ， 得 到 
dy_q 


= (ee 二 eraas (eos x) = e™{— sinx) ea"'ginr 是 
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推广 例 4 的 结果 ， 看 出 链 式 法 则 给 出 公式 


| 中 。 a a 


dx rx 
例如 ， 
和 ) =e ， Ce) = ke” 人 [ 友 为 侍 意 常数 ) 
及 
d ， dd ,， 。 
ev 
dr ux 


3.5.3 重复 应用 链 式 法 则 
人 物 传 记 作 求 导数 时 有 时 不 得 不 网 次 或 肯 多 次 应 用 链 式 法 则 . 
例 5 六 Rb =tan (5 一 sin 2 的 导数 . 


约 得 折 努 利 解 ” 广 意 此 处 的 正切 陋 数 是 5 - sam2 的 明 数 ， 击 正弦 上 星 数 是 着 的 


【 Johann Bemoulli, 


1667—1748) 图 数 ，2 本 身 义 是 1 的 站 数 ， 内 此， 由 链 式 法 则 ， 


Ei) = 了 ftan (5 - sin 21)) (tan 的 导数 =- sinz3t 
= ee (5 -Sin 21) -5 一 sin21) {5 -sin 4 的 导数 ,un = 24) 
四 


=see(5 -sin20 . (0 -ceos2r 于 (20 】 


=sec (5 -sin2) + (— cos21) .2 = -2{ros 21) sec' (5 — sin 27) 
3. 5. 4 基 数 得 的 链 式 法 则 
如 果 是 上 & 的 可 微 函 数 而 4 是 x 的 可 油 函 数 ， 子 么 把 y= 所 4) 代 入 链 式 法 则 公式 
dy dy. du 
dx du dx 
导出 公式 


， 出 
于 7 = 六 fa 池 


这 里 举 一 个 如 何 用 这 个 公式 求 导 数 的 例子 ， 如 果 是 任意 实数 而 Au =w 那么 寡 法 则 ( 法 
则 2) 表 明 /"(w) =nu*'， 如果 u 是 x 的 可 微 函 数 ， 那 么 可 以 用 链 式 法 则 把 这 个 公式 扩充 为 需 链 式 


法 则 : 
d 。 a di (a = au] 


例 6 


(a) (se x) =7{5x x (5 -xt) 《等 链 式 法 则 用 于 =5x! _ x, n=7) 


有 


=I(5m ~ (SI dr) =7(5x 一 人 1522 — 4x ) 
可 1 d .1 
(b} 未 (去 5) = 吉 (3x -2) 


= -1(3z- 2) “时 (3x -2) 《等 链 式 法 则 用 于 =3z -2, n= 一 1) 


3 
一 一 一 -2 一 
= -1(3x-2) {3)= Oy 
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作 (b) 趾 也 可 以 用 商法 则 求 愉 数 . 
(et (sin x) = nin s+ sin x 【 桩 链 式 法 则 用 十 =xsinz， n=5) 


=S it won % 尚 和 :, 
d rT A | 本- | 未 { vin x)” 
{dj (re 1 =e ! (3xr+1) sin'x 表示 fwin x)” ,ns -1 
=o TT 3+) = 3 en | 
2 2 var+] 


例 7 在 31 节 已经 见 名 ， 绾 对 值 明 数 y= 1x1 在 xz=0 总 不 可 搬 的 但是. 现在 来 证 明 这 个 
冰 数 在 所 有 其 他 实数 值 是 可 微 的 ， 由 十 1x1 = vv 二 ， 我 们 可 以 与 出 下 述 有 用 的 公式 ， 


0 
rx dx 2 a HE 


= 1) 
= a TD | 
例 8 sin x 和 cos x 的 导数 公式 是 用 弧度 而 不 是 以 讼 作 度量 单位 的 假 没 下 导出 的 . 链 式 法 则 使 我 
们 对 两 者 之 问 的 差别 有 新 的 理解 .由 于 180° = 狐 度 ，x" = mrz1g 弧度 ， 其 中 加 表示 和 角 > 用 度 度量 
用 链 式 法 则 ， 
go _ gd ,fn ir TAX TT ,oo 
Hen 【x” er 商 o( 台 )=- 珊 eos(s ) 
参见 图 3. 24、 同 样 ，eos (x°) 的 导数 是 - 《TALSD)sin (x°). 


字 = sintxo) = sin ECE 
了 二 Sm ) = sin 1 站 


和 
y= Sin x 
赂 3.24 sin tt) 的 振东 次数 仅 为 通常 sin * 的 振荡 次 数 蔷 =/180， 它 在 z=0 的 最 大 斜率 基 mi30( 例 65) 
第 一 个 导数 中 令 人 烦恼 的 因子 rrl80 将 在 重 \ 
复 求 学 数 中 出 现 ， 一 看 全 知 这 是 角 用 弧度 作 度量 大 点 在 时 划 
单位 的 令 人 信服 的 理由 . 国 位置 “一 on aa 


3. 5.5 ”参数 方程 

过 去 描述 曲线 时 ， 把 曲线 上 一 点 PLz ，y) 的 
*y 坐标 表示 成 坐标 的 函数 ， 有 时 不 这 样 描述 曲 
线 而 用 一 种 更 为 方便 的 描述 方法 ， 就 居 把 两 个 坐 
标 部 表示 成 第 三 个 变量 : 的 函数 ， 图 3.25 显示 用 
一 对 方程 > =/(t) 和 y=g(t) 显 了 示 运 动 质点 的 路 图 3.25 瑟 平 面 上 运动 质点 经 过 的 路 径 通常 不 
径 ， 在 研究 运动 时 ，: 通常 表示 时 间 ， 像 这 样 的 是 x 的 阔 数 或 } 的 函数 的 图 形 
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方程 共有 第 卡 儿 举 标 公式 所 不 及 的 优点 ， 因 为 它们 显示 任何 时 间 质 点 的 位 置 (x,， 7y) = UD)， 


x=ftt), y=g(1) 
给 定 ， 导 么 由 这 涛 个 方程 宇 交 的 点 (xr，y) = (Yi) ，g(1)) 的 集合 是 一 条 参数 曲线 ， 这 明 个 方 
程 是 曲线 的 所 数 方程 . 


恋 量 上 是 曲线 的 参数 ， 它 的 定 广 城 上 是 驮 数 区 间 ， 如 果 上 是 闭 区 间 a 到 5， 点 (an)， 
gtu)} 号 曲线 的 起 点 ， 点 O58),， gt) ) 蚌 曲线 的 锋 点 ， 在 我 们 给 出 曲线 的 参数 上 方程 和 参数 区 间 
上 时， 就 说 曲线 已 经 参数 化 ， 这 些 方 程 和 区 间 共 同 构 成 曲线 的 参数 化 或 豫 数 囊 示 ， 一 条 已 知 的 曲线 
可 以 由 不 同 的 参数 方程 组 表示 (参见 习题 93 和 94). 

例 9 而 出 下 列 参数 曲线 的 图 形 : 

(a}x=c0s5t, r=sint, Ot27. {tb}jx=acost, 了 = 站 Sn01， OSre27. 

解 {a} 由 二 x+y = cost + sint=1, 参数 曲线 位 
于 单位 圆 于 + 训 = 上 上 雪上 从 虽 增加 到 2zm 时 ， 点 
Cx =(eost，ain 昌 从 (1， 0) 开始 依 反 时 针 上 声 向 锋行 
单位 圆 一周 ( 见 图 3.26). 

{hb) 闭 于 x=a cos tt, FF=a sin tt, 01 和 2n， 我 们 有 
x 08 t+ sin't =u:， 这 个 参数 表示 找 述 一 个 运 
动 ， 从 点 (a, 0) 开 始 依 反 时 针 方 向 线 行 网 x +Y = 一 
局 ,在 1 =2m 时 青 回 吧 (a, 0). 曲线 图 形 是 坐标 点 
Ca cos t，a sin 1) 构 成 的 以 原点 为 中 心 半径 rr =a 的 圆 . 


» > 
1 


Fos +, sin rl 


国 
例 10 xy 平面 上 质点 运动 的 位 置 P(s，y) 由 参数 方 
程 和 参数 区 间 图 326 方程 [=cost 和 3》=sin i 描述 
x = y=!1, t0 加 x +y =1 上 的 运动 ， 箭头 
给 定 ， 确定 质点 经 过 的 路 径 并 描述 这 个 运动 . 指示 + 增 各 的 方向 ( 鲍 9) 


解 ” 我 们 试 从 消去 方程 x=yt 和 yy =! 之 间 的 +t 来 确定 
质点 的 运动 路 径 ， 幸 好 ， 这 特产 生 * 和 YY 之 闻 的 一 个 确 
定 的 代数 关系 我们 求 出 

YY = 上 = CG = 
于 是 ， 质 点 的 位 置 坐标 满足 方程 y=*x*， 所 以 质点 沿 抛物 
线 y=x 运动. 

然而 ， 如 果 由 此 得 出 质点 的 路 径 是 整个 抛物 组 =x* 
的 铺 论 ， 那 将 是 错误 的 ; 事实 上 ， 有 路径 忆 是 抛物 线 的 一 
半 .， 质点 的 坐标 不 会 为 负 值 质点 在 :=0 时 从 点 
(0. 0) 开 始 ， 随 着 + 的 增加 在 第 一 象限 内 上 升 ( 见 图 3 27 参 教 方 租 x -上 ，-， 和 和 
图 3. 27)。 参数 区 间 为 [0，w )， 运 动 没有 终点 。 。 入 银 煞 区 间 .0 清史 质点 

例 11 求 以 ( -2， 1) 和 (3， 5) 为 端点 的 线段 的 参数 经 过 撼 物 线 了 = 好 契 半 去 
表示 . 的 运动 { 例 !0) 
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解 用 ( -2，1) 建 立 参数 方程 
T=-2+at, yy = | + 各 
这 两 个 方程 代表 - -条 直线 ， 对 每 个 方程 求解 上 并 使 它们 相等 ， 得 到 
#+2 7yY=1 
a ph 
这 条 直线 当 ! =0 时 经过 点 ( -2，1)， 我 们 来 确定 a, 占 使 得 直线 在 4= 1 时 经 过 点 (3，5). 
3=-2+a = a=5 ( 当 ! 上 =1 时 x=3) 
5=1+b =» b=4 ( 当 ! 上 =1 时 y=5) 
因此 ， X=-2+5, y=l+,， Ogrel 
是 以 点 ( -2，1) 为 起 点 和 以 (3，5) 为 终点 的 线段 的 -- 种 参数 表示 . 国 
3.5.6 参数 化 曲线 的 和 料 率 
说 参数 化 曲线 z=ftt) 和 y=gtt) 在 1 是 可 微 的 ， 基 指 /和 g 在 :是 可 微 的 ， 在 可 微 的 参数 化 
曲线 上 一 点 ， 7 也 是 4 的 可 微 函 数 ， 导 数 dy 出 ，dzx 由 和 ddz 的 关系 由 链 式 法 则 表示 : 
邮 _ 和, 坚 
di dx 出 
如 果 dz7 山 关 0， 可 以 在 这 个 等 式 两 端 用 dx/dt 相 除 ， 解 出 由 /dx. 


dy/dx 的 参数 公式 

假设 三 个 导数 部 存在 且 dx/di#0， ， 
dy _ dy (2) 
dx ~ dr/di 


例 12 描述 一 个 质点 的 运动 ， 它 在 时 间 上 的 位 置 P(x，y) 由 
x*=ac0t, y=bant, Or<27n 
给 出 ， 求 曲线 在 点 (ai2 ，5A2 ) 的 切线 ， 在 这 个 点 5= /4. 《常数 a 和 48 都 是 正 数 . ) 
解 我 们 通过 消去 方程 cos != 二 ，sin (= 二 之 间 的 5+， 求 出 质点 坐标 的 笛 卡 儿 方程 ， 由 恒 等 
式 eoa2 + ain2 = 1 推出 
四 2 2 _ 于 _ 
[三 ) + (YY) =1 或 三 + I 
质点 的 坐标 (x，y) 训 足 方程 (x*Va) + yA) =1， 所 以 质点 沿 这 个 畏 图 运动 ， 当 t=0 时 ,质点 
的 坐标 是 
t=000) =a, y=$sin (0)} =0 
所 以 运动 从 点 (ta, 0) 开始， 随 着 1 的 增加 ， 质 点 按 反 时 针 方 向 朝 左 上 方 运动 ， 它 绕 行 糖 图 一 周 后 
在 5=2T 时 回 到 起 点 (a, 0). 
人 


=- | J 2 
dd (公式 (2)) 
Le | bb 
asinthss -ar 如 


切线 方程 是 
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和 
"a ol 
或 


bh 
y= | | 


如 果 参 数 方程 定义 y 为 z 的 一 次 可 微 丽 数 ， 可 以 对 明 数 全 = 六 应 用 公 世 (2 ， 计 算出 中 rd 
作为 :的 国 数 ; 


dy 上 A ， 
Th = (在 公式 (2) 中 用 yY' 代 换 y} 


prau 的 参数 公式 
若 廊 程 z = 成 伸 ，7 = 有 全 定 内 为 二 的 二 次 可 徽 毅 数 ， 则 在 dx/dr 0 和 = dydx 的 任 


dy _ 性 


dx dx/dr (3) 
例 13 假设 x=:-t， y=t-， 求 中 ydr: 作为 上 的 丽 数 . 
解 
1 通 冯 Ty = dy dx: : - . 
(1) 通过 :表示 Ce 3 附注 : 月 殉 过 ?+ 半 录 的 二 /dr 
y" = 下 = 世 和 = 二 2 i 
/dt 1 -2t 。 
(2) 求 y' 关 于 :的 导数 : 3 用 de/ 除 dy 
dy dl -2-6+6r 
dt 一 de 人 ( 3) (1 - 2833 (商法 则 ) 
(3) 用 dxzd 除 dy'/dt: 
2 是 2 1 2 
dy _ dd (2 -6+67 A -2) 2-60+6r [公式 (3 国 


de dr 由 1 一 22 2 
习题 3.5 
在 习题 1 -8 中， 已 知 7= 认 办 和 ws&g(z 求 41701623. 1 ={ 寺 + 二 ) 
ddr = (g(x) ) g(r). ” 


Ly=6u 9, ac-(Laa By=20, w=Br-l. lsce ton) 16v eo {7 二 
Sy=ainu, t=3r+l1. 4.7=c08 Hi, LU= -YX/3. 17, y vinx. 18.》 =5 coa x. 
Sy=ros uy, Lu=sin x. 在 =qin a = 1 20. ;= ea 
7.y =tanaz u=10r-5. ee, 二 了 W 2 ye 2 

在 当 题 9 -22 中 ,把 函 歌 方程 写成 7 = 天 =) 和 在 习 顾 23 -48 中 ， 求 匣 数 的 导数 . 
z=gtx) 的 形式 ， 然 后 求 山 "dr 作为 + 的 函数 ， 23.p = .了 24.， te TD) 
= (2x+1) 107 = v2. 25.5 = sin 31+ 4 oo00 5t. 


x x -下 3m 57 
.7=(1-7) - 12.7={ 2 -1) “ 26.y=sim (2+5) 1. 


仍 分 法 


27.r = (ene tr 
BH rn 


I 


29, YY = 5m x + en Tx. 


30.z=ros fi -0 |. 

加 1 ，! 
3 =) (3 -2) + -2 . 
3 s(x) =2f2z + 


A r= dr 
r=xtx +1) 
MW. y={1 +2r)e 3 
My +I) ee, 
9 x + 2 
39.Afz) =x tan (2x) +7. 


I 


y= tre", 


40, Kix) = :aec (+} 41.A9) = ( 1 nb 中 
-1 
4 pt (Et) .49.40) = YiF 


4 = er vian ( o) 45. 9 = sin (去 


- 蛇 ). 


.9 = cnt ( 9 如 7.Y = eng 【所 


48.y = Fe ro 5A. 

在 导 题 特 ~ 拘 中， 
49.y =airaf mt -2). 
Sl y= (1 +oo0u 21) 1. 
S3.y = ere m0 S4.7 = (nr 


求 dy 人 i. 
50.y = gec’ mt. 
SZ y= (1l+eot (12)) 
Wh A 3 
). 
S535, =n (eon (2 — 5)). SH. YY = Co {5 win {7)) 
3 
Er 7=[{! + ai “{ 去 )). 58.»= (1 + eos (71))! 


S09. y= vl +ros (FF)}. 和 .+ =4 xin vl + 
在 导 题 和 ~ 斤 中 ， 求 让. 


oy= {1+ +). G2 y= {1 yi) 


.- _ 
63.*= 了 cot (3 一 1)， 64.7=9 tn (3) 


5, Y=" + 5%, 66. 7 = sin (xre'). 

在 习题 的 ~72 中. 求 14 太 sg) 在 给 定 x 值 
的 值 . 
67. fn) =yx, x=1. 


Il ，- -1l ，-- 
€8. ftu} =] i Br) T= 1. 


= +], 4 =x) 


69. Cu) = not TI TE = ， x=1. 


10 于 = 如 (xz) 


TO fu) =u + -二 


CUS 下 


= 如 (xz) = mx, x=14, 


131 
LA) = 天 
+ 


72,. tu) - (人 ) ， a= gx) = -_], 
73. 假设 师 数 了 和 吕 以 及 它们 关于 + 的 导数 在 xz => 
和 x=3 的 值 如 下 - 


re A ex} fx} RE) 
2 B 2 123 一 可 
3 3 一 二 27 5 


求 下 列 卫 数组 合 关 于 的 导数 在 给 定 x 值 
的 值 ; 

[aaar), x=2. 

telAr) : gtx), 


《bi 成 +gtx), r= 
x=3 (dix)/gtx), z=2 
le}ftatx)), x=2 ff Ar) , +=2 
(g}l/g xr), r=3 (hl A tg tx) , r=2, 
74. 假设 阴 数 和 以 基 它 们 关于 x 的 导数 全 x=0 
种 x=1 的 值 如 证 : 


zr Mx) gx) Flr)y g'{r) 
0 t t 5 1 
t 3 一 二 -1 83 


求 下 烈 确 数组 合 关 于 + 的 导数 在 给 定 r 值 
的 值 : 

【3ajSF(x) - gtx), x=1. 

tih)fixye tx), x 


(0) A 
glx) + 


ltd}f(ietx)}, x=0, 
{ejgtAr)),. x= 
(rr + 所 xy) ,x=1. 
(Bftx+g(x)), #= 
75, 设 ;3=cos 在 和 中 / 由 =5, 求 山下 在 =37 人 2 的 
值 . 
76. 没 yY=+35-5 和 dr 下 =153， 娄 dy 由 在 rzr=l 
的 值 . 
如 果 串 以 用 不 疗 方 式 拒 一 个 函数 写成 复合 函 
数 ， 那 么 会 出 现 什么 情况 ?每 次 能 否 得 到 和 疝 样 的 导 
数 ; 链 式 法 则 表明 应 该 得 到 相同 的 导数 ”在 半 题 77 
和 ?8 中 ， 用 给 出 的 函数 作 试 驻 . 
77. 假设 7=x， 对 y 作 为 下 列 男 数 的 复合 函数 ， 应 
用 链 式 法 刚 求 dy“d. 
[ajr= {ws})+7 和 n=5r -35. 
[bjy=1+f(lu 和 =ticfr 一 1). 
78. 假设 > =x ,对 7 作为 下 列 函数 的 复合 形 数 . 


x=1. 
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主 有 用 链 式 法 则 求 路 dr， 

[ay=1 Wn = yx. 

[hyy=a R= x. 

79，[8}) 冰 由 线 y=2 tan (mxid) 在 x=1 的 切线 . 

[b} 正切 曲线 的 诗 宁 ”该 遇 线 的 斜率 在 区 间 -2 < 
xz<2 了 上 上 能够 内 有 的 最 小 伟 是 什么 ”提出 答 
案 的 理 册 |. 

灿 . 正 弦 曲 线 的 射 率 
(9) 求 曲 缆 y= sin 2x 和 y= 一 sin (x 人 2) 在 原点 

的 切 线 方程 ， 这 册 条 切线 之 间 存 在 任何 特 
吻 关 系 吗 ?提出 等 案 的 理 几 . 

1b] 大 于 曲线 y= gin mx 和 + = -sin(xim) 在 看 
点 的 切线 (m 是 趟 等 于 零 的 常数 } 能 得 汕尾 
何 结论 吗 ? 提出 等 案 的 朝 由 . 

[中 对 于 和 纵 定 的 亚 曲线 y = sin mx 下 了 = 
-sin (zx 中) 的 斜率 能 够 具有 的 量 太 人 悄 是 什 
人 冬 ? 提出 答案 的 理由 ， 

1g) 在 区 间 10，25] 上 明 数 ?= sin 形成 一 个 周 
期 ， 两 数 y = sin ?2x 形成 两 个 周期 ， 隧 数 
7=sin 【xxz2) 形成 半 个 周期 ， 等 等 . 一 Bin mx 
在 [0，2m] 上 县 有 的 周期 数 同 明 线 y = sin mx 
在 源 点 的 斜率 之 间 存 在 任何 关系 蚂 ” 提 出 
管 案 的 理 巾 . 

习题 如 ~ 各 给 出 和 地平 向 内 质点 运动 的 参数 方 

程 各 参数 区 间 . 通过 求 质 点 运动 的 尔 卡 儿 方 程 确定 

质点 的 路 科 ， 晤 出 第 卡 儿 方程 的 图 形 ( 图 形 随 所 用 

的 方程 而 改变 )。 指 出 质点 经 过 的 图 形 部 分 总 运动 

的 方向 

Bl x = es ZE, = sin 2 tT 

和 na 【Tt Y=Mn {7T-1), OEren. 

33.x =4 coal ¥=2 sh t, O02T. 

.xz=4 sn it, y=5 eos i, OELE2T. 

35. x =3, y=90, -wm <t<o. 

86. 7 = -jt, =1, {0. 

87. xz =2 5, yd -wm tim. 

M8.x=3 -3t, y=21, 0stel. 

.r= wl-e, 一 上 {0. 

.r= t+1l， 7 = 性 ， t+. 

91.x=sec tl-l, y=tant, -WAAR 

92.x= -sect, y=tant, — 72 tT. 

93. 对 于 从 点 (eae，0) 开始 沿 着 圆 x* + 六 =a 按 下 述 
方式 运动 的 感 点 ， 求 运动 的 傅 数 方程 和 秀 数 
区 间 : 

[ai) 一 次 顺 时 针 方 癌 . 


fp) ,次 反 时 针 疡 癌 - 

{ej 两 次 典 时 针 闻 向 . 

【dd 两 歼 反 时 针 方 向 . 

(在 多 种 求解 方式 ， 所 以 你 的 等 案 可 能 人 同 本 书 

的 答案 不 同 . ) 

34. 对 于 从 点 ta, 0) 开始 治 着 椭 加 Gx) + (yA) 
=1 接 卡 述 片 式 运动 的 质点 ， 求 参数 方程 和 参 
数 区 说 ; 

(a) -次 烦 时 针 志 疝 . 
1b) :次 反 时 针 方向 ， 
{e] 两 次 早上 时 针 坟 向 
【dd) 殉 次 反 时 针 坟 向 . 
{问世 93 - 样 ， 存 在 多 种 正确 答案 . ) 
在 习题 中 -~- Il09 中 ， 求 曲线 的 参数 表 心 . 

.连接 端点 ( - 1 ，--3) 和 (4，1) 的 线段 . 

， 连接 端 点 { -1，3) 和 {3。 ~2) 的 线段. 

， 扫 物 线 + -1 = 入 的 下 半 支 

机 物 线 y=x +24 的 左 半 去. 

- 以 点 (2，3) 为 起 点 并 通过 点 ( -1.， 
(半点 线 ). 

100， 以 点 ( -1 2) 为 起 点 并 通过 点 (0, 0) 的 射线 

{ 半 直 线 }. 
在 习题 101 ~108 中 ， 在 : 什 所 定 交 的 点 上 求 则 

线 的 切线 方程 此 外 ， 求 由 yd 在 这 一 点 的 值 . 

101.z =2 ros 5，y =2 sint, t= 下 /4 


浊 闹 当 深 吹 


-1) 的 射线 


102. xx = eont, Fay3 cos t, t=2773. 

03%.5=1, Y=#, 1=14. 

.r= - .+1， 人 = /31 ， {二 3. 

t0S.<=20 +3, y= ,1= -1. 

O06. x = -anti y=1 -eo 1, t=T3. 

t107.xz =cns 1，7=| +sini, {= 下 /了 

108. x = eet 1, f=tant, 1= -mT/4. 

i09. 机 器 运转 过 快 的 问题 ”假定 - 台 机 被 装置 的 医 
塞 作 上 下 垂 当 运动 ， 它 在 : 秘 时 的 位 加 为 

二 二 用 0S C2mbty 

其 中 4 和 上 是 正 数 ，4 的 秆 是 运动 的 振幅 . 和 
是 运动 的 频率 (活塞 每 秒 上 下 运动 的 次 数 }. 
当 频 率 加 傍 时 对 活塞 的 速度 、 块 速度 各 囊 击 有 
什么 影响 *【 你 只 本 找到 问题 的 答案 ， 就 会 知 
道 某 些 机 器 为 什么 在 运转 过 快 时 会 损坏 - ) 

110， 亲 拉 斯 加 费 尔 班 克 斯 镇 的 气温 图 323 显示 
阿拉 斯 加 费 尔 班 克 斯 镇 常年 365 天 的 平均 华氏 
气温 .近似 表示 第 * 天 的 气温 的 方 得 是 


[2 
”= 37 sin [ 客 (x 101) ]+ 25 


济 度 人 FF) 


11 


112. 


1i3. 


11 


115. 


116. 


疼 志 28 阿拉 斯 加 费 尔 坦 克 斯 镇 常年 半 均 
尝 温 数据 的 描 点 图 ， 接 近 于 正 旷 
两 数 ( 洒 且 110) 


(aj 哪 一 天 气温 升 商 最 快 4 
tb) 当 气 温 升 高 最 快 时 ， 每 天 大 约 升 高 多 
少 度 ? 


， 质 点 运动 ”假定 质点 沿 … 条 坐标 线 送 动 的 悦 置 


用 5= w1L+ 和 4 确定， 其 中 以浅 胃 单 位 ，f 以 
种 为 单位 . 求 质点 在 14=6 秒 时 的 速度 和 如 
速度 . 

恒定 加 融 度 ”假定 上 蓝 物 体 在 落 至 乃 离 起 点 
= mm 时 的 速度 为 =k ms 大 为 常数 )， 证 明 
物体 的 如 速度 为 常数 . 

坚 落 的 隅 石 ”一 块 进 人 好 球 大 气 层 的 重 隐 石 在 
既 离 地 心 skm 时 的 速度 同上 中 成 反比 证明 陨 
石 的 加 速度 同 成 反比 ， 


质 志 的 加 速度 ”假定 质点 滑 * 轴 运 动 的 速度 为 


dr/ = 所 x)， 证 明 夺 点 的 加 速度 为 大 (4). 
温度 与 摆 的 周期 ”对 于 单 摆 的 小 幅 振 动 ( 得 摆 
动 )， 可 以 用 方程 


了 = 27 /了 
吉 


叮 千 地 楼 氢 周 期 了 和 长 度 土 之 间 的 关系 。， 其 中 
专 是 摆 所 在 位 置 重力 的 恒定 加 球 度 如果 测量 
吕 以 厦 米 每 黎平 方 汶 单位， 那么 测量 工 以 厘米 
为 单位 ， 了 以 种 为 单位 ， 如 果 摆 是 用 金属 材料 
制 成 的 ， 它 的 长 度 特 随 温 度 变 化 ， 其 增加 或 者 
减少 的 速率 粗略 地 同 工 成 比例 ， 用 符号 表示 成 
di 
du 
其 中 上 是 温 麻 , 上 为 比例 常数 ， 在 这 种 情况 
下， 证 明 周 期 随 温 度 的 变化 率 为 #772. 
链 式 法 则 ”和缓 没 放 x+) =x, gtx)=1x1， 这 
时 ， 复 合 函 数 
{feg)tr) =HxYP = g(r) = = 
在 x=0 都 基 可 微 的 ， 曙 然 g 本 身 在 x=0 不 可 


117. 


1i8. 


119. 


120. 


向， 这 同和 链 式 法 则 析 了 矛盾 吗 ? 了 以 说 明 . 

切线 人 息 定 w=gix) 在 x =1 基 呆 微 的 ,r= 
碎 由 在 wu=gt1) 是 串 油 的 ， 如 此 = f(g(x}) 
在 x=1 有 水 平 切线 ， 尖 于 8 的 图 上 形 在 t=1 的 
切线 ,或 者 的 图 形 在 w= gt1) 的 切线 ， 我 们 
人 能够 得 到 任何 结论 蚂 ? 要 出 答案 的 理由 - 

假定 上 =g(zr) 在 r= -5 是 可 微 的 ,= 所 2 在 
=ef -5) 是 可 微 的 ，HL(F eg -5) 为 负 
数 关于 (一 5) 和 产 (g( -5)} 的 什 本 以 得 A 间 
什么 结论 * 
stn 2x 的 导数 
-sxsj 5 上 的 图 形 ， 然后 在 阿 
晤 出 


加 出 蚌 数 =2 eos 2x 在 区 必 ] 
- 屏 算 下 


_ Sin 2(x + Ah) 一 Sin 2x 
四 中 


对 于 k =1.0, 四 5, 由 2 的 图 形 ， 用 上 的 其 他 
什 作 试 答 ， 其 中 包括 用 上 的 负数 值 ， 当 kk "0 
时 你 观察 到 人 计 么 结果 ? 解 琶 这 种 特性 . 
cos{x}) 的 导数 画册 yY= -2r sintr) 在 区 问 
-2 亏 + 所 3 的 图 找 ， 大 后 在 同一 奔 幕 上 吏 出 


2 Cn (tx +h):) — cos {x:) 


对 于 上 请 = 1.0, 人 7,，0.3 的 图 形 ， 出 丰 的 其 他 
值 作 试验 ， 当 一 0 时 你 观察 到 什么 结果 ? 解 
其 这 种 特性 . 

习题 121 和 122 中 的 曲线 称 为 鸳 思 奇 揭 线 或 者 


利 萨 如 图 形 ， 在 每 题 中 求 曲线 在 第 一 象限 内 的 切线 
是 水 平 直线 的 点 ， 并 求 在 原点 的 两 条 切线 的 方程 . 


21. 


i122 


全 


T= sint 
Y= sin2r 


症 习 题 123 和 124 中 ， 利 用 链 式 法 则 证 明 ， 涯 


法 则 Cd/dx)x" =mx"” 对 于 其 中 的 了 沙 数 x" 成 立 . 


E23. xz = ws. 


124. x = vx. 


154 


和 


计算 机 探究 
125， 旭 图 3 29 所 到， 一 背 “ 多 项 起” 
x = 成 站 =Q 了 和 相 -0 con 2 -0 MD cm tt 
-D005 con OF — 0 OL2 9 cos ]4 
对 于 区 间 [w，-m] 上 键 上 浮 隙 数 :=gt 让 给 出 
个 满意 的 通 近 ,的 导数 对 于 的 导数 在 dg 
有 定 交 的 点 给 出 怎样 的 遇 近 + 为 疆 求 等 案 ， 执 
行 下 划 处 理 步 册 : 
fm 在 [ -二 后] 和 /由 有 定 久 的 地 方 画 出 它 
的 图 瞩 . 
tb}* df 
【ec) 晤 出 凡生 的 图 撒 ， 观 察 凡 和 中 对 中 / 丰 的 通 
近 在 什么 地 方 显现 量 好 ， 在 什么 地 方 王 差 ? 
在 热 屠 导 和 振动 理论 中 用 一 阴 儿 项 式 
通 近 画 数 是 非常 重要 的 ， 伍 是 对 它们 不 能 
期 望 过 商 ， 从 下 而 习题 中 可 以 看 出 这 


图 3.29 用 一 角 ”" 多项式 " 通 近 锯 齿 函 数 ( 习题 125) 


126.【 续 习题 1251 在 习题 125 中 ， 在 区 间 [ - T， 
T] 上 逼近 锯齿 函数 g(5) 的 三 角 多 项 式 天 人 有 
一 个 导数 ， 它 通 近 锯齿 丽 数 的 导数 ， 伍 是 存 
在 这 样 的 可 能 性 ， 对 于 -- 个 相当 好 地 逼近 某 个 
孙 数 的 一角 凶 项 式 ， 它 的 导数 完全 不 遂 近 那个 
对 数 的 导数 ， 作 为 … 个 恰当 的 实 和 从， 请 看 在 图 
3. 30 中 男 出 图 形 的 " 狠 项 式 ” 


3.6 隐 式 微分 法 


到 目前 为 止 ， 所 讨论 的 大 密 数 函数 都 是 用 7 = 
所 z+) 这 种 形式 的 方程 描述 ， 其 中 y 以 显 式 方式 用 变 
其 x 表达， 我 们 已 经 学 习 了 以 这 种 方式 定义 的 隧 数 
的 求 导数 法 则 ， 在 3.5 节 还 学 习 了 当 曲 线 由 方程 * = 
xX{ 让 和 了 =7[1) 以 铺 数 方式 定义 时 如 何 求 导数 中 dr- 

描述 蚂 数 的 第 三 种 方式 出 现在 像 
+ 2 =0, -x= 人 0 或 x + -9xy = 0 
这 样 的 方程 中 ( 参见 图 3.31，3.32 和 3.33). 这 些 
方程 定义 变量 * 和 YY 之 疗 的 一 种 隐 式 关系 .在 某 些 
情况 下 ， 可 以 求解 这 样 的 方程 把 y 表示 成 + 的 显 式 
阴 数 (其 至 几 个 画 数 )， 在 我 们 不 能 把 这 种 方程 


129, T=1—c081, y=] +sinr. 


YY = A = .2732 ain2r + D4244 sin br 
+ 0.25465 sin 10t + 0. 181 B89 sin [4 
t+ OO. i41 47 min 18r 
它 通 近 所 示 的 阶梯 顺 数 = 大 ( 17). 
完全 不 像 上 的 导数 . 


然 击 上 的 学 数 


图 3.30 由 三 角 * 争 项 式 " 吏 近 
阶梯 咀 数 ( 习题 126) 


(1a) 在 区 间 [ -m7 上 (有 邹 数 的 地 方面 出 
号 Ad 的 图 有 撒 ， 

(hb) Adhd. 

1c) 画 出 dh 的 图 形 ， 观 察 癌 dkzdi 的 图 形 有 
何 显著 不 局 ， 说 明 你 所 见 的 结果 . 

在 习题 t27 ~130 中 ,用 一 种 CAS( 计算 机 代数 


系统 ) 对 台数 化 曲线 执行 下列 处 理 步 于: 


(a 在 给 定 的 : 值 区 间 上 画 出 曲线 的 图 形 . 

(hb] 求 dy/dx 和 昱 yxde 在 点 性 的 值 . 

te} 在 由 给 定 值 所 确定 的 点 ， 求 曲线 的 切线 方 
程 ， 在 同一 幅 图 中 六 出 曲线 和 世 线 移 图 形 . 


127. += y= Osts1, w=1/2. 


128. x = 2 -16P +251+5, r= +1-3, OSIis6. 


=3 2 


-二 半 1 所 TT 二 TT 


130.4=r rnt, y=esini, OatEn, ty = m2. 


图 3.3] 图 把 两 个 沫 数 的 图 形 组 合 在 … 起 ，*; 


的 图 形 是 通过 点 (3, -4) 的 下 半山 
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节 计 论 这 种 微分 法 . 
3.6.1 隐 式 定义 的 西数 

我 们 从 和 纪 售 熟 琶 方 程 的 例子 开始 ， 对 于 它们 可 以 把 y 作 为 x 的 函数 米 解 ， 用 普通 上 方法 计算 
中 yAdx， 然 后 用具 式 方法 对 方程 微分 ， 并 引 求 出 畦 数 ， 由 此 提供 对 岗 种 态 法 的 比较 ， 最 后 根据 例 
子 概括 这 种 新 微分 法 包含 的 步骤 ， 在 例 千 和 习题 中 ， 总 是 假定 给 出 的 方程 隐 式 定义 为 x 的 可 微 
明 数 ， 所 以 dyzdzx 存在 . 


图 332 方程 -x=0( 或 者 常见 的 表示 形式 图 3.33 且 线 二 + -9xy =0 不 是 * 的 任何 -个 
PY =*) 在 区 间 + 空 0 上 定义 x 的 两 个 可 微 函数 的 图 形 ， 但 是 能 名 把 曲线 分 成 几 
话 数 ( 例 1 显 共 如 何 求 这 两 个 函数 的 学 眉 单 独 的 弧 ， 每 段 藻 是 x 的 某 个 应 数 的 
数 而 不 用 从 方程 =x 求解 站) 图 撒 { 这 条 特殊 的 曲线 称 为 叶 形 线 ， 由 

例 1 设 疡 =<*， 米 由 /dk 简 卡 儿 在 1638 年 提出 ) 


解 方程 ”=x 定义 两 个 实际 上 可 以 求 出 的 可 微 晒 数 ， 


即 国 = 站 和 入 = 一 yx( 见 园 3.32)， 


我 们 已 知 对 于 x > 如 何 求 这 两 个 画 数 的 导数 : 
dr 1 


dy dy 
dz 2 dx 2 

但 是 ,假如 仅 知道 方程 =x 对 于 x >0 定义 y 为 + 的 一 个 或 字 个 可 微 阻 数 ， 六 不 确切 了 解 这 些 消 

数 具 有 什么 形式 ， 那 么 ， 我 们 仍然 能 够 求 dy/dx 吗 ? 


答案 是 "能 "为 了 求 dy/dx、 只 需 在 方程 = 的 两 端 对 * 求 导数 ， 和 把 y=/(x) 作 为 的 可 短路 数 ， 
六 =x 【 链 式 法 则 给 出 (P) = 


EE A) = 2 (x) = 2y ) 


dr - 
2 =1 
dy 工 
dx 2 
这 个 公式 给 出 我 们 对 两 个 显 式 解 7 =yx 和 y= -yx 计算 的 导数 ; 
1 1 1 1 __l 
dr 2 2yx 受 二 2y: 2) 2 下 外 
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例 2 求 图 *+y =25 在 点 (3, -4) 的 斜率 . 
解 ” 国 不 是 x 的 某 个 贤 数 的 图 形 ， 相 反 ， 它 是 两 个 可 微 辆 数 y = v25 -x 和 y,= -V25 一 x 
的 图 形 组 合 ( 见 图 3.31)， 点 (3, -4 位 于 7 的 图 撒 上 ， 所 以 能 够 通过 显 式 计算 求 斜 率 ; 
dy, 二 2 -6 加 3 


dx 2v25-5|,, 2v23-9 4 
通过 隐 式 方式 对 给 定 圆 的 方程 求 对 x 的 导数 ， 我 们 重 容易 求 解 这 个 问题 : 


本 yy 
dx (x ) “让 (7 ) dx (25) 


dy 
ax + 27 二 = 
dy - -三 
dx 
在 点 (3, -4) 的 斜率 是 -三 | 。 = -3 =3. 
2 Yi -4 4 


请 注意 ， 公 式 dy/dx = - x/y 适用 于 在 圆 上 有 和 斜率 的 
任何 点 ， 这 辣 dd 的 儿 举 公式 仅 适 用 于 在 x 轴 下 面 的 
点 不 - 样 。 还 要 注 点 ， 导 数 包含 两 个 变 基 x 和 + 而 不 是 只 
包含 自 变量 国 

为 了 计算 其 他 隐 式 定义 明 数 的 导数 ， 我 们 采用 例 1 和 
例 2 中 的 处 理 步 绊 : 把 y 作为 可 微 的 x 的 隐 晒 数 ， 并 且 按 有 朵 3.34 例 3 中 说 =x +sin xz 的 图 形 


党 用 的 微分 洁 则 对 函数 定名 方程 的 两 端 求 早 数 . (此 俩 说 明 如 和 何 求 这 条 隐 式 
例 3 设 细 =x! + sin xyY《 风 图 3.34)， 求 由 Adx， 定 交 申 线 上 的 斜率 ) 
解 =x + gin xy 


让 (7) = 是 (2) + 证 (sin 和 y) 【两 端 对 4 求 畦 数 ) 
了 cx 


¥ 


27 至 =2x + (eos sy) 二 (xy) (把 y 作 为 的 函数 并 且 利用 链 式 法 则 ) 
27 下 =2x + {cos <y){y + + 和) {把 xy 作为 乘积 ) 


2y 烛 — {cos zz){ > 空 =2x +feosxr)y (合并 含 时 /dz 的 项 ) 
吉 da 


(2y — x cos xy) 人 =2x +yeosxy (提出 因 式 dy/dx} 


q = 到 “了 cos zy (用 除法 求解 dy/dr) 
dr 27 -x Cos ry 


请 注意 ， 由 /dx 的 公式 适用 于 隐 式 定义 曲线 有 射 率 的 任何 地 方 ， 还 要 注意 导数 包含 两 个 变 其 + 和 
?而 不 只 是 自 变量 x. 国 


| 隐 式 微分 法 
， (1) 求 方程 两 端 对 * 的 导数 ， 把 y 作为 * 的 可 微 浮 数 . 
] (2) 在 方程 的 一 端 合并 合 dy/ds 的 项 . 

13) 求解 dyzdx. 
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3. 6.2 胸针 、 切 线 积 法 线 

在 找 述 当 光 线 射 人 透镜 时 如 何 改变 方向 的 定律 中 ,两 个 重要 的 角 是 光线 同 在 人 射 点 与 透镜 
表面 的 垂直 线形 成 的 夹 角 ( 图 3.35 中 的 角 4 和 角 8)， 这 条 乘 直 线 称 为 镜面 在 入 射 点 的 法 线 ， 丰 
图 3. 35 这 样 的 透镜 前 面 图 中 ， 法 线 是 同 剖面 图 曲线 在 人 射 点 的 场 线 垂 直 的 直线 . 

例 4 证 明 点 (2,4? 位 于 曲线 + -9xy =0 上 ， 手 后 求 曲线 在 这 - -点 的 切线 和 法 线 ( 匈 图 3 天 ). 


' 


擅 线 


光线 
透 旬 表面 
法 线 的 曲线 
te 
图 3.35 透 馆 前 面团， 表示 光线 穿 过 图 3.36 同 4 说 明和 如 何 求 稍 卡 儿 叶 形 级 在 
遗 镜 表面 时 的 弯曲 (折射 ) 导 (24) 的 切线 方程 和 法 线 方 程 


解 点 (2,4) 位 于 曲线 上 是 由 于 它 的 坐标 满足 给 定 曲 线 的 方程 : 2 + 和 -9(2)(4) = 
8 +64 —72=0. 
为 了 求 曲 线 存 点 (2,4) 的 斜率 ， 首 先 用 隐 式 微分 法 求 dy/dz 的 公式 ， 
+ -ry =0 


EE 
dx (x ) + dx (7 ) dx (9x7) ”da (0) 


机 + 3y dy -9{z 于 +y 旦 】 =0 【两 轴 对 x 求 导数 ) 


dr 


(3y ~ 9x) 到 + 3x -97 =0 (把 xy 作 为 奢 积 ,把 y 作 为 x 的 两 数 ) 
3{y — 3x) 和 =9y ~ 3x: 


dy 3 (求解 dy/ dx ) 


dx yy -3r 
然后 计算 在 点 (x,y) = (2.4) 的 导数 : 
dy| 3 -3(4) -2 _3_4 
dz PP-3z 下 -3(02) 10 5 


曲线 在 点 (2.4) 的 切线 是 通过 (2 ,4) 和 具有 和 斜率 475 的 直线 : 
y 4 


4 
7 751 


曲线 在 点 (2.4) 的 法 线 是 在 (2.4) 同 切线 徘 直 的 直线 ， 这 条 法 线 通过 (2,4) 和 具有 斜率 -5/4: 
5 
y =4- 守 (xz 一 2) 


-了 ,也 
Y= -4+*+3 | 
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一 次 公式 使 我 们 能 够 求解 岂 -2xy +3x* =0 这 样 的 方程 求 出 用 zx 家 孙 的 3 对 于 二 次 方 各 有 
一 个 求 三 个 根 的 公 不 公式 同 二 次 公式 相似 ， 不 过 更 为 复杂 ”如 条 把 这 个 公式 用 于 求解 方 积 


x + =9xy， 求 出 用 * 和 表示 的 Y， 那么 由 方程 决定 


的 :个 晒 数 是 


三 > FF ri 一 一 
让 天 4 ':_T ! A 1 
三 二 一 一 一 -一 一 27 1， 一 一 = 
TRY TINI TT tN 2 NF 2 
] a 
人 r= 75| -A + a i + -27x -YW- 字 于 -2re 有 


利用 例 4 中 的 隐 式 微分 法 比 直接 从 上 述 任 何 -- 


个 公式 计算 dyzdx 要 简单 得 名， 对 于 由 粳 癌 


阶 三 程 定义 的 曲线 ， 求 曲线 上 的 斜率 遂 沉 需要 采用 隐 式 微分 法 ， 内 为 我 们 无 法 求 出 7 的 辑 碟 


公式 ， 

3.6.3 高 阶 导数 
降 式 微分 法 也 可 以 用 于 求 商 阶 导数 . 
例 5 设 2r -3y -$38， 岂 中 xd 


下 面 党 一个 例 二 


解 ” 为 求 出 7 = 由 jdx， 先 在 方程 是 端 对 尿 导 数 : 


dy 1 
到 (2x 一 37 1 = 
6x -6yy' =0 (把 YY 作为 4 的 函数 ) 
YY = 了， 上 对 天 昌 ( 冰 解 了) 
现在 应 用 商法 则 求 y": 
wd 
”= (7 ”rr 


最 后 代入 y' =x/y， 用 x 和 YY 表示; 
2 
7 yy 天 (亲生 
习题 3. 6 

在 习题 1 ~ 14 中 ， 


下 =6. 


利用 隐 式 微分 法 求 yx 
Zr + =1hry. 

和 i++ 有 = 

三 (3zyr 十 了) 一 1 人 


有 .xz = 三 二 了 
开 十 溯 


3.2xy + x+y 
Sx (rr) 一 这 一 天 


+: _ 革 一 | 


了 x+l 


.x = tan 7. 10. xy = eot (xy). 


ll.e™ =gin (x +3y), 
- 1 
13. y sin ( y }=! — xy. 
在 习题 15 ~ 18 中 ， 


15.0 7 +r = 上 


17. sin 【ro) = 十 . 


在 习题 19 ~26 中 ， 


热 后 求 下 rrdx:. 


12. x + sin 三 和 
14. ee =2r + 2Y. 

求 dr 
r+ 
18. cos r + cot =e"™. 


利用 隐 式 微分 法 求 dy/x， 


19.x +Y =1. 
2 se +2x. 
29. 2 =4 -YY 24. rr + =1. 
25. 没 x + =16, 求 中 yd 在 点 (2,2) 的 值 . 
26. 设 和 + 天 =1， 求 中 yd 在 点 (0, -1) 的 什 . 

和 在 习题 27 和 站 中 , 求 曲 线 在 物 定 点 的 幸 宁 . 
27.y +x =¥ 2x 在 ( -2,1) 和 { -2 一 1 
28. (+ 在 (1.0) 种 (1. 一 1). 

在 习题 29 ~ 38 中 ,证 实 给 定点 是 在 曲线 上 . 
并 且 求 曲线 在 给 定点 的 切线 和 法 线 . 
29. x +xr py =1, {2,3}. 
30.7 +7 =25, (3, -4). 
Bry 9. ( -1,3). 
32,.Y° -2xr -4r-1=0, ( -2,1)., 
33.6m +3rr +27 +177 -6=0, ( -1.0). 
Mr I 2 =5, (2). 


20. 727 +3 =1. 
22.37 2xr=1 2 
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35. 2ry +T sin y=27, (1 ,m2). 

M6. x xin 27 = con Zt, (m4. m2). 

By =2 sin( mr ~ , C10). 

.x ay in y =O, (0,m). 

39. 平行 切线 求 曲线 #*+zy+y =7 同 x 轴 相交 的 
两 个 以， 并 且 证 明 曲 线 在 这 两 点 的 切线 是 于 行 
的 。 这 蝴 条 切线 的 共同 冬 率 是 什么 ? 

和 0. 平行 于 坐标 轴 的 切线 六 昌 线 +z+ 姑 =7 上 
的 成 ， 在 这 些 点 ，[g) 切线 问 * 轴 平 行 ，[b] 切 
线 辐 y 轴 平 行 ， 存 第 一 种 情形 dr/d 无 定义 ， 
但 是 dz 有 宇多 ，dxrdy 在 这 些 点 的 值 是 
什么 ，? 

41. $8 字形 线 
斜率 . 


求 曲 组 y= -在 所 未 两 点 的 


42. 茂 克 [公元 前 200 年 前 后 ) 医 叶 线 。 求 雇 克 幕 叶 
线 六 (2 -x) -x 在 点 (1,1) 的 切线 和 法 线 . 


43. 麻 拭 曲线 { 盖 布 雷 耳 ， 克拉 区 ，1750} 求 魔鬼 
曲线 7 -4y7 = 全 -9 在 4 个 指定 点 的 斜率 . 


4 


四 


44 篇 卡 儿 叶 形 乒 (参见 网 3. 33) 
(a) 求解 卡 儿 叶 形 线 + 六 -gxv=0 在 点 (4,21 
和 和 (2.4) 的 斜率 . 
(b) 叶 形 线 在 原点 之 外 的 什么 点 有 水 平 切线 
tej 并 图 3.33 中 点 4 的 坐标 . 叶 形 线 在 这 个 点 
有 简 上 切 线 . 
在 洒 题 5 ~ 和 中 ,假定 方程 隐 式 定 久 x 和 为 
可 向 函数 x = 六 1 y=g(t)， 求 曲线 =f1) ,+= 
中 在 给 定 上 值 的 任 率 . 
45, x +20 =9，2 六 -3 =4, t=2 
46.z= v3 -站 ， Fi-1) = 上 ,=4. 
,x+2z2 = 有 +t ywvTT+2 =4, 1=0. 
8.x sin t + Zr =1, ft sint— 2 =y, 
物 相交 法 线 在 点 (1，1) 与 曲线 * +2xy -3 =0 
正 交 的 直线 同 曲 线 在 其 他 什么 点 相交 ? 
50. 平行 于 直线 的 法 线 ” 求 曲线 zy + 2z 一 y=0 的 法 
线 ， 它 们 同 直线 2x +y =0 平行 . 
抛物 线 的 法 线 ”如 图 所 未 ， 委 设 上 是 以 以 点 (a， 
们 面 出 抛物 线 x = 7 的 三 条 法 线 ， 证 明 a 必须 
大 和 于 172， 一 条 法 线 基 上 轴 ， 当 a 取 什么 值 时 其 
他 两 柔 法 线 相互 垂直 ? 


t= 


51. 


J 


到 .曲线 疡 = 和 2x? +37 =5 在 点 (1.+1] 的 切线 
有 何 特别 性 质 ? 提出 答案 的 理由 . 
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在 习题 53 和 54 中 ， 求 dd 把 站 作为 的 叮 
微 了 两 数 ) 和 dx/Ady{ 把 x 作为 了 的 柯 微 函数 )，dyrd 
间 dzdy 之 间 看 起 来 有 计 么 关系 ?通过 隐形 对 这 种 
关系 给 出 几何 解释 . 

53. TY + x = 

$4 + = siniy. 

计算 机 探究 

55. (a) 给 出 x +47 =1， 用 两 种 方法 求 由 /dx 
C1) 阔 解 y 并 且 用 常用 方法 对 所 得 孙 数 求 导 
数 ; {2) 拒 隐 式 微分 法 ， 从 两 种 方法 歼 得 同 
样 结果 吗 ? 

[Dh) 从 方程 x +47” = 1 求解 y， 并 且 一 起 西 出 结 

果 汰 数 的 图 形 ， 几 此 得 到 方程 六 +4” =1] 
的 完整 图 形 . 然后 ， 在 图 形 显 示 申 加 进 两 
个 结果 函数 一 阶 续 数 的 图 形 ， 从 对 x + 
4y: =1 图 形 的 观察 中 ， 你 能 够 推断 导数 图 
形 的 一 般 特性 吗 ? 通过 对 党 数 图 形 的 观察 ， 
你 能 推断 嫩 +47 =1 图 形 的 一 般 特 性 吗 ? 
提出 等 案 的 理由 . 

S86 {a} 痊 出 (x 一 2)* +y =4， 用 两 种 方法 求 didr; 
(1} 遂 过 求解 y 并 且 对 所 得 函数 求 对 xz 的 导 


3.7 反 函 数 和 对 数 函 数 的 导数 


数 : (2) 扫 隐 式 微分 法 ， 从 两 种 方法 获知 定 
伴 丫 果 吗 ? 
[bj 从 方程 (zx -2 和 + =4 求 解 ?， 并 用 -是 咖 
出 结果 蝴 数 的 图 撒 ， 由 此 得 到 上 声 程 {x -2)* + 
六 =4 的 完整 图 形 ， 然 后 ， 在 图 形 中 吉 进 两 个 
结果 陋 数 一 阶 导数 的 图 形 ， 从 对 {x -2)* + 
PR =4 便 形 的 观察 中 ， 你 能 推断 导数 图 形 的 
- 般 特 性 吗 ? 通过 对 导数 图 形 的 观察 ， 你 
能 推断 (x -2)?+y =4 图 形 的 . 般 特 性 吗 " 
提出 答案 的 理由 . 
在 寺 题 宁 ~ 扣 中 .用 一 种 4S{ 计 算 机 代数 条 
统 } 执 行 下 列 处 理 步 又 : 
【1a) 利用 Cas 内 含 的 给 图 上 舌 绘制 方程 的 图 形 . 
检验 给 出 的 点 满足 方程 . 
1bj 利用 隐 式 微分 法 ， 求 导数 dr 的 公 碟 ， 
并 且 计 算 它 在 给 定点 P 的 值 . 
te) 利用 在 tb) 中 得 和 旬 的 射 这 ， 求 秽 线 在 点 六 
的 切线 方程 ， 然后 在 同一 由 图 上 郧 出 降 式 
测 线 和 切线 的 图 形 . 
ST.x xr+r =7, Pl2, 1). 
S58. x’ + + px + =4, P(L. 1), 


S97 + y= 1 pO, 1). 


Pll. 0). 


了 了 
0 + ros xy =x°, 


61, x + tan (二 )=2， P{1. 7) 


和. 77 +tan (x+7) =1， P( 革 ， 路 
和 .2P + ar) =x +2, Pll, 1). 
4. 2 + P(t, 0). 


在 1.5 节 我 们 见 过 一 个 函数 的 反 函数 如 何 使 那个 函数 的 作用 复原 或 者 逆转 .在 那里 把 自然 对 
数 油 数 /'(x) =Inz 定义 为 自然 指数 贤 数 /{x) =e 的 反 两 数 . 这 是 数学 和 自然 科学 中 最 重要 的 成 
对 的 函数 与 反 函 数 之 一 ， 在 3.2 节 学 习 了 如 何 求 指数 函数 的 导数， 我 们 在 这 一 节 来 学 习 可 微 郴 数 
的 反 函 数 的 求 导数 法 则 ， 并 且 应 用 这 个 法 则 求 自 然 指 数 两 数 的 导数 . 


3.7.1 可 微 函 数 反 函 数 的 导 孝 


在 1.5 节 例 2 计算 出 sx) = (172)x+1 的 反 函 数 为 六 (x) =x-2 图 3.37 骨 次 展现 这 两 个 


硝 数 的 图 形 。 如 果 求 它们 的 导数 ,可 得 


/A 


全 f(a) - 计 (2x -2) =2 
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这 岗 个 导数 不 为 倒数 ， 所 以 - -条 直线 的 斜率 是 此 反 需 数 直 线 的 侨 率 的 倒数 { 参见 图 3. 37). 

这 个 下 实 并 非 一 种 特 丈 情况， 任何 介 水 平 的 或 才 非 垂 贞 的 直线 通过 直线 y =x 总 是 反射 成 话 
率 为 其 倒数 的 直线 如果 原 所 线 的 斜率 严 关 0， 反 射 直线 的 斜率 为 1zm- 

了 思 六 的 斜率 之 问 的 倒数 关系 对 于 其 他 是 数 电 成 立 ， 丰 过 必须 仔细 比较 是 个 明 数 在 对 应 点 之 
间 的 斜 染 。 如 果 y= 雇 x) 在 点 ta 记 9) ) 的 向 率 是 f(a) HC9) 0， 服 么 Y=) 在 点 (la)， 
9 的 斜率 是 便 数 1A(0) (风力 纪 38)， 共 5=A(a}y， 则 


(fh) = ! 


[ 
Ca Fh)) 


侍者 下 为 倒数 (1-D) 和 = 一 上 或 (Dp) = 
fa) 


1 
FF bY} 


周 3.37 一 条 直 线 及 共 瓦 匿 数 的 图 形 图 38 皮 丽 数 的 图 形 在 对 应 点 吴 才 开 为 倒数 的 糙 率 
显示 对 于 直线 y =x 的 对 称 
性 ， 它 们 的 斜率 豆 为 倒数 
如 果 y = 六 x) 在 点 (afta)} 有 水 平 切线 、 那 么 反 两 数 语 x) 在 (f(a) ,a) 有 重 直 切线 ,而 这 个 无 
窃 大 射 率 隐 传 /' 在 /(a) 是 不 可 微 的 ， 下 面 定 理 4 给 出 廊 ' 在 其 定义 域 是 可 微 的 条 件 ， 这 个 定义 城 
就 是 了 的 值 域 . 


定理 4 { 反 务 数 求 导数 法 则 ) 车 /以 区 间 了 作为 定义 域 、 广 (zy 在 了 上 存在 旦 但 不 为 至 ， 出 
/在 其 定义 城内 的 每 个 点 是 可 微 的 ，(/')' 在 /的 定义 城内 一 点 的 值 等 于 广 在 点 4 = 
145) 的 值 的 倒数 ， 


.1 1 
上 a = 和 汪汪 尖 尖 汪 汗 省 省 时 吧 
(Ff (8) FF 
或 
d -1 
人 | = 了 (1) 
dx 4 115 


定理 4 的 证 明 从 睹 ， 我 们 用 下 面 的 方法 可 以 看 出 定理 的 结论 是 明显 的 : 当 f(x) 在 x=a 可 微 
时 ， 对 * 改 时 一 个 徽 小 的 量 Ax，y 对 应 的 改变 近似 等 于 


Ay = ftaldr {六 = 产 (oj 


这 意味 着 7 在 x=a 时 的 改变 约 为 x 的 改变 的 产 (e) 倍 ,而 * 在 = 二 时 的 改变 约 为 了 的 改变 的 
1 六 (ea) 倍 ， 就 是 说 , 广 在 占 的 导数 等 于 /在 s 的 导数 的 倒数 是 理所当然 的 . 
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倒 1 也 数 放 7) =x*， x 之 0 及 其 反 肯 数 广 (z) = 的 导数 为 Fr) =2x 和 (x) =1702vx 1). 
定理 4 预 夭 /"'"'{x} 的 导数 是 
-1 1 
{ff ) (x) Fx)) 
CACr) = 2x 中 用/ 了 Cx) 代 换 x*) 


证 音 4 给 汕 的 哇 数 ， 回 我 们 用 星 法 则 计算 出 的 平 关 根 也 数 的 芋 数 一 至 ， 
让 我 们 在 煌 定点 检验 定理 4， 选 让 x =2( 数 uu)， 得 f(2) =4 仔 值 )， 定 理 4 说 明 , 了 在 2 的 导 
数 广 (2) =4 四 在 2) 的 印 数 (")'(4) 蚌 下 为 倒数 ， 
的 ， 就 蚌 说 
| | 


1 1 1 
VOD pI fl) 23 
参见 图 3. 39. 加 
公式 (17 有 了 时 使 我 们 能 够 在 不 知道 广 :的 表达 式 的 博 

况 下 求 出 特定 的 内 “dx 的 值 . 
例 2 令 f(x)=x -2 求 凡 "drx 存 x=6=/(2) 的 

值 ， 其 中 不 求 (xz) 的 表达 式 . 


解 
凿 ， =- 3e =12 
站 = 图 3.39 Ux) = 业 作 点 (4.2) 的 导 
和 式 (1)) 数 等 于 /4) = 局 在 点 (2.4) 
由 的 导数 的 倒数 ( 例 1) 
+=2 
参见 图 3. 40. 国 


y 
EF y=x7—2 


笠 击 3 = 2) = 12 


3.7.2 反 函 数 的 参数 表示 
对 于 任何 函数 = 厌 x] ， 我 们 可 以 用 参数 方程 
x=4 和 y=/(r) 
表示 或 者 画图 交换 上 和 A(t) ， 得 到 反手 数 的 参数 方程 ; 
x=ft) 和 了 = 上 
{ 黎 见 3.5 节 )， 
例如 ， 为 了 在 绘图 器 上 一 起 男 出 一 对 一 函数 作 x) = 
x (x0) 友 其 反 靖 数 和 直线 y =x(x30) 的 图 形 ， 使 用 于 
面 的 参数 绘图 选择 : 
的 图 形 : x = 六 =， (0 


三 ”的 图 形 : x, =t， y=+t 图 3,4 从 并 zr) =x? -2 在 x=2 的 导数 可 
y =x* 的 图 形 : x = Y= 知 广 在 x=6 的 导数 ( 例 2} 


3.7.3 自然 对 数 函 数 的 导数 
出 于 已 知 自然 指数 函数 扎 *) = 人 是 处 处 可 微 的 本 数 ， 可 以 应 用 定理 4 求 其 反 画 数 广 (r) = 
In x 的 导数 ， 
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(f(r) = {定理 4) 


l 
fe)) 
= -Us 


= 下- = 《反哺 数 关系 ) 


另外 一 种 求 导 孝 方法 ”不 直接 应 用 定理 4， 我 们 可 以 通过 隐 式 微分 法 求 y = Inx 的 导数 ,过 
程 如 下 : 
7=imx，e =x ( 反 师 数 关系 ) 


4 (er) = 于 (x) 《 隐 式 求 导数 ) 
x dx 
=1 + 链 式 法 则 ) 
1_l1 
ey x 
无 论 妥 用 哪 一 种 方法 求 导 数 ，y = ln x 对 zx 的 导数 为 
dn x) = 1 tT> 人 0 
dx x 


如 果 上 是 * 的 可 微 两 数 (uw >0)， 应 用 链 式 法 则 ， 得 到 


(ma = 过 开 ， 中 (2 ， 
例 3 
(可 ] 记 虽 2z= 寺 二 (20 = 二 (2) = 二 
【b) 公式 (2) 用 w = 大 +3 代 入 ， 得 到 


请 注意 例 3(a) 中 值得 重视 的 结果 ， 函数 y=In 2x 与 印 数 y=Inz 具有 相同 的 导数 ， 这 对 十 丽 
数 y=ln bx 也 是 正确 的 (4 为 任意 常数 )， 认 要 bx >0: 
d ] 日 1 人 
= x (£3) 


若 x <0 种 hb<0， 则 bx >0， 等 式 (3) 依 热 成 立 ， 特 别 当 *<0 和 = -1 时， 得 到 


可 1 
Ei EE 


由 于 当 x>0 时 |x| =x, 当 x <0 时 lx| = -x, 我 们 得 到 下 面 的 重要 结 昔 ， 


d 1 : 
丁目 1x1 = 0 (4) 


3.7.4 3" 和 log,u 的 导数 
我 们 从 方程 a =e"'™} 一 “开始 ; 
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=u ln te 
车 a>0， 则 
dl 
下 
这 个 等 式 说 明 为 什么 在 微 积分 中 宁 百 用 指数 靖 数 。 若 a=e, 则 ma=1， 而 a' 的 导数 简化 为 
下 =e Inte = ee 


利用 链 式 法 则 ， 对 十 指数 商 数 的 导数 我 们 得 到 更 为 -- 般 的 形式 . 


车 az>0 且 着 * 的 可 微 两 数 ， 则 。 是 zx 的 可 微 兵 数 , 旦 
A “In 业 (5) 
dx 本 dx 
在 3.2 节 中 考察 过 指数 明 数 y=e 在 基 a 取 不 同 值 时 的 导数 (0). (0}) 的 值 基 概 限 
lim(e -1)A， 它 绽 出 a 的 图 形 在 点 (0，1) 穿 过 7 轴 时 的 斜率 ， 现 在 看 出 这 个 斜率 的 值 为 


上 
lim 站 = ln (6) 
特别 当 a =e 时 ， 得 到 
lm =lIne=i 


不 过 ， 我 们 尚 本 完全 证 实 这 个 极限 实际 上 存在 ， 虽 然 在 推导 指数 函数 和 对 数 丙 数 的 导数 时 给 出 
的 全 部 论 让 是 正确 的 ， 但 是 它们 都 要 假定 这 两 个 极限 存在 ， 在 第 5 章 我 们 将 提出 指数 两 数 和 对 数 
应 数理 论 的 另外 一 种 推导 方法 ， 证 明 两 个 极限 的 确 存在 并 有 具有 上 面 导出 的 值 

为 了 求 log ea 对 于 任意 底 ofe >0，cz1) 时 的 导数 ,我 们 从 对 数 的 换 底 公式 (在 1.5 节 中 项 
本 开始 ,并且 通过 自然 对 数 函数 表示 log sx， 


在 两 端 取 导数 ， 得 到 


d 
， 下 ix (ln & 基 常 数 ) 


i 
lIna x rlna 


如 打上 &4 是 x 的 可 微 函 数 且 ww>0， 由 链 式 法 则 得 到 下 述 公 式 : 


对 十 9a>0 和 和 al1， 


一 logu = 【了 1) 
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3.7.5 对 数 微分 法 

假定 正 值 消 数 是 由 包含 积 、 商 和 畴 的 公式 给 出 的 ， 如 果 在 求 导数 前 对 滑 数 公式 的 两 端详 由 
然 对 数 ， 财 么 通常 能 够 更 快 地 求 出 函数 的 导数 ， 这 样 使 我 们 能 够 在 求 导数 前 利用 对 数 律 简化 公 
式 ， 这 种 方法 称 为 对 数 微分 法 ， 在 下 面 的 例子 中 和 解 县 . 


例 4 设 y= Cx +) (s+3) 


和 一 
求 dzdx， 
解 在 丽 数 公式 蚌 端 本 自然 对 数 ， 并 用 利用 1.5 节 中 讨论 的 对 数 的 代数 性 质 简化 结果 : 
(x + Tx 二 3) 
X 一 


zx 2 1 


lny = ln 


=In Ctx 1)(x+3)"7} -lntx-1) 《定律 2) 
=In Cx +41) +n (x+3) -intx-1) (定律 1) 


=1n (x +1) + In (x+3) -mtr-1 (定律 3} 
然后 在 两 端 求 对 zx 的 导数 ， 并 且 对 左 病 褒 用 公式 (2)， 


1 工业- 1 . l,l _ 1 
ya Ril +2 m3 71 
接着 求解 dy/dx: 
dy _ 2x 1 I 
dx (二 二 
dy _ (Cx: +1)(xr+3)' 2x ] 1 
最 后 代 换 y: dx x-l (二 四 


3.7.86 和 枚 法则 [一般 形 式 ) 的 证 明 
到 现在 ,对 于 任何 x* >0 和 任意 实数 rn， 我 们 可 以 把 x" 定义 为 x" =e'"*， 因 此 ， 对 等 式 
ln x" =# ln x 中 的 nn 不 髓 要 求 是 有 理 数 一 一 它 可 以 取 尾 何 固定 的 数 ， 只 要 x* >0: 
Inx” = lnte'r™) =nlnx {lne =&, 尾 意 4) 
把 定律 we = a” ?和 定义 x” =e""’ 结 合 起 来 ， 使 我 们 能 够 对 于 任意 实数 n 建立 求 导数 的 车 法 
则 ， 求 x" 对 * 的 导数 ， 得 到 


二 = (x” 的 定义 , 才 > 人) 
= xX) 【对 所 的 链 式 法 则 ) 
= 内 于 《再 次 用 定 文 ) 
nx"! 

简单 地 说 ， 只 要 4>0， 
pa = mx 
车 y=x",，y 和 x" 对 于 x<0D 都 存在 ， 则 
lInlyl= lnlxl =nlnlxl 


利用 对 数 微分 法 和 公式 (4; ， 我 们 有 


166 第 3 章 


炒 和 解 导数 ， y =n 2 = = nr!. 
( 博 注 意 ， 在 这 种 情况 下 需要 假定 导数 y 存 在 . ) 

也 可 以 直接 从 导数 的 定 交 证 明 ， 当 *z=0 和 nn¥0 时 ，x" 的 导数 等 于 0， 这 样 就 完成 对 干 所 有 
* 值 炒 学 数 的 早 法 则 ( 一般 形式 } 的 证 明 . 国 


例 5 求 谎 x) =x'(x>0) 的 导数 . 
解 广 意 /x) =z =e*"*， 所 以 微分 法 给 出 


(x) = (ew) 
=e (x ln x) (二 = ,= xlnx) 


了 = Cn x+) (x > 0) | 


Eln 
= (a. 
下 


3.7.7 数 e 的 极限 表示 
在 1.4 节 我 们 把 数 e 定义 为 这 样 一 个 基数 值 ， 它 的 指数 隆 数 y=a' 在 点 (0.1) 窜 过 Y 轴 时 的 
斜率 为 ]， 因 此 ，e 星 满 足 公 不 
lim et = ne = 1 (由 公式 (6) 射 素 等 于 Jn e) 
的 常数 ， 我 们 也 这 样 说 ， e 可 以 按 Jimt1 +1zy7) 计算 ,或 者 代入 Y= 17x 按 lim( 14+xr)' "计算 ， 下 


面 来 证 明 这 个 结果 . 


定理 5 { 数 。 是 一 个 极限 】 数 e 可 以 按 极 限 


e=lim(l tx)'” 


计算 . 
证 明 若 Kx) =Llnx, 则 产 (x) =1/zx， 所 以 "(1) =1， 但 是 ， 由 导数 定义 ， 
FL) -im AD - m 有 LAD 
= Jim mn) nl ay Cale0) 
= 一 由 站 ro x 


=Jimln (1 +*) ”= ln [lim (1 +x)“] (im 是 连续 函数 .第 2 章 定理 11) 
由 于 . 疡 (1) =1， 故 有 
ln [limti +x)'”“] = 
所 以 ， 取 两 端 作为 < 的 下 ,得 到 
lim( 1 + x)'" "=e | | 


当 了 到 * 为 很 小 的 值 时 ， 定 理 5 中 的 通 近 极限 纵 出 。 的 近似 值 ， 它 精确 到 15 位 小 数 的 值 是 e= 
2. 718 281 828 459 045. 


习题 3.7 
在 习题 1 ~4 中 : 1e} 求 dfrdx 在 x=sa 的 值 及 df 'Adrx 在 x= 
(a) 求 广 ' (x). 所 a@) 的 入 ,由 此 证 明 在 这 两 点 df "dx = 


{b)- -起 画 出 f 和 广 ' 的 图 形 . lL/( dr/dx). 


第 分 法 


fr) =2x+3, w= 一 | 
Br) = Sx tT = 一. 
Dx) = -dr, a=12. 
dx) =2x ,4 = 5. 


5. 


10. 


。 他 乓 r) =x -4 5 x 


(9) 认可 Ax) =x 和 gx) = 生 为 反 乓 数 . 

fb 三 证 六 和 和 g 在 -个 是 况 大 的 x 区 间 上 的 图 形 ， 
证 明黄 个 岁 形 存 点 (1 ,1 和 ( -1 了， - 1) 相交 . 
图 形 务 必 屋 未 对 直线 7 =x 费 米 的 对 称 性 . 

[6) 决 和 gg 的 图 形 古 点 (1,1) 和 ( -1, -1 的 甸 
线 { 由 4 条 切线 ) 的 斜率 . 

[dj) 什么 直线 同 这 上 病 条 曲线 在 靡 点 相 切 ” 


a) 证 明 Cx =/ 和 不 (x) = 14) 开国 所 


两 数 . 

【o) 而 出 让 和 二 在 一 个 足 侣 大 的 区 间 上 的 图 形 ， 
证 明 末 个 图 形 在 点 (2,2) 和 ( -2, -2) 相 交 ， 
芽 尼 务必 显示 对 直线 sx 要求 的 对 称 性 . 

(个 求 站 和 天 的 图 形 在 点 (2.27 和 柯 { -2, 一 2) 的 切 
线 的 斜率 . 

【d) 作 么 直线 疾 这 上 晤 条 曲线 在 序 点 相 田 ? 


. 令 At) = 中 -3 -1 xz2 求 dr vadx 在 点 


xs = -1= 上 成 3 的 值 . 
求 由 :Adz 在 点 上 = 
0 = 所 5) 的 值 . 


- 侦 定 串 微 丽 数 y= 六 x) 具 有 反 晴 数 ， 并 有 昌 六 的 峰 


形 通过 点 (2,， 4) 以 及 在 这 一 点 的 射 率 为 1/3， 求 
df iAdr 本 x=4 的 傅 ， 

假定 可 微 两 数 y = gz 具有 反 明 数 ， 并 下 的 
图形 通过 原点 以 点 在 原点 的 斜率 为 2 阔 g ' 的 
图 形 在 原点 的 笑 案 . 

在 习题 11 ~ 和 中, 求 了 7 对 x, 1 或 的 相应 


导数 . 
ly¥ =n 3x. 12. y=In kx. 大 为 常数 ， 
3.7= InmfP)， ]4,y = In (C0). 
15.y = lm 16.y = In 巩 . 
下 x 
l7.v=]n (8+1). 18,.3 =In (20 +2). 
19.% = In x. 20.7 = (In zi 
21.r=1( ln 1):. 22.y=t wnt. 
23, y= jinx- 24. y= nr 

.+= nr- nr 
25. y= 26. = 上 + 上 

上 t 
Inx _ Inx 

好 +lnx> i 
29.7r =ln {ln 2x). M0. y=ln (In tln x)}. 
31.r=0( uin (ln 9} +eos (ln 9)). 
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3 er Brtam P). 33.3 =In- -Lh-. 


1 | +x 
M4. = 2 1 [ 
A . 
了 = ln. 


38. 1 =In 人 > ng ens BY 
1+2Ing 


2 


{x + 
39.7=1 | 
? "| er 


和 
L+int 


35.7=| -nr 


37, =In (mw Cin 8)). 
站 


40. ?= jn vy x +2)™" 。 


在 习 圳 41 -5 中 ， 几 对 数 汕 分 法 类 了 对 给 定 


用 变量 的 伴 数 . 
dl.y= .rrr+] ji 
六 
WE+l. 
45.1= .B+j ind 


43.1 = 


dT .y=itt+l}tt+2). 


.= 由 +3 
” penst 
号 + w+ 
tr+ly’” 
53.，- tr -2) 
所 x + 


d= A te) 
A 

YA) 

46.y = (tan #8) 20+1. 

] 
i 
sh ang 

ser 看 
号 2 Y = /trD 一 
(2xz+l)7 
Sh. y= TT 


(x t(D +3). 


在 习题 55~62 中 ,， 求 YY 对 r,tr 或 8 的 相应 


半数 
55.y = In (ews 0). 
$57. = In (31 ee '). 


er 
59. +， = jn fi 


61.3 Erne 


56.7 =In (9 re "). 
S8. + =]n (2e ‘ain 1}. 
v8 
r=ln |- 1. 
M (本 
看 2.7 = en +]}. 


在 寺 题 昌 ~66 中 ， 阔 dy/qdx. 


#3. ]n Y=e sin x. 


5. x = 


Ed. ln rr =e' 
人. tan 7 =e +lnx. 


在 习题 厅 5~ 路 中 ， 阔 Y 对 给 定 白 灾 量 的 弛 数 . 


和 7 =2°, 

的. = 5 

Ty=x". 

了 73.y = logs568 
TS.y = Jog ox + logax’. 
7 了 7.Y = og:r * log sr. 


Iim3 


79.7= be { (1) } B03 = op (5 


Bl1. = 8 sint log,6). 


OR. y=3 
70.， =2 0°. 
Th = 昌 
74. = logifl +Bln3). 
Th Y= logme' 一 log wx. 
78. Y= logar * 


lugor. 


ns 


82. y=lo8, (Ss) 


ere 
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了 了 


工 
BA4.7=1 -一 一- 一 |. 
ewe 
86.7 =.4 og (log!). 


HR. = pe. 


RS y = J. 

和 了. 7= og Sin)， 

BB y= log te" "mY. 
在 习题 时 ~S 中， 用 对 数 微 分 法 砂 y 对 给 定 

崩 变 最 的 导数 . 


HR9.y = (+ 名 .了 =x 

9 y= 《7 92.7 = 

OR. Y= {an x)”. 9d. y= x" 

95. y=x". 6 y= In x, 


37。 如果 把 广 中 2) 记 为 zx) ， 公 式 (1) 可 以 写成 
可 二 区 = py 或 gay} :ftay =1 


如 果 册 把 a 记 为 x， 入 到 
可 《FE Fx) = 1 
持 硬 这 个 会 式 可 以 使 你 记 起 链 式 法 则 ， 而 用 了 确 
实 有 一 种 联系 . 
假定 了 和 gg 基 互 为 反 申 数 的 可 微 商 数 ， 所 
以 (gy 让 (zx) =x， 求 这 个 等 式 两 端 对 +x 的 导数 ， 
利用 链 式 法 则 把 (go 站") 表示 成 g 和 上 的 导数 
的 积 ， 由 此 得 到 什么 结果 * (这 样 做 并 不 是 对 
定理 4 的 证 明 ， 因 为 我 们 在 这 里 假定 了 定理 的 
结论 ， 即 吉 = 广 是 可 微 的 . } 
98. 证 明 jim(1+ 芋 ) =e 对 于 任何 *>0 成交 
号 .如 果 y=4asinflnxs) +B costln x)， 其 中 ,上 
是 常数 ， 证 明 
T+ay + 二 


106， 应 用 数学 归纳 法 ， 证 明 


Eos (1 dD! 
计算 机 探 帘 

在 习题 101 ~ 108 中 ， 考 察 某 些 函数 及 其 反 男 
3.8 上 反 主 角落 数 


第 3 事 


数 ， 蕊 及 它们 的 导数 和 切线 在 指定 点 的 近似 点 示 . 
用 你 的 CAst 计算 机 代 歼 系统 ) 技 行 上 上 列 处 再 生 嗓 : 
(8) 给 制 后 数 y= 六 x 及 上 线 鱼 数 在 给 定 人 区 间 上 . 
的 册 形 ， 解 释 从 癌 得 知 了 在 区 间 上 是 对 
-的 . 
{Bb} 解 方程 y= 让 x) 求 出 x 作为) 的 旺 数 ， 开 出 
亡命 各 所 得 的 反 阴 数 . 
(0 米 f 在 指定 成 (3, 丰 z6)) 的 切线 声 科 . 
(dj 六 gg 作 点 ( 诬 苘 】 vo) 的 切线 方程 这 个 点 
在 指定 点 腾越 直线 y =x( 恒 等 孜 数 的 几 形 ) 
的 对 称 位 置 上 ， 诺 用 定 二 4 求 这 条 切线 的 
余兴 
{ej) 纵 制 呈 数 各 、 恒 等 隔 数 、 两 亲切 线 以 及 这 
接点 (wm 记 加 和 (C0) 向) 的 线段 的 图 
形 ， 讨 论 休 所 见 到 的 跨越 主 对 角 线 的 对 称 性 


3r+2 
2x—1l" 


103. 3 =. 
x 十 上 


102. ， = 21, 1 =172. 

-1&re1l, to = 172. 
y! 

104.y = ;CO—, -1erel, xo = 172. 
x +| 

105. 7 =x -37 -1 2 和 x5，xo = 


106. 7 =2 —x—x!, 


-rE2. zo = 了 


107.y =e ，-3 关 kx，z 二 |. 
, T 
108. + = sin x. -了 x 他 xn =1. 


在 习 是 109 和 110 中 ， 重 复 上 述 步 对 求解 出 区 
间 上 给 定 方程 隐 式 定义 的 耳 数 Y=/(x} 和 <*= 
Fy). 
109.7 -1 =(z+2)5， 一 3 二 5。 


110. ros + =Y ,OEre|, x = 122， 


ro = 一 3 


在 1.5 节 介绍 了 5 个 基本 反 三 角 上 数 ， 和 但 是 把 重点 故 在 上 反正 弦 末 数 和 反 余 嘴 图 数 上 .这 一 节 
完成 对 所 有 6 个 上 反 二 前 尔 数 的 讨论 ， 和 包括 对 它们 如 何 定 义 、 作 图 和 求 值 ， 以 友 如 何 计算 它们 的 


导数 . 
3.8.1 


tan XxX，cot xX，Sec X 和 csc x 的 反 函 数 
所 有 6 个 基本 上 反 二 角 耳 数 的 图 形 显示 在 图 3.4] 中 . 


这 些 图 形 是 由 带 限制 的 三 角 隆 数 的 图 形 


‘在 1.5 节 中 讨论 ) 通 过 直线 y=zx 的 反射 得 到 .让 我 们 对 反正 切 、 反 余 切 、 反 正 割 和 反 人 条 荐 函 数 


作 更 仔细 的 考察 . 


x 的 反正 切 是 一 个 弧度 前 ， 它 的 正切 为 x*，x 的 扩 余 切 是 一 个 弧度 角 ， 它 的 余 切 为 x. 


定妆 域 : -1<x<1 
值 城 ， OE yn 


ul 


定 关 域 : 过 -1 或 上 大 1 定 浆 域 : rs-1 防 xz 三 1 定妆 域 : -mr 


值 域 : UyT yr 请 域 ， -下 ye yy 
2 2 2 


站 习 值 域 ， DF 


图 3.41 565 个 基本 反 二 角 孟 数 的 图 形 


y = tan zxr 是 区 间 ( - mr/2。m/2) 中 的 数 ， 对 于 它 ， 


tan yy =. 


Y=cotl xy 是 区 了 间 (0，Fr) 中 的 数 ， 对 于 它 ， cot y=, 


我 们 在 讨论 中 使 用 开 区 间 ， 吉 免 其 中 出 现 正切 晒 
数 和 余 切 沙 数 中 无 定义 的 值 , 

Y=tan x 的 图 形 是 对 原点 对 称 的 ,因为 它 是 * = 
tany 图 形 的 一 支 ， 这 个 图 撒 是 对 原点 对 称 的 ( 见 
图 3.41le)， 在 代数 上 这 意味 着 

tan (~ x) = tan x 
即 反 正切 是 奇 函 数 . 7 了 =eot xz 的 图 形 不 存在 这 样 的 对 
称 性 ( 见 图 3. 41f)， 请 注意 ， 从 图 3.41c 看 出 反正 切 函 
数 移 图 形 有 陋 条 水 平 渐 近 线 ， 一 条 是 y=T/2， 另 一 条 
是 y= -m2. 

sec x 和 csc x 的 限制 形式 的 反 消 数 是 图 3.41d 和 
图 3. 41e 中 画 测 的 消 数 . 

注意 关于 如 何 对 x 的 负 值 定义 see 'x 没有 一 般 


的 约定 .我 们 对 于 x <0 选择 sec "x 为 mx2 和 之 间 的 图 3.4 对 于 =sec'tx 的 左 支 存在 几 种 座 


第 二 象 恨 的 角 ， 这 种 选择 使 得 sec -x =eos (1Ax)， 这 
样 也 使 sec 'x 在 它 的 定义 域 的 每 个 区 间 上 是 增 函 数 . 
某 些 数学 表 对 于 * <0 选择 sec "ix 为 [ -二 , - mx/2) 内 的 


钳 上 的 选择 ， 许 多 计算 器 选 择 各 
〈 用 这 种 选择 ，sec "x* =coa (lx)， 
这 是 一 个 有 用 的 恒等式 ) 
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角 ， 菜 些 教 科 书 选择 sec 'x 为 [ 下，37Zz2) 内 的 阴 ( 见 图 3.42)， 这 些 选择 莘 化 导数 的 会 式 [ 我 们 所 
用 的 公式 需要 绝对 值 符 针 ) ,但 是 在 计算 上 不 册 满 足 恒等式 sec xz = eoa (17x)， 从 这 个 人 等 蕊 ， 
应 用 1.5 节 中 的 公式 (5) 可 以 果 出 蛋 等 式 
一 上 -上 ] 各 1 1 
SEC 和 三 COs (二 ) = 了 -sin (~) 1) 


例 1 附 图 显示 tan x 的 防 个 值 ， 


r tan x 
i TT 
1 人 4 
EE 7 
-上 一 机 
| -TT 
-再 一 到 
这 两 个 角 分 别 在 第 一 象限 和 第 四 象限， 因为 lan '* 的 值 域 是 ( - /2，T/2)， 加 


3.8.2 y=sin-'u 的 导数 
我 们 知道 旺 数 x=siny 在 区 间 -2 <y<T/2 内 是 可 微 的 ， 它 的 导数 作 蒜 明 数 在 区 问 上 取 正 


值 ， 因 此 ，3.7 节 中 的 定理 4 保证 反 函 数 yY=sin'x 在 整个 区 y 
间 -1<x<1 是 可 微 的 ， 我 们 不 能 期 望 它 在 x=1 或 者 x*= -1 、 
可 微 ， 因 为 它 的 图 形 在 这 两 点 的 切线 是 垂直 线 ( 参见 图 3 委 ). ~ 加 
把 定理 4 用 于 f(x) =sin# 和 广 (x) =sn-x， 以 此 求 # 定 叉 碱 ,< vs 
y=sin x 的 导数 ; 慎 域 ， -rn 有 和 Y 生 并 
1 1 下 
(xz) = 一 4 
{fF (x) Fey) (定理 4) 
] ， _ _ 工 
本 是 
= 1! 【ecos 4 = v1 -sin'u) ~ 
1 -sin (sin 区 
1 图 3.43 y=sin 'x 的 图 形 在 t= -1 
三 Te (sin {ain 'x) 二 *) 和 x=1 具 韦 垂直 切线 
如 此 是 x 的 可 微 函 数 且 1uw1 <1， 应 用 链 式 法 则 得 到 
和 lul «<1 
例 2 求 sin xz 的 导数 ， 
dd 1 有 2x 
dx 7 A = a 图 


3.8.3 y=tan"'u 的 导数 
把 定理 4 用 于 f(x) =tanx 和 六 (x) =tan xi， 以 此 求 y=tan yx 的 导数 ”由 于 tan x 的 导数 在 
区 间 - 7/2 <x < 72 内 取 正 值 ， 所 以 可 以 应 用 定理 4: 
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1 
CC 

] 
eet tan x) 
] 


[+ tani( tan xy 


(Ff ) (x) = {定理 4) 


(Ta = seriu) 


(sec'u = 1 + tan'u) 


= 工 - {tan ftanty = x) 
] +x 


这 个 导数 对 于 所 右 实 数 肥 定义， 如 果 荆 旺 x 的 可 微 琐 数 ， 谋 用 链 式 法 则 得 到 ; 


d -1 du 
dx Gan 中 tx 
3.8.4 y=sec 'u 的 导数 
由 于 sec x 的 导数 在 区 间 0<x < m2 和 m2 <x < 内 有 取 正 值 ， 定理 4 表明 反 丽 数 + = sec x 是 各 微 
的 ， 我 们 不 直接 应 用 定理 4 的 公 蕊 而 采用 隐 式 微分 法 和 链 式 法 则 求 y =sec-'x，1x1 >1 的 导数 如 下 ; 
¥ = sec 和 


er =X 【上 友 盟 数 关 系 ) 
(see y) = (两 端 求 导数 } 
dx x 


二 
3EC y tan 了 全 = 上 【 链 式 法 则 ) 
开 = 一 (由 于 1x1> 1 位 于 (0,m2) U (5/2,7) 


dx sce ytany 
内 是 see ytany #0) 
为 了 几 * 表示 结果 ， 利 用 关系 式 
secy=X 下 tany = +vsecly-] =+vx -1 


得 到 中 二 土 — 
dx 第 vr -| 
我 们 对 于 式 中 的 + 号 能 够 进行 处 理 吗 ” 从 图 3.44 一 看 便 知 ，y = sec rz 图 形 的 斜率 恒 为 开 
值 ， 因此， 
1 一 see 
+ 一 斑 一 一， 如 果 x > 1 x 
ee 一 一 x 


~ 一 一 一 一 ， 如果 *<-=-1 | -一 
x vr —l ” _  : Ar 


用 绝对 值 符 导 ， 可 以 消除 符号 上 的 * + "二 重 性 ， 把 导数 写成 单 
一 的 表达 式 ; 


图 3 曲线 y=aec rz 对 于 
xx -1 和 xz*>i 的 糙 
率 为 正 值 


4 ser 一 1 
dx 1xzl vx -1 
如 果 忆 是 x 的 可 微 淆 数 且 iul <1，, 我 们 有 公式 
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例 3 求 sec "(5x') 的 导数 . 


| 1 4 1 过 4 
gec (Sx ) =- de) 
dz ee (3x) 5x | VCS ‘Sx 
] + 
= 0 {Sx >1>0) 
5x4 vv25x -1 ~ 
-4 | 
x 25 焙 二 | 
3.8.5 其 他 3 个 反 三 角 肾 数 的 导数 
对 于 其 他 3 个 反 三 角 函 数 求 它 们 的 导数 ， 


但 是 由 诗 存 在下 列 恒等式 ， 我 们 有 更 条 生 的 求 导 娄 方 过 


反 三 角 函 数 - 芭 三 角 余 函数 民 等 式 ， 
Cos (X= 7 一 Sin x 
cot t= 一 tan | 


cac x = 再 [2 sec x | 


我 们 在 1.5 节 公 式 (5) 中 见 过 这 三 个 恒等式 中 的 第 一 个 式 子 ， 其余 两 个 恒等式 用 同样 的 方法 
导出 ， 由 这 些 恒等式 容易 推 得 ， 反 三 角 余 国 数 的 导数 是 对 应 的 反 三 角 昨 数 导 数 的 负 值 ， 例如， 
cos x 的 导数 计算 如 下 : 


人 《aos = 并 ( 玛 一 sin az] (恒等式 ) 
= -二 《sin zx] 
=- 二 《反正 弦 函 数 的 导数 ) 
一 于 
于 和 东 1 反 三 角 函 教 的 导数 
(于 叶 全 sa) dd | EE 
Yi oe Vi- 
sate Se 1 = du/dr 一 ， iIul >»1 6) ee) - 一 du 由 ， lui 3 上 
中 lul vw -] ds lul wa -t 
习题 3.8 
- ' 二 -1 
Re 12 中 ,利用 同 例 ! 相似 的 参考 三 角 4 tajsio"' (证) (bjsin"'( 二} 
1 1 
lL faiiano 1，[bjtan-1f -3). Le}un (三 {ejsin (4)} 
2 1ajtan1( 1). (bjn v3. (Qo ( 广 } §. (a)eos'( 卫 ) fbjeon"'( 画 ) 
3 {ajsin' (3) {bjsio* '( 委 teleoe 全) 
国 1 
(so (学) 6 (aco { 王 ) [bleos! (万) 
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7. {ajsee!( -1). | 


8. { a) se 2. 


fosee 对 


有 


(ie 如 toee2 


} {ese 
9. (a) cac ‘2. 


10. {ayewe!t -V2ytb}yewe" ( 掺 } 


{ej cac 《一 2)， 
11 (ajeot CC -1). 【bjcot tv 


teeor'{ 二 } 


12. {ajcot tt1), {bjent''( -3). 


【el cot ‘(5)} 


在 习题 1 ~20 中 ， 求 概 限 . 【如 果 存 在 艇 问 ， 


请 着 两 数 的 图 彤 , ) 
13. lim ain zx. 14. lim cos-'x. 
一 3 
15，lim tan "> 16. Jim tan 'x, 
17. lim sec™ 'x,. Is. lim sec “x. 
19. lim csc 'x, 20. lim cee 'x. 
在 习题 21 ~42 中 ， 求 y 对 相应 变量 的 导数 . 
321.7 = c08 ! (x ). 22. y=co8 lx) 
23. 7 = sin" it 24.y=ain (1 -1). 
25.y=sec (21+1),. 26. 7 = sc 153. 
27,¥=csc (x +1), x»>0. 


28.y = rac ”| 29.y =sec 二 ， 0O<fs<1]. 


EE 
本 
3 


30.7y =ain 31.y =eot Vr. 


i 


32.y = eof 一 二. 
34, 7 =tan fln x). 


36.7 = ron {ey). 
38.7 = Vel sec's. 


39.y=tan vr -1 +eac xr, x»>1. 


33. 7 =n (Ctan x}. 
35,. y=csc Te 


39.y =s vl -ss +eos''s, 


40.y7 = eo tan x dl.y=x sin r+ vl x. 


2 ol 
42. y=1n (Cx: +4) -x tan (到 


43. 如 附 图 所 示 ， 候 定 你 坐 在 一 癌 教室 的 墙 边 注视 
着 室内 前 方 的 黑板 黑板 长 12 英尺 ， 一 庙 有 距离 
你 更 近 的 墙 3 英尺。 如果 你 离开 前 方 的 塘 * 英 


} [ejsec '( -2). 


尺 ， 和 证明 你 的 视角 为 


a= rnt 二 -eof 二 
15 3 


44. 求 附 图 中 的 角 a 


人 
LA ar 


45. 附 财 表示 tan '1 +tan +44n 1'3=7 的 -- 种 非 
形式 证 明 ， 解 琶 证 明 的 步 枝 . 
s<< 


人 的” 


4 折 、 蛋 等 式 se ( -x} = 本 -sece xz 的 两 种 推导 方法 
{8)( 几 柯 方 法 ) 出 图 显示 sec*( -x) =T- 
see 的 一 种 图 形 证 明 方 法 ， 考虑 你 能 天 

给 出 证 明 的 步骤 . 


{9} (并 教 方法 } 结 合 正文 中 下 面 两 个 公式 推导 
恒等式 see (一 x) = 下 一 acc xs 
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roa Ft) = (1.5 和 节 公 式 (4)) 有 什么 特殊 性 ?于 以 说 明 . 


sec Tt =naa fr)y (公式 (1)) S59， 隐 娄 
和 . 恒等式 sin rz +eos-z=m2 图 形 1.64 建立 这 Rx) = na - 和 g(r) = tan' 1 
个 对 于 0<x<1 的 恒等式 为 了 在 区 间 [ -1,11 vx +l 
的 其 余部 分 确立 这 个 全 等 式 ， 通 过 直接 计算 证 实 有 什么 特殊 性 ” 下 以 说 明 . 
它 对 于 x =0. 1 和 -上 成立 然后 ,对 于 ( -1,0) 国 59 状 下 列 两 数值 : 
中 的 值 令 x = -aa>0， 并 把 公式 113 和 1.5 节 公 【alsec .5 (bjeae CC —1.5). (fe)vot '2, 
式 (4) 左 用 于 和 式 min( -aa) +cou '( -ah 上 650， 六 下 列 病 数 值 : 
种, 证 明和 式 tan rr+tan flzr) 为 常数 . [aljser (CC —3). (bjeae "lL.7. 
在 刁 题 49 - 52 中， 哪些 表达 式 是 有 定 六 的 ， {ejeot (一 2)， 
哪些 是 砚 定 交 的 ? 提出 答案 的 理由 . 在 31 题 61 ~63 中， 法 每 个 复合 两 数 的 定 艾 域 
多 .fajian- 12. (bj ena 和. 和 信 域 .然后 在 单独 的 屏幕 上 夯 出 复合 两 数 的 疼 
S50. [alj eac (1/2). [byeac '2. 撒 ， 每 种 情况 下 的 图 形 合乎 情理 蚂 ” 提 出 答案 的 理 
51. {a}sec 0. (hb)ain "2. 由 ， 说 明 你 从 图 形 中 看 出 的 任何 英 别 , 
52. fa}cotr lt -172). (bjcoa 1 一 5). 61. [a}r=tan (tanx)， (b)y=tan (tan x). 
53, 利用 恒等式 62. [ay =ain Cun#), (bjy=sin (sin x). 
1 1 的 ，[a)y = rna (co x). (bjy = coa (cos !r). 
眶 在 习题 列 - 经 中 ,利用 你 的 给 图 上 其 绘制 
巾 表 3. 1 中 see 的 导数 公式 推 津 cae 的 导 图 形 . 
数 公式 ， 4 给 制 Y= sect sec xz) = gecl cos lzry 的 图 形 ， 
54. 通过 对 tan y =* 这 个 同 y =tan "+ 等 价 的 公式 两 从 图 形 中 看 出 什么 结果 ?于 以 说 明 . 
端 求 导 数 ， 推 导 y= lan * 的 导数 公式 人、 牛顿 眩 形 钱 ”给 制 牛顿 蛇 形 线 +， =4xx( 和 +]) 
Yl 的 图 形 ， 然后 在 同 -- 绘 下 窗口 中 纺 制 y = 
de 1+ 2 sin (2 tan'x) 的 用 形 ， 从 图 形 中 看 出 什么 结 
55. 利用 3.7 节 中 定理 4 的 反 现 数 导数 法 则 排 导 困 * 予以 说 明 . 
到 ec Ir = 一 一 二 一 ， Ixl>1 G6. 给 制 有 理 耳 数 y = 【之 一 的 图 形 ， 然后 在 
ixl vx 一 ] 同一 绘图 窗口 中 绘制 y = reaf 2 see 'x) 的 图 形 . 
56， 利 用 恒等式 从 图 形 中 看 出 什么 结果 * 子 以 说 曲 . 
oo 2 Ei 67. 绘制 所 zy =sin-!x 及 其 -… 阶 导数 和 一 阶 导数 的 
yj 2 , 图 展 ， 说 明 / 的 特性 及 其 图 撒 找 状 网 和." 的 
让 .1 中 ta ua 的 导数 会 式 推导 cot ua 的 导数 符 叶 和 值 的 关系 . 
公式 . 68. 绘制 /Lx) =tan xy 及 其 一 阶 导数 和 二 阶 当 数 的 
57， 函数 图 形 ， 说 明太 的 特 竹 及 其 图 形 形 状 同 广 和 六 的 
fx) = sin £— jx =0 和 g(x) =2 tan'yr 符号 和 值 的 关系 . 
3.9 相关 变化 率 


这 一 节 我 们 来 考察 这 样 的 问题 ， 当 一 个 变量 在 其 他 某 个 (或 者 几 个 ?相关 秋 量 的 变化 率 为 已 
知 时 ， 它 的 变化 率 是 利 么 ， 从 其 他 已 知 变化 率 求 一 种 变化 率 的 问题 称 为 相关 变化 率 问 题 . 
相关 变化 率 方程 

假定 我 们 正在 对 一 个 球形 气球 充气 ， 气球 的 体积 和 半径 都 随时 间 增 加 ， 若 气球 在 某 个 时 刻 
的 体积 为 了 Y， 半 径 为 *， 则 


利用 链 式 法 则 求 导 数 ， 得 到 相关 变化 率 方程 
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dy dy dr -4 :dr 
由 ”中 出 


所 以 。 如 果 知道 气球 在 给 定时 刻 的 于 逢 和 体积 增加 的 速率 3 ， 我 们 就 能 够 从 上 面 这 个 方程 类 角 


“时 ， 矢 到 于 种 在 漂 个 时 刻 增 加 的 速率 ， 请 注意 ， 直 接 测 最 体积 增加 的 速率 ( 气球 充气 的 速率 ) 
比 测 最 六 径 增加 的 速率 更 为 容易 ， 检 关 变 化 率 方 程 使 我 们 能 够 从 dyzdt 计算 dr/di 

通常 ， 帮 相关 变化 率 问题 中 求 变量 关系 的 关键 是 画 出 最 针 它 们 之 间 指 几何 关系 的 图 形 ， 请 
大 下面 的 例子 . 

例 1 如果 从 一 个 直立 较 柱 形 彬 中 以 3000 [L/min 的 速率 排出 液体 ， 那 么 桶 内 液 面 下 降 的 速 闵 
居多 少 ? 

解 画 - 个 部 分 注 人 流体 的 直立 圆 术 形 柏 ， 它 的 半 科 为 r， 
液 面 高 度 为 网 转 3 45)， 设 液体 的 体积 为 节 

和 上 将 随时 间 的 流逝 而 改变 ， 但 是 + 保持 为 常数 ， 我 们 把 
YF 和 上 设想 为 时 间 的 亲 微 请 数 ， 并 且 用 1 代表 时 间 ， 凯 知 液体 排 
出 的 速率 为 3000 Limin， 这 个 速率 应 胶 负 值 ， 因 为 液体 体积 是 在 
减少 ， 所 以 


de 三 ~ 3000 
我 们 要 回 符 的 问题 是 液 面 下 降 的 速率 是 多 少 ， 也 就 是 凑 时 = -3000 Limin 
dh 
dt 图 345 ” 兢 柱 形 桶 内 沪 体 体 科 
为 了 求 出 4/ 幅 ， 首 先 写 出 表示 六 同上 4 的 关系 的 等 式 ， 这 个 的 次 化 率 同 桶 中 液 面 
等 式 依 赖 于 对 Y，r 和 上 选用 的 单位 ， 如 果 玉 用 升 为 单位 ，r 和 所 的 变化 率 相 关 { 例 !) 


用 米 为 单位 ， 圆 柱 体 体积 的 相 庶 公式 为 
V = 1000mr 
因为 1 立方 米 包 合 1000 升 . 
由 于 和 是 i 的 可 微 钞 数 ， 可 以 对 等 式 六 = 1000m7 生 两 端 对 1 求 导数 ， 得 到 咏 / 册 和 dizdi 
的 甘 系 式 : 


dr dh 
dr 1000 和 六 dr (r 是 半径 》 
代 人 已 知 值 dyxqr = -3000 并 解 出 dh/dt: 
dh -3000 3 


di 1000mr mr 
液 面 将 以 3Atnr)mmin 的 速率 下 降 . 
等 式 是 /di = -3/mr 表示 液 面 下 降 速率 同 桶 的 半径 + 相关， 如 果 r 很 小 ，dhdit 将 会 很 天， 
如 果 r 很 大 ， 中 di 将 会 很 小 . 


若 r=1m: 符 =- 辽 一 -0.95 m/min = -95 em/min 
TT 
车 r= 10m， 业 -_- 3 .00095 m/min 2 -0.95 cm/min 加 


dr 100~ 
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求解 相关 变化 率 问题 的 对 第 

{1} 池 出 问题 的 图 形 并 命名 变量 和 常数 ， 用 ! 表示 时间， 假定 所 有 变量 郁 其 时间 上 的 可 短 
消 数 ， 

{231 记 和 录 数 字 资 料 { 用 你 选择 的 符号 名 表示) ， 

{31 描 述 求 解 的 问题 ( 通 基 表示 为 导数 的 变化 率 )， 

(14] 写 出 表示 变 董 关系 的 方程 ， 为 了 获得 表示 你 想 得 记 变化 率 的 变量 同 已 知道 变化 率 的 陡 
些 变量 之 问 关 系 的 方程 ， 可 能 必须 把 两 个 或 更 名 的 方程 结合 已 来 . 

{15] 来 对 ! 的 导 歼 ， 然 后 用 已 知 值 的 变化 率 和 变量 表示 想 要 得 到 的 变化 吝 ， 

《6 求 导 数值 ， 利 用 已 知 的 值 求 未 知 的 变化 率 . 


例 2 一 个 从 平地 升 空 的 热气 球 直 离开 升 室 点 500R 的 -… 台 距离 探测 器 跟踪 。 在 虐 离 探测 路 
的 仲 角 为 mx4 时 ， 角 度 增加 的 变化 率 为 9. 14 radymin， 气 球 在 耶 时 上 升 的 速度 是 多 少 ? 
解 ”通过 下 面 6 个 步骤 回答 这 个 问题 . 
(1) 画 出 图 形 并 命名 变量 和 常数 { 见 图 3.46)， 图 中 的 
变 最 是 i 
9 = 距离 探测 器 司 地 面 形成 的 角 ( 以 弧 讼 为 单位 ). 
y= 气球 的 高 度 ( 以 英尺 为 单位 ). gO i 
令 # 表示 时 间 (以 分 为 单位 ) ， 并 且 假定 9 和 > 是 :的 可 革 _ : 
微 函数 


图 中 的 一 个 常数 是 距离 探测 器 同 气 球 升 空 点 之 间 的 路 人 
离 (500 fh)， 对 它 不 霜 要 给 出 特 虱 的 符 导 名 二 天 和 人 
{2) 记录 附带 的 数字 资料 . 
dg 二 图 3,.46 气球 高 度 的 变化 率 局 此 高 
机 94rdmin， 当 8 二 村 探测 器 和 地 面 形成 第 度 的 
(3) 描述 求解 的 问题 ， 我 们 想得到 当 8 = wi4 如 的 dy 和 变化 率 相关 (出 2) 


(9) 号 出 表示 变量 y 和 日 的 关系 的 方程 . 


-了 = 可 = 
500 tan 或 Y= 500 14n8 


{S] 利 用 链 忒 法则 求 对 上 的 导数 ， 结 果 表 明 dxdt( 想 得 到 的 变化 率 ) 阿 d9xdi{ 已 知 的 变化 率 ) 

相关 . | 
守 = 500 (sec'0) 村 
(6) 来 导数 值 ， 用 日 =mx4 和 /d=0.14 求 dy/di. 
= 500(V3)(0.14) = 140 (see 工 = 

所 以 ， 在 指出 的 时 肇 气球 上 升 的 速度 为 140 ft min. 国 

例 3 一 辆 警车 由 北 驶 向 一 个 十 字 路 口 ， 追 斑 一 辆 已 经 拐弯 正 向 东 行 驶 的 高 速 汽车 ， 当 警车 在 
十 享 路 口 北面 0.6 英 里 和 汽车 在 十 字 路 口 东 面 0.8 英里 时 ， 警 察 用 上 雷达 测定 它们 之 间 的 距离 以 及 汽 
车 正 以 每 小 时 20 英里 加 速 ， 如 音 警 车 在 测量 时 以 每 小 时 后 英里 的 速率 行驶 ,汽车 的 速率 是 多 少 ? 

解 ”我 们 在 坐标 平面 内 画册 汽车 和 警车 位 置 的 图 形 ， 用 正 * 轴 作 为 向 东 行 的 公路 ， 正 + 轴 作 
为 向 北 行 的 公路 ( 见 图 3. 条 ). 令 t 代 表 时 间 ， 并 且 滩 


x = 汽车 在 时 了 亲 :的 位 轩 
y = 警车 在 时 间 + 的 位 置 
5 = 汽车 同和 警车 之 间 在 时 间 4 的 距离 
假定 x,，y 和 s 是 :的 可 税 丙 数 ， 
我 们 二 求 的 是 省 


T=08mi, y=0.6mi, = ~ 60 mph. 站 = 20 mph 
下 所 


时 的 dxdt， 注 意 dy 中 为 负 值 ， 因 为 7 是 在 减少 . x 
对 有 距离 六 各 


r= OR 
旧闻] 并 起 


ds a 


2 2 1 
+ 三 + 


(也 可 用 *= y+ 六) 求 导数 ， 得 到 


dy df 
2 = 2 至 +27 业 机 = 名 
d 
Fr 
ds _ (se 是 ] = 1 | 此 ， 全】 dx - 
出 sd Td ty dt 出 出 


图 3.47 汽车 的 速度 同 警 车 的 速率 


最 后 ,利用 + =0.8, y=0.6, drrdi= -60，dwvdt = 加 0 求 以 及 它们 之 间 的 距离 的 


解 dxdt 变化 率 相 关 ( 例 3) 
| dx 
20 = - 一 |0.8 0.6)( -60 
re ( qe + C000 )] 
ds _ 20 (0.8) + (0.6) + (0.6)(60) 70 
dt 口 8 
所 以 汽车 在 指出 时 刻 的 行驶 速率 为 每 小 时 70 英里 ， [|] 


例 4 将 水 以 9 人 /min 的 速率 注入 一 个 圆锥 形容 器 中 ， 容 器 顶 朝 下 倒立 ， 它 的 高 为 10 ft， 底 
半径 为 5 丰 当 容 器 内 的 水 深 达 6 插 时 ， 水 面 升 高 的 连 率 是 客 少 * 
解 图 3.48 显示 注入 部 分 水 时 的 圆锥 形容 器 ， 问 题 dy =9nymin 
中 的 变量 为 ' 
FV= 容器 中 的 水 在 时 间 + (min) 的 体积 (ft ) 
xs= 水 面 在 时 间 上 的 半径 (fy 
7= 容 器 中 的 水 在 时 间 :的 深度 (ft) 
假定 Fx 和 是 1 的 可 微 函 数 ” 问题 中 的 常数 是 容 
器 的 尺寸 ， 要 求 在 


Y=6 人 及 


dr 


dr = 9 ft /min 
di 


dy : 
盾 汶 出 一 ， S 圆锥 的 体积 3 
j 米 出 二 ， 水 形成 的 圆锥 的 体积 为 图 3. 赂 ”圆锥 形容 器 注入 水 时 的 几何 
V = Tey 图 形 ， 注 人 水 的 速率 决定 水 
面 升 高 的 速率 ( 例 4) 
这 个 方程 包含 x 以 及 WW 和 由 于 没有 给 出 关于 * 和 下 


在 时 间 :的 数据 ， 我 们 需要 消去 x， 图 3.48 中 的 相似 三 角形 提供 一 种 用 y 表示 x 的 方法 : 
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x 3 上 
ry ”1 或 r= 
,7 
pe 4 
IV | = 
到 人 i 工 ， 2 二 TY 
给 出 导数 1 
越 后， 利用 了 =6 和 dd =9 求解 dyxdti 
_ :由 
9 = 本 46) oe 
中 = 0. 32 


在 指出 的 时 刻 ， 水 面 开 高 的 束 率 约 为 0.32 fmin. 


习题 3.9 

1 面积 假定 陪 的 半生 > 和 面积 4 = mr 都 时 1 的 呈 
微 消 数 ， 写 出 表示 dd 同 dr 美 系 的 方程 ， 

2.， 事 面积 ”假定 球 的 半径 rr 同 表 和 面积 S=4mr? 孝 是 
1 的 可 微 丽 数 ” 写 出 表示 dS 和 rdf 关系 的 
方程. 

3. 蛋 积 正 辆 性 体 的 半径 > 和 商 度 丘 问 殴 柱 体 体 各 
Y 的 关系 由 公式 下 = mr 表示 
1a] 如 果 r 为 常数 ，dFAdi 同志 dt 有 何 闫 系 ? 
ib) 如果 思 为 常数 ，dbdr 同 dxd 有 何 闫 系 ? 
(ce) 如 条 rr 和 上 都 不 是 常数 ，dF 由 则 抽 zdi 有 何 

关系 ? 

4 体积 ” 止 圆锥 体 的 半径 + 和 高 诬 点 同 圆锥 体 体 各 
的 关系 由 方程 Y={1 和 3) wr 表示. 
1a] 如 果 r 为 常数 ，dYzd 问 dhxzdt 有 何 关 系 ? 
(bj 如 果 太 为 常数 ，dYz 册 隔 dzvdi 有 何 关 系 ? 
{1c] 如 果 r 和 点 都 不 是 常数 ，dPzdi 同 矶 “出 有 何 

关系 ? 

5. 电压 变化 ”如 附 图 所 示 ， 电 有 路 的 电压 区 伏特 )、 

电流 开 安 培 ]1 和 电阻 凡 欧 姆 ) 之 加 的 关系 由 方程 

Y= 矶 老 贞 假设 当 了 必 173 安培 7" 秘 的 速率 减少 


1) 长 六 =12 优生 =2 安培 时 请 的 变化 率 ， 下 且 
增加 还 旦 减少 ? 

6. 电功率 ”电路 的 电 功 认 P( 所 特 ) 同 电路 电 了 中 
【欧姆 ;和 电流 所 安培 } 之 何 的 关系 出 六 得 只 = 
RA 故 丽 ， 

{fa}) 如 果 上 ,六 和 部 小 是 常数 ，dPxdr ,aRAdt 
和 ddt 有 位 关系 ” 
1b] 如 果 呈 是 常数 ，d 瑟 /中 问 dr 有 何 兴 系 ? 

7. 有 师 离 设 x 和) 是 :的 叮 微 卫 数 . 并 日 邻 := 
VT + 六 是 xy 平面 内 点 (x， 0) 和 (0，») 之 辣 的 距离. 
【ai 如果， 是 常数 ,出 /df 同 dxdt 有 机 关系 ? 
fb} 如果 * 和 yy 部 不 是 常数 ，dsi 回 由 中 和 

dy/dt 有 何 美 系 ? 
[ce) 如 果 * 是 常数 ， 由 “出 同 dyx 由 有 何 关系 ? 

8. 对 角 乒 ”如果 *，y，:= 是 一 个 长 方形 僵 子 的 边 
长 ， 盒 子 对 角 线 的 共同 长 度 为 $= vx + + 
la} 假 进 x, yz 是 上 的 可 往 陋 数 ，d 由 邮 

dx 二，dyxdi 和 由 /出 有 何 关 系 ? 
fb) 如 果 * 为 常 束 ，dsidf 同 dyxd 和 dd 有 何 


关系 ? 
时 以 1 伏 / 种 的 速率 增加 ， 用! 表示 以 秘 为 单 (ce) 如果 :是 常数 ，dx/dt， 中 zx 和 由 A 之 间 有 
位 的 时 间 . 何 关系 ? 
+ V- 和 面积 ”由 边 长 a 和 图 成 的 测量 衣 为 8 的 一 衣 形 
的 面积 为 
G 几 二 立 tt ain 计 
13a] 如 果 e 和 上 5 是 常数 ，d4dr 同 d&di 有 何 
有 关系 ? 
fa} dxdit 的 值 是 什么 ? tb) 如 果 只 有 请 是 常数 . d4Adt 同 8dt 和 de dr 
[bjqrdr 的 入 是 什么 ? 有 何 关系 ? 


fe} 表示 dR 同 dd 和 和 di/ 由 关系 的 方程 是 
什么 ? 


ic) 如果 sz，5 和 昌都 不 是 常数 ，ddidi 同 487d， 
daxd 和 d&Adr 有 休 关 系 ” 


乱 分 法 


刀 ， 加 热 金 属 板 ”把 . 块 图 形 金属 板 放 在 炉子 上 加 16. 


. 放风 筝 
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热 、 它 的 于 向 以 0.0L covimin 的 速率 增加 ， 
金 赎 板 的 半 笑 为 50 cm 时， 它 的 面积 增加 的 速 
呢 是 和 多少? 


.是 形 尺 寸 的 变 北 ” 当 夭 拒 在 宽度 志 以 2 ems 的 


回 率 增加 时 其 长 度 以 2 cms 的 速率 减少 ， 当 
i=12cm 和 zw=secm 时 ， 求 fa) 认 形 商 积 的 变 
化 率 ， (bj 村 形 周 长 的 变化 率 ，fe) 矩 腻 对 阴线 
长 度 的 变化 率 ， 在 这 些 芯 中 哪些 在 增加 ， 哪 此 
在 减少 ? 


.上 矩形 便 子 尺寸 的 变化 ”假设 边 长 为 *，+r， > 的 


堵 台 第 形 盒子 的 尺 省 变化 率 如 下 : 


必 = 1| ma 慌 = 一 了 ms, 下 = | rvs 
dt 证 dt 


于 = 二 ， =3 和 和 z=2 有 时， 炒 {(a) 算 形 体积 的 变 
化 率 ，( 上) 短 玫 表面 各 的 变化 率 ，{e] 矩形 对 角 
线 长 度 = YY +Y + 的 变化 率 , 


， 滑 动 的 梯子 “一抹 儿 周 在 堵 上 的 13 英尺 长 的 梯 


子 ， 底 端 突 然 消 动 ， 当 其 底 端 离 并 墙 璧 12 英尺 
时 ， 靖 动 的 速率 为 5 fs. 
{a 这 时 梯子 硕 疝 在 墙 专 上 下 滑 的 速率 是 多 少 ? 
(b) 这 时 巾 梯 子 ， 增 瞩 和 地 面 形 成 的 三 角形 的 
面积 的 变化 率 是 秒 少 ” 
ie} 这 时 梯子 和 地 面 之 间 的 夹 角 间 的 变化 率 是 
和 多少? 
y 


HI 


13 莞 民 长 的 村 六 


人 


0 A 


商业 航空 运输 ”两 架 商 用 航空 运输 机 在 40 000 


英尺 的 高 空 沿 两 杀 正 交 的 直线 航线 飞行 。 飞机 
4 以 442 节 ( 涅 /小 时 ，! 涅 = 2000 码 ) 的 速度 接 
近 航 线 交 汇 点 。， 飞 机 8 以 481 节 的 速度 接近 航 
线 交 汇 点 ， 当 飞 和 4 距离 交汇 点 5 涅 和 长 机 品 
距离 交汇 点 这 涅 时 ， 它 从 之 间 的 虐 离 的 变化 率 
是 多 少 ? 

一 个 玄 接 把 风筝 放 到 300 英尺 的 高 度 ， 
承载 风筝 的 风力 在 水 平方 向 以 25 fv's 的 速率 离 
开 她 ，、 当 风筝 下 她 500 和 时 她 必须 以 多 快 的 速 
率 放 出 风 稳 线 ? 


21. 


Pa 


- 拖 奥 小 船 


外 汽缸 ”林肯 汽车 制造 厂 的 机 械 师 正在 条 链 6 
英寸 梁 的 汽 斌 ， 以 全 安 装 -种 新 的 活 赛 ， 他 们 
使 用 的 狼 床 每 3 分 钟 增加 汽 滤 于 挫 隔 分 之 英 
才 ， 当 汽缸 内 腔 真 从 为 3 800 英才 时 ， 汽 直 容 
鹅 增加 的 速率 是 多 少 ” 


: 增 太 的 沙 堆 认 粒 从 传送 带 以 10 pzmin 的 速 


宗 散 落 到 加 和 链 形 的 沙 堆 上 ， 沙 堆 的 高 廊 tti 为 底 
部 直径 的 3A8， 当 沙 扒 高 度 为 4 英 民 时 (a) 沙 纵 
高 度 的 变化 率 是 多 少 ? (b) 庶 半径 的 变化 率 是 
多 少 ? 答案 以 厘米 “ 秒 为 单位 


圆锥 形 水 槽 的 排水 ”水 从 底 半 答 为 45 m 和 商 罚 


6 m 的 贺 维 形 混 此 土 浅水 模 ! 顶 朝 下 ) 流 山 ， 剧 

水 速率 为 和 m/min. 

ta}) 当 水 深 为 5 十 时， 水 面 下 降 的 速率 是 多 少 
{rm sy 

{b) 那 时 求 面 半径 的 变化 率 是 和 多少 {cmws)” 


.半球 形 水 权 的 徘 水 ”水 从 六 和 经 为 13 四 的 半球 内 


达 状 本 垣 中流 小 ， 排 水 巡 率 为 6 mymin， 如 下 
面 的 剖面 图 所 示 ， 很 定 永 深 为 y 米 时 半 征 为 恒 的 
此 球形 硫 状 水 模 中 水 的 窒 积 为 Y= (m3)11 ， 
(3 及 -yy)， 试 回答 下 列 问 题 ; 


1a]j 5 水 榨 为 8 mm 时 水 位 的 变化 率 是 车 少 * 

1b) 当 水 深 为 Ym 时 水 面 的 半生 居多 大 ? 

[ce) 当 水 深 为 8 m 时 水 面 半 共 7 的 灾 化 率 是 
EA 


' 增 大 的 两 清 ”假定 一 滴水 汽 中 完全 球状 ， 通 过 


雍 聚 ， 责 浦 以 与 其 表面 积 成 正比 的 速率 吸收 水 

分 ， 证 明 在 这 种 环境 下 雨滴 的 半径 以 常数 速 末 

增加 . 

充气 气球 的 半径 ”一 个 气球 以 iD0w fymin 的 

速率 充 入 氧气 .气球 在 半径 为 5 外 时 半 程 增加 

的 速率 是 多 少 ” 这 时 表面 积 增加 的 速率 是 和 多少; 

一 舰 小 船 由 连接 船 头 和 通过 码头 - 

个 贺 环 的 线索 拖 向 船坞 ， 图 环比 船 头 高 出 6 人 f 

纺 索 各 映 的 速率 为 2 ft/s. 

(a) 当 费 案 剩 下 10 ft 时 小 船 向 码头 舍 近 的 速率 
是 冤 少 ? 

{b) 那 时 角度 8( 参见 附 图 ) 的 变化 率 是 志 少 ” 


23. 气球 与 自行 车 


了 


码 类 边 
的 册 环 


ee 

:个 气 妹 以 恒定 建 率 【和 es 洲 
和 线路 径 从 地 面 了 上 征 诅 上 升 ， 当 气球 达到 地 上 面 
上 的 用 的 闹 闪 时 ， 辆 以 闭 定 速率 17 tus 行驶 
的 自行 车 恰好 在 它 的 下 面 通过 3 秒 后 自行 车 
辣 字 球 之 间 的 咏 离 (由 增加 的 速率 是 多 少 ? 


24. 冲 别 啡 ” 呀 啡 从 圆锥 形 过 下 器 以 10 in min 的 


速率 往 人 图 杜 形 嘻 啡 带 中 . 


这 个 液 曾 下 隆 的 
未 军 是 多 少 ? 


这 个 渡 面 上 开 的 
速率 是 和 多少 


- 成 本 、 收 入 和 利润 


{a}) 当 过 证 器 中 的 贿 啡 为 5 in 深 时 ， 果 啡 这 中 
液 而 上升 的 建 罕 是 多 少 ? 
{b} 这 时 过 总 器 中 液 面 下 落 的 速率 古 多 少 ” 


- 心脏 的 输出 19 世纪 后 年 代 司 期 ， 巧 装 维 不 


薪 供 底 学 院 生理 学 教授 阿 多 夫 “ 费 克 提出 我 们 
今天 嵌 下 测 最 大体 心脏 - 分钟 泵 大多 少 血 流 的 
几 种 方法 中 的 -种 片 法 ， 在 你 顺 读 这 个 包子 时 ， 
你 的 心脏 输出 大 约 是 7 Imin 心脏 在 休息 状态 
下 的 输出 略 括 于 6 Lmin 正在 训练 中 的 二 拉 松 
长 跑 运 动员 ， 心 . 脏 的 输出 可 人 能 高 达 30 L/min. 

大 恒心 用 的 输出 可 以 用 会 趟 


2 
D 


计算 ， 具 中 8 是 每 分 钟 呼出 的 二 气 化 碳 的 毫升 
数量 . 只 是 输送 到 肺 的 血 证 的 一 氧化 忠 读 诬 问 
俯 肺 返回 的 血液 的 二 氧化 磋 溢 诬 的 益 ， 当 日 = 
233 mmm 和 DD=97 -56=4] mlmin 时 ， 


-233 mmin -。 i 
= 4 ml ”< 3. 6% f/min 


这 网 大 多 数 人 处 于 机 体 话 动 最 低 ( 体 息 ) 时 的 状 
态 非 常 接近 {( 数 撕 由 东 田 纳西 州 定 大 学 言 尔 南 
医学 院 医 学 博士 j 上 肖 尼 斯 - 赫 尔 德 提供 )、 

棚 定 当 怠 =233 mlmin 和 了 =41 mLmin 时 
我 们 还 知道 以 每 分 钟 2 单位 的 速 宁 减少 而 中 
保持 不 变心 脏 的 输出 会 出 现 什 么 情况 
-家 公司 能 够 以 ett) 古 类 
元 的 成 本 ,， r(x) 和 王 甘 死 的 销售 收入 ， 了 以 友 
pix = -ef 下 美 雹 的 利润 ， 生 产 工 件 产 
品 ， 对 于 * 和 dxd 的 下 列 值 求 dexdt，drxdy 和 


下 二 


sed. 
[ayrttr) =Or, rirx) =4 -Or +1Ssr， 当 = 人 
时 dxdt =0. 1. 


[bjrfx) =T70x, ctx) =x: -6r +45r， 当 于 = 
1 时 dx 由 =D 05. 


， 沿 绵 物 线 运 动 的 质点 ”质点 沿 第 一 象限 内 的 抛 


物 线 y= 运动 ， 它 的 上 * 坐标 (用 米 麻 量 1 以 不 
变 的 速率 10 mxs 增加 ， 连 接 质 点 同 坐 标 原 点 的 
线 跨 的 全 前 在 zx=s 旧 时 的 态 化 率 是 密 少 ? 

沿 另 外 一 条 执 物 线 话 动 的 质点 ”质点 从 石 到 左 
沿 执 物 线 y = wx 运动 ， 它 的 x 坐标 (用 米 度 
量 ) 以 8 nv's 的 速率 疾 少 ”连接 质点 同 坐 标 原点 
的 线段 的 候 角 8 在 x*= -4 时 的 变化 率 是 密 少 ? 


. 在 平面 内 运动 的 质点 ”质点 在 按 米 制 的 xf 平面 


上 的 坐标 是 上 的 可 向 羡 数 ， 有 具有 导数 dx 人 di = 
-1Lmxs 和 由 /出 = -ms 质点 在 通过 点 
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31. 


移动 的 影子 


(5，12) 时 间 厌 点 的 距离 的 变化 率 是 密 少 ? 
一 位 6 英尺 高 的 男子 以 5 Rs 的 
速率 朝 离 地 面 16 莱 民 的 街灯 行进 ， 他 的 影子 项 
请 移动 的 速 察 旺 多 少 ? 当 他 距离 灯 的 划 底 10 英 
上 故 时 ， 影 子 长 度 的 变化 率 是 多 少 ? 
另外 一 个 称 动 的 影子 一 巷 灯 从 59 英尺 高 的 灯 
杆 项 端 巾 射 . -个 球 从 距离 杂 杆 30 英尺 外 的 局 
样 高 度 目 蒂 ( 参见 附 图 )，172 种 后 妹 的 影子 在 
地 面 上 移动 的 速率 是 委 少 ?【 候 设 球 在 上 秒 内 下 
落 的 路 离 为 ;=16t. ) 
+T 

f= 由 时 的 读 


J ps 


¥ 
人 


二 下 


zs-------- 
| 


+ 不 榨 比 语 ) 


了 2. 运动 汽车 的 摄像 ”你 正在 距离 赛车 道 132 英尺 


的 看 全 对 汽车 赛 摄 像 跟踪 一 辆 车 速 为 
180 micht264 fs) 的 赛车 ， 当 赛车 经 过 你 的 时 
前 方 时 ， 摄 像 机 和 角度 的 变化 率 是 多 少 ? 半 秒 
钟 后 8 的 变化 率 是 包 少 ? 


二 询 机 


.融化 的 末尾 ”直径 为 8 英寸 的 球形 铁 球 册 -… 层 


厚度 均匀 的 冰 层 和 包围， 如 果 洒 以 10 imymin 的 
速率 融化 ， 当 冰 层 的 厚度 为 2 英寸 时 它 的 厚度 
减少 的 速 容 是 案 少 ? 冰 层 外 部 表面 积 减 少 的 速 
沼 是 多 少 ? 

公路 杂志 公路 这 于 习 机 在 地 面 直 线 公 路 上 3 
英里 的 高 度 以 120 mih 的 恒定 速 诬 飞 行 ， 驾驶 
员 看 见 一 辆 迎面 驶 来 的 汽车 ， 并 用 当 达 测定 这 
时 以 飞 机 到 汽车 的 视线 距离 为 5 英里 ， 这 个 视 
线 吧 离 以 1 多 mizh 的 速率 减少 ， 炒 汽车 沿 公 路 
行驶 的 速率 . 


0. 


建筑 物 的 影子 ” 当 术 阳 在 上 午 鳃 过 头顶 上 时， 如 
英尺 高 的 建筑 物 在 昌 疝 上 的 彩 子 达 0 英尺 ， 这 
了 时 太 人 光线 冰 地 面 形成 的 前 度 有 以 27*zmin 
的 速 举 增 加 ， 建 筑 物 影子 长 度 碱 少 的 速率 是 多 
少 ?《 记 人 使 用 吏 诬 ， 用 inxmin 表示 管 案 ， 准 
确 到 十 分 之 … ) 


步行 春 4 和 和 吕 两 人 步行 在 两 条 直 交 的 大街 |. 
量 以 2 nvas 的 速度 走向 十 字 路 口 ; 中 以 1 ms 的 
回 诺 背离 十 字 上 路口 ( 如 附 图 所 示 )， 当 4， 丰 奸 
离 十 字 路 [分 别 为 10 m 各 20 m 时 和 角 机 的 挛 化 
率 是 多 少 ? 用 度 / 秘 表示 管 案 。 准 确 到 讼 . 


总 


s ev 


0 8 


.棒球 运动 员 ”棒球 场 是 边 长 为 00 主 的 下 方形 场地 . 


一 名 运动 员 以 I5 fs 的 速率 从 一 替 跑 向 一 谷 . 

{a) 当 运动 员 上 距离 一 全 如 天 时 他 回 一 全 的 紫 离 
的 变化 率 是 万 少 ? 

【bj] 那 时 角 负 和 和 灵 ( 见 附 图 ?的 变化 率 是 多 少 ” 

[+) 运 动员 以 15 fs 的 速率 请 进 二 人 台 ， 当 运 动 
员 触 及 二 捍 时 铅 和 号 的 变 比 率 是 洛 稍 ” 


182 第 3 阐 


3 弛 . 航船 两 稻 船 从 点 口 沿 商 条 构成 120" 角 的 航道 2000 码 )， 船 电 的 航速 为 21 季 ， 当 04=5 浊 利 
驶 离 ， 船 4 的 航速 为 14 世 ( 污 "小 时 ,1 湿 = { 旧 = 了 刘 时 ， 两 很 般 离 并 的 速率 是 多 少 ? 


3. 10 线性 化 与 微分 


某 些 情 党 下 我 们 可 以 用 比较 简单 的 孙 数 过 近 复 杂 的 蝴 数 ， 这 样 的 通 近 对 于 特定 的 应 用 问题 
星 以 达到 要 求 的 精度 ， 并 是 更 易于 人 处 理 ， 这 一 节 计 论 的 到 近 函 数 称 为 线性 化 ， 它们 是 建立 在 切线 
基础 上 的 ， 其 他 的 簿 近亲 数 ( 例如 名 项 式 ) 在 第 8 意 讨 论 . 

我 们 引进 新 的 变 基 dx 和 由， 把 它们 称 为 微分 ， 昨 把 菜 布 尼 芯 的 导数 记 续 dpdz 作为 真 击 比 
值 定义 的 ， 我们 利用 由 估计 测量 误差 ， 出 此 对 链 式 法 则 (3.5 节 } 提 供 一 种 严格 的 证 明 . 

3. 10.1 线性 化 

下 如 从 图 3. 得 可 以 看 出 的 陡 样 ， 曲 线 y=x 的 切线 在 切 点 附近 问 曲 线 接近 ， 在 钱 点 两 边 的 
小 区 间 上 ， 消 切线 的 y 值 给 出 曲 级 上 y 值 的 充分 通 近 ， 通 过 在 切 点 放大 岗 种 图 撒 ， 或 者 主 切 点 的 
x 坐标 附近 查看 记 x) 及 其 切线 之 间 的 差 什 表 ， 我 们 观察 到 这 种 现象 ， 这 种 现象 不 是 抛物 线 所 融 具 
的 ， 每 一 个 可 微 孙 数 曲线 的 局 部 特性 都 同 它 的 切线 相近 . 


1.003 


12 0.997 1.003 
人 997 
在 所 水 的 整个 x 区 同 切 线 辐 曲 线 非 党 接近 急 线 同 曲线 更 接近 ， 计 算 机 屏 昔 在 


这 个 x 区 间 上 区 分 不 出 切线 和 曲线 
图 3.49 在 函数 为 可 向 的 点 附近 越 放大 图 形 ， 图 形变 得 越 平 垣 ， 并 且 趣 显现 同 切 线 相似 
了 r= /7) 


一 般 说 来 ， 在 y=fA(x) 是 可 微 的 点 *=a, /的 切线 
通过 点 (a, f(a))( 见 图 3.50)， 所 以 它 的 点 和 斜 式 方 
程 是 


斜率 = fa) 


{a, fla)) 
y= f(a) + (a)(tx— a) 
因此 ， 这 条 切线 是 线性 函数 
Lx) = Fa) +P(atr -a) 
的 图 形 ， 只 要 在 这 条 直线 保持 同 了 的 图 形 接近 的 范围 内 ， 图 古训 y=f(x) 在 x=a 的 切线 是 直线 
L#) 就 给 出 对 所 x) 的 充分 通 近 . Lix) =fla) +f'{a)(r -a) 


仍 分 法 Ie 


定 久 苛 / 在 x*=a 总 可 微 的 ， 旭 还 近 蜡 数 
Lx) = fn) ti (nt{xr -ea) 
是 了 在 zx=a 的 线性 化 . 节 对 了 的 通 近 
x) = L(x) 
其 了 在 * = 的 标准 线性 道 近 ， 点 * =a 号 通 近 的 中 心 . 


例 1 求 fx) = v 了 +x 在 *=0 的 线性 化 ( 见 图 3.51). 
解 ” 册 于 0 = (+) 2 
我 们 在/(0} =] 和 (0) = 1/2， 给 出 线性 化 
Hx) = fa +f' la)lr-a) =1+ ) (x ~0) =- 1+ 握 
参见 图 4. 52， 本 


站 -9 ! 
一 由 .1 全 0.1 U2 


图 351 y= VT+x 及 鞭 在 x*=0 和 x=3 的 线性 化 的 图 撒 图 3.52 图 351! 中 小 窗口 的 放大 视图 
(图 3.52 显示 了 轴 上 【附近 小 窗口 的 放大 视图 ) 


下 表 显 未 ， 例 1 中 的 通 近 “1 +x=1+(xr2) 对 0 附近 的 某 些 * 值 是 相当 精确 的 。 当 偏 离 


x=0 时 ， 就 失去 精度 例如， 对 于 zx =2， 线 性 化 以 2 作为 本 的 近似 值 ， 其 精度 甚至 不 到 一 位 
小 数 . 


吉 过 俏 实际 值 1 实际 值 - 近似 全 1 
VE +10 1. 095 445 <10-3 
TOS + -025 1. 24 695 <1077 
TO + 5 | 00 50 1 002 497 <10- 


四 


不 变 从 前 面 的 计算 中 引起 误解 ， 以 为 凡是 用 线性 化 得 到 的 结果 就 比 用 计算 器 得 到 的 结果 更 
好 .实际 上 ， 我们 不 可 能 利用 线性 化 决 出 某 个 特定 的 平方 根 、 线 性 化 的 功用 在 于 它 能 在 整个 值 的 
区 癌 上 用 更 简单 的 公式 代替 一 个 复 厅 的 公式 如果 我 们 必须 对 于 接近 0 的 x 讨论 YT+x， 并 且 容 
洗 包 人 党 小 的 误差 ， 那 么 可 以 用 1 + (xx2) 代替， 自然 在 其 后 需要 知道 存在 多大 的 误差 ， 关于 误差 
的 估计 在 第 8 章 作 进一步 讨论 . 

正常 情况 下 织 性 通 近 在 离开 下 近 的 中 心 损 失 精 度 ， 如 图 3.51 的 暗示 ， 静 近 VT+x =1 + (x/2) 
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在 x=3 附近 的 有 用 性 可 能 太 差 ， 在 这 一 点 上 ， 我 们 需要 用 在 x =3 的 线性 化 . 
例 2 有 求 六 sy) = y+x 作 x=3 的 线性 化 . 
解 冰 站 a=3 定名 Lx) 的 方程 由 于 


A3) = 2, rm(3) = (1 Fx 一 


我 们 有 Lz) =2+ 3 (x -3) = + 加 
作 *=32， 例 2 中 的 线性 化 给 出 


vl+r= vl Ti = 1.250 +0.800 = 2.050 


它 问 实 际 值 v4.2 =2. 049 39 之 差 小 十 干 分 之 一 ， 例 1 的 线 
性 化 给 出 
vi+rz = Vr 1 + =t+1.6=2.6 
这 个 结果 的 误差 超过 25 纸 . 
恒 3 求 记 x) =cos x 在 x = 人 2 的 线性 化 { 风 图 3.53) 
解 ” 由 十 谢 T72) =cos (TAI =0,， 让 (fx) = ~anxt 以 及 


=- 


二 一 + 十 全 
2 = -sin (mi/2) = -1， 我 们 有 ， “ 
Lx) =fia) +f'(a)(x -a) 图 3.53 xz) =cosx 玉 其 在 
xz=Txz 的 线性 化 的 图 
) 形 , 在 x = Tm 人 2 附近 
OH A= -t+(T2N 人 和 


=0+( -Dr- 玛 


= 一 立 十 本 国 
2 


对 于 根 善 数 和 短 画 数 的 - -个 重要 线性 下 近 是 
(+zm1+iz 《zz 接 近 0, 上 为 任意 数 ) 
(见习 题 15)， 这 个 四 近 对 于 足够 接近 零 的 x 值 是 很 好 的 表 近 , 它 有 着 广阔 的 应 由 ， 例 如 ， 当 x 
很 小 时 ， 
/Tri lt (k= 1/2) 


+t 147 (全 =-1. 用 -x 代 换 x) 


MT 13 人 抽 x) 
3 3 


1 
vx 
3. 10.2 微分 
有 时 我 们 用 芋 布 尼 艾 记号 dy/dx 表示 关于 %* 的 导数 ， 同 dy/dx 的 表象 相反 ， 这 个 记号 不 是 
一 个 比率 ， 现 在 我 们 引入 两 个 新 的 变量 gg 和 dy， 它 们 具有 这 样 的 性 质 ， 如 果 它 们 的 比率 存在 ， 
这 个 比率 就 等 于 导数 . 


= x) (了 = (二 12, 用 -x 代 换 x) 


定 兴 邻 y=f(x} 基 可 微 贤 数 ， 微分 dx 站 一 个 自 变 量 , 微分 中 是 
dy = f°(x)dx 


纺 分 法 7383 


不 同 于 蝇 变 量 dz， 变 基 dy 人 恒 为 办 容重 ， 它 回 时 依赖 于 * 和 dz， 如 果 对 dx 给 出 特定 的 值 ， 而 

# 此 晒 数 了 的 定 浆 城中 一 个 特定 的 数 ， ，、 

慷 么 这 早 个 值 确定 dy 的 数值. | A 
例 和 lat dr fa + dr) 
[aj) 设 y=x +37x， 炒 dy. 

{DD) 冰 dy 在 x=1 和 和 dx=0.2 的 值 , 
解 

{ajdy = (5x* +37) dx. 

(bj) 在 dy 的 表达 式 中 代 人 = = 1 和 

dx =0,2， 得 到 
dy = (05.1 437)0.2=8.4 国 | 

总 


Ay = fla + dr) — flu) 


AL = fa)dr 


| 当 业 是 x 中 的 售 路 改变 时 ， 线 
， 性 化 中 相应 的 改 夺 恰好 是 由 
1 


1 
1 
1 
上 
1 
L -一 一- 一 -一 一 wx 
a 二 dz 


微分 的 几何 意义 如 图 3.54 所 示 . 
令 x=a， 并 设 dx =Ax，Y = x) 中 相应 
的 改变 为 
Ar = f(a+dx) -An) 
场 线 王 中 相 刘 的 改变 为 
AL= artdr) -La) = fa) +f(a)[lta tdr} -a] -fla) = f°'(a)dx 
i 


图 3.54 在 儿 人 说 上 微分 由 是 当 *=a 改 蛮 dr = Ar 
时 在 的 线性 化 中 枚 变 站 


Linrdrl 


就 是 说 , 7 的 线性 化 中 的 改变 从 好 是 当 * = a 和 dx = &x 时 微分 dy 的 值 . 所 以 ， dy 代表 切线 在 x 改 
变 dx = Ax 时 升 高 或 降低 的 量 . 
车 dx x0， 则 微分 dy 同 微 分 dx 的 商 等 于 导数 "(x) ， 内 为 
dy * dz = HD =/'(z) = 全 
有 有 时 用 记号 
df = f(r) dx 
代替 dy =(x) dx 称 为 的 微分 ， 例 如 ， 车 f(x) =3x: -6， 则 
df = d(3x: — 6) = 6x dx 
每 一 种 微分 法 公式 有 其 相应 的 微分 形式 ， 向 如 


et = 至 + 下 成 Sn) = cos 人 
相应 的 微分 形式 为 
diu +v)} = dutde 或 dasnay = cos w du 
例 5 


{ajd {tan 2x) =sec (2x)d(2x) =2 sec 2x dr， 
EE (x+l)dr-x dtx+1l) xdrtdr—-xdr_ dx 
(oa (= (x+1)’ 加 【区 十 二 CT 


3. 10. 3 用 微分 作 怖 计 
假定 已 经 知道 可 微 函 数 扎 xz) 在 点 上 的 值 ， 我 们 想 要 预测 从 点 e 移 到 邻近 点 e+ dz 时 函数 值 有 
多 少 变化 ， 苦 dx = Ax 是 很 小 的 量 ， 则 从 图 3. 54 看 出 ay 近似 等 于 微分 dy， 由 于 
fatdr} = f(a) + Ay 
Aatd) = fa)+dy 
其 中 此 =Ax， 因 此 逼近 47 一 dy 可 以 用 于 在 fa) 为 已 知 和 dx 是 很 小 量 时 计算 f(a + dx). 
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例 6 罗 的 半 季 r 由 ea=1I0m 增 加 至 10.1 m( 见 图 3.55)， 利 用 d4 估计 加 面积 4 的 增加 值 . 
估计 圆 扩大 后 的 面积 。 并且 比较 估计 面积 和 圆 的 实际 面积 . 


解 ” 直 于 4=mr， 估 计 贺 面积 的 增加 为 dr = 01 

dA = A'taydr =2madr = 2710)(0.1) = 27 m: 

ACIO +0.1) ~= A(10) + 27 = 5 (10)? +27 = 1027 | 
华 答 为 10, 1m 的 圆 的 面积 近似 等 于 102m m*. 

圆 的 实际 面积 是 

4f10.1》 = T(10.1) 7” = 102.01m mm 站 4 md = 了 

估计 的 误差 为 0.017 中， 这 个 值 就 是 差 A4 - dA4. 本 网 3.55 当 炎 与 ea 相 比 很 小 时 ( 像 
3. 10. 4 ”微分 逼近 中 的 误差 dr = 和 1 和 a=10 的 博 

设 Ax) 在 x=a 县 可 微 的 并 昌 假 定 dx = Ax 是 x 的 增 量 . 况 ) ， 柚 分 4 = ?me 中 给 
我 们 有 两 种 方法 措 述 当 = 从 a 变 为 a+Ax 时 /的 改变 : 出 舍 计 半径 "= “+ 中 的 加 


实际 改变 ， Ar=KayAc) ta 面积 的 - -种 方法 { 例 6) 


微分 估计 : df=7 "(alt 
玉 对 Af 的 逼近 程度 如 何 ? 
我 们 用 Af -df 度量 表 近 误差 ， 
通 近 误差 = A -d= -aAr = fotAr) -fo) -f(a)Ax 


一 一 -一 … 
Ca 


_ (ea 二 -A po)) Ar = ae: Ar 


这 个 盟 他 堤 为 r 


当 AAx- 地 时 ， 差 商 


a+Ahx) -A/a) 
Ax 


赵 近 .Fa 凡 回忆 Ja 的 定义 )， 所 以 插 导 中 的 量变 成 非常 小 的 数 {( 这 是 把 它 称 为 e 的 原因 )， 事 
实 上 ， 当 ax 一 0 时 se 一 0， 当 Ax 很 小 时 表 近 误差 sax 变 得 更 小 . 

Af = f(a)Ar+t eAhx 

天 
虽然 我 们 无 从 确切 知道 误差 小 到 什么 程度 ， 并 且 在 第 8 章 之 前 不 可 能 在 这 个 问题 上 取得 更 多 进 
展 , 但 是 在 这 里 仍然 有 重要 事实 值得 指出 ， 那 就 是 公式 所 肥 的 形式 . 


?了 =f 放 x} 在 x =a 附近 的 改变 
如 果 y= 关 xz) 在 *=a 是 可 徽 的 ， 并 且 z 由 上 变 为 e+ar， 那么 站 的 改变 Ay 由 形式 为 | 
Ay = "(0) Br + oar (1) 


的 公式 给 出 ， 其 中 当 ax 一 0 时 a 一 +0. 


我 们 从 例 6 中 发 现 
ad = Tft0.1) -TI0) = (102.01 -100)T = (27 +001 yn 
人 [CE 


所 以 通 近 误 烟 是 A4 -dd=gAr=0.0l7r 而 8=0.0lw/Ar=0.017D.] = 日 1 各 
公式 (1) 使 我 们 能 够 正确 地 证 明 链 式 法 则 . 


胡 分 法 


3. 10. 5 链 式 法 则 的 证 明 


我 们 的 日 标 在 二 证明， 如 时 /tw) 是 4 的 可 油 滑 数 和 w= g(x) 基 z+ 的 可 微 随 数 ， 那么 复合 晴 数 
Y=f(gtx)) 是 x 的 可 微 函 数 。 更 确切 地 说 ， 苦 g 在 % 是 可 微 的 和 /在 g(x。) 是 可 微 的 ， 则 复合 捕 


数 在 x, 是 可 微 的 ， 凡 有 


业 | = (ga gm) 


1 


令 Azr 昆 zx 的 增 证 ，aAr 和 Ay 是 & 和 y 相应 的 增 量 ， 应 用 公式 (1) 得 到 
Au = BCX) Ax + ar = 【人 xn + SI) Ax 


其 中 当 as - 划 时 上 证 一 0， 同 样 ， 


My = {A + Edu 
其 中 妆 An 一 0 时 ea 一 0， 同 时 注意 ， 当 Ax-0 时 Au 一 0. 


= 《Fa 二 人) 站 
结合 au 和 ay 的 等 式 得 到 


Ay = (六 (mo) + elg (rm) + el) Ar 


所 以 


Mf (ug (ma + eg Cs0) +f (m0) a + ese 


由 于 当 hx 趋 近 堆 时 s 和 ea 赵 近 零 ， 上 式 右 端 4 项 中 的 3 项 在 极限 下 为 零 ， 保 久 
下 | = 国人 = Casta) = Peta)) -gn) 国 


dx 1 


3. 10.6 变化 的 贯 教 座 


公式 由 = (sx)ds 表明 ， 对 于 不 同 的 * 值 在 输 人 变化 时 输出 变 北 的 灵 茹 性 如 向 ， 广 在 * 的 值 越 
太 ， 给 定 变 化 de 的 作用 也 越 大 ， 当 只 点 二 移 向 邻近 点 e + dz 时 ， 可 以 用 一 种 方式 描述 /了 的 变化 ， 


实 际 俏 信 计 什 
赣 对 变化 Af=fla+dx) -/ta) Y="{aid 
相对 变化 商 而 
育 分 数 变化 着 0 oa 
习题 3. 10 


在 习题 1~5 中 , 求 放 x) 在 x=a 的 线性 化 L(x). 
fax) =x -Ax +3, a=2. 


Fx = vr +9, 下 


3.flx) -x+ 十 ， a=1. 


和 4 Fr) = a = 一 8 
5. 把 入) 一 tan xz，= 下. 
在 在 z= 的 常用 艇 性 通 近 ” 求 下 列 函 数 在 * =0 的 
线性 化 ; 
La} sin x. (bh) cos x. 
【le (elln Cl +x). 
在 习题 7~14 中 ， 需 在 包含 给 定点 各 的 区 间 上 
用 函数 的 线性 化 代替 丽 数 ， 为 了 使 后 面 的 工作 尽 可 
能 简单 ， 不 要 以 为 中 心 求 线性 化 ， 而 是 用 一 个 接 
近 的 整数 * =a 的 点 为 中 心 ， 在 这 个 点 容易 计算 给 定 


{el) tan x. 


函数 及 其 导数 的 值 ， 在 每 题 中 你 使 用 什么 线性 化 * 
Tr) =x +24, to =0. 1. 
有 xs) =x 1 , xo =0.9. 
Ax) =2m +447 -3, wo = -0.9. 
0.Ax) = +x, xo=8.], 
.F(x) = 六，z = 打 
于 
12. 有 mm = 天 =1.3. 


3. Fry=e 

14. 所 zx] = sio ‘zs, zo = Ti2， 

15- 证 明太 x) = (1 +z) 在 *=0 的 线性 化 是 [x - 
1 + x. 

16， 利 用 线性 各 近 (+s) t+ 尼 求 函数 所 x) 对 于 
附近 的 x 值 的 返 近 : 


(Tajfx) =(1 - x) 


,X= -0.1. 


(hj) =7 
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| 本 在 习题 45 ~5， 可 出 几乎 估计 所 给 体积 或 并 面 
(el As = 一 一 一 (daJFRr) = v2 +x 
vl+x 积 变 化 的 微分 公式 . 
(e)f(x) = (4 +3x)"". 和 汪 球 的 灶 和 多 从 庄 为 + 中 时 体积 车 = 


maw fy 

比 计 算 器 更 快 ”利用 通 近 (1 + x 二! + 梢 于 
上 下列 俏 : 

(al1.0002)2， 【bj wi 009. 

装 xs w+rl+asnz 在 zx=0 的 线性 化 它 
癌 两 个 单独 的 陋 数 “< + 和 sinr 在 *=0 的 线 


六 


1 


性 化 有 什么 关 夭 ? 
在 习题 19 -38 中 ， 求 dr 
19.y =x 一 3 20.+ =* -zx. 
2x 2 
了 守业. Y 一 。 2 = 一 一 一 一 一 , 
Yj 了 3(1 +yx) 


24. xj — 4x y=) 
26.y =cos (Cr), 
28.7 = sc (x — 1). 


24.27 7 +xy -x=0. 


25. y = sin {5x ). 
27, y=4 tan Ce). 


29. y=3 cac (| -2yx). 


33,7 = ea， 3 TY 一 Xe 
1 
34.y=1ln (Ll +x). .y= (i)} 
] 


35. y= tan ter), 


37,. y=3ce ife '). .= Ye 

在 习题 3 -4 和 4 中， 每 个 男 数 站 xz) 当天 从 癌变 
化 为 zo + dx 时 改变 值 ， 求 

(a) 变化 好 = 人 0 + dr) -所 加) 

[Db} 估计 式 矿 = 店 (xo) dx 的 值 ; 

Le) 到 近 误差 | A 一 |. 


v=) 


B= Fro + dr) 一 Fxoy 
d= fon dr 


切线 : 
1 一 全 上 
| 5 A dr 


39. fir) =x +2r, xo =1, dr =0.1. 

0. f(x) =2 + hx -3, m= -1, dr=0.1. 
1, Fx) =x! —x, xo=1, dx=0.1. 

42. F(x) = x0 =1, dx =0.1. 

43. Fx) =Y an =0.5, dr=0.1. 

44. Fr) = 2r +3, zo =3. dr =0.1. 


46. 


S52. 


号 3。 


$5. 


1473jmr 的 变化 . 
当 塞 方 体 的 边 长 从 喜 认为 而 +dx 时 体积 让 = 
的 变化 . 


- 当 立 太 体 的 边 长 其 如 变 为 zo + 由 轩 表面 程 = 


az: 的 变化 ， 
当 正 圆 色 体 的 半径 从 二 变 为 m+ 呈 而 而 并 不详 
时 侧面 和 3 = mr yr + 让 的 变化 . 


。 当 止 开 性 体 的 六 径 队 ro 变 为 m+ 定 而 商 度 不 变 


时 体 丰 下 = mr 的 变化 . 


， 当 正 圆 性 体 的 高 度 从 局 实 为 如 + 雪 而 六 狂 不 


蛮 时 侧面 各 FF=2mrh 的 变化 . 


- 圆 航 卡 征 从 2.00 m 增加 到 2.02 mm 


【ai 估计 加 面积 的 变化 . 

tb) 把 估 慎 表示 上 成 原 有 加 上 丰 积 的 白 分 数 . 

一 悍 树 的 直径 为 9 英 填 在 F -年 树 的 园 膨 
增加 2 奖 寸 ， 树 的 直径 太 约 增 加 针 少 ? 树 的 埠 
面积 增加 针 少 ? 

合计 体积 ”估计 偶 柱 简 材 料 的 体积 ， 简 高 30 英 
由 ， 半 径 丰 英寸， 厚 上 5 英寸 . 


0.5 in ~ 
I 


hin 
估计 建筑 物 的 高 度 ” 测 其 贡 站 在 距离 建筑 物 地 
基 和 0 英尺 的 地 方 ， 测量 出 建筑 物 项 端的 仲 前 为 
?5*， 为 使 建筑 物 高 度 估计 的 百分比 误 莽 小 于 
4 这 ， 仙 角 的 测量 必须 达到 怎样 的 精度 ? 
窗 差 ” 正 圆柱 体 的 高 度 和 半径 相等 ， 所 以 贺 柱 
体 体积 为 了 = mr ， 要 求 计算 体 积 的 误差 不 超过 
实际 体积 的 1%. 求 在 + 的 油 量 中 能 够 充 主 的 
景 大 近似 误 差 ， 把 它 表 未 成 的 百分数 . 


. 容 差 


[al} 在 测量 10 米 蜗 的 圆柱 形 贮藏 橘 的 内 径 时 ， 
必须 达到 怎样 的 精 麻 才能 使 计算 桶 体积 的 
误差 不 超过 实际 值 的 1%“ 

{bj] 在 测量 桶 的 外 径 时 ， 芯 须 达 到 怎样 的 精度 


秋 分 法 


i189 


57. 


S58. 


59. 


6E. 


才 健 使 计算 油漆 桶 曾 所 需 油 漆 量 的 误 荐 趟 

超过 实际 信和 的 5 缉 ? 
铸造 硬币 铸币 商 孙 包 为 联邦 政府 铸造 础 币 . 
如 果 限 制 僵 币 重量 的 误差 不 超过 标准 重大 的 
171000， 硬币 半径 能 够 容许 的 变化 凡 是 多少 " 
租 定 全 币 的 摩 度 不 变 ， 
利润 率 ” 基 家 制造 商 销售 x 件 产 品 的 利 阐 率 为 

Px) = 200re -va0 
当 销 依 产 品 由 = 145 件 疏 成 xs = 150 件 时 ， 佑 
计 户 的 变化 和 塞北 的 百分数 . 
飞行 活动 对 心 胜 的 影响 “ 左 心 室 是 心脏 输送 血 
液 的 证 腔 ，. 它 作 的 功 由 公式 
人 2 
由 = Pt 

给 出 ， 其 中 天 基 鲜 单位 时 间作 的 功 ，P 晨 平 均 
血 计 ,， 玉 基 单位 时 间 输 出 血 被 的 容积 ，#5 是 而 澈 
的 重量 密度 ，" 是 流出 血清 的 平均 速度 ，g 是 重 
力 加 速度 . 

当中 7Y, 中 和 25 保持 厅 变 时 ， 刺 成 为 了 的 
岗 数 ， 公 式 共 有 简化 形式 


(sz 沁 是 常数 ) 


如 果 你 是 美国 字 航 局 医疗 队 的 -名 医生 ， 需 要 
了 解 不 对 于 几 飞 行 活动 引 起 的 上 的 明显 在 化 所 
县 有 的 敏感 性 ， 而 且 这 -点 取 湾 于 的 初始 倩 . 
作为 调查 工作 的 一 部 分 ， 你 决定 对 比 月 球 上 和 
地 球 上 同样 的 变化 井 对 四 的 影响 ,在 月 妹 上 
#=5.2 fa ， 而 在 地 球 上 gg =32 Re， 利用 上 
而 的 简化 公式 求 Ew 机 dhs 的 比值 . 


外 -e+ 包 
8 


.测量 重力 加 束 麻 ”通过 控制 溢 度 使 时 钟 的 揪 长 L 


保持 不 变 ， 这 时 摆 的 周期 了 取决 于 重力 加 速度 

#- 因此 ， 当 时 钟 从 地 款 表 面 一 个 地 方 移 到 另 一 

个 地 方 时 ， 摆 的 周期 随 着 中 的 改变 而 有 轻微 的 

变化 - 道 过 记录 A7， 我 们 可 以 从 表示 了 ,gg 和 

上 关系 的 公式 T=2T( Ak) 中 中 全 计 上 的 变化 . 

(a) 保持 上 不 变 和 以 &g 为 自 变 量 ,， 计算 是 并 旦 
用 它 回 答 (b) 和 fc) 中 的 问题 . 

{hj 如果 g 增加 ,7 随 之 增加 还 是 减少 ? 握 种 的 
走动 如 快 还 是 放 慢 ? 说明 理由. 

{0} 押 长 为 100 cm 的 时 钟 ， 从 名 =980 cms 的 
地 方 物 到 一 处 新 位 置 , 这 使 摆 周 期 增加 
d7=000lt s 求 dg 并 估计 gg 在 新 位 置 
的 值 . 

测 出 立方 体 的 边 长 为 10 cm， 湿 差 汐 1 品 ， 用 这 

个 测 景 值 计算 立 为 体 的 体积 ”估计 体积 计算 中 

的 百分率 误差. 


62. 


63. 


G4. 


6. 


.线性 化 是 量 佳 线性 通 近 


为 保证 计算 正方 形 面积 亲 实 蒜 面 积 之 差 椒 超过 
2% ， 对 边 长 的 测量 应 保持 怎样 的 精度 ? 

各 出 款 的 直径 为 100+1em， 并 用 这 个 测量 依 计 
算 球 的 体积 ”估计 体积 计算 中 的 百分率 说 痉 . 
如 桌 限 制 计算 妹 体 体积 的 澡 益 下 超 过 3 务 ， 信 
计 油 星球 体 卉 径 只 能够 容许 的 百分率 误 益 . 

{这 是 我 们 使 用 线性 
化 的 席 央 . ) 假设 7y=Fx) 在 Y=<e 是 可 微 的 ， 并 
县 gr =mtxz-a)+c 蚌 线性 丽 数 ， 其 中 普 和 
e 为 常数 ， 如果 课 盖 Er) =J(x) -gx) 在 *=a 
部 近 足 够 小 ， 呆 以 设想 用 gg 而 不 用 线性 化 
= tta)tzx -a) 作 为 f 的 维 性 送 近 . 
证 明 : 若 对 g 加 十 条件 

[1}5(a) =0{ 近 近 谋 莽 在 x =a 为 堆 ) 


(2)lim 代 贡 -0( 席 关 则 x -a 比较 是 可 以 忽 


TC 一生 一 
略 的 } 
则 有 (xz) = 所 ae) +Pfaelgz-a) 因此 ， 线 
性 化 到 xz 给 出 唯一 的 线性 扣 近 ， 它 的 误 闫 在 
x=4 为 苓 ， 市 同 + -a 相 比 是 可 以 扰 略 的 . 
线性 化 Lr): 另外 … 个 线 
=a + far — al 性 通 近 go 


' 了 二 网 人 一 全 二 他 


‘ r=ft | 


(a, flap) 


1 
一 一 上 
可 


二 次 通 近 
(taj) 设 Oix)y =b, +b tx-a) + 和 (xz -al 是 
A 在 x -=a 的 二 次 通 近 ， 满 是 条 件 ; 
(i Q(a) =f( 6) 
(oO'te) = 产 (a) 
( 坦 } Ca) = 产 (a) 
确定 系数 5&6， 各. 
(bj}) 求 用 x) =1A(1 -x)》 在 x=0 的 二 次 避 近 . 
[0 画册 f/x) =17(1 -x) 及 其 在 x =0 的 二 次 通 
近 的 图 形 ， 热 后 在 点 (0，1) 放大 这 两 个 图 
形 。 说 明 从 图 中 昂 到 的 情况 . 
(dd) 求 ge(x) =1Ax 在 <=1 的 二 次 酒 近 
沽 出 及 其 二 次 适 近 的 图 形 ， 说 明 从 图 中 
见 到 的 情况 . 
(6) 求 h(x) = VT+T# 在 x=0 的 二 次 下 近 . 
画 出 上 及 其 “次 各 近 的 图 形 ， 说 明 失 图 中 见 
到 的 情况 . 
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(0 在 (bh) ，(d) 和 (e) 中 ,fg 和 二 在 各 自 点 的 fe] 在. - 幅 图 上 一 -起 给 制 f 和 工 的 图 形 . 
线性 化 是 什么 ? (dj 给 制 绝对 湿 差 1fx) -上 (x) 1 在 了 上 的 图 形 
67, 27 的 线性 化 并 用 求 它 的 最 大 信 . 
(a) 求 所 x) = 人 在 x=0 的 线性 化 ”然后 对 它 的 {ej 从 (d) 的 图 形 中 . 对 6>0 作 员 -个 尽 可 能 
系数 会 人 到 两 位 小 数 . 大 的 估计 ,使 得 对 于 6=0.5, 0.1 和 0.01 
四 ”1b) 一 起 绘制 线性 化 和 坝 数 对 于 -3 二 x 和 <3 种 满足 
-1 专 y 志 1] 的 几 形 . Ix-al<§ = [fx) -Ltr}ylce 
68. logs* 的 线性 化 然后 从 图 形 上 检验 你 作出 的 二 佑 计 是 格 
(a) 求 用 x) = logz 在 z=3 的 线性 化 ， 然 后 对 它 正确 
的 系数 会 入 到 两 位 小 数 . 的 Fr) =0 tx -24 5 1, 2], a-l. 
四 (bj) 在 窗口 0<x<8 和 2<y<4 一 起 绘制 线 人 化 | 3 ) 
和 函数 的 图 形 ， 7 fx) = HT [ -4 !]. a = 全 
计算 机 探 宽 TA) = x2), [ -2.3)，a=2 


在 习 是 69 ~74 中 ,用 一 种 CAS( 计算 机 代数 系 
统 ) 佑 计 在 指定 的 区 间 1 上 用 线性 化 代替 函数 产生 
的 误 莽 的 大 小 ， 专 行 下 列 处 理 步 又 : 
(9j 绘制 通 数 了 在 1 上 的 用 形 74.7 = 人 am ix, [0, 1], a = 
(b) 求 函数 在 点 a 的 线性 化 


3.11 双 曲 半数 


双 曲 哺 数 由 两 个 指数 函数 e 和 * 组合 而 成 ， 双 曲 蝴 数 使 许多 数学 表达 式 得 以 简化 并 旦 频繁 
出 现在 各 种 数学 应 用 中 .例如 双 曲 函数 被 用 于 计算 悬 吊 在 两 个 支架 上 的 电线 ( 如 输电 线 ) 的 张力 . 
3. 11. 1 ”定义 与 恒等式 

双 曲 正弦 耳 数 和 双 曲 余弦 函数 由 表 3.2 中 前 两 个 方程 定义 。 表 中 同时 别 出 双 曲 正 急 、 双 曲 休 
切 ， 观 曲 正 割 和 双 曲 余 割 的 定 又 ， 像 我 们 和 将 会 看 到 的 那样 ， 双 曲 晒 数 同 三 角 国 数 具 有 若干 相似 
性 ， 双 曲 焉 数 是 仿照 二 角 范 煞 命名 的 . 

记 导 cosh x 通常 您 成 * kosh x”， 与 gosh x” 同 的 ，sinh x 按 “einech x" 拼写 让 音 ， 与 "pinch x*” 同 
前 . 

观 曲 函数 汶 足 者 3. 3 中 的 恒等式 ， 除 开 符 号 上 的 差别 外 ， 这 些 恒等式 同 我 们 所 知 的 三 角 明 数 
恒等式 类 位， 双 曲 函数 恒等式 出 定 沈 直接 证 明 ， 如 第 二 个 恒等式 的 证 明 : 

2 sinh x cosh x = 2(= 3 -人 *< = 和 3 “ = sinh 2x 

其 他 恒等式 由 同样 的 方法 得 到 ， 郎 在 到 曲子 数 的 定义 中 进行 代 换 ， 并 利用 代数 运算 像 很 多 
标准 旺 数 那样 ， 双 昌明 数 以 及 它们 的 反 函 数 很 容易 用 计算 器 求 值 ， 计 算 器 有 实现 这 种 计算 的 特 
殊 操作 键 序列 . 

对 于 任何 实数 4， 我 们 知道 带 有 坐标 (cos u，sin 4) 的 点 位 于 单位 贺 x* + =1 上 ， 所 以 有 时 
把 三 角 函 数 称 为 贺 函 数 ” 由 于 第 一 个 恒等式 

coshiu - sinheae = ] 

(在 表 3.3 中 用 & 代 换 x)， 带 有 坐标 Ceosh uw，sinh &) 的 点 位 于 双 曲 线 x* ~- 产 =1 的 右 支 上 ， 这 是 
双 曲 图 数 得 名 的 由 来 . 


了 2. f(x) = 站 -sin +，[D，2mj，a=2. 
33.fx) =#2', 1.0, 2], o=1. 


令 分 法 了 27 


表 3.2 5 个 基本 双 曲 函数 


吉 33 双 曲 函数 的 恒 答 式 囊 34 双 曲 函 迷 的 导数 
出 ，， du 
cosh x — yinh?x =] dr { sinh &) = cosh wi 
sinh 2x =2 sinh * cosh + | - du 
(Coosh 4) =ainh na 一 
coah 2x = cosh2x + sinhax 机 于 
ooh?r -sh 2x + 1 二 fmh oo =sechiu 下 
dd footh 二 or du 
sinhix = coah 2x = 上 dr = 
2 
dd de 
tanhzx = 1 _ sech?x a (eech oj = sech wu tanh no 
2 
eolh* xz =] +ecsch'x 是 (tech = -eehueohe 业 


3.11.2 双 曲 函数 的 导数 
5 个 双 曲 函数 是 可 微 函 数 。 和 e “的 有 理 式 组 合 ， 在 它们 有 定义 的 每 个 点 存在 导数 ( 见 
表 3.4)， 这 是 三 关 函 数 的 另 一 个 相似 性 ， 


这 些 导 数 公 式 由 er 的 导数 推出 : 
人 (sinh 2) = 全 人 5 (sinh vw 的 定义 ) 
e" du dx $d {e" 的 导数 ) 


《0sh 也 和 {cosh w 的 定义 ) 


H 


192 区 


这 给 出 第 一 个 导数 公式 ， 计 算 
(echo = 号 1 ) (osch 5 的 当世】 


dx ‘sinh & 


coshudu ，， 
-hi (商法 则 》 


1 coshu du 
sinh w sinh u x 


du 
=— cackhu cnthu - 
tx 


缩 出 最 后 一 个 公式 ， 其 他 公式 用 同样 的 方法 推出 . 
例 1 从 表 3.4， 求 导数 


和 ftan h v1+ = sech w+ 4 ( w+) = sechz v1 + 图 


A 


( 滑 整 项 ) 


Ceseh w 和 coth vw 的 省 半 ) 


3. 11.3 反观 曲 函 数 
6 个 基本 双 曲 函数 的 反 明 数 在 积分 法 中 是 非常 有 用 的 (参见 第 了 7 章 ). 由 于 d(sinh xxzda = 
cosh x >0， 双 曲 正 弦 尾 = 的 增 两 数 . 它 的 反 苹 数 记 为 
7 = sinh -xz 
对 于 区 间 - m <x<e 中 的 每 个 x* 值 ,7 =sinh 'x 的 值 是 一 个 数 ， 它 的 双 曲 正 强 为 x，y = sinh x 和 
了 -sinh -x 的 图 形 显 坟 在 图 3. 56a 中 . 
韦 数 y = eesh x 不 是 一 对 质数， 正如 可 以 从 表 3.2 中 它 的 图 形 春 出 的 那样 但是， 如 果 限 
制 二 世 0， 丽 数 7 = cosh x 成 为 一 对 一 的 ,因此 存在 反 孙 数 ， 记 为 
F = cosh xr 
对 于 铬 个 zzI 的 值 ，y = cosh -'z 的 值 是 区 间 0<y < x 中 的 一 个 数 ， 它 的 双 曲 余弦 为 y= cosh x. 
xs0 和 7y= cosh 的 图 形 显 示 在 图 3. 56b 中 ， 
像 了 =eosh x 一样 ， 晒 数 y= sech x = txeosh x 不 是 一 对 一 吨 数 ， 坦 是 如 果 限 制 x* 皮 非 负 什 . 
那么 y=sech x 是 一 对 一 的 ， 故 有 反 函 数 ， 记 为 
y= sech''x 
对 于 区 间 (0，11 中 的 每 个 * 值 ，y =sech 'x 是 一 个 非 负数 ， 它 的 双 曲 正 割 为 x y= sech x，x 产 0 
和 y=sech x 的 图 形 显示 在 图 3. 56c 中 '. 
双 曲 详 切 、 双 曲 余 切 和 双 曲 正 割 在 它们 的 定 光 域 上 是 -对 一 的 旺 数 ,因此 存在 反 丽 数 ， 记 为 


¥ ¥=sinhx ¥=x 
- 


= cash"! x 
{x =coshy.y=0) 


12345§78 
b) 


图 3.56 x 的 皮 双 曲 正 弦 、 反 双 则 余 续 和 反 骏 曲 正 齐 的 图 形 ， 请 注意 它们 关于 直线 Y=x 的 对 称 性 
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和 二 tanh 和， 了 一 eaoth Jr Y= caeh lx 
这 睁 个 函数 的 图 形 见 图 3. 57. 


和 1 


1 
a= iothy ! T= ewhy 
¥ = cothilri v= sch-'s 
外 
上 
1 
| 
和 1 


图 57 x 的 反 豚 虹 正 切 、 反 双 曲 佘 切 和 反 双 曲 余 割 的 几 瞧 


3. 11.4 有 用 的 恒等式 
我 们 用 表 3.5 中 的 恒等式 在 只 纵 出 cosh x, sinh oz 和 tan ~'x 的 计算 器 上 计算 sech zx， 


1 
X=Ilnhy 
1 
¥ 一 Itanh-lx 
I 


csch x 和 coth x 的 值 ， 这 几 个 恒等式 直接 由 定 文 推出 ， 例 囊 入 5 
如 ,， 苦 0sx<s1， 刚 

sech { cosh 机 | ] ))= - 1 - =! t eh 

二 - fl ， 

* cosh { cosh (=)) (=) osoh “Ix = sinh 二 
所 以 cosh (过 ) = aech 'x coh ls lanh -二 
于 

因为 双 曲 正 制 在 区 间 (0，1] 上 是 一 对 一 的 函数 . 
3.11.5 反 双 曲 沙 数 的 导数 甫 3.5 反驳 曲 郴 数 的 导数 

我 们 将 会 看 到 ， 反 双 曲 函数 的 主要 用 处 是 在 积分 da 7 
法 中 使 表 3.6 中 的 导数 公式 反 演 为 积分 公式 . 出 wy 由 

对 于 tanh "4 和 coth az 的 导数 公式 分 别 加 上 限制 下 cosh Ta) - 1 . 尘 ， uw > 
Lu 1 <1 和 141 >1， 这 是 源 于 对 这 两 个 函数 取 什 的 睛 人 让 
然 限制 {参见 图 3. 57a 和 b)， 当 我 们 把 导数 公式 反 演 成 ll 
第 5 章 表 5.7 中 的 积分 公式 时 ，lul <1 和 ul>1! 之 dom a) 业 si 
间 的 区 别 是 很 重要 的 . 1 


在 下 面 的 例 2 中 说 明 如 何 求 反 双 曲 琢 数 的 导数 ,上 其 一 0 

中 要 计算 df{ rosh "yAdx. 其 他 反 双 曲 函 数 的 学 数 用 同 df osch -tay》 dx 

样 的 计算 得 到 . a Tr 0 
例 2 证 明 ; 若是 x>0 的 可 微 了 数 ， 则 TT 


d 
到 《cosh 中 )》 = 


| du 
vu -ld 


解 首先 ， 对 FLx) =coshx 和 f(x) = cosh 应 用 定理 4， 求 y= rosh xz 对 于 x >1 的 导数 ， 
由 于 cosh x 的 导数 在 * >0 时 为 正 ， 所 以 可 以 应 用 定理 4: 


(xz) = 


1 
~- 定理 4 
FT {定理 4) 


194 训 了 间 

= .li (ay = sinh ua) 

sinh Cewash xy) 
= - - = pr {coshiu - sinhzu = ] ,sinh a = weoshi —1) 

w rosh (cosh x) -1 
= 7 feoshf eosh x) = #) 

vi 
信物 传记 由 链 式 法 则 得 到 最 后 结果 : 
y= ld 
索尼 亚 " 柯 忆 列 夫 斯 基 kh ”放生 由 本 
vu -1 


【 Sonya Kovalevsky. 
1850—18917) 
习题 3. 11 
在 习题 ] -4 中， 每 题 给 出 sinh rr 或 coshs 的 - 
个 值 ， 利 用 定义 和 和 慨 等 式 cosh x ~ winkh?x = 1 求 走 余 


5 个 双 曲 两 数 的 值 
l.sinh x = -于 2 sinh x = 了 
3.cosh += 7 x > 人 0 4 conhz = 号， 工 2 
在 习 古 5 ~ 10 中 ,通过 指数 卫 数 重 写 表达 式 ， 


并 且 尽 可 能 简化 结果 . 
§,2 roaht in x}. 


TT. cosh Sx + sinh $x. 


§. sinh( 2 In x). 
B. cosh x — sinh 3x. 
9 {sinh x + cosh s) 
10,. ln (cosh x + sinh xy + ln {cnsh x - sinh zx). 
11. 利用 恒等式 
sinhfx + ¥} = sinh x cosh y + cosh x sinh 
coshf x + ¥y) = cosh x cosh ¥ + sinh x sinh ¥ 
证 明 
tajsinh 2x =2 sinh x cosh x. 
{hj cosh 2x = cosh’ xr + sinhix. 
12。 利用 cosh x 和 sinh * 的 定 中 证 明 
coshzx - sinhzx = 上 


在 习题 1 ~34 中 , 求 Y 关 于 相应 变量 的 导数 . 


13.7 =6 sinh 六 14.y = 证 sinh (2x +1). 
15. y = 2 tanh yr. 16.% = t tanh 二 


17.y = In {sinh 2). 18. 7 = In Ceosh 2). 
19.y = pech 8(1 -In sech 8). 
20.7 = cach (1 -In cach 8). 


21.y = ]n cosh 2 一 二 tanhir. 


22.¥=1n sinh»— 于 coth’ se. 


23. r={r +1) serh ttn x}. 
(提示 ; 在 求 导数 之 前 ， 用 指数 函数 表示 并 有 
化 简 . ) 

24. 7 = {4x -1)cacrhf ln 27). 

在 习题 妇 -3 中 ,来 + 关于 相应 变量 的 导数 . 
25, 7 = sinh “x. 基站 =erosh -2 二 |. 
27.7=(1 一 Btanh -各 
28. 7 ={F +20} tanh (+1). 


29.7 =(| -teAbh Vr. M0.7= -enth 直 


3 = eon ix-xaech ‘x. 


32.y=Inx+ v] 一 zsech 


33.y=cseh (二 ) 3 y= esch 2. 


35.y = sinh (lan *). 
Wr = eosh (sec x}, O<x < 2. 

当 计算 器 不 提供 计算 双 曲 函数 的 换 作 键 时 ， 仍 
然 可 能 通过 加 下 面 所 示 的 方法 把 反 双 曲 畏 数 表 示 上 成 
对 数 丙 数 求 它们 的 值 


sinh x=ln (x+ Vx rl), -<i<x 
cosh x=ln {s+ vx +1)}, xl 

-1 _ 1 ,1l+r 
tanh 5 一 了 了 ln1 >， 1x1 <1 
ech sain [1 4), DO<xEl 

x 
usch -< = ln (二 + vl 4 ). x 车 
时 1 | 

coth tz = Iori, 1x| >1 
利 骨 方 框 中 的 公式 以 自然 对 数 葡 数 表 未 可 题 


37 ~42 中 的 了 消 数值 . 
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B37 ainh 入 — 5/12), 
39. tanh ‘tC -1/2). 
dl. arch (3/5), 

4 


4 


引 


be | 


38. cosh {5/3). 
A nth ‘F574). 
dd csch (© 13 ). 
恋 明 ， 如果 吗 数 广 厦 在 一 个 区 间 上 定义 的 关于 
原点 对 称 的 函数 (所 以 内 归 f 在 x 有 定义 ， 它 在 
~+ 就 有 定义 )， 那 么 

fry = A + 一 二 + A 
然后 证 明 CAx) +A -x))v2 是 侦 了 两 数 ，Uffx) - 


太一 +0) 人 2 是 奇 耳 数 上述 等 涉 如 何 把 e' 同 sinh x 
和 cosh x 联系 起 来 ? 


。 排 导 公 式 inh rz=ln (x+ vet), -% <x<w. 


解释 导出 公式 的 方 根 前 用 正 导 而 不 再 负 号 的 原因 . 
跳伞 ”如 果 质 量 为 m 的 人 人 体 在 重力 作用 下 从 静 
止 状态 下 阔 ， 当 这 到 问 速 文平 方志 正 比 的 空气 
限 力 时 ， 下 沙 1 秘 后 人 体 的 速度 满足 微分 方程 


其 中 在 是 依赖 于 人 体 的 空气 动力 学 特性 和 空气 
密度 的 常数 {我 们 假定 下 落 的 时 间 足 驶 短 ， 
空气 密度 的 变化 对 结果 无 明显 影响 . ) 


[a) 证 明 
"Vem (到 中 


谢 忠 微分 方程 和 1=0 时 的 初 值 条 件 +=0. 

() 求 人体 下 落 的 极限 速度 im t 

(5 对 于 一 名 蛋 重 160 磅 的 齿 他 运动 员 ( mg = 
160) ,在 以 各 为 时 间 单 位 和 黄 尺 为 距离 单位 
的 典型 值 是 0. 005， 跳 伞 运 动员 的 极限 速度 
是 多 少 ? 

大 小 同位 移 成 正比 的 加 速度 ”假设 洛 .- 杂 坐标 

线 运动 的 物体 在 :时 的 位 置 为 

tla}s = 站 cos 总 + 由 sin 是 

{ bjs=aeosh Kt +b ainh 0 

证 此 在 两 种 情况 下 的 加 速度 中 sd 都 同 : 成 正 

比 ， 忆 是 在 第 一 种 情况 物体 是 向 原点 运动 ， 而 

在 第 二 种 情况 物体 是 背离 原点 谤 动 . 


- 利用 兴 曲 了 清 数 的 定义 求 下 列 每 一 个 极限 : 


【al lim tanh x. [hb]} lim tanh *, 
{a) lim sinh *. 
(11) lim eoth x 


(Rh) lim coth x. 
= 


{ey lim sinh x. 

{el lim sech x. 

(Bg) lim corh x. 
+ 


ci} lim oarh *. 


48. 利用 隐 式 微分 法 和 链 式 法 则 求 = cosh *'x,， x >1 


49. 
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的 尝 数 。 而 不 像 在 和 桐 2 中 那样 利用 宝 理 二 

悬挂 电缆 ”想象 - 根 电 缠 ( 如 电话 线 或 者 TY 电 
绵 ) 自由 不 排 在 两 个 支架 上 电缆 每 单位 长 度 上 
的 重量 “其 常数 ， 它 的 最 低 点 的 水 平 张 态 是 长 
度 为 睛 的 向 基 ， 如 果 在 电缆 所 在 的 平面 选择 坐 
标 系 , = 轴 存 水 平方 向 ， 重 为 垂直 向 下 ， 正 了 轴 
扑 直 向 上 , 电 顷 的 胎 低 点 位 于 + 轴 上 的 点 ， = 
Hri 委 见 附 疼 }， 那 么 可 以 证 明 电 缴 语 驳 曲 余弦 


Y= 吾 rosh x 
- a 时 
的 图 形 蜡 洱 ， 这 样 -条 有 线 有 时 称 为 链 曲 线 或 


朝明 楼 线 ， 后面 这 个 名 称 野 链 线 { ratenan ) 来 源 
于 近 丁字 "watena”， 原音 法 " 链 " (erhain) 


[8) 令 Pix，y) 表 示 电 织 上 的 任意 点 ,下 面 附 罗 
显 玉 在 中 的 张力 是 长 度 ( 太 小 ) 为 了 的 向 量 ， 
以 及 在 最 低 点 4 的 张力 是 fH 证明 电 鲁 在 PP 
的 兽 率 是 


tan 中 = 全 = sinh x 


H sosh x 


人 二 所 


(b) 利用 从 (a) 得 到 的 结果 以 及 在 中 的 水 平 
张力 必须 等 于 昌 ( 电 强 不 移动 ) 这 个 事 
实 ， 证 明了 T=wy， 因 此 ,在 P{x,y) 的 张 
力 的 大 小 怡 好 等 于 y 单位 长 电缆 的 重量 . 


0. ( 续 习 题 49) 习题 和 9 附 图 中 天 AP 的 长 度 是 


(Aajsinh ax， 其 中 a = w/H 证 上 明 中 的 坐标 可 
以 用 :表示 成 
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第 3 童 粤 习 指 导 问 题 


1. 村 么 是 函数 的 时 数 ? 它 的 定义 城 和 太 的 定 头 城 
有 和 何 关系 ?” 举 出 一 些 例 了 于. 
2 导数 在 定 文 斜率 、 戈 线 和 变化 率 中 起 著 什 么 作用 ? 
3. 在 某 些 情 筷 下 ， 你 所 能 得 刘 的 是 两 数值 的 疙 ,这 
时 如 何 终 制 导数 的 图 形 ? 
4 个 旺 数 在 开 区 间 上 起 微 的 含 六 是 什么 ， 在 堵 区 
间 上 可 微 的 含 党 是 奸 么 ? 
5， 导数 和 单 侧 巡 数 有 何 关 系 ? 
8。 从 几何 上 描述 通常 在 什么 情况 下 卸 数 在 -点 役 有 
7. 崩 数 在 :点 的 叮 德 性 同 它 在 那 -点 的 连续 性 者 何 
关系 [无 论 怎样 的 关系 3 
8 单位 阶 路 了 消 数 
， ,< 
un 全 20 
能 再 成 为 区 间 [ -1 上 1] 上 上 汪 个 其 他 陋 数 的 导数 ? 
予以 说 明 ， 
9% 笨 知 道 哪 些 计 算 芋 数 的 靶 则 ? 举 出 一 些 例 子 . 
动 ， 说 明 下 面 三 个 公式 能 使 我 们 疙 样 求 任何 多 项 式 
的 导数 ; 


d jn ad 2c 
{aj tx) =rnr" (hi) (ct) = 

| du du du, 
(oO 人 


中 ， 在 六 有 理 质 数 的 伞 数 时 ， 除 开 问 题 10 中 列 出 的 
一 个 公式 外 ， 还 葡 要 用 什 委 会 式 ? 

12. 和 什么 是 二 阶 导数 和 三 阶 邹 数 ? 伯 知 道 琴 数 有 地 
少 阶 导数 ? 举 出 一 些 例子 . 

13. 指数 男 数 e 的 导数 是 什么 ?对 于 这 个 卫 数 如 何 
比较 导数 的 定 祥 域 和 国 数 的 定 浆 域 ? 

14. 两 数 的 平均 变化 率 同 胜 时 变化 率 之 间 存 在 慎 么 
关系? 举 -个 例子 . 

15， 导 数 在 研究 运动 中 是 怎样 出 现 的 ”通过 考察 物 
体 沿 直线 运动 的 位 置 函数 的 导数 ， 对 于 物体 的 
运动 能 够 了 解 什 么 * 举 出 一 些 俩 子 . 

16. 导数 怎样 出 现在 经 济 学 中 ? 

17. 列举 导数 应 用 的 其 他 合子 

i128. 极限 lim( (sin bh) /4) 和 lim (cos bh-1)/#} 同 正 
荡 函 数 和 余弦 函数 的 导数 有 什么 关系 ”这 两 个 
陋 数 的 导数 是 什么 ? 

地 ,一 日 知道 sin x 和 cos x 的 导数 后 ， 如 何 冰 tan x， 
cot x%，sec 和 ca x 的 导数 ? 这 些 函 数 的 导数 
是 什么 ? 


20.6 个 基本 “ 角 卢 数 在 什么 气 是 连续 的 ”你 是 蛙 样 


21. 


22. 


业 册 间 


35. 


知道 的 ? 

对 于 两 个 吕 微 两 数 的 复合 昕 数 ， 求 导数 的 法 出 
是 什么 ”如何 求 这 样 一 个 导数 ?举凡 一 些 便 子 . 
参数 化 曲线 x=) ,y=gt) 的 冬 率 dri 的 
公式 是 秆 么 * 和 什么 时 仍 应 用 这 个 公式 ”什么 时 
候 还 是 能 决 中 yAdx*” 举 出 一 些 便 子 . 


。 如果 荆 是 xz 的 可 微 酚 数 ， 如 何 冰 ma 为 惊 数 时 的 


fddrto 7 当 # 为 实数 时 如 何 装 这 个 毕 数 ? 
举 出 些 例子 . 


。 什么 是 隐 式 微分 法 ”什么 时 租 需 要 用 它 ? 举 出 


一 此 例子 . 


. 和 什么 是 自然 对 数 蜀 数 In * 的 导数 ? 如 何 比较 这 


个 导数 和 丽 数 的 定 习 域 ? 


. 什么 是 措 炒 明 数 和 Ca>0， ex 关 1l) 的 导数 ? 


Con 一 Ah 当 一 0 的 极限 的 几何 意义 是 什么 ? 
当 a 基数 时 的 极限 是 什么 ” 


.什么 是 log,x 的 导数 ? 对 于 a 有 任何 限制 吗 * 


什么 是 对 数 微 分 法 ? 举 一 个 例子 . 


。 必 样 把 x 的 任意 实数 大 表示 成 e 的 逢 ?对 于 x 


有 何 限 制 ? 这 样 如 何 导 致 对 任意 实数 知 求 微分 
的 秦 法 则 ? 


.用 什么 方法 把 特殊 数 e 表示 成 一 个 极限 ?+ 淮 


确 到 7 他 小 数 的 近 做 值 是 什么 ? 


， 反 三 解困 数 的 导数 是 什么 ? 如何 比较 反 二 骨 酒 


数 导数 的 定 艾 域 和 反 一 角 函 数 的 定 六 域 ? 


. 相关 变化 率 问 题 是 怎样 引 扎 的 ? 举 出 一 些 例子 . 
， 概 述 求解 相关 变化 率 问题 的 对 第 ”用 一 个 例 了 说明. 
。 什么 是 一 个 函数 A 放 x*) 在 点 *=a 的 线性 化 上 (x)? 


为 了 使 F 存 在 线性 化 ， 要 求 / 在 x =a 满足 什么 
条 件 ? 怎样 利用 线性 化 ? 举 出 . - 些 例子 - 

如 果 x 从 a 移动 到 邻近 值 a + dx， 如何 估计 扣 向 
函数 /zx} 的 值 的 相应 变化 ?” 如何 估 计 相 对 变化 
和 百分数 变化 ” 举 一 个 例子 . 


6 个 基本 双 曲 晴 数 是 任 么 ? 对 于 它们 的 定义 域 ， 


值 城 和 图 形 作出 说 明 . 使 它们 发 生 联 系 的 那些 
恒等式 是 什么 ? 


.三 个 基本 双 曲 话 数 的 导数 是 什么 ”你 从 中 看 计 


同 6 个 基本 二 第 冰 数 有 什么 相似 性 ? 


。 如何 定 关 反观 曲 函 数 ? 对 于 它们 的 定 六 域 、 值 域 


和 疼 形 作出 说 明 ， 怎样 使 用 计算 器 用 于 cosh '*， 
sinh tx 种 tanh "x 的 操作 键 求 sech 'x，csch xz 种 
coth -xz 的 值 ” 


级 分 法 
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第 3 章 实 习习 是 


在 习题 1~64 中 ， 求 蝴 数 的 导数 . 
.y=x: 0. 125x +0.25x. 


2,y=3—0.7r" +0. 3x", 


= -3x + ). 


Sy={r+1) tr +2x). 


T= tec +1)l. 


Hi 
.4 = -… 一 . 
I+ 


L,Y =2 tanix -sec 和 


14.5= enon (| 一 201. 


RS. = (sec 1 + tan 1) 
17.r = vie sin 日. 
19. r = sin yang. 


se 之 
2l. y= cae 二 


23.y = 和 ee 【28]3 

25, + =5 cot x. 

27. =x sin {2x*Y. 

.车 ) 
1 


.=| 2 ). 


l+x 


33.7 = /二 十 
EE 3 


2 


sin 四 ) 


cus 此 一 ] 


35.7=( 


.y= (2x+1} v2r+1. 
38.7 =2003z -4)'*(3r— 


3 
,= 一 一 一 一 一 
?Sx Fsin 2x) 
dl.y =]10e 一 
43, 7 = Lxe* -et. 


4 16 
45.y =]n (ain:8), 
47.¥ =logs( x:/2). 
49. r=8 
Sl y= Sr. 
S53, y= x+2)"", 


] 
+h 
2 4 


= 


4d.r=x + 号 x - 


16. s = cscif] -t+3F). 
18, r =20 vcos 8. 
20.r=sin (8+ w+]). 
22.y =2yx sin ys. 


24.y = cac {x+1). 

26.y = x nt 5x. 

28.y =x sin’ (Cx), 
-1 


15{152—1)™ 


My=dr Vr+yx. 


1 + sin 9} 


l-cos gl 


.r={ 


4) 1 


4 和 .7 ={3 + ene dr) .7. 


.v= er 
44.7 =x re 2 
46.7 = In { sec'd). 
48. y = log, (3x ~7). 
S50, y =9*, 


52. y= VIr 
5S4. 7 =2{1n xy 


S$,y=9n vl-u, 0<u<l. 


5 [六 ]， tr >]. 


他. 
59. 


= In con x. .y= rons- Vv] -rs. 


Y=ttan 1- 方 nt 0 =] + ) ent 2 


Gl, y= ls Vi-1, 3»1. 
62.7=2 x- sec Wr. 


63. 
654, 


5. Ty +2x + 4y=1, 


= msc {ser 8B), O<# < Tn. 


¥=(1l + )e 
在 刁 题 后 ~78 中 ， 用 隐 式 微分 法 求 dj 人 x. 


tr tr + 位 一 Sr = 


C7 x + dry 383 =275 5x? +10y43 = 15. 
69. ve = 1. 70. x = ] 
Tr = 72. 产 = /和 
73.0" Y=1 74. 1 = 2e 0 
75. ]n 【xzr) =1. TE x sin y=t +x 
7, re™ =. 8 r=. 
在 习题 9 和 如 中 ， 求 dp do. 
79.p’ + 4p —3q. =2. 0. 9 = 5p +2p) 2. 
在 习题 81 和 82 中 ， 求 由 /di 
Br eon 25 + sints = 人 ,27 rt 
叶 ， 用 隐 式 微分 法 求 中 yd 
(ae+P -lL. {b)y =1 -二 
84，{ 9) 帮 过 隐 式 隔 分 法 求 记 -=1 的 学 数 ， 泪 明 
dy dr = x 
[tb 然后 证 明 二 ydr? = -LY 
5. 假设 函数 f/x) 和 gtx) 以 及 它们 的 一 阶 等 数 在 


*=0 和 x=! 取 人 下列 值 : 


t rs) 要 (多 Fir) Br 
0 ] [ -4 [ed 
] 3 5 i -4 


求 下 列 耳 数组 合 在 给 定 x 值 的 一 阶 导数 . 
{al6f(tx} -gtx), t=1. {b}ftx)g: (x), =0. 


{dietr)). x=0. 


tejgtf(x)), x=0. {fx tf , r=1. 


(gfxr+gtr)), x=0. 


。 恨 设 冰 数 户 *) 及 其 一 阶 导 数 在 x=0 和 x=1 取 


下 列 值 ， 
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7. 


31 


第 3 阅 


0 9 -2 
1 -3 1 


求 下 列 师 数 组 全 村 给 定 寺 值 的 : 阶 导 数 . 
(aviftx), r=, {b) lr), x = 外 
few ，z=1 {dA -5 anzr), r=0. 


+ronr 


sir az， x 所 习 
Ax) = Ce tT > 
对 于 常数 夫 的 哪个 值 或 者 哪些 值 ( 如 果 存 在 这 
样 的 值 ) ， 
{ajf 在 x=0 其 连续 的 
{ef 任 x=0 地 可 微 的 ? 
抠 出 答案 的 理 市 . 


(8) A 0. IN10sin (F) Fn, x=1.， 吕 . 具有 指定 税率 的 切线 在 曲线 ，= (x/2) + 


假设 y=3 sin 2x 和 | x = 下 +T， 求 dAdf 在 1=0 
的 值 . 


- 假设 = 中 45 和 = Cw +24)， 冰 dszdu 在 
4=2 的 值 ， 
. 假设 w= am te ) 和 r=3xintr+m6)， 求 


dw 在 4 =0 的 位 . 


. 假设 = (7) 人 和 本 e: +8=1,， 求 dri 中 在 


:=0 的 值 . 
人 根 设 产 +y=2coax， 求 中 yde 在 点 (0,1) 
的 值 . 


92. 假设 xz +7” =4， 求 出 yxdr 在 点 (8,8) 的 什 . 


93.7(1) = 


在 刁 题 %3 和 中 ， 利 用 定义 求 旦 数 . 
| 


94. glx) =2r +1. 


2 十 上 
站 【8 晤 出 函数 
1 
fx) = f 1 守 二 忆 遇 
-和 0 sS1 
的 图 形 . 


{bjF 在 *=0 连 续 吗 ? 
(ejf 在 x=09 可 徽 吗 ? 
提出 等 案 的 理由 . 


-al 否 出 旺 数 


_ [x*,-1le*<0 
As) = {i 0 a 
的 图 形 . 
(bf 在 x=0 连续 吗 ? 


(ef 在 x=0 可 徽 吗 ? 


提出 答案 的 理由 . 
条 . {2) 画 出 痛 数 
_ [x*， 0 志 *<1 
A = Gs, 1 过 评委 了 
的 图 形 . 
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tb)f 在 =1 连续 蚂 * 
Lo)fF 在 x=1 呆 微 吗 ? 
提出 答案 的 理 让 . 
函数 


Lt2x -4) 上 ， 存 在 任何 以 -3/2 为 料 认 的 点 
旺 ? 如 朵 丰 这 样 的 点 ， 求 出 它们 

100. 具有 指定 妊 率 的 切线 在 昌 线 Y=x~r 1 上， 

存在 任何 以 2 为 多 率 的 点 吗 ” 和 如 果 有 这 样 的 

点 ， 求 出 它们 . 

水 平 切线 求 曲 线 yY =2x' -3x -12x+20 |]: 的 

点 ， 在 这 些 点 的 廊 线 平行 于 xz 轴 . 

t02. 截 距 类 同 帅 线 y= 富 在 点 ( -2, -8) 相 切 的 
直线 的 zx 截 忠 和 7 埠 此 . 

103. 同 直线 三 直 或 者 平行 的 切线 求 申 线 Y =2r  - 
38 -12x+20 上 的 点 ， 在 这 些 点 的 切线 
1a] 垂直 于 直线 = 上 1 - (cr241). 
{b) 平行 干 直线 y = .2 -12x. 

t04. 相交 的 切线 ”证明 : 曲线 = (sin x) 在 
*= 于 和 = -下 的 切线 正 立 . 

105. 同 直 乒 平行 的 法 线 求 遇 线 ， = tan * 在 
[ -mxz，Tx2] 上 的 点 .曲线 在 这 些 点 的 法 线 
回 直 线 y = -x2 平行 ， 一 起 天 出 曲线 和 法 线 
的 草图 ， 用 各 自 的 方程 标注 图 形 . 

106. 切线 与 法 线 ” 求 曲线 =1+cosr 在 点 [7 人 2、 
1) 的 切线 和 法 线 的 方程 ， :起 辐 出 晶 线 以 皮 切 
线 和 法 线 的 草图 ， 几 各 和 白 的 方程 标注 图 版. 

107. 相 切 抛物 线 抛物线 y=x* +C 同 直线 }=x 相 
切 . 求 尼 

108. 切线 的 斜率 证 明 : 曲 纵 y=* 在 任何 点 
{a.9 ) 的 切线 ， 同 曲线 十 甸 率 等 于 在 (a,a ) 
的 斜率 4 售 的 点 再 次 相交 . 

109. 相 切 曲 三 ”有 曲线 y=e/ix+1) 对 于 什么 c 值 加 
通过 点 (0,3) 和 (5, - 2) 的 直线 相 切 ? 

11 加 的 法 线 证明; 加 x + =ai 在 任何 点 的 法 
线 通过 原点 - 
在 习题 111 ~ 116 中 ， 求 昌 线 在 给 定点 的 切线 

方程 和 法 线 方程 . 

11t. rz +2y =9, (1,2). 

112. e+ 人 =2, {0,1). 

113. xz +2x -Sr7=2，(3,2). 

114. (+ x) =2r+4.( 6.2). 


i01., 


er 


全 分 法 


1iS. xz + wxy =6, (4.1). 


116.x" +24° 3 =17, (1,4). 

117. 求 申 线 2 + =z+3 在 二 (1,1) 和 (1 ,一 1) 
的 斜率 . 

118. 附 疼 瞳 水 果 线 了 = ningtz 一 nin #} 在 x 轴 t 呆 能 内 
有 有 水 半 上 切线 ， 直 这样 吗 y 提出 答案 的 理 市 . 


是 


YNnfe- 54nsh 


在 当 题 119 和 120 中 ， 水 好 平面 内 同 曲线 在 与 
给 定 上 慎 对 点 的 点 相 切 的 直线 方 穆 ，、 此 外 求 中 yd 
在 这 个 点 的 值 . 

li x= ttant, r=( lyaect 1= TA3， 
120.x=L + , v=1 -3t, t=2. 

在 习 是 121 和 122 中 各 自 显示 出 两 个 图 形 ， 一 
个 足 孙 数 7=Ax) 的 图 形 ， 另 个 是 其 导数 广 {x) 的 
赂 形 ， 硅 个 是 咀 数 隐形 ” 团 个 是 导数 况 形 * 你 是 怎 
样 知 道 的 ? 
l121. 


122. 


123. 利用 下 述 资料 画 出 Y=fix) 在 区 间 一 1 x 所 6 
上 -的 图 形 . 
【7 的 周 形 由 连接 端点 到 端点 的 线段 组 成. 
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(入 罗 上 撒 的 起 点 在 { -1,2). 
【 诈 ) 在 存在 导数 的 地 方 , 了 的 结 歼 间 府 向 页 下 
的 阶 樟 晒 数 … 致 ， 


124. 重复 习题 123， 假 定 图 形 的 起 点 是 ( -1 .0 而 
涉 居 ( -1.2)， 
习题 125 和 126 同 图 3.58 中 的 赔 形 有 闫 ， 图 
3.58a 显示 严 案 地 区 包子 和 狐狸 的 --… 个 小 种 群 数量 . 
尝 兔 子 繁 秆 时 ， 锡 子 的 数量 首先 增加 ， 但 是 狐狸 捕 
食 娩 千 ， 当 狐 理 增加 时 ， 免 子 种 群 储 止 增加 并 随后 
下 降 ， 疼 3.58b 显示 免 子 种 群 曲线 的 导数 外 形 . 


”初中 侈 三 到 晤 -1000 
诗 贻 拒 疮 数 最 -40 


3) 


时 elf KY 
锡 地 种 群 的 导数 
hi 


图 3.59 闫 赛 地 区 捕食 与 被 捕食 动物 宜 物 链 


125. 13] 在 网 3.58 中 ， 当 兔子 数量 达到 最 大 值 和 最 
小 值 时 ， 它 的 种 群 曲 线 的 导数 值 分别 是 

和 多少? 
tb} 主 图 3.58 中 ， 当 免 子 种 群 曲线 的 导数 达 
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到 最 大 值 和 最 小 值 { 鱼 值 } 时 ， 它 的 种 群 的 
数量 分 别 是 和 多少? 
锡 子 和 狐狸 种 磁 曲 线 的 妊 率 应 该 采用 什么 草 位 
讼 魏 
在 习题 127 - 134 中 ， 改 极限. 


126， 


127. lim 128. lim 了 = Lan ?x 
lim 3 

129, lim ainr 130. lim sin Csin ) 
-1 tan 2r 3 了 9 

31 lim tlttand+] 
LE tan*8 +5 - 

132. lim -— tg 
pa ent -Tea 8 
- Tint 

133 4m 3 一 cnmx 

134，lim La9 
-A 


在 习题 135 和 136 中 ,说 明和 如何 延 酉 耳 数 使 其 
在 原点 基 连 续 的 . 


= {an Clan x) = an (tan x) 
35.8(2) = nr ~ 3Ax) = nn x) 


在 习题 137 ~ 142 中 ， 利 用 对 数 微 分 法 求 了 关于 
相应 变量 的 导数 , 


2{(x +1) 
137. y=" 
了 ca 了 
138. y = 4. 
ry 
139.7 = (trerray) .1>2. 
2u 2" 


141.y = (sin 国光. 
142.y = (ln x "™, 
在 习题 143 -~ 152 中 ， 求 dy/dx. 
143. y = sinh*3x. 144, tan * = tanh’y. 
145. sin “'x = sech y. 
147. tan 7 = tanh zx. 
149. x = cosh {ln yy+- 
151.y = sinh ‘(tan x}. 
153. 正 园林 体 ” 正 贺 柱 体 总 表面 积 5 同 底 半径 * 和 
高 谭 丰 的 关系 由 方 种 $=2mr +2 而 表示 . 
(a] 如 果 上 是 常数 ，ds“ 册 同 r/d 有 什么 关系 ? 
(tb) 妍 果 " 是 常数 ，dsxd 同 时 /dt 有 什么 
基 雁 ? 
(5) 如果 和 上 都 不 是 常数 ，d5/ 生 向 由 "出 和 
dh 有 了 什么 美 系 ? 


146. sinh ¥ = sec x. 
148. ¥ = tanh (ln x). 
150.y = sinh (tan er). 


152. 加 +x cosh y+ sinh’x = 50. 


155. 


1S6. 


157. 


159. 


160. 


161. 


末了 准 


[A 
关系 ? 


. 正 贺 梭 体 ”正当 梭 体 简 表面 程 同 底 半径 和 扁 


麻 上 的 羌 系 由 方程 SS= mi wr + 表示. 

ta) 如 里 广 基 常数 ，d3zdf 癌 drzd 有 什么 
法 系 " 

(bj] 如 果 是 常数 ，dSAdr 加 中 zf 存 什 么 
关系 ” 

fe) 如 果 * 和 记事 是 常数， 中 7 由 同 由 < 由 和 
dhdt 有 和 什么 关系 ? 

圆 商 积 的 变化 ” 圆 的 半 入 以 -2 ms 的 速率 


变化 . 当 rsIm 时 阅 的 面 和 的 变化 率 吓 
黎 少 * 
立方 坷 边 的 变化 立方 址 在 其 边 长 为 20 em 时 


体 和 避 1 200 emzmin 的 速率 增加 ， 在 这 个 时 
乾 立 方 体 边 长 变化 的 速 罕 是 和 多少” 

并 联 电 阳 朵 ”在 附 图 的 电路 中 把 是 个 所 欣 姆 
和 六 欧姆 的 电阻 器 并 联 构 成 -个 只 欧 婚 的 电 
阻 器 ， 中 的 值 林 以 从 公式 


,Ll 
总 


求 册 ， 如 果 大 以 上 fs 的 速率 减少 而 只 以 
0sfs 的 速率 增加 ， 当 吕 = 如 台 和 中 = 
和 引 时 吕 的 变化 率 是 多 少 ? 


串联 电路 的 阻抗 ”串联 电路 的 阻抗 Z(8) 问 电 


阻 员 ( 吕 ) 和 电抗 羡 (0) 的 关系 由 公式 Y= 
VR + 这 表示 ， 如 果 虹 以 3 fs 的 速率 增加 
而 了 以 2 fs 的 速率 减少 ， 当 尺 =10 有 和 = 
20 和 时 阻抗 Zz 的 变化 宣 是 条 少 ? 

活动 质点 的 速率 ”运动 质点 在 米 制 er 平面 内 
的 坐标 (x+，*) 是 时 间 :的 可 微 函数 .满足 条 件 
dx 由 =10 ma 和 出 “dg =5 ms， 离开 原 点 运 
动 的 质点 在 经 过 点 (3, -4) 时 的 速率 是 著 少 ” 
质点 运动 ”质点 在 第 一 象限 内 沿 曲 线 y = 以 


位 每 秒 的 速率 增加 ， 求 *=3 时 的 由 /dr 
容器 排水 ”本 从 附 图 所 示 的 圆锥 体 容器 中 以 
5 f/min 的 速率 排出 . 
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162. 


163, 


水 流出 速 素 ;fmin 


{a] 几 中 的 变量 疡 和 之 疾 作 在 什 各 关系 ? 
1b) 当 点 = 看 丰 时 水 面 下 降 的 速率 是 多 少 ? 
转动 线 简 从 一 个 大 卷 线 简 上 牵引 电视 电 
绩 ， 把 它 架 设 在 治 街道 的 电话 线 村 上， 这 时 使 
卷 线 阐 按 同 定 半 径 的 层 反 绕 ( 参见 附 图 )， 如 
果 电 缆 牵 引 车 以 5 fs( 约 合 4 英里 7/ 小时) 的 不 
蛮 速 率 移 动 ， 利 用 方 程 *= 中 求 反 红 半 径 为 
1.2 的 层 时 卷 线 简 转动 的 连 率 (弧度 /种 ) 是 
EH 


移动 探照灯 光束 ” 附 图 显示 一 盘 离 海岸 1 km 

的 船用 探照灯 扫 视 瘤 岸 ， 探 照 灯 以 固定 十 率 

dB 由 = 一 全 .6 rads 转动 . 

(3) 当 灯 光照 射 到 点 4 时 ， 光 东 褒 海岸 移动 的 
速率 是 密 少 * 

{b] 探照灯 每 分 钟 回转 多 少 次 才能 使 光 东 移动 
速率 达到 中 6 rad/a? 


| 
| 
8 内 


164. 


165. 


167. 


168, 


1659. 


在 坐标 轴 上 运动 的 点 点 4 和 上 8 接 卡 述 方 式 分 
别 沿 * 轴 和 y 轴 运 动 : 从 原点 口 到 直线 妇 的 
冬 直 了 距离 r( 米 ) 保 持 不 变 ， 当 0B =2r 和 让 以 
D0.3r mvs 的 速率 向 0 运动 时 ，04 变化 的 速率 
是 天 小 ?04 是 增加 还 是 喊 小” 

冰 下 列 晒 数 的 线性 化 

【aljran x 在 x= 一 可 中. 

{blsecx 在 = -fr 

一 起 出 出 曲线 和 线性 化 的 图 撒 . 


.通过 组 合 下 近 


! -x 及 
1 + 六 
我 们 可 以 获得 果 数 拓 x) =1x“fl+tanx1y 人 在 =D0 
的 一 个 有 用 的 线性 措 近 
1 
上 + 4an 工 


证 明 这 个 结果 是 17(1 + tan x) 在 # =0 的 标准 
线性 通 近 . 

求 Faxzy= Vitxr+t+sinx-0.5 在 +=0 的 线 
性 化 . 

求 扎 xz) =2A01 -zi+w+x-31 在 rs=0 的 
线性 化 . 

园 容 体 的 只 面 积 ” 候 定 直 立 圆 锥 体 的 高 度 从 
和 变 为 向 + 赴 而 底 举 径 不 变 ， 写 出 估计 加 办 
体 侧 面积 变化 的 公式 . 


n= 


一 ] 一 于 


Y = 中 


3 = 和 PVP 让 


( 同 面 各) 


170， 榨 制 误 关 


171. 


{a] 为 了 保证 计算 立方 体 表 面 程 的 误差 不 超过 
2 物 ， 在 测 基 立方 体 边 长 时 应 达到 什么 
精度? 

{8) 假定 边 长 的 测量 达到 (a) 所 要 求 的 精度 . 
从 边 长 测量 计算 立方 体 体积 能 够 达到 什 
么 精度 ?为 求 贞 这 个 精度 ,全 评 在 体积 
计算 中 和 使 用 边 长 测量 可 能 产生 的 百分数 

复 痛 误 益 ” 测 册 球体 大 圆周 长 为 10 cm， 可 能 
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包含 误 莱 为 由 4 sm， 利 放 这 个 调 量 计算 球体 
半 稳 ， 热 后 用 球体 半径 计算 球体 的 表面 积 和 栖 
积 ， 估 计 在 计算 下 列 信 中 的 百分数 误差 : 

(al 款 体 半生 ， {b} 球体 表面 积 . 

tc) 球体 体积 . 


172. 求 高 度 为 了 求 上 路 灯 柱 的 高 度 ( 参 多 附 图 )， 


在 踢 离 路 灯 20 英信 远 的 地 方 坚 立 一 根 后 英尺 
遍 的 杆 ， 并 和 且 测 出 它 的 影子 4 的 长 度 为 15 英 
用， 其 误 益 为 1 美 寸 用 值 a= 1$ 计算 路 灯 杜 
的 高 度 并 下 估计 结果 的 可 能 误差 . 


第 3 章 补 充 和 提高 习题 


1. 


- 密切 四 


像 sing+cosB=1l 这 样 的 等 式 称 为 恒等式 ， 央 
为 等 式 对 于 所 有 的 # 信 上 成立 ， 像 sm 8=0.5 这 样 
的 等 式 不 是 恒 等 椒 ， 因 为 等 式 仅 对 如 的 选 定 值 而 
不 旦 全 部 值 成 立 ， 如果 对 包 售 日 的 三 角 恒 等 式 的 
两 册 求 关 于 日 的 微分 ， 得 到 的 新 等 式 依 杖 是 恒 
等 式 . 

对 下 列 恒 等 式 求 微分 ， 征 明 得 到 的 等 式 对 于 所 有 
的 #8 成 立 . 

{ajein 28=2 sn 8 cosf 

{hb) eos 20 = cos’0 — asin: 


。 和 如 果 恒 等 式 ain (x+a) =sin x coatconxsine 


关于 x 是 可 微 的 ， 微 分 后 的 等 式 也 是 恒等式 吗 ? 
这 个 原则 其 否 适 用 于 等 式 x -2r -8=0? 说 明 
理由 ， 


- 【8] 设 


Flix) = cosz, g(x) = 站 十 和 + 
求 常 教 a,， ,5 的 值 ， 它们 使 {和 ww 满足 条 件 
A0) = 8g(0}, fF (0) = gt0), DO) = 2 (0) 
{h] 设 
x) = gin (x + ou 
Ex) = bainr+teeonw 
求 常数 5 和 cr 的 值 ， 它 们 使 f 和 g 满足 条 件 
A0) = gt0), PFD) = #'(0) 
[1e) 在 ta) 和 (tb) 确定 的 a, 5, * 的 值 ， 对 于 了 和 
# 的 三 阶 导 数 和 四 阶 导数 产生 什么 结果 ? 


， 和解 微分 方程 


【ai 证明 他 =sin x， Y=r0s 1, Y=a C9 x+b sinr 
(a 和 和 上 是 常数 ) 都 满足 方程 
r+y=0 
1b) 为 使 (8) 中 的 函数 满足 方程 
r(x) +47 = 
应 如 何 修改 它们 ? 把 这 个 结果 加 以 推广 
求 上 外， a 的 值 ， 使 圆 (x -有 ) ?+ (y 一 


. 边际 收入 


8. 设计 吊 舱 


上 )? =a 同 搬 物 线 7 = 于 +1 在 点 (1,，2) 相 切 ， 失 
且 也 使 这 两 条 曲线 的 二 阶 导数 在 此 点 有 相同 的 
值 ， 这 样 同 曲线 析 切 且 在 切 点 与 曲线 具有 相同 
阶 导 数 的 圆 称 为 密切 国人 密切 ”( oeculate) 濒 芽 
拉丁 字 osculari， 意 四 是 "接触 ")， 第 11 意 还 由 
讨论 密切 图 . 

一 辆 公共 汽车 可 载 莱 客 60 人 ， 钥 
址 车 乘 车 的 人 数 z 和 收费 (p 某 匹 ) 的 失 系 服从 
定 则 p = [3 {#40)}*， 对 公共 汽车 公司 每 趋 
车 的 总 收入 rtx) 写 出 表达 式 ， 每 精 东 达到 多 
少 乘客 能 局 边际 收入 由 /dz 等 十 零 ? 相 谱 的 收 
费 是 多 少 ? (这 个 收费 使 公共 六 车 公司 的 收入 
最 去 化， 所 以 公司 或 许 麻 沪 重新 考虑 它 的 收 
痪 策略 . ) 


. 工业 生产 能 力 


1a) 经济 学 家 通常 使 用 相对 “增长 率 " 而 不 出 绝 对 

“增长 率 " 的 措 词 . 例如 ， 全 == 乒 曲直 上 寺 导 
个 已 知行 业 在 时 间 ;的 劳动 广大 数 . 【我 们 把 
这 个 晴 数 看 成 是 可 微 的 ， 虽然 它 有 是 个 访 整 
数值 的 阶 撞 函 数 . ) 
令 t=g{ 们 表示 在 时 间 ! 的 劳动 旋 中 每 人 人 的 平 
均 生 产能 力 、 总 生产 能 力 则 是 y= ww， 如果 
劳动 力 按 每 年 4 名 的 速率 增长 (duxdi = 
9. 04s) ， 而 每 个 工人 每 年 的 生产 能 为 按 5 名 
的 速 宁 增 长 (中 “出 = 筷 的 口 ， 求 总 生产 能 万 
的 增长 率 . 

tb) 息 设 ta) 中 的 劳动 力 以 每 年 2 名 的 速率 减少 . 
而 每 人 的 生产 能 力 以 每 年 35 够 的 速率 增加 ， 
总 生产 能 力 是 增 如 还 是 喊 少 ， 以 下 按 什 么 速 
率 增加 或 狂 消 ? 

一 个 0 ft 直径 的 热气 球 的 设计 者 打 

算 在 气球 下 方 8 fi 的 地 方 同 气球 表面 相 团 的 吊 索 

臣 挂 吊 舱 ， 如 附 图 所 示 ， 两 条 吊 案 连接 吊 舱 奈 边 


很 分 法 


和 它们 亲 气 球 的 切 点 ( = 12，- 9) 和 (12，- 9). 
唱 舱 的 宽度 说 赤 名 少 ? 


( 涉 控 比例 ) 


9 从 比萨 疼 塔 晃 舍 ” 附 图 照片 展示 迈克 ， 专 卡 
锚 于 1988 年 8 月 5 日 从 比萨 斜 塔 顶端 四 全 的 
情 展 ， 癌 出 展现 他 在 跳 从 期 间 的 速率 图 形 的 
粗略 疼 样 . 


伦敦 人 迈克 - 表 卡 旬 从 比萨 揣 塔 跳 下 ， 热 后 
在 他 说 着 "这 是 一 项 179 黄 尺 的 低空 哑 伸 世界 
记录 ”的 同时 打开 降落 补 . 

{ 实 料 来 源 ,; 《波士顿 环球 报 }，19B8 年 8 月 6 日 } 


10. 质点 运动 ” 沿 坐 标 线 运 动 的 质点 在 时 间 !z0 的 
位 半 其 
3s = won (t+ T/4) 
{2} 质点 的 起 始 位 置 {:=0) 是 什么 ? 
tb 质点 在 原点 左近 和 右 迪 到 达 的 最 远 点 是 
什么 ? 


旋 ， 


lt. 


17. 
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{} 求 质点 在 (b) 中 刘 达 点 的 速度 和 加 建 度 ， 
(质点 何 时 普 玉 到 达 碌 点 ?这 时 质点 的 速度 ， 
速 膏 和 加速 度 是 多 少 ? 


.弹射 回形针 在 地 面 上 很 容易 用 橡皮 筋 把 - 校 


回形针 向 上 说 射 到 64 英尺 的 空中 ， 在 闪 对 上 各 

后 呵 形 针 在 你 手 上 方 的 商 度 是 s= 645 - 16 

(a 名 上 时 间 回 形 针 达到 它 的 最 大 高 度 ? oi 到 
畦 在 脱离 你 的 手 时 的 速度 是 儿 少 * 

fb] 在 月 康 上 ， 同 样 的 如 速度 在 工 秒 内 将 把 癌 形 
针 送 刘 #1=641 -2.62 的 商 度 ， 大 约 需 归 多 
长 时 间 才 能 使 加 形 针 到 过 它 的 最 大 高 度 以 
及 达到 的 高 度 是 入 少 ? 

两 个 质点 的 速率 ”在 t 秘 时 ， 在 举 标 线 上 两 个 

质点 的 位 置 为 4 =39 -J]2 +]Bt+5m 和 := 

-Pt+9 -121 m， 两 个 感 点 何 时 具有 相 问 的 

速度 ? 


.质点 的 下 度 上 质量 m 为 常数 的 质点 沿 z 轴 运 动 . 


它 的 速度 "和 位置 zx 满 是 方程 


二 一 二 = 地 各 -x ) 


其 中 大 mm 荐 常数 证明: 只要 0， 
就 有 
中 旦 =— kx 
.平均 速度 与 胖 时 速度 


【ai 证明 : 车 运动 质点 的 位 置 * 由 :的 二 次 函数 
*Y=42+ 下 + 纵 昌 ， 则 在 任何 时 间 区 闻 
0， 世 ] 上 的 平均 速 度 等 于 在 时 间 区 间 中 点 
的 瞬时 速度 . 

(bh) (a}) 中 的 结 染 有 和 牢 么 几何 意义 ? 

求 函数 

y= ey TX 
mx +b 工 汪 厂 

由 的 常数 mw 和 5 的 全 部 值 ， 它 们 使 

{a)y 在 x="m 是 连续 的 . 

1b)y 在 *=~m 是 可 微 的 . 


函数 
| ~ eos 区 
(rz) = | 1 
0, r= 人 0 
在 x=0 有 导数 坦 ?予以 说 明 . 
faj 在 a 和 # 缮 什么 值 时 . 允 数 
nt， 和 所 和 
A = {es — Bx + 3, 
对 于 的 所 有 值 是 可 微 的 * 
(bj] 讨论 所 得 了 的 图 形 的 几何 特性 . 


Es 


了 4 宇 2 
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18. ta) 在 于 a 和 有 取 什 么 值 时 ， 博 数 
_ qx + 内， 所 一 1 
s(x = 人 x>-] 


19. 可 微 在 画 数 ”关于 4 的 可 微 尊 两 数 的 导数 ， 存 
在 任何 特殊 性 吗 ? 提出 答案 的 型 由. 

20. 可 微 慢 函 教 ”关于 zx 的 可 微 偶 丽 数 的 导数 ， 丰 
在 尾 何 特殊 性 吗 ? 提出 答案 的 理 巾 . 

21， 假定 酒 数 和 #& 是 在 -个 包含 点 *% 的 整个 开 区 
间 上 定义 的 , /在 x6 是 可 微 的 ,f(xo) =D， 开 
且 & 在 和 是 连续 的 证明 两 数 箭 积 店 在 避 是 
可 徽 的 ， 这 个 过 程 表 明 ， 例 如 1*1 在 x =09 曙 然 
莫不 可 被 的 ， 但 是 习 积 x1x1 在 x=0 是 可 微 的 . 

22. ( 妃 习 题 21) 利 用 习 古 21 的 结果 ， 证明 下 列 函 
数 在 * = 是 可 微 的 ， 
ia) tzlainzx. (bj) asin x. {ce} (0 一 ena x). 

xiain {l/r), xr0 
(AD = 人 o .20 
妈 3 后 数 
xsinflzxr) ,x 天 站 
hs) = to t= 
的 导数 在 zx =0 是 连续 的 吗 ? 基于 Kx) =x 有 h(x) 
的 导数 ， 管 案 是 什么 ?提出 答案 的 理由 . 

24. 假定 耳 数 对 于 x 和 y 的 所 有 实数 值 满足 下 列 

条 件 ， 

(有 < +7) =A xr) fn). 

[as) =1 +x gtx), 其 Plim glx) = 上 

证 明 ， 导数 "(x) 在 x 的 每 个 值 存在 且 f'{(x) = 
x). 

25. 推广 的 积 法 则 “利用 数学 时 商法 证 明 ， 若 = 
tri in 是 可 微 晒 数 的 有 限 积 ， 则 7 在 它们 的 
共同 定义 域 上 是 可 微 的 ， 并 且 有 

全 = 于 + me, 和 i 

256， 丁 邯 积 高 阶 导数 的 莱 布 尼 藻 法 则 ”关于 可 微 函 
数 积 的 高 阶 导 数 ， 芋 布 尼 苞 法 则 表示 如 下 : 

{a } Ew) _ 中 xz 上 2 du dy ds 
de de dx dx 


对 于 #* 的 所 有 值 是 可 微 的 ? 
tbh) 讨论 所 得 的 图 丧 的 几何 特性 . 


27, 


名 3 业 


|! Hy du dr 
(hb) 和 ‘= = 和 
du dr 
dx de de 
deury du dw de 
人 x" dx . ?et dx 
1 人 -+1) 中 de 
dr” x’ 
ee 
id 
(a) 和 tb) 中 的 等 式 是 tr) 中 等 式 的 特例 ， 利 用 
nm m ml 
人 


ml 
Tk+ [ytim -kk 二 1 
通过 数学 归纳 法 推导 (cj) 中 的 等 式 . 
钟 捅 的 周期 ” 钟 摆 的 周期 了 一 次 完整 来 也 摆动 
的 时 间 ) 由 公式 天 =dwi Lg 确定 ， 其 中 了 用 秘 
度量 ,，g =32,2 fw, 上 其 摆 的 长 度 ， 用 英尺 度 
量 ， 懂 下 列 近 拟 值 : 
18) 周期 了 =1 种 的 钟 摆 的 长 度 . 
1b) 当 !a) 中 的 摆 长 增加 人 DLL 和 时 了 的 蚊 变 4 
1e) 当 押 的 周期 按 (by 中 求 出 的 划 d7 改变 时 ， 
时 钟 在 -一 天 内 密 计 的 时 间 蚊 少 计 的 时 间 . 


， 半 立方 体 的 柄 化 ”假定 六 立方 体 在 融化 时 绯 持 


其 立方 栖 的 形状 。 把 羔 立 方 体 的 边 长 记 为 s， 它 
的 体积 FF=ss， 表 面积 为 6r， 设 和 :是 时 间 t 
的 可 微 隧 数 ， 此 外 设立 方 体 体 积 碱 少 的 右 率 问 
它 的 表面 积 成 正比 当 我 们 认为 融化 发 生 在 表面 
了 时， 这 个 候 设 看 来 有 充足 的 理由 : 表面 的 变化 改 
变 被 须 化 的 裸 堆 冰 面 的 大 小 })， 以 惑 党 方式 
表达 ， 
全 = NE) kk>0 

偶 且 表明 体积 是 在 减少 ， 我 们 假定 比例 办 子 上 为 
常数 ( 它 可 能 同 许多 因素 有 关 ， 例 如 周 国 空 气 的 
相对 温度、 温度 以 态 有 无 太阳 光 的 周 射 。 这 里 只 
提 到 少数 儿 个 )， 设 在 一 组 特定 条 件 下 ， 亲 立方 
体 在 第 1 小 时 内 失去 慷 积 的 1/44， 并 县 在 +=0 的 
体积 为 ， 醚 化 六 立方 体 需 要 多 长 时 间 ” 


第 4 章 导数 的 应 用 


概述 ”这 一 章 讨论 导数 的 一 些 重 要 应 用 ， 我 们 利用 导数 求 函数 的 极 值 ， 确定 和 分 析 图 形 的 
形状 ， 计 算 分 式 的 分 子 和 分 母 同时 效 于 零 或 者 无 穷 大 时 的 极限 ， 以 及 从 数值 上 求 通 数 等 于 军 的 
点 ， 此 外 ， 我 们 介绍 从 函数 的 导数 搞 原 苗 数 的 思想 ， 在 这 些 应 用 中 ， 许多 问题 的 关键 是 中 秆 定 
理 . 它 的 一 些 系 为 进入 第 5 章 积 分 法 的 学 习 铺 平 道路 . 


4.1 函数 的 极 值 


这 …… 节 说 明 如 何 从 连续 函数 的 导数 定位 和 确定 它 的 极 值 { 极 大 值 或 者 极 小 值 ) 。 一 旦 做 到 这 
点， 我们 就 能 够 求解 形形色色 的 问题 ， 其 中 寻求 在 给 定 条 件 下 处 理 某 些 问题 的 最 优化 ( 最 佳 } 
方法 (参见 4.5 节 ). 


定义 今 / 是 以 娘 为 定义 域 的 函数 ， 如 果 对 寺 万 中 
的 一 点 i 和 所 有 完 ， 有 | 二 Cos 
fxr) EA) 
就 说 /在 点 + 有 绝对 极 大 值 (或 者 全 局 极 大 值 )] ， 如 果 对 
二 关中 的 - :点 < 和 所 有 <， 有 
Nx)2fle) 
就 说 7 在 点 < 有 绝对 极 小 值 ( 或 者 全 局 极 小 值 ). 


一 i 


图 .1 正弦 晤 数 和 余 殖 函数 在 区 
间 [ -mx“2，mz] 上 的 第 对 
极 第 ， 这些 值 可 能 依赖 丁 
明 数 的 定义 域 


例如 ， 耳 数 太 x) =cos x 在 闭 区 间 [ - mr“ ，mx2] 取 一 个 
绝对 极 大 值 1(1 次 ) 和 一 个 绝对 极 小 值 0{2 次 )， 在 同一 区 
问 上 ， 陋 数 g(x) =sin x 取 一 个 极 天 值 1 和 一 个 极 小 值 -1 
{ 见 图 4.1}. 

采用 同样 定义 规则 的 卫 数 可 能 具有 不 司 的 极 值 ， 这 取决 于 孙 数 的 定义 城 从 下 面 的 例子 看 
出 这 一 点 . 

例 1 下 列 两 数 在 它们 的 定 文 域 上 的 极 值 可 以 从 图 4.2 中 看 出 . 


2 
2) 所 有 锯 村 极 小 值 b} 绝 村 极 大 值 和 极 小 什 cl 只 有 绝对 极 大 值 直 无 执 太 值 或 极 直 值 
图 4.2 便 1 的 图 形 
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明 数 定 广 规则 定 主 域 旧 在 下 二 .的 绝对 机 护 
- | {a} vax ”绝对 机 大 人 
， 在 3= 申 的 绝对 慨 政 值 为 0 
(bh) = [0. 2] | 在 =2 的 绝对 级 大 值 对 4 
在 :=0 的 绝 圭 概 小 慎 风 0 
[ey y=x: (0. 2， 在 *=2 的 绝对 机 大 证 汶 4 
| 无 刚 对 慨 小 俏 
(dy=* 【DO。 了 ) ， 无 移 对 慨 全 
[ 
下 述 定理 断 定 ， 在 团 区 问 La,] 的 钴 个 点 连续 的 隧 数 主 区 问 鞋 有 绝对 极 大 值 和 缮 对 极 小 什 . 


我 们 在 酒 睹 数 图 形 时 去 寻找 这 两 种 值 . 


人 物 传 记 定理 1 ( 极 值 定理 】 若 / 是 队 区 间 [a,b] 上 的 连续 史 数 ， 则 /在 
丹尼尔 - 伯 努 利 [a,&] 达 到 它 的 绝对 极 大 值 虹 和 绝对 极 小 值 m 就 是 说 ， 在 [La .5 中 存 
{ Daniel Bernoulji ， 在 数 x 和 *,， 满足 启 x) = 下, 下 二) = 出， 府 对 于 [5,5] 中 其 他 的 和 链 个 
1700 一 1789) x， 县 作 x) 在 肌 [ 网 图 4.3). 


极 值 定理 的 证 明和 需要 用 到 实数 系 的 详尽 知识 (参见 附录 A.7)， 在 这 里 不 给 出 证 明 ， 淘 4.3 说 
有 明 闭 区 间 [e,5 上 的 连续 亲 数 眼 绝 对 援 值 的 可 能 倍 置 ， 正 如 我 们 对 函数 7 = eos x 的 观察 它 的 绝 
对 极 小 值 (或 者 绝对 极 大 值 ) 可 能 出 现在 区间 的 两 个 点 或 更 多 的 点 上 . 


tx2. MY 


fr me) 


机 去 慎 和 杰 小 值 在 内 党 


Y= Ar) 


L 
『 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


b 
概 大 慎 在 内 点 ， 极 小 值 在 端点 极 小 值 在 内 点 ， 极 天 傅 在 端点 
图 4.3 连续 函数 在 闭 区 间 [a ,的 上 取 极 大 值 和 极 小 俏 的 某 些 可 能 性 
定理 1 要 求 仪 间 是 闭 区 间 和 有 限 区 间 ， 以 及 销 数 是 连续 肾 数 ,这 些 是 关键 要 素 ， 如 果 不 满足 


这 些 条 件 ， 定 理 的 结论 不 -- 定 成 立 ， 例 1 说 明 ， 当 区 间 不 同时 基 闲 区 间 和 有 限 区 间 时 ， 绝 对 极 值 
可 能 不 存在 .图 4. 4 说 明 连 续 性 条 件 不 能 省 略 . 
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4.1.1 局 部 (相对 )] 极 值 
鲁 4.5 最 坟 任 一 个 定 文 域 [a ,6] 上 5 个 点 有 极 值 的 晴 数 的 图 瑚 ， 师 数 的 绝对 极 小 俩 出 现在 二. 

时 然 卫 数 在 s 的 什 小 于 任何 其 他 邻近 点 的 值 ， 晶 线 在 + 的 碟 y 

边 升 商 商 在 c 的 在 边 下 降 。 使 记 c) 成 为 一 个 局 部 槛 大 值 ， 也 

数 在 二 达到 它 的 绝对 板 大 值 . 


无 最 大 摧 
~ 


定 久 ”了 帅 数 了 在 它 的 定义 域 的 内 点 + 有 局 部 极 大 值 ， 
是 指 对 十 某 个 包 仿 ce 的 开 区 间 中 的 所 有 zx， 有 


Fx) fle) 
,也 数 .在 它 的 定义 域 的 内 点 c 有 局 部 极 小 值 ， 尽 指 对 于 某 。 图 4.4 邮 使 在 一 点 不 连 综 也 能 使 
| 个 外 六 的 开交 中 的 所 有 = 有 函数 在 闭 IX 同上 没有 最 大 

fix) fc) | 仿 或 者 最 小 值 ， 靖 数 

- | 一 四 x QEr<1 
我 们 可 以 把 晴 数 局 部 极 值 的 定义 扩展 到 区 间 的 端点 : 对 7 {6 xz=] 
于 定 交 城中 包 售 一 个 端点 = 的 某 个 半 开 区 间 内 的 所 有 x， 如 在 10，1] 上 除 *=1 之 外 的 
果 同 局 前 极 大 值 或 者 局 部 极 小 值 对 应 的 不 等 式 成 立 ， 就 定义 叔 个 点 连 练 , 但 是 它 在 
地 数 在 端点 "有 局 部 极 大 值 或 者 局 部 檬 小 值 、 在 图 4.5 中 ， [0, 1] 土 设 有 最 高 点 
耳 数 / 件 c 各 dd 中 有 局 部 极 大 值 ， 而 存 a,，e 和 占有 局 部 极 小 
值 ， 声 部 极 值 也 称 为 相对 极 值 . 
绝对 极 坟 值 
子 任 征 何 点 无 更 大 的 值 - 
局 部 极 大 什 这 也 其 局 部 杨磊 慎 
/在 邻近 元 更 大 的 值 局 部 机 仆人 


了 化 郭 近 无 更 小 的 什 


1 
1 
0 
1 
| 
1 
1 
1 


1 

i 1 

1 1 

绝对 极 小 值 | ! 

子 人 在 任何 点 无 更 小 的 值 . | 1 ”局 部 极 小 导 | 

这 也 是 局 闻 和 要: 植 。1 ' 1 在 邻近 无 更 小 的 慎 | 
1 _ 1 i 

a ce - 过 由 


图 4.5 如 何 分 奖 梯 大 值 和 棋 小 值 


一 个 绝对 极 大 值 也 荐 局 部 极 大 值 ， 因 为 绝对 极 大 值 是 在 整个 区 同上 的 最 大 值 ， 所 以 它 也 是 
紧 接 邻 域 中 的 最 大 值 ， 因 此 ， 如 果 看 在 绝对 极 大 值 ， 所 有 局 部 极 大 值 的 清单 中 酝 自 动 和 包含 部 对 投 
大 值 ， 同 样 ， 如 果 存 在 绝对 极 小 值 ， 所 有 局 部 概 小 值 的 清单 中 将 自动 包含 绝 对 极 小 值 . 
4. 1.2 求 极 值 

下 面 的 定理 说 明 ， 在 求 函数 的 极 值 时 ， 我 们 通常 为 什么 只 需要 考察 少数 的 值 ， 


定理 2 【关于 局 部 极 值 的 第 一 导数 定理 ) ” 若 / 在 其 定义 域 的 内 点 ec 有 局 部 级 大 值 或 者 局 部 
极 小 值 . 有 旦 产 在 = 有 定 尽 ， 则 


| te 


证 明 为 了 证 明 存 局部 极 值 处 Fr(e》=0， 首 先 证 明 y"(e) 不 能 取 正 值 ， 然 后 证 明 产 (ce) 不 能 取 
负 值 ， 赋 不 能 为 正 也 不 能 为 负 的 数 只 能 是 零 ， 所 以 "(ec) 必定 为 零 、 开 始 。 假定 /在 x=c 有 局 部 
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要 大 值 ( 见 疼 4.6)， 所 以 对 十 所 有 充分 接近 上 的 x 值 , (x) -Ac) 志 0， 由 于 < 是 六 的 定 光 域 的 内 
点 ,tc) 由 双人 出 极限 局 锅 氢 大 什 
flx)} -fc) “ 


区 一 他 


lim 

定义 这 表明 /在 xz=z 的 右 极限 和 左 极 限 同时 存在 了 L 等 
于 六 ce)， 当 单独 考察 这 两 个 极限 时 ， 求 得 
ftce) = lim 友和 A 志 0 


1 
上 
1 
1 
上 


(因为 (# =e) > 0 和 f(z) fe)) (1) 
同样 秆 性 攻 条 率 宇 属 着 |# 划 4 布 .0 
: + 下 能 为 负 值 ) { 相 能 为 正 值 ? 
fe) = Lim -A =0 
(因为 (x - c) < 0 和 f(x) Ae)) 2)  _ ， 


上 { T 


出 式 (1) 和 式 (2) 推 出 产 (e) =0. 
、 ， 、 ”图 4,.6 有 局 部 极 大 值 的 曲线 在" 的 


部 极 小 值 的 定理 ， 只 需 使 用 /(x) Fe) ， 这 样 使 式 (1) 和 很 限 ， 结 果 为 孚 
臣 (2) 中 的 不 等 式 题 倒 过 来 国 

定理 2 表明 ， 函 数 在 有 局 部 极 值 和 存在 导数 的 内 点 ， 一 阶 导数 恒 为 零 ， 央 此 ， 晒 数 / 仅 可 能 
企 下 列 位 置 有 极 值 ( 局 部 极 值 或 全 局 极 值 ) : 

(7 =0 的 内 点 ， 

(2) 六 无 定义 的 内 点 ， 

(3 的 定义 域 的 端点 

下 述 定义 帮助 我 们 对 范 数 取 极 值 的 位 置 作出 概括 . 


定 久 ”在 函数 了 的 定义 域 中 ， 广 为 零 或 者 无 定义 的 内 点 是 了 的 临界 点 . 


内 此 定义 域 中 画 数 能 够 取 极 值 的 点 仅 限 于 临 演 点 和 端点 . 但是， 务必 不 要 错误 解释 这 里 的 
说 法 ， 一 个 函数 在 x =e 可 能 有 不 取 局 部 极 值 的 临界 点 、 例 如 ， 冰 数 y =x 和 y=x “以 床 点 为 临界 
点 ， 存 原点 的 信 均 为 零 ， 但 是 这 两 个 函数 在 乔 点 右边 的 值 为 正 而 在 原点 左边 的 值 为 负 ， 所 以 两 个 
郑 数 在 原点 都 设 有 局 部 极 值 ， 相反， 每 个 阵 数 以 原点 为 所 点 (参见 图 4.7)， 捆 点 在 4 芋 节 定义 和 
进一步 讨论 . 


ai=32fEx-0 的 值 为 霉 ， 候 是 .天 m 存 这 -点 没有 极 值 Dy (13 作 Y0 无 定 这 但 是 3 在 这 一 点 没有 极 秆 
图 4.7 在 临界 点 不 存在 模 值 
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对 于 极 值 提 出 的 大 多 数 问题 基 米 连续 顺 数 在 在 限 财 区 间 上 上 的 绝对 和 机 值 ， 定 理工 保证 看 禁 这 样 
的 极 值 ; 定理 2 则 告诉 我 们 ， 只 能 在 临界 点 和 端点 达到 绝对 援 值 通常 我 们 可 以 列 出 这 些 点 并 计 
WR 求 出 其 中 的 县 太 值 和 最 小 值 以 及 它们 所 在 的 售 恬 . 
如 何 求 连续 诅 数 /在 有 限 闭 区 间 上 的 绝对 极 值 
1) 求 7 在 所 有 临界 点 每 点 的 值 . 
(2) 下 这 些 值 中 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


例 2 求 明 数 FLz) = I0x(2 -inc 在 区 间 [1.，e] 上 的 笔 对 概 天 值 和 绝对 极 小 俏 . 

解 ” 图 4.8 暗示, /在 +=3 附近 有 它 的 绝对 极 大 值 而 在 +=e 有 绝对 极 小 值 由 我 们 来 检验 
这 个 观察 结果 . 

求 辆 数 音 临界 点 和 端点 的 值 ， 并 从 所 得 结果 中 取 


最 太 值 和 最 小 值 . 20 上 - te, 10e) 
项 数 了 的 一 阶 综 数 是 ”5T 
rx) = 10(2 -Inx)- tox{ 一 )= 10(1] - In x) 20 
1 上 
在 定义 域 [ 1，e ] 中 的 叭 一 临界 点 是 x =e， 在 此 处 In x = 10 上 
1 在 这 个 临界 点 的 值 为 5 
fte}y = IOe _ | 
在 端点 的 值 为 “(1) = 10(2 -In1) = 20 " 
Fe = lo0et2 -2me -0 图 4.8 丽 数 育 x*) = I0xf(2-Imxe) 在 区 
从 这 几 个 值 由 可 以 看 出 函数 的 绝对 极 大 值 是 10e ~ 问 [1， ei 上 的 极 值 由 现在 
27,2， 出 现在 内 点 临界 点 x = *。 绝 对 极 小 值 是 0、 出 *=e 和 xz=e( 例 ?1 
现存 右上 端点 x = 二 加 y 本 
例 3 求 申 数 .Fix) =223 在 区 间 [ -2. 3] 上 的 绝 二 
对 极 太 值 和 绝对 极 小 值 . 绝对 氢 大 值 ， 
解 求 函 数 在 临 恰 点 和 端点 的 值 ， 并 导 所 得 结 加 也 县 局 营 机 大 站 
果 中 皮 最 大 值 和 最 小 值 ，-- 阶 导数 呈 吾 雪人 从 2? 
， 了 2 -ia 2 
fa 3 泊 i 
没有 零点 但 是 在 内 点 x =0 没有 定义 . 了 在 这 个 临 
界 点 的 值 为 也 是 局 郭 授 小 着 
/0) =0 图 4.9 是 数 认 zx) = 在 区 间 ! -2，3 上 的 
在 端点 的 值 为 极 值 出 现在 x=0 和 +=3{ 例 3) 


A-2) =(-2)2 = 酒 
fl3) = (3)23 = 同 
从 这 凡 个 值 可 以 看 出 ， 隆 数 的 绝对 根 大 值 是 ,5 =2.08， 出 现在 右 端 点 * =3，、 绝 对 极 小 值 是 0 出 
现在 内 点 x* =0， 上 盟 数 图 形 在 此 处 有 一 个 尖 点 ( 见 图 于 5). 图 
习题 4.1 
在 习题 1 -6 中 ， 从 图 形 确 定 函 数 在 区 间 ia,b] 上 基 再 存在 绝对 极 值 ”然后 说 明 你 的 答案 为 什么 同 定理 
1 -至 


0 和 e b 


在 习题 11 ~ 14 中 ,指出 函数 值 表 同 附 图 中 函 


数 图 形 的 对 应 关系 . 
~ 一 一 一 -一 
ll, x ir) 12- 天 ftx) 
a 0 a 0 | a Bb 
0 是 [i €) d) 
e 5 e -5 在 习题 15 -~ 3# 中 ， 求 各 个 函数 在 给 定 区 间 上 


的 绝对 极 大 值 和 绝对 极 小 值 ， 然 后 画 出 两 数 的 图 
形 ， 在 图 形 上 标 关 第 对 极 什 出现 的 点 及 其 堂 标 . 


13 Fr) 14， x | fx) 15.f(4) = #5, _ Tx 


& 不 存在 a 不 存在 16. f(x) = -x-4, -4&rel. 
4 0 b | 不 存在 fx) se!, -lere2. 
e -2 ce | -17 18.Ax#) =4 -x , -3rel. 


19. F(x) = -了 工 ，0.5<x<2 
庶 
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2 


20. FEx) = -+ 2x. 
2 h(x) =Y, -1 xl. 
22, hir) = -Ir ,|r| 
23.gf(x) = 4 lar]. 
24.8(r] = - VI, /xr 
a _ 3 

25. (8) = Nin 0, 了 于 6 
26./(0) = tan 0, -3 SE. 
BT, 区] = ra TT ere 

。 sn 所 
2B, pg(r) = qet: x, -3 
29.7(1) =2- 11| ， -1aei1 和 4. 
0. = 1-$| ,4 和 17. 
3lgtr) =re “| ss 


32. hf(z) =Infr+1l)，0Ssrs3. 
33. f(x) = 1 + ln x， 0D. 5 二 1 和 4 
34.g(z) =e ,2arel. 


在 习题 35 ~ 38 中 ， 求 函数 的 绝对 极 大 值 和 缀 
对 极 小 值 ， 并 指出 取 摄 值 的 售 置 . 


35. 让) sx 1] 
26. f(r) =x 7 -tS 
37.g(0) =", -3a0sl. 
38. 及 的 =30, -27<0sB. 


在 习题 39 - 54 中 ， 求 丙 数 的 极 值 及 其 出 现 的 
位 置 . 
39,. 7 = 2x° — Bx +9. 
dl.y=x +r — Br+5. 


0.y =x) 一 2r +4. 
42.7 =x" -3x +3x -了 


43.7= x -1]. 44.7 = 一 - 。 
] -入 
和 5. 7 = ;二 一 46,. Y= ww3+2r 一 并 
wl-—xr 
1 
47.y = 于 的 .+ = 一 去 十 
7 Yt +2 
49.y =e + ". SO0.v=e -ee ’. 
Sl.y=x ln x. 本 2.。 人 =x:]n x. 


53.y = cos (x ). S4.y =sin (Ce'). 

在 习题 5 ~62 中 ,来 画 数 在 每 个 临界 点 的 学 
数 并 确定 局 部 极 值 . 
SS.7 = xz23fx+2). 56.3 = 一 4). 


58.7 = -xr. 


全 


61. 


er 2 4 


63, 


7. 


70. 


71 


-4 艺人)， 
:= +24 一 YF ，Y 节 由 

-42+ 和 1， 
人 >1. 


] 13 


: 1 
Ee 


EE 


x -07 +Br, x>1. 

在 习题 63 和 64 中 ， 提 出 答案 的 理 巾 . 

邻 [x) = tx-2)7. 

(al 天 (2 是 否 存在 ? 

fb 证明 7 唯 -的 局 部 极限 出 现在 + =2. 

{eitb} 中 的 结果 同 极 什 定理 是 否 六 盾 * 

149) 对 于 用 nm 代替 2 后 的 f(x) =(r-a)” 重 做 
《ai 和 fk). 


,全 六 xc x -dxl. 


faj7 (07 是 否 存 在 ? 
1b] 广 (3 是 否 存 在 ? 
1clP( - 3) 是否 存在 ? 
[由 确定 /的 全 部 极 值 , 


.不 存在 导数 的 极 小 值 路 数 阁 zy) = 1x1 在 +=0 


有 -个 绝对 极 小 值 ， 虽 然 / 在 *=0 是 不 可 漠 
的 这 个 事实 同 定理 2 …-- 致 蚂 ?提出 等 案 的 
理 市 . 

但 函数 ”如果 偶 肖 数 ix) 在 x-c 有 局 部 械 大 
值 ， 基 于 7 在 *= -ec 的 值 能 够 得 出 什么 结论 7? 
提出 答案 的 理 巾 ， 

奇 函 数 ” 如 果 背 函数 gtx) 在 +=c 有 局 部 棋 小 
值 ， 关 于 8 在 xz= -ze 的 值 能 够 得 出 什么 结论 * 
提出 答案 的 理 市. 


` 我 们 知道 通过 考察 连续 两 数 f(x) 在 临界 点 和 端 


点 的 值 求 它 的 极 值 ， 但 是， 如 果 函 数 没 有 几 界 
点 三 者 端点 ， 那 将 会 怎样 ” 这 时 会 出 现 什 么 结 
果 ? 实际 存在 这 样 的 亏 数 吗 ? 提出 答案 的 理 用 -. 
师 数 

Vx) = sf10O 一 2rf16 —- 24) ,0 <x<5 
表示 一 个 僵 子 的 体积 . 
{a] 求 F 的 楼 杆 . 
【b] 用 盒子 的 体积 解释 fa) 中 求 出 的 任何 极 值 . 
三 次 函数 ”考虑 三 次 画 数 

Fx) = ar 二 Bo + ex +d 

{a) 证 明了 可 能 以 0. 1 或 2 为 临界 点 ， 举 出 一 

些 例 子 并 画 出 它们 的 图 形 支持 你 的 论据 . 
[bj 可 能 有 过 少 个 极 值 ? 


“垂直 运动 物体 的 最 大 离 度 ” 牌 直 运动 物体 的 高 
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wh 


5 = 二 +HE+i > 


勿 出 ，s 以 米 为 单位 ,以 秘 为 单 招 ， 求 物体 的 
最 大 商 度 . 

72. 峰值 交 流 电流 假定 在 任 上 已 时 间 z( 坟 种 为 单 
位 )， 人 交流电 旷 中 的 电流 上 =2 cm 1+2 sin 术 以 
安培 为 单位)， 这 个 电路 电 访 的 峰值 5 感 大 值 ， 
是 才 太 ? 

TT 在 习题 73 ~76 路 ， 业 出 二 数 的 图形 ， 然 后 求 

卫 娄 在 区 间 上 上 的 概 精 ， 并 说 明 取 极 值 的 位 置 . 

TF) = -2+ |xX+3|1， -SX 


.gx) = lx-1l -lx-5l,， -2 和 Ek 志 7. 
TH. xz) = 1x+2| 1xr-3l, -wm <r<w. 
TE. 下 YY) = x+1| + I#*-31, -mm <#<m, 
计算 机 探 帘 


在 习题 7 ~- 双 中 , 用 -种 CAS(C 计 算 机 代数 系 
统 } 才 助 求 给 定 丽 数 在 指定 闭 区 间 上 的 绝对 极 值 , 
执行 下 别处 理 步 又 ， 


4.2 中 值 定理 
我 们 知道 常数 值 贾 数 的 导数 为 零 . 


【1a] 册 出 陋 数 在 区间 下 的 图 形 、， 现 察 它 的 一 般 特性 . 

[bb} 求 产 = 0) 的 内 点 (在 某 些 寺 同和 ， 可 能 必 
希 用 方 各 数 站 站 解 跨 灶 近似 解 . ) 吓 能 出 党 要 
到 出 产 的 图 形 . 

[ej 涝 产 不 存在 的 内 点 . 

[计算 陋 数 在 Ch) ，5e) 中 求 出 的 所 有 虹 以 及 
在 区间 端点 的 值 , 

[ej 冰 两 数 在 区 间 上 的 绝对 极 从 ， 并 确定 版 极 信 


的 位 壮 . 
73. Fr) = Bx +4r+2， -20/25, 64/25.. 
78. Fr) = x dr -4z+1， -3343 


79. fr) = 4- x), [ -2, 2]. 

和. fxr) =2+2x -xt, [ -1，1023 ]， 
Bl. fx) = + COs Xs, 和，2T 

82. /Lx) = i [0, 27]. 


83. fr) =mrzp , 0. 51. 
RBA. 六 r)=lnf2r+rsnry， 1, 15.. 


但 是 是 否 存 在 导数 全 为 零 的 更 复杂 的 活 数 ?如 果 两 消 数 


在 区 间 土 有 相同 的 导数 ， 它 们 之 间 有 和 何 种 关系 ”在 这 一 节 . 我 们 应 用 中 值 定理 来 回答 这 些 问 题 以 
及 其 他 一 些 问题 ， 首 先 介 绍 一 个 特例 ， 称 为 罗 尔 定理 ， 它 被 用 来 证 明 中 值 定 理 . 


4.2.1 罗 尔 定理 


正如 示 数 图 形 的 晴 示 ， 如 果 订 微 晒 数 在 咕 个 不 同 点 穿 过 一 条 水 平 直 线 ， 那么 在 它们 之 问 芋 
少 存在 一 点 ， 上 盟 数 图 形 在 这 个 点 的 切线 是 水 平 直线 .而 其 导数 为 零 ( 见 图 4. 10)， 现 在 来 描述 种 


证 明 这 个 结果 . 


re = 人 


图 4.10 网 尔 定理 说 明 ， 可 微 务 数 的 曲线 在 其 同 水 平 直 线 根 训 的 任何 两 点 之 问 至 少 有 - 
条 水 平 切线 ， 这 种 切线 可 能 只 有 -条 . 例 刀 al ， 也 本 能 有 多 条 ， 例 如 b) 


定理 3 { 罗 尔 定理 】 假定 y=Ax) 在 所 区 间 [a,5] 上 每 个 点 是 连续 的 ， 并 且 在 它 的 内 部 
Ga, 5) 的 每 个 点 是 可 微 的 ， 如 果 /(a) =/( bY， 那 么 在 (a，5) 中 至 少 有 一 个 数 c 使 1"(<) = 0 


证 明 ”由 于 连续 性 , /在 [a,8] 上 有 纺 对 极 大 值 和 绝对 极 小 值 ， 这 两 种 极 值 只 能 出 现在 


(1)=0 的 内 点 ， 
(2) 广 不 存在 的 内 点 ， 


时 娄 的 三 用 273 


人 物 传 记 (3) 丽 数 定义 域 的 端点 ， 这 种 情况 就 是 上 入 
一 一 -一 按照 假 洲 ,7 在 每 个 内 点 有 导数 ， 由 此 排除 (2) 的 可 能 件 ， 进 上 下 的 
这 完 尔 * 凡 尔 是 广 =0 的 内 点 与 商 个 端点 a 和 友 
《 Michel Rolle, 如 果 被 大 值 或 极 小 值 出 现在 ae 和 二 之 问 的 -个 肉 点 ce， 耶 冬 南环 1 他 
1652 一 1719) 定理 2 应 有 /'(c) =0, 已 经 找到 时 尔 定理 的 一 个 点 . 

如 果 绝 对 极 大 值 和 绝对 极 小 值 山 时 测 现 在 两 个 端点 ， 那 么 由 于 /ta) =fC5) /必定 是 党 值 函 数 ， 

对 十 每 个 点 xe [a.b]， 满足 /x) =f(a) =J(04)， 因 此 Gx) =0， 而 点 可 以 取 Ca， 从 内 的 任何 点 ， 国 


定理 3 的 假 巡 条件 是 必需 的 ， 如 果 商 数 基 使 在 :一 点 是 不 连续 的 或 不 可 微 的 ， 旺 数 图 形 可 能 没 
有 水 平 切 线 ( 见 围 4.11). 


a 由 dq x 几 
引 他 [o. 各 的 “个 端点 相连 续 马 在 [a. 右 的 一 个 内 点 不 连 钱 去 在 fa. 站 二 连 锋 但 是 在 一 个 内 点 机 可 黎 


立 4.11! 如 果 罗 和 尔 定理 的 仍 设 条 伞 不 成 立 ， 丽 数 串 能 没有 水 平 切线 
把 罗 尔 定理 则 介 什 定理 结合 起 来 ， 可 以 证 明 上 方程 x) =0 在 /的 值 具有 相 友 符号 的 两 点 之 癌 
只 有 一 个 实数 解 ， 
例 1 证 明 方 程 x +3x+] =0 恰 好 有 一 个 实数 解 . 
解 令 y=Ax) =x +3x+1， 导 数 店 (x) =3x* +3 不 可 能 为 零 (因为 它 恒 为 正 值 )， 即 使 假设 
在 两 点 +=a 和 x = 为 零 ， 男 尔 定理 也 能 保证 在 a 和 上 之 间 存 在 一 点 x =e, 广 在 ec 的 值 为 零 ， 因 
此 , /不 会 有 一 个 以 上 零点 ，A 实际 上 只 有 一 个 霍 点 ， 因 为 介 值 定理 告诉 我 们 ，y = As) 的 图 形 问 


x* 轴 在 x= -1( 这 里 7= -3) 和 x=0( 这 里 y=1) 之 间 的 某 一 点 相交 (参见 图 4. 12). 国 
册 尔 定理 主要 用 于 证 明 中 值 定理 ， 
4. 2.2 中 值 定理 
中 值 定理 是 一 种 倾斜 形式 的 罗 尔 定理 ( 见 图 4.13)， 屿 约瑟夫 . 路 易 . 拉 格 朗 日 首次 提出， 
中 值 定理 保证 存在 一 点 ， 在 这 个 点 的 切线 同 弦 48 平行 ， 


了 


7 二 Ai 
图 4. 12 名 项 式 y=x +3x+1 的 唯 : -零点 图 4.13 中 值 定理 在 几何 上 说 明 间 线 在 4 和 8 之 问 
是 图 中 所 示 的 曲线 同 x 轴 在 - ! 的 某 处 至 少 有 一 条 切线 同 弦 4 如 平行 


与 0 之 间 的 交点 ( 例 1) 
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定义 4 (中 值 定理 ) 假定 y= x) 在 财 区 问 [a,b] 上 连续 ， 并 是 在 区 间 的 内 部 (a 如 上 
徽 ， 那么 在 fa， 旨 中 至 少 存在 -一点 <， 在 这 个 点 
人 人 人- (1) 


证 明王 出 的 图 形 ， 并 世 作 一 条 通过 点 4(a, fa)) 和 点 BC(b,， fA(5)) 的 直线 (参见 
图 4.14)， 这 条 直线 是 哨 数 


人 物 传记 gl = A) + A) (0) (2) 
约 恋 夫 -路易 拉 模 朗 晶 【点 斜 直 方程) 的 图 形 . 和 的 图 形 丰 < 的 和 事 旧 差 号 为 
{Joseph Louis Lagrange ， htx) = fx) -gtx) 
1736—1813) -Ha -Ho -A As) 3) 


网 4. 15 把 ff, 5 和 六 的 图 形 显示 在 一 起 ， - 

函数 六 满足 罗 尔 定理 在 [a4,5] 土 的 假设 条 件 ， 它 在 [a,b] 土 是 连续 的 ， 而 匡 在 (ta, 上 拓 可 
微 的 ， 这 是 轩 为 了 和 E 都 是 这 样 的 两 数 ， 此 外 站 aa) = =0， 因 为 和 gg 都 通过 点 4 和 8B 内 
此 ， 在 某 个 点 ee (ae 5 有 有 (ce) =0 这 个 点 就 是 等 式 (1) 中 所 要 求 的 点 ， 


= Tn 志 
人 
1 
1 
1 
1 


十 站 上 


曾 4.14 在 全 问 [a .如 上 了 的 图 形 和 弦 4 如 图 4.15 弦 : 查 是 函数 gtx) 的 图 形 ， 函 数 hix) = 所 5) - 
#4 给 出 fF 和 gg 在 + 的 图 拱 之 闻 的 奈 直 距离 


为 了 证 明 等 式 (1) ， 在 方程 (3) 的 两 端 求 对 x 的 导数 ， 然 后 置 *=c: 
x) f(x) -人 加 二 人 9) 《 对 方 得 (3) 求 导数 ) 


Ce) = (e) -A (要 <=) 
0 = -A EAE Cale) =0) 
4e) = 不 时 下 中 (整理 ) 


这 就 是 我 们 打算 证 明 的 结 洒 . 国 
中 值 定 理 的 假设 不 要 求 / 在 ae 或 者 问 是 可 微 的 . /在 a 和 5 的 连续 性 是 充分 条 件 ( 风 图 4. 16). 
例 2 滑 数 六 x) =x*( 见 图 4.17) 对 于 0x 志 2 是 连续 的 ， 而 县 对 于 0 <x <2 基 可 微 的 .由 于 
A0) =0 和 f/f(2) =4， 中 值 定理 表明 .在 区 间 (0， 2 1) 内 的 某 点 ee， 导数 六 (xz) =2x 必定 具有 值 
{4 -02-0) =2. 在 这 种 (例外 ?情形 可 以 道 过 解 方程 ze =2 得 到 ce = 1， 图 
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B(2, 4} 


一 一 一 一 


A 0 


图 4.17 如 在 例 2 中 求 出 的 结果 ,c= 1 是 场 


线 同 弦 45 平行 的 点 


图 4.16 冰 数 所 z) = w1 -于 满 中 中 信 定 理 在 
L -1， 1] 二 的 假设 条 件 ( 和 结论 )， 
虽然 了 在 -1 和 | 是 不 可 微 的 


4. 2.3 物理 解释 

把 数 C(8) - (fa) A(tb -a) 看 成 是 /在 [a,6] 土 的 平均 变 
化 ， 而 rte) 是 瞬时 变化 ， 于 是 中 值 定理 说 明 ， 在 区 间 基 个 内 点 全 
的 瞬时 变化 必定 等 于 整个 区 间 上 的 平均 变化 . 揽 


(8, 352) 


例 3 一 辆 汽车 从 堆 起 加 速 ， 用 8 秒 时 间 行 驶 332 莱 尺 ， 在 
这 8 秒 区 间 内 的 平均 速度 是 352/8 =44 fs， 中 和 值 定理 表明 ， 汽 
车 在 加 速 过 程 中 的 某 个 点 ， 速 度 计 必 定 恰好 达到 30 mph(44 fbrs) 


汽车 在 这 个 
点 的 建 谋 
为 3 mph 

+ 


0 5 
se 四 时 间 (s} 
4. 2. 4 数学 推论 
4.18 本 3 下 
我 们 在 本 节 开始 曾经 提出 什么 类 型 的 旺 数 在 区 间 上 具有 堆 “中 局 认定 开 和 的 有 


导数 的 问题 中 值 定理 的 第 一 个 系 提 供 对 这 个 问题 的 答案 . 


系 1 若 在 开 区 间 (ae， 昌 的 每 个 点 六 (xz*)》 =0， 则 对 于 所 有 ze (a, 6)， 有 J(x) =C， 其 中 ， 
C 为 常数 . 


证 明 我 们 去 证 明 / 在 区 间 (a,8) 上 取 常数 值 ， 为 此 证 明 , 车 *, 和 *, 是 (a,8) 中 的 任意 两 
扣 ， 则 扰 z 7) = 让 x3)， 对 % 和 按 自 左 至 右 的 次 序 编 号 ， 即 有 x, <x,， 于 是 f 在 区 向 [x,,x;] 上 
满足 中 值 定理 的 假设 : 它 在 [x ,x ] 上 的 答 个 点 是 可 微 的 ， 因 此 在 其 中 的 每 个 点 也 荐 连续 的 ， 所 
以 ,在 *, 和 各 之 间 的 某 个 点 c， 有 

所 zz) A) 


由 于 整个 区 间 (a,5) 上 /=0， 这 个 等 式 依次 转变 为 
A A) 0 fe) fe) -0 和 fm) -As 


在 本 节 开 始 时 ， 还 握 出 过 关于 区 间 上 岗 个 其 有 相同 导数 的 机 数 之 间 的 关系 向 题 、 下 面 的 系 
告诉 我 们 ， 在 区 间 上 两 个 这 样 的 里 数值 之 差 为 常数 . 


= /Ate) 
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系 2 若 在 开 区 间 (a, 才 ) 内 的 每 个 点 + 在 tx) =g(x)， 旭 存在 一 个 常数 七， 使 得 所 +) = 
BAX + 对 二 所 在 x ea 中) 成 并 就 是 说 , F-8 住 (a,5) 上 为 常数 . 


证 阴 在 饼 个 点 xe ta.5)、 巷 陋 数 上 =f-g 的 学 
数 号 


= 二 


+ 
~ ~ 

1 
一 + 


(x) = f(x g(x) =0 
内 此 ， 由 系 1,， 在 ta, 上 h(x) =C， 就 是 说 ， 在 (a, 可 上 
fx) glx) =C， 所 以 Kx) =glx) + 四 

系 1 和 系 2 在 并 区 间 (a.5) 不 是 有 限 区 章 时 也 成 立 . 
就 是 说 ， 当 区 间 为 (e, -wm )，《 一 ,只 或 者 ( -oo 
时 ， 这 两 个 系 仍然 基 正 确 的 ， 

当 我 们 在 4.8 节 中 讨论 反 导 数 时 ， 系 2 起 痊 重 要 的 
作用 .例如 ， 它 表明 ， 由 于 f(x) =x* 在 区 间 ( -mo ,am) 
上 的 导数 是 2x， 其 他 任何 在 ( - % ,wm ) 上 以 24 为 导数 的 
叮 数 ， 必 定 具 有 公式 必 + C、 其 中 是 甘 个 常数 ( 见 
图 4. 19). 

例 4 冰 聘 数 A 作 x), 它 的 导数 汶 sin x 而 且 它 的 图 形 
经 过 点 (0，21. 

解 出 于 /<) 具 有 癌 8(x*) = 一 cov = 一样 的 导数 ， 疼 4. 49 接 几 何 现 点 ， 中 值 定理 系 2 表 


n] 知 站 x) = -cosx+f, 为 某 个 常数 . 居 的 值 可 以 由 明 ， 在 . -个 区 间 上 具有 完全 相 

条 件 0) =2 确定 (因为 /的 图 形 经 过 点 (0，2)): 同时 数 的 丽 数 的 图 形 之 问 仅 相 
AI0) =-cos (0)+C=2, 所 以 C=3 状 .个 垂直 位 移 ; 以 2 为 导 

所 求 的 蝴 数 是 所 *)》 = -evs x +3. 者 数 的 函数 是 - 旋 抛 物 线 y = 

4.2.5 由 加 速度 求 速度 和 位 置 x+C， 图 中 显示 的 是 选 定 蕊 
中 值 定理 系 2 有 助 于 求 物体 从 静止 状态 以 9.8 ms 值 的 抛物 线 


的 加 速 庶 自 由 下 落 时 的 速度 函数 和 位 移 晓 数 ， 
我 们 知道 {1) 是 导数 为 9.8 的 某 个 两 数 ， 同 时 知道 E =9.81 的 导数 是 9.8. 由 系 2， 
rtt) = 9.8t + 
是 菜 个 常数 ， 由 于 物体 从 静止 状态 下 落 ，1t0) =0.， 因此 
9.80) + 站 =0， 所 以 C=0 
速度 晴 数 必定 晨 vti) =9. &， 如 何 求 位 园 两 数 区 站 了 
我 们 知道 s(t) 是 以 9.8t 为 导数 的 某 个 函数 ， 同 时 知道 f(t) =4.92 的 导数 是 8. 8t 由 系 2， 
st) = 4.90 + 
是 某 个 常数 ， 如 果 物 体 的 初始 高 度 为 :50) = 太 ， 从 静 正 位 置 向 下 的 度量 为 正 ， 那 么 
4.9f0)2 + 人 C= 所 以 C= 
位 置 随 数 必定 是 s(1) =4, 9 + 大 
从 上 果 数 的 变 北 率 求 函 数 的 能 力 是 微 积分 中 一 种 非常 有 力 的 工具 .正如 我 们 糙 在 第 $ 章 见 到 的 
那样 ， 它 处 在 数学 发 展 的 核心 也 位 . 
4.2.6 对 数 法 则 的 证 明 
在 1.5 节 讨 论 过 对 数 函 数 的 代数 性 质 ， 我 们 可 以 应 用 中 值 定理 系 2 证 明 它 们 中 的 每 一 种 性 
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质 ， 证 明 的 步骤 了 问 求 解 涉及 对 数 函 数 的 阿 题 一 样 . 
证 朋 ]n&x=Inb+lnx 论证 从 观察 In ix 和 nx 具有 同样 的 旦 数 开 始 ; 
盖 Infbtz) = 在 -=- 工 = 了 
dx bx x dx 
根据 中 值 定理 系 2， 这 两 个 蝗 数 必定 相差 一 个 常数 ， 这 就 意味 普 
Inbx =lnx+C 
是 基 个 常数 . 
由 于 上 述 方 程 对 二 所 有 取 正 值 的 x 成立， 它 对 十 x = 必定 成 立 ， 因 此 ， 
Inth2ty =lnl + 
lnb =s0+€C {lnl =0) 
CC =n 
通过 化 换 最 后 得 刘 
Inéx = lInb+lnzx | 
证 明 lmx =r lInx 青 次 使 用 具有 相同 导数 的 论证 方法 ， 对 于 所 有 取 正 值 的 *， 
让 I = 二 丰 (x) ( 链 式 法 则 ) 
mx” 《导数 宅 法 则 ) 


加 


十 
dr 


上 
二 Fr" = 
并 


{rlnx) 
由 于 IJnx* 和 rln x 有 相同 的 导数 ， 


Inx =rlnx+ 
( 昨 基 个 常数 ， 取 *=1， 确 定 C =0， 完 成 我 们 的 证 明 . 国 
在 习题 6 中 ， 横 求 读者 证 明 对 数 函 数 的 商法 则 


In (2)= nb -Inx 


倒数 法 则 hn (17x) = -lnz 是 商法 则 的 特例 ， 在 商法 则 中 取 5=1， 并 且 注 意 In 1 =0， 即 可 得 到 倒 
数 法 则 . 
4.2.7 指数 法 则 

自然 种 数 沙 数 e 的 指数 法 则 是 自然 对 数 丽 数 tn x 的 代数 性 质 的 推论 ， 它 们 由 这 两 种 沽 数 之 
间 的 道 关 系 导 出 . 


e 的 指数 法 则 

对 于 所有 的 +，x, 和 x,， 自 然 指 数 函 数 e: 服从 下 列 法 则 : 

{1)e™" .ee”=e"* (2)e*= (3) er (4) (ee) :=e = (en 
2 己 


法 则 (1] 的 证 明 令 


于 是 
X=lny 及 x = ny，( 对 式 (4) 两 端 取 对 数 ) 


XI tx = ny + ln vy, 
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= jn jy， 人 《对 数 的 积 法 则 ) 
ec = em 《 取 指 数 ) 
= YF: Ce" = &) 
= ee" | | 
法 则 (4) 的 证 明 加 上 面相 似 ， 法 则 (2) 和 法 则 (3) 由 法 则 (1) 推 出 {见习 题 67 和 68). 
习题 4. 2 
在 习题 1~4 中， 对 于 函数 和 区 间 的 中 信 定 理 Pt 


的 结论 ， 求 满足 等 式 
Rb) -fa) = (er) 
bu 


人 的 c 值 . 
LAzl =x +2x-1, [0, 1). 
2 rx) = ，:0，1]. 
fr) =sin xr, [-i, 1]. 
4.7xr) =In (x -1), [2, 4}. 
在 习题 5 -8 中， 哪些 顺 数 满足 给 定 区 间 上 的 
中 值 定理 的 假设 条 件 ， 哪些 函数 不 满足 ”提出 答案 
的 理由 . 
SS. fx) = [ -1, 8]. 
6 f(x) =x’, [0, 1]. 


ain % 


8. fix) -| x 
DQ， x=0. 


1 一 下 过 三 性 各， 


| 
9. 琴 数 x) = 10 | 
在 x=0 和 x*=1l 的 悄 为 零 ， 并 且 在 (90，1) 上 是 可 
微 的 ， 但 是 它 的 导数 在 {0，1) 土 不 可 能 为 零 、 为 
什么 会 出 现 这 种 情况 ? 罗 尔 定理 不 是 说 这 个 导数 
在 (00, 1) 的 某 处 必定 为 零 码 ? 查 出 答案 的 理 让. 
3, x=0 
18， 了 珊 数 x) {= +3x+0, Ocxr<) 
x+，1 志和 所 2 
在 a，m 和 了 肥 什 么 值 时 满足 中 值 定 理 在 区 同 
[0，2] 上 的 很 设 条 件 ? 
11. (al 蜀 出 下 列 每 个 多 项 式 的 零点 下 其 一 阶 导 数 
的 零点 ; 
(i)y =x -4. 
(y=x +8x +15, 
(i =x 3 4= (r+l) tr -2). 
(iv)r=x -33x° +21l6x =x(x -9) (x -24). 
(1b) 利用 罗 尔 定理 证 明 ; 在 
Ee 


的 每 两 个 零点 之 间 存 在 


+ T+ On 


的 一 个 零点 . 

12. 假设 产 在 区 间 1a .上 连 急 ， 并 且 了 在 这 个 公 问 
上 埋 3 个 替 点 .证明 产 在 (a, 妇 中 至 少 有 -个 鹤 
点 推广 这 个 结果 . 

13. 证 明 ， 兰 在 整个 区 间 [o.5] 上 f/f" >0,， 则 产 在 
[a,1 中 至 竺 有 一 个 誉 点 如 果 把 条 件 改 为 在 
整个 区 间 [a ,5 上 户 <0， 有 什么 结果 ? 

14. 证 明 一 次 多 项 式 叮 能 至 多 有 3 个 实数 零点 . 

在 与 题 15 -22 中 ， 证 明 中 数 在 给 定 区 和 问 上 恰 

好 有 -个 零点 

15. Fx) =xt +3r+1, [-2, -1.. 


16.Fx) = 了 + 二 +7， (0). 


17.gff) = 由 + AT+ 4 (0, mw )， 
18.5(D = 7,+ THF, (1, 1)， 


19.7(8) =9+aim (本 )-8， (om, %m). 


20.rf6) =20 -con d+/2, (wm, %). 

21.rt#) 一 sec 9- 玉 +5， {QO, TY). 

22.r{8) =4an 站 一 cot fH, (0, m2). 

23. 要 说 所 -1) =3， 并 且 对 于 所 有 x 有 (x) =0. 
那么 ， 对 于 所 有 = 必定 有 不 x) =3 吗 ? 提出 答 
案 的 理由 

24. 假设 0) =5， 并 且 对 于 所 有 < 有 产 (z) =2.， 那 
么 ， 对 于 所 有 =* 必定 有 太 x*) =2x+5 吗 ” 撕 出 
答案 的 理由 . 

25. 假设 对 于 所 有 x 有 J/'(x) =2x、 上 求 下 到 条 件 下 
丰 2) 的 值 : 
(a)A(0) =0; (biA1)=0; (ef -2) =3. 

256， 基于 导数 为 常数 的 三 数 可 能 得 出 什么 结论 ?所 
出 答案 的 理由 . 
在 习题 好 ~32 中 ， 求 具有 给 定 导 数 的 所 丰 9I 


能 的 函数 . 
27, [fay =x. 《bj =x. te) = 好. 
28, fa}yy’ =2r, {b}y =2r-1. [ejy =3r +2r-l1. 
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29, (a)y’=——. {bh}y’=1——. 
x EE 
rs+ 
[cyy” =5$+ 二 
30， {aly = (p)y' = 
2 yr 
(9y = 让 
31. (njy’ = sin 2 [b)7 = oo 二， 
{ey = sin 24 + 609 二 
32，{fajy' = ape 及 1bjy' = 9. 


{ey = -werd 

在 避 蚌 33 ~ 3 中， 求 具 有 圈定 当 数 旦 图 形 通 
过 点 中 的 函数 . 
33. 广 fxz) =2x-1, PIO, 0). 


34.g'(x) =! +2x, Pll, 1). 


3 
a} 
Wr) =sect tant -1, PiO, 0). 

在 当 题 3 -4 中， 移出 物体 沿 全 标 线 运 动 的 
速度 和 初始 位 置 ， 灶 物体 在 上 时 的 位 置 . 
37.6=9.8t+5，5f0) =10. 

8 t= 32 2, sO.5} =4, 
.=sin Tt, sD = 站 


35. "(x) =e, P{o, 


4 和 :5 t> —2, s( -1 = 十. 

在 可 题 41 ~- 科 中 给 出 物体 沿 坐 标 钱 运动 的 如 
速度 吕 = 中 sxd2 ， 以 及 雪 始 速度 和 却 始 位 置 . 求 物 
体 在 时 间 上 的 位 冲 ， 

4 =e TO) =20, sy) =5. 
2.u =9.8, ro) = -3, #0Q) =0, 
Aa= -dain2, vd) =2, st0) = -3. 


4d. 0 = Ci E 
TT TT 


0) =0, s(t0}= -1. 


温度 变化 ”把 求 温 度 计 从 亲 箱 了 到 出 放 进 沸水 中 ， 
经 过 4 秘 它 的 温度 由 一 13 区 上 升 到 100 和， 和 证 
明 温 度 计 在 某 钼 的 温度 以 3.5 和 ws 的 速率 开 商 . 
.汽车 司机 在 收费 齐 收 到 传票 ， 显示 她 在 限 速 
65 mph 的 收费 公路 上 在 2 小 时 内 行驶 159 英 
里 .这 艳 司 机 因 和 车速 而 受到 传 调 ， 为 什么 ? 

古 航 海 资 料 显 未 ， 一 租 170 榴 的 三 排 将 战 船 { 十 
希腊 或 古 罗 马 战 船 } 一 度 达 到 24 小 时 航行 184 
海里 的 航速 解释 这 次 航行 中 战 船 在 基点 的 圾 


45. 


47, 


4 


49. 


SE 


号 


3 


四 53. 


59. 


速 为 什么 超 计 7.5 秆 (海里 小时) 

与 拉 检 长跑 这 动员 只 用 22 小 时 跑 完 组 约 城 市 
马拉松 要 站. 2 英 时 路程， 证明 马拉松 运动 其 距 
步 的 痕 度 至 少 有 了 珊 次 止 好 基 11 mph. 

证 明 在 汽车 行者 2 小 时 期 间 的 某 一 时 刀 ， 速 庶 
计 的 读数 将 等 于 汽车 行 怠 的 平均 速率 . 

月 球 上 的 自由 落体 ”在 月 球 上 ， 重 力 如 速度 屁 
16 me， 和 如果 - 块 宕 石 掉 进 - -条 列强 中 ， 它 在 
加 牧 后 恰好 击 中 裂 曙 底部 之 前 的 速度 是 多少 ” 

5 和 圳 的 几何 平均 ” 陆 个 正 数 @ 和 站 的 儿 李 于 均 
基数 wi 地 ， 对 于 正 数 区 间 [ ,#1 上 f(z} = xs 的 
中 俩 定理 结论 中 的 < 人 荐 ,证明 ce = vasb. 

2 入 的 扯 术 平均 两 个 数 a 和 8 的 算术 平均 起 
数 ta+8)x2 对 于 任何 区 间 , ,的 上 xy = 直 的 
中 值 定理 结论 中 的 “ 情 , 证 明 ec = (at 

国 出 函数 所 x) =sin x sin(x+2) -aims(x+1}) 的 
半 形 ， 图形 呈 魂 什么 特性 ? 两 数 为 什么 具有 这 
种 特性 提出 答案 的 理由 . 


. 罗 尔 定理 
(al 构造 -个 多 项 式 , 它 以 := -2，- 1. 40. 
1，2 为 零点 . 
(5) 一 起 西 出 /及 其 导数 六 的 图 形 ， 信 图形 中 看 
出 辣 罗 尔 定理 有 什么 关系 ? 


[ejgtx) =sin x 及 其 导数 的 图 形 显示 同样 的 更 
象 吗 ? 


- 唯一 解 ” 俱 定 了 在 Le,b 上 连续 且 在 (a，t) 上 柯 


微 . 此 外 假定 大 ae) 和 上 扎 由 具有 相反 的 符 导 有 在 
& 和 上 4 之 间 广 #0 证明， 在 a 和 5 之 同 怡 好 有 
一 次 所 x) =0. 


.平行 切线 ”假定 /和 有 在 [aa,5] 上 可 微 且 丰 


不 e) 二 89) 和 和 珠 8) =gtb)， 证 明 , 在 a 积 ”之 
闻 鞋 少 存在 一 点 , 了 和 gg 的 图 撒 在 这 个 点 的 切线 
基 平 行 直线 或 者 同一 条 直线 .用 草图 解释 . 


， 如果 两 个 可 策 函 数 放 x) 和 gtx) 的 图 形 从 平面 上 


同一 点 开始 且 在 每 个 点 有 同样 的 变化 率 、， 这 两 
个 图 形 完全 相同 吗 ? 提出 管 案 的 理由 . 


. 证 明 ， 正弦 木 等 下 1 anb-sinal 志 15-al 对 
于 任何 数 & 积 上 成 立 . 
假定 f 在 所 + 三 hb 上 是 可 微 的 且 /(8) <a). 
证 明 . 广 在 e 和 8 之 间 的 某 个 点 取 负 值 . 


令 f 是 在 区 间 [a,8] 上 定义 的 函数 ”为 了 保证 
tnin < A maxf" 


其 中 min 广 和 max 凡是 指 广 在 ;sa: 上 的 最 小 值 
和 最 大 值 ， 对 7 了 应 设置 什么 条 件 * 提出 答案 的 
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理由， 3. 利用 党 相同 导数 的 论据 ， 像 证 明 对 数 的 积 法 则 
网 6i. 设 让 (x) = 1 4cos x)， 0 起 x 所 中 1]， 并 寺 和 于 法 则 的 做 法 : 样 ， 证 明 麻 法 则 性 质 . 

让 0) = 上 利 肌 当 题 印 中 的 不 等 式 贷 计 扰 0 1). 全 利川 反 - 角 冰 数 基 在 类 伺 导 数 的 论 撕 证 明 : 
加 好， 设 六 xy》 = 1 人 1 - 辣 )，0<sxs01， 井 县 六 D) = 


T 


ta) tan 二 eol x= 二 
2， 利 用 习题 60 中 的 不 等 式 估计 (0. 1). 2 
63. 人 了 在 每 个 x 值 是 可 徽 的 ， 并 且 假 定 .六 1) =1， [证 sweat = 了 
在 { -~ 色 ，]) 上 疡 <0. 在 (1，m) 上 疡 >0. a sr 
{9} 证 明 /x) 产 ] 对 于 所 有 + 成 立 . 看 了. 具 正 奖 生 导出 的 等 式 和 开始、 证 明 
{b] 必定 有 .PC1) =0 码 ? 于 以 说 明 . ce “=1e 对 十 任何 实数 x 成立， 然后 让 明 
04. 令 Kz) =px? ++r 是 定 交 在 久 区 间 [e,6] 上 的 ee =e “对 任何 实数 x 和 ,成立 . 


二 次 丽 数 ， 证 明 ;， 在 (a, 5) 中 恰好 存在 -点 c， 68. 证 明 (e' )" =e" 对 于 任何 实数 和 二 成立. 
了 在 这 个 点 满足 中 倩 定理 的 结论 . 


4.3 单调 函数 与 一 阶 导数 检验 法 


在 绘制 可 微 申 数 图 形 时 ， 俏 若 知 道 咕 数 在 区 问 上 臣 什 么 地 方 递增 (从 在 宇 右 上 升 } 以 及 在 什么 
地 方 递 扰 (从 左 至 右 下 降 ) ， 那 是 很 有 帮助 的 ， 这 一 节 确 声 地 定 闪 上 冰 数 在 区 间 上 递增 或 者 递减 的 
售 穴 ， 并 且 给 出 一 种 检验 法 ， 莽 定 天 数 在 何 处 递增 以 及 在 何 处 递 碱 .此 外 说 明 如 何 检验 函数 的 临 
界 点 确定 是 和 否 出 现 局 部 极 倩 ， 
4.3.1 增 函 数 与 减 函 数 

我 们 证 明 : 增 冰 数 只 能 是 共有 正 值 导 数 的 戎 数 ， 减 冰 数 只 能 旦 具有 负 值 导数 的 丽 数 . 


定义 设 /是 定义 在 区 间 1 上 的 汕 数 且 坟 和 二 是 1 中 的 任意 两 点 . 

(1) 如 果 每 当 4 <m 时 x4) >Ax,)， 就 说 /在 1 上 尾 递 增 的 . 

(2) 如 果 每 当 x <x, 时 丰 x,) < 记 x,)， 就 说 /在 1 上 是 递减 的 . 
在 ! 上 是 递增 的 或 者 递减 的 函数 称 为 在 7 上 是 单调 的 ， 


重要 的 是 机 认识 到 ， 增 两 数 和 了 碱 函 数 的 定义 条 
件 必须 对 于 区 间 1 上 每 一 对 具有 x, <x, 的 点 x， 和 x， 
都 满足 ， 由 于 比较 函数 值 用 不 等 号 < 而 不 是 用 < ， 
有 时 就 说 f 在 1 上 是 严格 递增 的 或 者 严格 递减 的 . 
区 间 了 可 以 是 有 限 的 ， 也 可 以 是 无 限 的 - 

函数 f(x) = x? 在 区 间 { - om ,， 0] 上 递减 而 在 
[0，%m ) 上 递增 ,这 可 以 从 它 的 图 形 中 看 出 { 见 
图 4.20)， 这 个 函数 在 ( -wm, 0] 和 [0，w) 上 是 
单调 的 , 但 是 在 ( - mw ，um } 上 不 是 单调 的 ， 请 注 
意 ， 在 区 间 ( - w , 0) 上， 切线 有 负 祭 率 ， 所 以 一 
阶 导数 在 这 个 区 间 上 恒 为 负 值 ， 对 于 区 辣 (0， om )、 图 4.20 抄 数 /(x) =* 在 区 间 ( -二 ，01 
切线 有 正 斜 率 ， 一 阶 导数 在 这 个 区 间 上 人 恒 为 正 值 . 和 [0，w ) 上 是 革 调 的 ， 但 是 在 
下 面 的 结果 证 实 这 些 观 察 . { 一 中 ) 上 木 是 单调 的 


系 3 假定 阔 数 f 在 区 间 [a,8] 上 连续 且 在 (a, 5) 上 可 微 ， 若 在 每 个 点 x e (a, 中 有 /f(x) >0,. 
则 了 在 [a,8] 上 是 递增 的 .车 在 每 个 点 x e《a, 6} 有 "(x) <0， 刚 在 [a,5] 上 是 递减 的 . 


时 装 的 冰 用 227 


证 明令 x 和 x, 是 区 间 Ca, 的 上 靖 足 z <x, 的 任意 两 点 . 对 下 区 和 间 [ x ，z 下 的 果 数 了 订 

用 的 中 值 定 理 圾 有 
Nx) Ar) = fe) (x 一 3) 

其 中 是 = 和 x 之 问 的 某 个 数 ， 这 个 等 式 古 端 的 符 时 与 (ce) 的 符号 相同 ， 轩 为 ,x -x 是正 
数 ， 所 以 ， 当 下 在 fa, 站 匡 为 正 时 mr) > fx )， 而 扬 企 tu 为 }) 上 为 黄 时 让 x ) F(x). | 

下 凋 足 应用 第 一 导数 检验 法 确定 两 数 在 什么 地 方 递增 和 递减 的 方法 ， 如 果 ga <5 是 捅 数 / 的 
是 个 痢 界 点 ， 并 巨 产 在 工 间 Ca， 人 上 存在 但 是 不 等 于 有 yn 1 
册 么 广 在 (aa， 引 上 必定 最 正 值 或 考取 负 秆 5( 见 3.1 节 定 理 
21， 可 以 确定 疡 在 区 间 工 的 符号 的 一 种 方法 是 计算 广 在 区 
间 Ce, 下) 中 茶 个 点 x 的 值 ， 然 后 应 用 系 3， 系 3 不 仅 对 二 有 
限 芝 间 基 正确 的 ， 对 于 匹 限 区 问 也 是 正确 的 ， 我 们 在 下 而 
例子 的 分 析 中 利用 这 个 币 实 . 

例 1 求人 x) = -12z -5 的 临界 点 、 并 日 确定 /是 弟 
增 和 违 研 的 区 间 . 

解 是 寻 处 连续 和 可 微 的 秃 数 ， 一 阶 学 数 

fx) = 3 -12 = 3(r -4) =3(x +2)(r -2) 
在 x= -2 和 x=2 为 替 ， 这 两 个 临界 点 把 六 的 定义 域 分 成 区 间 
{一品 ，-2)，《( -2,2) 和 (2，m )， 在 这 “个 区 间 上 天 或 者 为 ” 几 4.21 函数 fx) = 12r-5 


正 或 者 为 负 ， 我 们 在 每 个 子 区 闻 上 -个 方便 的 点 计算 让 确定 在 :个 单独 的 区 间 上 是 
的 符号 ， 然 后 通过 在 每 个 下 区 间 上 应 用 系 3 确定 了 的 特性 结 单调 的 { 例 1) 
困 汇 集 在 下 表 中 ， 而 两 数 的 图 形 蛮 图 4.2] 给 出 . 

区 间 一 到 <x< -2 一 < 2 < 

乒 的 全 FF -37=15 FQ = -12 (3 =15 

乒 的 符 马 十 一 十 

了 的 特性 递增 违 咸 递增 本 


了 解 呈 数 递增 和 递减 的 区 和 间 ， 我 们 也 就 知道 如 何 检 验 丽 数 局 部 极 值 的 性 质 . 
4.3.2 局 部 极 值 的 一 阶 导数 检验 法 


人 物 传记 


埃 德 过 哈雷 极 小 值 的 堪 侧 递 碱 而 在 它 的 右 俩 递增 ， 同 样 ， 对 于 了 取 极 大 信 的 点 晒 数 在 点 
(Edmund Halley， 的 左 邻 近 .>0， 而 在 点 的 邻近 f' <0， 因 此 ， 陋 数 在 极 大 秆 的 左 侧 说 增 市 
1656—1742} 在 它 的 石 侧 递 减 、 总 之 ， 在 f(x) 的 局 部 极 值 点 ，f'(x) 改变 符号 . 

这 些 观 察 结 果 导 致 一 种 判别 可 微 函 数 局 部 极 值 的 存在 及 性 质 的 检验 法 . 


局 部 极 值 的 一 阶 导数 检验 法 

假定 “ 是 连续 函数 了 的 临界 点 ， 并 县 了 7 在 包含 e 的 某 个 区 间 内 的 每 个 点 fe 本 身 可 能 除外 ) 
二 可 微 的 ， 在 图 形 上 从 左 向 右 经 过 点 < 移动 : 

{1 车 广 在 点 c 由 负 值 变 为 正 值 ， 则 7 在 “ 有 一 个 局 部 极 小 值 ; 

(2 熙 产 在 点 “ 由 正 值 变 为 负 值 ， 则 /在 c 有 一 个 局 部 极 大 值 ; 

(3 引 若 广 在 点 “ 不 改变 符号 ( 即 广 在 的 两 侧 同 时 取 正 值 或 者 同时 到 负 值 )， 则 /在 c 不 存 
在 局 部 极 值 . 
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约 计 棋 大 值 
下定 这 
局 部 极 大 值 
f=0 re pirif | 


eid 
1 户 
宗 


Ee 


1 
4 
六 > 人 1 
1 


上 部 要 小 着 
f=0 | 

上 

1 


， 1 吉 部 极 必 全 
1 1 
1 1 
1 1 


纺 守 机 小 从 


| [| 1 i Cs 和 


图 4. 322 峭 数 的 一 阶 蛙 数 说 明 问 上 形 如 何 上升 和 下 降 


在 端点 的 前 部 概 值 检验 是 同样 的 ， 不 过 只 尊 床 端点 的 “- 侧 . 

证 明 证 明 (1): 由 于 万 的 符号 在 点 = 由 负 值 塞 亢 正 值 ， 故 存在 这 样 的 数 和 请 ， 在 (ac) 
上 <0， 市 在 (ec. 有 上 疡 >0 车 xsefae， ec， 则 Acer)<Ax)， 因 为 P<0 昔 涵 了 在 [ae，c] 上 是 递 
喊 的 . 苦 xe tle, 二， 则 fe) < 让 x)， 轩 为 广 >0 瘦 洱 /在 [c,b] 上 是 递增 的 ， 因 此 ， 半 于 短 个 
xEta, 省 ) 有 f(x) 宇 Ac)， 按 照 定 义 f 在 c 有 -个 局 部 极 夏 值 ，t2) 和 (3) 用 同样 方法 证 明 . 国 

例 2 求人 x) =(x -3)e' 的 临界 点 ， 确 定 /递增 和 递减 的 区 间 .， 求 函数 的 局 部 概 值 和 绝对 极 值 - 

解 ” 哨 数 对 于 所 有 实数 是 连续 的 和 可 向 的 ， 所 以 临界 点 仅 出 现在 的 零点 ， 利 用 积 法 则 ， 
求 出 导数 

F(x) = (x -3) ‘ie + ~ 3) -re = (rx 3) -e+ (2 re -= (ri +2xr -3)e' 


lx 
由 十 e 不 可 能 为 零 ， 这 个 一 阶 晴 数 等 于 零 当日 位 当 
tr +2x-3=0 
(x +3)tx-1)}=0 
零点 x = -3 和 x=1 把 x 轴 分 成 下 面 三 个 区 间 : 


区 间 < 一 3 -3<r<l lex 
个 的 符号 + 一 + 
了 的 特性 递增 递减 递增 
从 上 表 可 以 看 出 在 x = -3 有 一 个 局 部 极 太 值 { 约 为 4 I 


0.299) ,在 x=1 有 一 个 局 部 极 小 值 ( 约 为 -5.437)}.， 局 部 
概 小 值 也 是 绝对 极 小 和 值 ， 因 为 对 于 1x1 > 六 有 fx) >0. f 
没有 绝对 极 大 值 ， 函 数 在 : -%，-3) 和 (1，% ) 上 递增 
而 在 ( -3，1) 上 递减 、 图 4.23 显示 晴 数 的 图 形 . LJ 

例 3 求 FKz) =x' (x-4) =x -42 的 临界 点 ， 
确定 了 递增 和 递减 的 区 间 . 求 函 数 的 局 部 极 值 和 户 对 
极 值 . 

解 ”函数 了 在 所 有 * 是 连续 的 ， 因 为 它 是 两 个 连续 落 
数 x “和 (x ~4) 的 蒸 积 ， 一 阶 导 数 


Fir) = 


-5 4 -3 -2 


dr) = x x 图 4 23 fx) = (x -3)e"' 的 图 形 ( 例 2) 
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在 *=] 为 零 而 在 * =0 无 定义 ， 在 定义 城 没 有 端点 ， 所 以 往 界 点 z=0 和 x=1 是 fF 订 能 取 极 值 的 
代位 莉 . 

这 两 个 临界 点 把 x 轴 分 成 王 个 区 间 ,， 了 f 存 这 些 区 间 上 碟 » 
洗 为 正 值 或 者 为 负 值 ， 六 旦 现 的 符号 模式 揭示 在 两 个 临界 点 
之 间 的 特性 .可 以 把 这 些 结果 显示 在 下 过 中 : 


Y= 


忆 间 x < dD<xr<l x>| 
的 符 恕 - - + 
/的 特性 递 琴 者 喇 道 增 一 小 *T 
中 值 定理 系 3 对 我 们 表明 , /在 ( - % ,人 0) 十 递 碱 ， 侧 在 
(1，m ) 上 递增 ， 局 部 极 值 的 一 阶 导数 检验 法 告诉 我 们 /在 -er 
x =0 没有 极 值 ( 广 不 改变 符号 ) ， 而 在 * =1 有 局 部 极 小 值 (了 , 
由 负 值 变 为 正信 ). 轩 4.24 因数 Ax) -x (x 4 


当 x < 1] 时 递 三 而 当 


局 部 极 小 值 是 KI)》 =1 (1 -4) = -3 ， 这 也 是 一 个 绝对 xz >1 时 递增 ( 重 3) 


杰 小 值 ， 玫 4. 24 组 示 关 十 琴 数 图 形 的 这 个 值 . 


请 注意 ， lim 六 xz) = ~- wm， 所 以 /的 图 形 在 原点 有 一 条 壁 直 切线 . 国 

习题 4. 3 

在 习题 ] ~8 中 ， 对 于 给 出 导数 的 画 数 回答 下 17.Azy =x -gr +16. 19g(z) = 4x' 4143 
询问 题 ， 19. 1 = et. 20. RC) = S57 
(ai 的 临界 点 是 什么 7 2 
[bj7 在 什么 区 间 上 是 递增 的 或 者 递减 的 ? Zl.g(x) =s v8 -好 22.g(xz) = VF. 
tejf 在 人 补 么 点 (如 果 有 的 话 } 取 局 部 极 大 值 和 局 部 和 Ar) = 2. M1) -. 

极 小 值 ? tx-2 3x +l 
LF'(x) =x{x—1). 25. F(x) =x (r+8). 26. g(r) =r "(x+5). 
2 xr) = (rxr+2). 27. hex)y = "(x 4), 28, E(x) =x {x 4). 
Sf) 4+2). 29. f(x) = ee +e M0.Ax) =e 
4 = x 1) x+2). 31. f(x) =x nx 32. fx) =x ln x. 
Sf{(x)=tr -le 在 刁 题 33 ~40 中 : 
Er) =r) x +1) (r+5). (al 确定 画 数 在 苔 定 定义 域 的 局 部 概 值 ， 井 用 
T(x) =x (十 2)- 指出 取 极 俯 的 位 置 ， 
8. f(x) =x (x3). (bb) 哪些 极 值 是 绝对 极 值 ( 如 加 存在 )* 

在 习题 9 ~32 中 ， (cj 用 一 种 绘图 计算 器 或 计算 机 的 给 图 器 支持 

(31 求 函数 递增 和 递减 的 区 间 . 你 获得 的 结果 . 

1b) 然后 确定 函数 的 局 部 极 值 ( 如 果 存 在 })， 指 出 33, f(r) =2xr -x ,wm <r 人 2. 

它们 取 局 部 棋 值 的 位 置 . NT =(z+1)2，- 的 < 二 人 
【ec 哪些 极 值 是 绝对 极 值 { 如 果 存 在 )? 35. g(x) = 妇 一 和 +4，1 Ex<m. 
[| fa} 用 一 种 给 图 计算 器 或 计算 机 给 图 器 支持 你 获 3 f(x) = 一 和 tx -9， 一 4 起 xz< 库 ， 
得 的 结果 . PY = 1 dat<w. 

gt = Bt. 10.g(t) = -3 4+0t+5, A) = ww cite, 
lhix) = -x +2x. 12, h(x) =27 -18x. 3 


= x 于 革 mm 
20 =38 48. 14.f(0) 260_0. Dh td, Or <m. 


15. Fr) =3r + 16r. 16. h(r) = (r+7)3. 40. Kx) =1 +3x +Ar+1, -x cr 
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在 当 丹 41 -44 中 件 下 的 草图 
{aj 求 每 个 卫 数 在 给 定 区 问 上 的 局 部 机 什 ， 并 (a}h(0) =0， 对 于 所 有 :有 -2<h(x) <2， 


且 指 出 放 极 什 的 位 办 ， 
加 (bj 一 起 疝 出 函数 及 其 导数 的 图 形 . 
的 符号 和 值 有 关 的 特性 . 


41.(x) = -2 sin 六 . DEre2n. 


说 明 f 可 


2, fx) = 2 
43. (x) =cacix -2 cat x, eren. 


dd4. f(r) = sec:r —2 tan *, < 


在 习题 将 和 四 中， 下 明 瑞 数 在 给 定 的 # 值 右 
局 部 棋 值 ， 并 且 指出 郴 数 具有 的 局 部 极 值 的 类 型 - 


45. h( 8) =3 oon 全 ， 0<g<s2mr， 在 =0 和 日 =2m. 
和 .9 =5 sin 三 ， Osaen, 在 8=0 和 8="mn. 
47， 假定 y=/(x) 是 通过 点 (1，1t 的 可 微 函 数 ， 并 且 
1) =0. 画 出 函数 在 下 列 条 件 下 的 草图 : 
fa) 对 于 x<1 有 {x) >0， 对 于 x*>1 有 六 (x) <0i 
【bj 对 于 *<1 有 . 户 (+) <0, 对 于 x>1 有 六 (x) > 人 0; 
(1c) 对 于 xz1 有 /人 (4) >0; 
【6 对 于 xzl 有关 (z) <0. 
牧 . 虱 定 y=.ftx) 是 果 微 基数 ， 呈 出 晴 数 在 下 列 条 
忻 下 的 草图 : 
(a)f 在 点 (1!，!}) 有 局 部 极 小 值 ， 在 点 (3, 3) 有 
局 部 极 大 值 ; 
{Bb}/ 在 点 (1，1} 有 局 部 极 大 值 ， 在 点 (3，3} 
有 疡 部 极 小 值 ; 
fe 在 点 (1 1} 和 (3, 3) 有 局 部 极 大 值 ; 
[dj}f 在 点 (1，1} 和 (3，3) 有 上 局 部 极 小 信 , 
物 . 假定 y=/ 放 x) 是 连续 前 数 ， 是 出 函数 在 下 列 条 
件 下 的 草图 ; 
【3ajgf27 =ZD0,， 对 于 x* <2 有 人 <g <1， 当 xz 一 2 
时 gtx) 一 1 诸 于 x>2 有 -1l<g <0, 
ET 
{bjg(2) =2， 对 于 x<2 有 gg <0， 当 x-2 时 
对 下 x>22 有 gg >0， 当 
x—2 时 g(r) 
50. 假定 y =A(x) 是 连续 函数 ， 画 出 函数 在 下 列 条 


4.4 ”四 性 与 曲线 绘图 


EA) om, 


0 
htm; 

(bjAc0) =0， 对 于 所 有 x 有 一 2 和 h(x) 所 0 。 当 
2 一 中 时 用) 一 目 当 二 时 用 (1) 一 一 本 

定位 并 确定 下 列 绝 对 极 值 : 

(ajln Cenm #1 在 [ -74m 3] 上 

(bjcos (ln x#} 在 [ 12,2. 上. 

52. (aj 证 明 fx) =x-Inx 对 杆 x>1 是 递增 的 . 
{1b) 利用 {a} 证 明 当 x >E 时 nx x 

3， 次 明 数 户 *) = -2x 在 区 间 .9，1] 上 的 弧 对 朴 
太 值 和 绝对 极 小 值 . 

54. 周期 质数 扰 z) =2e” "人 在 何 处 取 它 的 极 值 ”这 
些 值 是 什么 * 


sl. 


J 


2 
nt 


55. 装 函 数 . 几 xz) =xIn(17x) 的 绝对 极 大 值 ， 并 且 指 
水 取 极 大 值 的 位 置 . 

56. 术 函数 xz) =ar +br+claz0) 是 递增 的 和 弟 
减 的 区 间 ， 描 述 答 案 的 推理 过 程 . 

7、 当 x 从 左 向 右 移动 经 过 点 ec=2 上 时， 上 蚌 数 产 *) = 
x! -3x+2 的 图 形 是 上 升 还 是 下 降 ? 提出 答案 的 
理 巾 . 

58. {a) 证明 : 若 x 宇 0, 则 e' 1 + 二 
(b) 利 几 (a) 的 结果 证 明 

1 


P+xr+ Ed 


人 .证 明 增 函数 和 减 果 数 是 一 对 一 两 数 ， 就 是 证 明 : 
车 x ,x el Hx rx, Aix) (xr). 
在 习题 的 ~64 中， 利用 习题 和 9 的 结果 ， 证 明 
晴 数 在 它们 的 定义 域 上 存在 反 吗 数 . 利用 3.7 节 定 
理 4 求 玉 /dx 的 公式 - 
0. f(x) = (1/3)s+(576). 
和. f(x) =1 ~ Bx. 
G4. FUx) = 7. 


61, F(x) =27x. 
63. fxr) = (1 -x)., 


在 4.3 节 岂 到 ,一 阶 导数 对 我 们 如 何 表明 玛 数 在 什么 地 方 是 增加 的 ， 在 什么 地 方 是 威 少 的 . 
在 可 汶 洱 数 的 临界 点 ，-- 阶 导数 检验 法 说 明 函 数 存 在 局 部 模 大 值 还 是 局 部 极 小 值 ， 或 者 说 明 孙 


数 图 形 在 那里 持续 上 升 还 是 持续 下 隆 . 
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在 这 一 季 我 们 看 出 一 阶 滞 数 怎 样 给 出 关于 主 微 旺 数 图 形 普 曲 或 转向 的 信息 ， 这 种 补充 信息 
揭示 晒 数 性 质 的 关键 特征 ， 所 以 我 们 在 画 丽 数 
图 形 时 可 以 表现 这 些 特征 . 

4.4.1 四 性 

正如 从 疼 4.25 中 可 以 见 到 的 那样 ， 曲 线 y = 
x 随 x 的 增加 而 上 开 ， 但 是 在 区 间 { - w ，0) 和 
(0，m ) 定 义 的 两 部 分 图 形 以 不 辐 的 方式 转向 . 
当 测 曲线 从 左 侧 逼近 原点 时 ， 曲 线 转 向 和布 侧 并 
及 下 落 到 切线 之 下 ， 切 线 在 区 间 ( - w . 0) 上 的 
斜率 是 递减 的 。 当 沿 曲线 从 右 侧 离开 原点 时 ， 
些 线 转向 上 堪 侧 并 旦 上 升 到 切线 之 上 切线 在 区 亲 4.25 (x) = 的 图 形 在 ( - w ，0) 是 向 下 四 的 
间 {9， 呈 ) 上 的 斜率 是 增加 的 .这 种 转向 或 者 硒 而 在 (0，o ?上 是 向 上 四 的 ( 例 tta)) 
曲 的 特性 定义 曲线 的 凹 性 . 


定义 ”可 微 是 数 y = 大 x) 的 图 形 旺 现 
ta) 在 开 区 问 了 上 向 上 加， 如 果 . 产 在 7 上 是 增加 的 ; 
【tb 在 开 民 问 了 上 向 下 媚 ， 如 果 . 产 在 7 上 是 减少 的 . 


如 果 y = 六 x) 有 二 阶 导数 ， 应 用 中 值 定理 系 3 可 以 断定 , f" 当 f° >0 时 在 /上 增加 ， 而 当 挛 < 
时 在 上 减少. 


邻 y=fx) 是 在 区 间 1 上 的 一 次 可 微 也 数 . 
(1) 如 果 在 上 产 >0, f 在 1 上 的 图 形 向 上 岂 
| (2) 如 归 在 上/"<0, /在 7 上 的 图 形 向 下 四 


| 凹 性 二 阶 导数 检验 法 


如 果 y = 六 zx) 是 二 次 可 微 函 数 ， 在 表示 二 阶 导 数 时 我 们 互 换 地 使 用 记号 产 和 六". 

例 1 

(a) 曲线 y=x( 见 图 4.25) 存 区 间 ( - w ,0) 上 是 向 下 巾 的 ， 在 其 中 y=6x <0， 而 在 区 间 
{0，%m ) 上 是 向 目的 ， 在 其 中 y* =6x > 

(bj 曲线 y =z( 见 图 4 6) 在 区 间 ( - w，%w ) 上 是 向 上 凹 的 ， 因 为 它 的 二 阶 导数 六 =2 恒 为 正 值 “ 国 


了 


和 二 下 十 SRT 


图 4.26 y=x 的 图 形 在 两 个 区 间 上 是 向 上 四 的 ( 例 145)) 图 4.27 利用 的 图 形 衫 定 x 的 站 性 ( 全 2) 
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例 2 确定 y=3+ainz 在 区 间 [0,2r1 上 的 四 性 . 
和 解 y=3 +sinz 的 图 形 在 (0，;)】 二 是 向 下 捉 的 .在 其 中 说 = 一 sin x 为 负 什 ， 它 在 (m25) 


上 是 间 上 四 的 ， 在 其 中 y= -sinx 为 正 值 ( 见 独 4 27). 二 
4,4. ”拐点 


例 2 中 的 曲线 y=3+sin x 在 点 {mT，3) 改 变 四 性 ， 我 们 称 {m、3) 为 曲线 的 拐点 . 


定义 ”在 中 数 图 形 上 存在 切线 并 朋 改 变 四 性 的 点 为 拐点 . 


在 曲线 上 六 在 一 个 为 正 而 在 男 -- 侧 为 负 的 点 是 拐点 ， 在 这 样 一 点 ，¥" 或 者 为 零 ( 内 为 导数 上 
有 介 值 性 质 ) ， 或 者 没有 定 祥 ， 如 持 7 是 一 次 可 微 商 数 ， 六 在 拐点 为 鹤 而 六 有 局 部 极 大 值 或 局 部 
极 小 值 ， 然 而 ,下面 的 例子 显示 ， 在 y=0 的 地 方 可 能 不 存在 拐点 . 

例 3 曲线 y=x 在 x=0 没 有 质点 { 见 图 4.28)， 最 热 y”=12x 在 那里 为 零 ， 但 是 它 不 改变 


符 时 . 者 
例 4 y=x" 在 x= 人 0 有 一 个 拐点 ( 见 图 4.29)， 但 是 y 在 那里 不 存在 : 
voy 
7 = )= 二 (3 ) = 9 国 
图 4.28 y= 的 图 形 在 原点 没有 扣 点 ， 图 4.239 在 不 存在 的 点 可 能 是 
虽然 在 那里 y= 人 出 3) -个 拐点 ( 例 4) 


从 例 3 看 出 ， 二 阶 导数 为 霉 不 一 定 产生 拐点 .从 例 4 看 出 拐点 也 可 能 出 现在 二 阶 导 数 不 存 在 
的 地 方 ， 

为 了 把 物 体 党 直线 的 运动 作为 时 间 的 沙 数 来 研究 ， 我 们 通常 有 兴趣 了 解 由 一 阶 导 数 结 出 的 
加 速 讼 何 时 为 正 或 者 为 负 ” 物体 位置 隧 数 的 图 形 上 的 拐点 措 示 加 速度 在 何 处 改变 符号 . 

例 5 沿 水 平 直角 运动 的 质点 的 位 置 汕 数 为 

sf = 2 -14r +22: -5, tO 

求 速度 和 加 速度 ,并且 描述 质点 的 运动 状 闹 . 

解 ” 速 度 为 

Hi) = at) = 6 -28 +22 = 2(1 -1)(3t-11) 
而 加 速度 为 
a{t) = pt) = s(t) = 121 -28 = 4(3: 一 了 ) 

当 函 数 s() 增 加 时 ， 质 点 向 右 移 动 ; 当 s( 丫 减少 时 ， 质点 向 左 称 动 . 

请 注意 ， 当 t=1 和 t=1173 时 ， 一 阶 导数 (* =s 为 零 . 
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以 阿 Oct<l Lerelle3 JIA/3 < 
"= 的 神 寻 + - + 
+ 的 特性 增加 碱 少 增加 
质点 运动 向 让 向 堪 向 看 


质点 在 时 间 区 癌 19， 各 (173， 向 丰 和 运动， 而 在 (1，1tz3) 疝 左 这 动 ， 质 点 在 ， = 和 
1=11“3 处 于 瞬间 稳定 ! 静止 )， 
加 速度 af =s (0 =4(34 -7) 当 41 =773 时 为 零 . 


| Dar<?3 7/3 <i 
= 的 符 导 - + 
4 的 图 形 向 上 四 向 上 由 


质点 下 始 时 向 右 运 动 ， 与 此 同时 降低 速度 ， 然 后 在 时 间 区 间 [0， ?3] 圭 处 在 向 左 加 速度 的 影响 
下 ， 当 :5 并 嫩 向 左 运动 ， 接 着 加 速度 在 1:=7/3 时 改变 方向 ， 但 是 质点 继续 向 左 运动 ， 再 作 问 
右 加 速度 影响 下 降低 速度 ， 当 := 1173 时 质点 至 次 倒转 方向 ; 以 加 速度 同样 的 方向 向 让 运动 国 
4.4.3 局 部 极 值 二 阶 导 数 检 验 法 

有 时 不 督察 六 在 临界 点 的 符号 改变 ， 我 们 可 以 改 用 下 述 检验 法 确定 局 部 极 值 的 存在 和 特征 . 


定理 5 (局 部 极 值 二 阶 导数 检验 法 ] 假定 六 在 包含 x =c 的 开 区 间 上 连续 . 

(日 若 六 ce) =0 且 "ec) <0， 则 /在 *=e 有 绝对 极 大 值 

(21 若 六 ec) =0 日 PCej >0， 则 了 在 x=c 有 局 部 极 小 值 

(3) 若 /ec) =0 日 六 (e) =0， 检 验 法 失效 ， 也 数 / 可 能 有 局 部 极 大 值 或 者 局 部 极 小 值 ， 也 
可 能 是 无 局 部 极 大 值 也 无 局 部 极 小 值 . 


石 图 袁 示 用 (1) 和 (2) 检 验 两 数 极 值 . 

证 明 ”我们 米 证 明 第 (1 ) 部 分 ， 苦 六 fr) <0， 则 在 包含 点 < 
的 某 个 开 区 间 7 上 ,Ace <0( 因为 "是 连续 的 )， 因 此 在 1 上 
是 减少 的 ， 由 于 广 (e) =0, 产 在 c 的 符号 由 于 变 为 负 ， 所 以 ， 一 
阶 导数 检验 /在 c 有 局 部 极 大 值 . =0.f"<0 f=0.1">0 

第 (2) 部 分 用 类 似 的 方法 让 明 ， 对 于 第 (3) 部 分 ， 以 函数 y= 一 局 部 报 大 值 卫 号 部 投 个 值 
x 了 = -x 和 7y= 刀 作为 例子 这 三 个 函数 在 x =0 的 一 阶 导 数 
和 一 阶 导数 均 为 零 ， 然 而 在 x =0， 函 数 y =x' 有 局 部 极 小 值 . y =x* 有 局 部 极 大 值 ， 而 }=x 在 
包含 *=0 的 任何 开 区 间 上 是 增加 的 ( 既 无 极 大 值 也 无 极 小 值 ) ， 所 以 检验 法 失效 . 国 

一 阶 导 数 检验 法 只 需 知道 六 在 。 本 身 的 值 而 不 是 在 包含 c 的 一 个 开 区 咎 上 的 信 ， 这 样 使 检验 
法 容易 应 用 ”这 是 有 利 的 方面 ; 不 利 的 方面 是 检验 法 在 ”=0 或 者 六 在 * = e 不 存在 时 没有 结果 . 
当 出 现 这 种 情况 时 ， 就 利用 局 部 极 值 的 一 阶 导 数 检验 法 . 

和 一 起 向 我 们 说 明丽 数 图 形 的 形状 ， 即 临界 点 处 于 什么 位 置 ， 在 临界 点 显现 什么 特性 ， 
闻 数 在 何 处 增加 和 和 减少， 以 及 曲线 怎样 像 它 的 止 性 所 定义 的 那样 转向 或 弯曲 ， 我 们 利用 这 些 信 
息 描绘 表现 函数 主要 特征 的 图 形 . 

例 6 绘制 函数 掺 x) = 和 -4 +10 的 草图 ， 采用 下 述 步骤 : 

{a) 确定 了 皮 极 值 的 位 置 ， 

(b} 导 找 f 增 加 的 区 间 和 减少 的 区 间 . 

{tj) 寻找 了 图形 向 上 思 和 向 下 四 的 区 间 ， 

(d} 描 绘图 形 的 一 般 形状 . 
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{el 业 出 某 些 特 跌 点 ， 像 局 部 极 大 值 点 和 局 部 极 小 值 点 、 招 点 和 截 上 距 ， 然 后 描绘 曲线 . 
解 ” 用 二 存在 户 (fr) =4x' -12z ,了 尾 连 续 瑚 数 . 了 的 定 关 域 是 ( - mw， )， 而 产 的 定 关 战 也 
是 ( -am ，%)， 内 此 产 的 临界 点 只 出 现在 疡 的 零点 ， 由 于 
Fx) = 人 -12xr = dx (x - 3) 
-- 阶 导数 在 xz=0 和 x+*=3 的 值 为 零 . 


工科 te Dx 和 
所 的 符 外 - - + 
的 特性 部 少 酸 作 增加 


(a) 利用 局部 极 值 的 一 阶 和 导数 检验 法 和 上 表 ， 看 出 了 在 xz=0 无 极 值 ， 而 在 x =3 有 局部 极 小 值 . 
[kb) 利 用 上 玫 ， 看 出 了 在 区 间 ( -加 ,，0j 和 [0，3] 上 喊 几 ， 而 在 13，m } 上 增加 . 
【cj Ps = 12x -24x =12xtxr -2}) 古 x=0 和 x=2 的 值 为 从 . 


区 问 x<D De<xr<2 2 
广 的 符 妨 + - + 
的 特性 疝 上 四 向 下 叫 疝 上 


由 此 看 出 了 在 区 间 ( -% 0} 和 (2、，%) 上 向 上 四 ， 南 在 (0 2) 上 向 下 丰 . 
(dQ} 综 合 上 面 两 个 表 的 信息 得 到 


x<D Dexr<2 2 < 3 
减少 碱 少 减少 增加 
间 上 四 向 下 了 向 上 四 各 十 站 


曲线 的 - : 般 形 状 如 下 : 
三 上 | 增加 - 般 彩 状 


了 上 四 ， 


7 AR J 
思虑 损 点 ”局 部 极 小 慎 


(le) 画 出 曲线 的 戴 肥 ( 如 果 可 能 ) 以 及 y' 和 YY" 竺 于 零 的 点 ， 指明 尾 何 局 部 模 值 种 拐点， 利用 图 
形 的 一 般 形 状 作 引 时 画 出 曲线 的 草图 (在 需要 时 曾 出 另外 的 点 }.。 图 4.30 显示 /的 图 形 . 国 
例 5 中 的 求解 步 又 给 出 绘制 浮 数 关键 特征 的 过 程 . 


绘制 y= 了 {lx} 图 形 的 对 第 

(1) 确定 的 定义 城 和 曲线 可 能 具有 的 任何 对 称 性 . 

{2} 求 和 

【3)} 求 /的 临界 点 ， 并 且 确 定 丽 数 在 每 个 临界 点 的 特性 . ' 
(4) 求 曲线 增加 和 减少 的 区 间 . 

(5) 求 可 能 存在 的 拐点 。 片 且 确 定 曲线 的 四 性 . 

(6) 确定 任何 浙 近 线 ， 

{7] 曾 出 关键 点 ， 像 截 距 和 第 (3) ~ (5) 步 中 求 出 的 点 ， 并 且 绘 制 曲线 . 


(+ 


1 
向 Mm em 
+ 


例 7 绘制 丽 数 头 z) = 一 一 一 的 草图 . 
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解 (1 的 定 疼 域 硅 ( - x ，% }， 于 必 无 论 对 举 标 轴 或 者 原点 都 不 存在 对 称 性 ( 风 上 上 和 节 ) 
(2 和 

fx) = (z+1) {x 虎 妈 在 x = -1,7y 戴 
1+x (y=1) 在 x = 人 0) 

(1 +x) "2(x+1) 


上 


《1 二 人 


Fx) 


_ 2(1 -2) 

+ 
wy Ct) 2 27) ~ 201 2°) (201 + x ) 2x] 
x) = (1 +) 


= 全 申 。( 代 数 运算 后 ) 

(3) 在 临界 点 的 特性 ， 让 于 产 在 了 的 定义 域 二 处 处 存 局 部 概 小 值 
在 ， 临 鼻 点 伺 出 现在 广 (x*) =0 的 点 x = +1{ 第 (2) 步 . 
在 x= -1,，P( -1)=1>0， 依据 二 阶 导数 检验 法 有 -- 个 
相对 极 小 值 ， 在 z=1, 六 (1) = -1<0, 依据 二 阶 导数 检 
验 法 厂 -- 个 相对 极 大 值 . 

{4] 递增 和 递减 ， 我们 看 出 在 区 间 ( - w ，~1) 上 导数 "(x) <0, 曲线 是 递减 的 : 作 区 间 
(一 1， 1 上 f(x) >0， 曲 线 是 递增 的 ; 在 区 间 11 ，m )} 上 (x) <0， 曲 线 再 次 是 递减 的 . 

($5) 指点， 注意 二 阶 导数 的 分 母 {第 (2) 步 ) 恒 为 正 ， 一 阶 导 数 店 当 x= -v3. 0,y3 时 为 零 
二 阶 导 数 在 这 三 点 的 每 ~- 点 改变 符号 ， 即 产 在 ( - wm ，- 六 ) 上 为 负 ， 在 ( -号 ,0) 上 为 正 ， 在 
《0， 邮 ) 上 为 负 ， 而 在 {v3 ，m ) 上 上 青 次 为 正 ， 因 此 ， 每 一 点 都 十 拐点 ， 曲 线 在 区 间 ( - m , -六 ) 
上 向 下 四 ,在 ( -人 同 ，0) 上 疝 上 上 四， 在 (0、,) 上 向 下 上 四， 和 而 在 (本 ，m ) 上 再 次 向 上 思 . 

(6) 新 近 线 : 展开 (x}) 的 分 子 ， 然后 对 分 子 和 分 坪 同 除 以 x*， 得 到 


flx) = {x+1) _ tt (展开 分 子 ) 


f 临 寞 点 :x = -1,x = 1) 


图 4.30 f(x) =x -dx +10 
的 图 缘 ( 例 0) 


] +x 1] +x 
_ + 2x) + (l/r) 下 问 除 以 x 
- ma (分子 分 怀 癌 除 以 x) 


由 此 看 出 ， 当 x 一 时 扩 x) 一 1 ， 当 x 一 -mm 时 x) 一 1 ， 内 此 ， 直 线 y =1 是 水 平 浙 近 线 . 

由 于 /在 ( - mm ，-1) 上 减少 ， 而 后 在 ( -1，1) 寺 增加， 可 知 f( -1) =0 是 一 个 局部 极 小 值 . 
虽然 了 在 (1，m )} 上 减少 ， 它 在 这 个 区 间 上 不 会 越过 水 平 
渐 近 线 y =i( 从 上 面 趋 近 这 条 水 平 渐 近 线 )， 所 以 图 形 不 和 
会 变 成 负 值 , 用 -1) =0 也 是 绝对 极 小 值 ， 阿 样 ，/ft1) = 2 
2 是 一 个 绝对 极 大 值 ， 因 为 图 形 不 会 在 区 间 ( - %w，-1) 
上 越过 渐 近 线 y= 1( 从 下 面 趋 近 它 )， 所 以 ,不 存在 垂直 
淘 近 线 (f 的 值 域 荐 0 二 y 志 2). 

(7)f 的 图 形 在 图 4.31 中 面 出 ， 请 注意 , 当 x 一 -% 
时 图 形 在 趋 近 水 平 渐 近 线 y=1 时 是 怎样 向 下 目的， 而 当 | 
x 一 w 时 图 形 在 趋 近 y=1 时 是 怎样 向 上 目的 . 国 。 操 点 处 = -v3 

例 8 绘制 x) =e 巡 的 草图 

解 /的 定义 域 是 ( -m , 0) U0，wm )， 并 且 不 存在 


1 


图 4 31 y= 人 +) 的 图 脱 ( 例 了 7) 
1l+x 


230 


关于 举 标 轴 和 原点 的 对 称 性 ，/ 的 导数 是 


2 


flx) = | - 三 = - Le 


x 


x (Qe )( 2/ ) -2e7 (2x) 


和 (x)= 4 
二 


西 个 导数 在 了 的 定之 域 处 处 人 存在， 而 片 . 由 于 关机 安 对 于 
所 有 x* 寺 0 都 肥 正 值 ， 看 出 在 定义 域 上 处 处 有 产 <0. 而 阳 于 
处 处 减少 ， 从 二 阶 导 数 检 和 验 风 到 在 zx= -1 有 Jr) =0， 由 
于 e300 和 x*>0， 对 于 x< -1 有 F<0，, 和 -1 
和 xz0 有 ff”>0， 所 以 点 ( -1，e 全 ) 是 拐点 ， 曲 线 在 区 间 
(=-%m， 一 1) 上 向 下 四 ， 而 在 ( - 9)U(0，z 上 疝 革 外. 

从 24 节 例 12 岂 到 lim f(x) =0 x -20' 时 看 出 


% ， 所 以 lim Kx) = 而 y 轴 是 一 条 重 直 渐 近 线 ， 此 外 、 


一 -wm 时 之 一 0-， 所 以 lim f(x} =e =1, 因此 y=1 是 


一 条 水 平 渐 近 线 ， 由 于 7 不 能 取 0 值 ， 不 存在 绝对 极 值 ，/ 的 
图 形 在 图 4.32 中 通 出 . 
4.4.4 来 源 于 导数 的 函数 图 形 特性 


Ae "(1 +4) 
x 


图 4.32 y=e 下 的 阳 开 有 一 个 迭 点 


{ 一 1 ，e 


"以 直线 = 


] 为 水 于 渐 近 线 各 x =0 为 
霍 直 新 近 线 ( 例 8) 


像 我 们 在 例 6 至 例 8 中 见 到 的 那样 ， 通 过 检验 一 阶 导数 可 以 了 解 许 多 有 关 一 次 可 徽 明 数 ， = 
<) 图 形 的 特性 ， 可 以 汶 画 数 上 升 和 下 降 的 区 间 以 及 函数 取 极 值 的 位 置 ; 可 以 从 求 ?的 导数 了 解 
函数 图 形 在 经 过 上 升 区 间 和 下 降 区 间 时 是 怎样 弯曲 的 ， 可 以 确定 函数 图 形 的 形状 ， 我 们 从 导数 
不 能 获得 的 信息 是 图 形 在 x 平面 中 是 如 何 置 放 的 .但 是 , 正如 在 4.2 节 中 发 现 的 那样 ， 定 位 图 
形 所 需 的 补充 信息 只 是 了 在 一 点 的 值 ， 关 于 渐 近 线 的 信息 是 利用 横 限 (2.4 节 和 2.5 节 ) 获 得 的 , 


附 图 给 出 从 一 防 导 数 和 二 阶 导 数 了 解 函数 图 形 特性 的 例子 , 


AR = fr) 


可 徽 一 > 0 人 在 到 右上 开 : 
光滑 ,连通 : 图形 可 可 能 波动 
能 上 上升 和 个 降 


AN 


2 0 一 始终 加 上 DI : 六 到 0 二 姑 线 向 下 串 ; 
无 流动: 图形 可 能 | 天 无 波动 : 图 形 可 能 上 升 


六 改变 符号 二 图 展 有 局 在 一 点 = 0 和 <0 一 
部 极 太 值 或 章 部 概 小 值 图 形 有 局 部 极 太 值 


Dg 


所 0 寺 从 左 到 放下 漳 ，: 
可 能 波动 


在 一 点 几 = 0 和 六 > 0 二 
图 形 有 局 部 极 小 什 


半数 的 应 用 


习题 4.4 

在 习题 1 ~- 中， 识别 疼 肛 由 请 数 的 指点 以 及 有 
声 部 模 大 傅 和 吉 部 极 小 倩 ， 确 室 蝴 数 疝 上 四 和 向 上 
叫 的 区 间 ， 


i 


记 3 
We -RA 人 


5, 


i, 


zl 2 
了 "4 


Fn 


Y= tanr 一 dr - 工 一 xx< 亚 


2 2 
¥ 
人 NJ 
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在 习题 9 -42 中 ， 利 内 4.4.3 季 的 绘制 图 形 步 
轰 吧 方 哥 的 图 形 ， 和 包括 给 出 任何 局 部 极 伸 点 和 描 点 
的 坐标 ， 
= dx 了 3， .r=6 -2xr -x. 
llLyv=x -3r+3, 有 ,> =x(6 - 2x7). 
13. v= -2?r +6 -3. dy=(r-2) +1. 
15.v =x 2x =x {x -2). 
16.r = 一 =x 一 一 
17. =dr' -tt =r 4-x). 
19. r=x +2r =x (r+2). 


19,. y=x -Sr =a(xr -5). 


2 7 = 二 +ain rt, O02T. 


< 
1 
古 
-一 
| 
1 
人 nm 
— 


22.1 
23. y=. 34 =. 


33. 7 = se 34.7= 


35. y=in(3 ~ x ). 
39.7=e -2e -3 y=xe 
ln x 

后 


ee 


] +e l+e” 
在 习题 各 ~ 雁 中 ， 给 出 连续 函数 y=f(x) 的 一 
阶 导数 ， 然 后 求 *， 并 利用 前 述 综 制图 形 过 程 的 第 
(2) 步 至 第 (4) 步 ， 撒 给 了 疼 形 的 一 般 形状 . 
dy =2+xr-x. 4 = xr-6. 
45.y = 一 33) diy =x (2 -+r). 
A477 =x(# -12). 种. 人) 


TT 
2 


.=nt{cos x). .r= 


41.7= 42.， = 


本 


dser xr, -er< 
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50.y” = tan xy， 一 工 <x< 
3 = out 二， 00<2T. 
S27 = em Of <27. 

+ 2 _T TT 
53.Yy' =tan'g -1, 2 “Oe 
54.y =] — cod, O<H<T. 

55. y=cos t, ELELT, 
$6, y' = gin 1f, Oi 
S77. y= (x +) 2 
S8. 7 = {x -2) 1", 
59.7 =x (x 1). 
0. =x x+ 1), 


-2x, *ED, 
6l.y' =21x1 -| 
az，Y >0. 
2 -x x 人， 
> -| > 


在 习题 63 ~66 中 显示 函数 了 = 抱 x) 的 一 阶 导数 
和 二 阶 导 数 的 图 影 ， 复 制图 形 并 且 在 其 中 加 进 / 的 
近似 图 形 ， 假 定 图 形 经 过 点 
63. 了 


的 . 附 图 显示 二 次 可 微 函数 y=f 俯 x} 图 形 的 一 部 分 - 
在 5 个 标 出 的 每 一 点 把 y' 和 的 值 归 类 为 正 、 
负 歌 零 . 


= 
pp RR T 
2 
下 


8. 贡 - 条 连 遂 的 几 滑 曲线 y =x) 的 草图 ， 也 知 
所 -21=8， 大 (2) = 大 ( -2)=0 
A0) =4, 对 于 1xz1 <2 有 (x) cD 
A2)=0, 对 于 x<0O 有 六 (x) <0 
对 于 1xz1 >2 有 (xz) >0， 灶 于 x 3 有 站 x) >0 
和 9， 夯 汪 次 可 向 蜀 数 y =fAx) 的 草图 ， 随 数 其 有 下 
述 特 性 在 可 能 的 地 方 标 出 点 的 坐标 . 


区 了 早 数 
下 二 了 0 
2 上 = 
2 <red Pai + > 
4 4 y' >0， = 
4 <x<0 T ?> 站、77” < 和 
6 7 Y=0, y"<0 
元 丘 7 <0, ro 


70. 两 二 次 可 微 图 数 了 =Axz) 的 草图 、 陋 数 通 过 点 
-2， 2 ( -1117，{0， 07, (1, 1) 和 和 
(2,2)， 并 是 它 的 一 阶 和 二 阶 导 数 且 有 下 述 和 罕 
导 模 式 : 


和 一 | I 


沿 直 找 的 运动 ”习题 71 和 72 中 的 岁 形 显示 在 
一 条 坐标 钱 上 来 医 运 动 的 物体 的 位 置 45 =/11). 
(a) 运 动物 蛋 何 时 存 离 原点 ， 何 时 指向 原点 ? 
【bj 物体 速度 大 姑 在 什么 时 间 为 零 ? {e) 物 体 加 速 
度 大 的 在 什么 时 间 为 零 ? 【dj 加 速度 在 什么 时 间 为 
正 , 什么 时 间 为 负 ? 
?1 


5 


位 移 


br] 


时 [9s) 


2 了 了 


时 间 避 ] 


73. 边际 成 本 ” 附 图 明示 制造 * 件 产品 的 假设 成 本 
+*= 户 x). 边际 成 本 大 约 在 守 尼 生产 能 力 巾 减少 
转变 成 增加 ? 


c= fr) 


成 本 


2040 0 0 110 20 
生产 干 件 单位 数 
74. 附 图 显示 Widget 公司 过 去 12 年 中 的 月 收入 ， 
边际 收入 大 约 在 什么 时 间 区 间 增 加 ， 在 什么 时 
间 区 间 减 少 ? 


* 


75, 假设 晃 数 7= 碎 x) 的 导数 是 
y= (x-1)i(r -2) 
的 图 形 在 什么 点 (如果 存在 ) 有 局 部 极 小 值 、 
局 部 检 大 值 或 者 扣 点 ? { 反 示 : 画 出 y" 符 号 的 
模式 . ) 
76. 假设 两 数 y=f(x) 的 导数 是 
Y =r-1) (zr -2)(r-4) 
的 图 形 在 什么 点 {如 果 存 在 ) 有 局 部 极 小 值 、 
局 部 极 大 值 或 者 拐点 ? 


7 y= 及 <) 具 有 /1) =0 和 /4x) = 上， 描绘 f(x) 
对 于 x>0 的 曲线 ， 关 于 这 条 曲 线 的 四 性 能 够 得 
出 任何 结论 吗 ” 间 出 答案 的 理由 ， 

78 函数 y = Kx) 具有 不 为 零 的 连续 二 阶 导 数 ， 关 
于 蝴 数 的 图 形 能 够 得 出 任何 结论 吗 ? 所 出 答案 


的 理由 . 

79. 设 上 ,cdg 为 常数 ， 曲线 下 一 + br’ tex + 
于 什么 上 人 第 将 在 x*=! 有- -个 拐点 7? 提出 等 案 的 
埋 由 . 

到 ， 水 平 切 线 ”说 明 下 述 结论 是 正确 的 或 者 是 铺 误 的 , 
{a} 和 皇 个 偶 次 多 项 式 ( 最 大 指数 为 偶数 ) 至 少 有 有 

:茶水 平 切线 ， 
(bj 每 个 奇 次 多 项 式 ( 最 大 指数 为 奇数 ) 至 少 有 
- 革 水 平 巧 线 . 
81， 搜 物 线 
fa} 闪 抛物线 
Y=ax + 二 + 
的 质点 坐标 . 
[b} 抛 物 线 在 什么 区 间 疝 上 四 ?7 在 什么 区 阿 向 
下 站 ?7 提出 答案 的 理由 ， 

双 2 二 次 可 微 陋 数 Y= 太 x) 的 图 形 在 醉 姓 /*tx) =0 
的 地 万 都 改变 种 性 的 结论 目 确 吗 9 提出 答案 的 
理由 . 

83. 二 次 曲线 基于 一 次 曲线 =ax +h*+cta) 
的 指点 能 驶 得 出 什么 绪论” 拱 出 答案 的 理 让 . 
84， 三 次 曲线 ”关于 三 次 其 线 了 = ae + Bx: +er+ 
ta) 的 拐点 能 够 得 出 什么 结论 ? 提 由 答案 

理 出 . 

计算 机 探究 
在 二 题 中 - 8 中 ， 求 本 数 图 形 上 换 点 ( 如果 存 

在 } 的 坐标 以 及 图 形 上 函数 具有 局 部 极 大 值 或 者 司 

部 极 小 值 的 点 的 坐标 。 热 后 在 一 个 足 区 大 的 区 域内 

娩出 能 够 显示 所 有 这 些 点 的 中 数 终 形 ， 在 图 中 添加 

函数 - 阶 导 数 和 二 阶 导 数 的 图 形 ， 导 数 图 形 和 x 轴 

的 交点 的 值 同 函 数 图 形 有 何 关系 ”导数 图 形 同 函 数 

图 形 以 什么 其 他 方式 相关 ? 

8S. y = 和 — Sx* -240. B6. = ~ 12x:. 


tut) 


87. 7 = + 16x* — 25. 

88.7 = 于- 一 4 + 12x +20. 

9. 一 起 夯 出 所 xz) =2x* -4x? +1 及 其 一 阶 导数 和 
阶 导 数 的 图 形 ， 说 明 / 图 形 的 特性 同 疡 和 产 的 符 
号 和 值 的 关系 ， 

8. 在 0 拓 xs2f 上 一 起 画 出 f(x) =x cos x 及 其 二 

阶 导数 的 醒 诬 ， 说 阻 了 图 形 的 特性 同 记 的 符 对 

和 值 的 关系 . 

(1aj 在 公共 屏幕 皇 . 绘制 太 x) = + kx 对 于 卡 = 
0 与 天 的 邻近 正 值 和 负 值 的 图 形 . 天 的 值 显 
现 对 图 形 形 状 有 何 影 响 ? 

[bb) 求 站 (x}， 正 如 你 会 见 到 的 那样 ，f/'(x) 是 x 


91. 


pa 
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的 .次 六 数 ， 求 :次 式 的 判别 起 (ac + bx + 93. {aj 绽 制 =z (一 2) 村 于 -3 过 x 委 3 的 图形 . 


+ 的 判别 式 是 太一 4ae)， 计 别 坏 对 于 秆 么 外 拓 丘 利 几 人鱼 数 证 实 尾 胡 二 有 关 图 上 找 的 国 性 、 
值 取 正 什 、 零 成 者 负 值 ?判别 式 对 于 什么 上 升 和 上 下降 的 显示 ， 二 为 广 技 竹 x 为 伞 值 的 
值 有 了 央 个 零点 、 一 个 零点 三 者 无 零点 ? 请 点 ， 吕 能 在 输入 x 个 时 必须 输入 (x )'"， 这 
说 明和 什么 二 值 则 的 图 撒 形 状 有 关 * 同和 你 使 用 的 给 图 器 有 关 ，) 
1€) 用 其 他 下 秆 作 试 验 ， 当 +-%w 和 一 w 时 {bj 昌 线 相 * = 是 青 有 央 线 ， 或 痢 征 盏 只 在 行 
会 出 更 什么 现象 ? 导数 和 左 导 数 不 相 等 的 角 点 * 
好，{ al 在 公共 屏 萌 上 ， 绘 制 FAs) =x 二 各: + 到 ，[a) 绘制 =9x (x 一 1 对 于 -0.5 委 * 委 1.5 的 
{ -2<xs2) 对 于 上 = -4 以 及 基 此 邻近 整 图 形 ， 热 后 利用 导数 证 实 秤 幕 上 用 半 图 撒 
数 上 值 的 图 形 . 六 值 对 图 形 上 形状 显现 出 何 种 的 同性、 上 升 和 上 下降 的 显示 ， 曲 线 在 原点 
影响 ? 的 右边 有 逢 么 四 性 ? (为 了 获得 * 为 负 值 的 
1b} 炒 天 (z)， 正 如 你 会 见 到 的 那样 ,. 挛 (xz) 是 x 点 ，9] 能 在 输入 让 ?时 必须 输入 { 世 )''， 这 
的 二 次 函数 ， 这 个 二 次 式 的 判别 式 基 什么 回 你 使 用 的 纵 图 器 有 闫 . ) 
(参见 习题 91{b))? 判别 式 对 于 什么 上 * 值 1b) 时 线 在 x=0 是 千 有 穴 点 ， 或 痢 逢 再 只 有 而 
电 正 值 . 霍 或 者 钢 值 ? "(x} 对 于 什么 天 值 导数 和 左 鱼 数 不 相等 的 攻 点 ? 
有 两 个 党 点 ， 一 个 零点 或 者 到 零点 ? 请 说 和 5. 由 线 y = +3 sin2x 在 += -了 附近 有 水 平 切线 
明 什 么 二 值 同 f 的 图 形 形 状 有 关 ? 吗 ” 提 出 答案 的 理由 
4.5 实用 的 最 优化 


对 一 种 事物 的 最 优化 意味 着 使 它 的 某 个 方面 过 到 最 大 限度 或 者 最 小 限度 ， 例 如 ， 使 基 有 闫 
定局 长 的 矩形 达到 最 大 面积 的 尺寸 是 什么 ? 使 给 定 体 积 的 圆柱 体 容器 耗费 材料 最 少 的 尺寸 是 什 
么 ?应 该 生产 多 少 件 产品 才 是 最 赢利 的 生产 流程 ? 在 这 一 节 我 们 利用 导数 求解 在 商业 、 数学、 物 
理学 和 经 济 党 中 提出 的 各 种 最 优化 问题 . 

4.5.1 商业 和 工业 中 的 向 子 

例 1 在 一 块 这 英寸 x12 英寸 锅 薄 板 的 四 个 角 上 切 去 一 个 全 等 的 小 正方 亿 ， 并 向 上 折 边 ， 
构成 项 部 敞开 的 盒子， 应 从 本 个 和 角 上 切除 多 大 的 正方 块 才能 使 合子 容积 保持 尽 可 能 地 大 ?7 

解 ” 我 们 从 图 4, 33 中 的 图 形 开 始 ， 在 图 中 角 上 小 正方 形 的 边 长 为 x 英寸 ”盒子 的 容积 导 这 
个 变 基 的 函数 : 

Vix) = x(12 -2r)2 = 144r -48x* +4x (FF= 商 x 长 x 宽 ) 
由 于 锡 洲 板 的 边 长 只 有 12 英寸 ， 故 zs6 而 的 年 义 域 是 区 间 0 志 x 和 从 


图 4.33 例 1 中 敞开 的 盒子 由 正方 形 锡 薄 板 切 除 四 个 角 后 构成 ， 切 除 多 大 的 角 使 合子 容积 达到 最 大 ? 
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更 多 结果 ， 我 们 考察 了 天 二 x 的 导数 ; 最 大 值 


D144 -96x + 12x* = 12(12 - gx + x) 
= 12(2 -x)(6 -7) 1/ 2 
在 两 个 零点 z=2 和 *=6 1 中 ， 内 有 x =2 位 于 消 数 定 文 注 / 
最 小 但 


域 的 内 部 并 构成 临界 点 表 , 在 这 个 临界 点 的 值 是 
V(2) = 128 最 小 他 


在 两 个 端点 的 值 是 和 一 ~ 
V0) =0, FI6) =0 1 布控 比 网 ) 
最 大 容积 是 128 训 ， 切除 的 正方 块 的 边 长 应 为 2 in， 图 4 了 4 财 4.33 中 明 出 的 盘子 的 国 
例 2 要 求 你 设计 形状 像 直立 贺 柱 体 ( 见 图 4. 35 ) 容积 作为 x 的 晒 数 


的 1 公升 容器 ， 使 容器 用 材料 最 少 的 尺寸 是 什么 ? 
解 ” 容 器 的 容积 ， 若 7 和 名 以 厘米 为 单位 ， 则 容 吕 以 立方 硝 米 2 
为 单位 的 容积 是 


mrih = 1000 {1 升 = 1000 cnm3) _， 
窜 器 的 表面 积 ; ” 
4 = 2mr + 2mrh 
一 柱 泊 亲 增 向 机 。。 国 性 体 出 举 积 F - 
我 们 应 如 何 解释 用 语 “ 材 料 最 少 "? 首先 .通常 忽略 材料 的 厚度 -- - 四 
和 制作 过 程 中 的 损耗 ， 其次， 要 求 * 和 的 尺寸 在 满足 arh=1000 
的 约束 旬 件 下 使 容器 的 总 表面 积 尽 可 能 地 小 图 35 这 个 1 公开 家 中 
为 了 把 表面 积 表示 成 一 个 变量 的 销 数 ， 从 等 式 r= f000 解 岂 一 个 当下 -2 时 用 村 
突 量 并 且 把 得 到 的 表达 式 代 信 表面 积 公式 中 ， 从 等 式 或 解 比较 简单 ， 料 最 少 ( 全 2) 
1000 
= 3 
Tr 
因此 ， A= 2TF + 2mTr = 25r + 2mrf 2 = 2Tr + 2000 
Tr r 
我 们 的 日 标 是 求 r>0 的 值 使 4 达到 最 小 值 ， 图 4. 36 暗示 存在 这 样 的 r 值 , 


请 注意 ， 从 图 中 看 出 ， 对 于 小 的 - 4 
r( 细 长 容器 . 像 一段 管道 )，200 


r 
主导 地 位 ， 面 积 4 变 大 ， 对 于 太 的 r 
( 粗 短 容器 ， 像 比萨 饼 烤 盘 )，2Tmr 
占 主 导 地 位 ， 面 积 4 圭 次 变 大 ， 
由 于 4 在 r>0f 一 个 无 端点 的 区 长 而 几 
间 ) 上 是 可 微 的 ， 它 只 可 能 在 4 的 一 


阶 导 数 为 零 的 地 方 有 极 小 值 ， | 时 | 
dA 2000 汪汪 时 0 


而 =4mr 短 而 租 


-一 厂 


0 =4mr -2000 ( 设 ddrdr = 0) 图 4.36 4=2m7 +20 吕 的 图 形 是 向 上 四 的 


4f =2000 ( 乘 ) 
r = 5007f 5 .42 【求解 站 
在 r= wy300/z 时 出 现 什么 ? 
一 阶 导 数 4 


在 4 的 鸡 个 定 六 域 上 为 正 ， 因 此 图 形 处 处 向 上 凹 而 4 在 r= w30075 的 值 是 一 个 绝对 极 小 值 
的 对 应 值 { 作 少 量 代数 运算 后 ) 为 


h = Ws = 2 V5007m = 2r 
1 公升 的 圆柱 体 容器 在 其 高 度 竺 于 直径 时 用 材料 和 最少。 此 时 r=5.42 cm, 二 10. 84 cm. 国 


4.5.2 数学 和 物理 学 中 的 例子 

例 3 在 半径 为 2 的 半圆 中 作 一 个 内 接 算 形 ， 籍 形 可 能 取得 的 最 大 面积 是 什么 ” 它 的 尺寸 
什么 ? 

解 ” 令 (x, v4 -x } 是 坐标 平面 内 半圆 中 内 接 算 丧 
右上 角 的 坐标 ( 见 图 4.37)， 于 是 矩形 的 长 度 ， 高 度 和 
面积 可 以 用 右 下 角 的 位 置 * 表示 

长 度 : 2x 高度: Y4 -x 面积 : 2x+v4 -x 
注意 应 在 区 间 0<x<<2 中 求 * 的 值 ， 这 是 选择 矩形 右 下 
角 位 置 的 区 间 . 

我 们 的 日 标 是 求 消 数 

Atx) = 本 一 于 
在 定义 域 [0, 2] 上 的 绝对 极 大 值 . 


导数 dM 2 7 
当 * =2 时 无 定义 ， 而 在 


x =2 或 x = + 
时 等 于 零 ， 两 个 零点 *= 人 2 和 #= -好 中 只 有 *= 凡 位 于 4 的 定义 域内 并 构成 临界 点 表 ，4#4 在 这 个 
临界 点 的 值 是 
4 ) = 2yT v4 -2 =4 
在 端点 的 值 是 
At0) =0, At2} =0 
当 和 矩形 高 度 是 v4 -x = 过 和 长 度 是 2x =2.2 时 面积 具有 最 大 值 4. 国 
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人 人物 传记 例 4 光速 依赖 于 光 传播 的 介质 、 并 月 通常 在 起 稠密 的 介质 


一 一 一 一 一 一 中 传播 速度 越 慢 ， 光 学 中 的 费 马 原理 说 明 ， 光 线 沿 着 传播 时 间 
不 尔 布 得 逢 斯 浊 耳 ， 网 关 最 小 的 路 径 从 一 点 传播 到 另 一 点 ， 求 光线 从 光速 为 上 的 介质 中 
C Willebrord Snell van Royen ， -点 4 传播 到 光速 为 r, 的 介质 中 一 点 8B 的 传播 路 径 . 

1580—1626) 解 ” 由 于 光线 沿 … 条 最 快 路 径 由 4 传 到 8， 我 们 所 求 的 路 从 


将 使 传播 时 间 达 到 最 小 ， 很 定 4 和 电位 于 xy 平面 内 ， 并 于 分 于 两 种 介质 的 直线 是 x 轴 { 见 图 4 38). 
在 均 名 的 介质 中 ， 光 线 的 妹 度 为 常数 . “最 短 时 间 ” 
意味 着 ” 郁 短 路 答 " ， 而 光线 将 沿 直 线 传播 ”办 此 从 4 到 
旦 的 路 径 包 含 从 4 到 一 个 边界 点 已 的 线段 ， 肯 接 -条 从 
六 记 的 线段 ， 曙 元 等 于 速度 与 时 间 的 乘积 ， 所 以 

al - 蝶 离 

时 间 = 浪 度 

光线 从 4 传播 到 所 规 的 时 间 为 


c) 后 
从 成 传播 到 号 ， 时 间 为 隔 4.38 光线 从 -一 种 介质 传播 到 另 “种 
网 秽 密 的 介质 时 发 生 折射 ( 篇 
Ph vb 过 一 
= td 离 它 的 传播 路 径 ){ 例 4) 


艾 


a 
从 所 和 传播 到 8 的 时 间 是 这 两 个 时 间 的 和 : 


了 1 3 2 
1=t + = EA +{d -7) 


1 C3 
这 个 等 式 把 1 表示 成 x 在 定义 城 [0.d] 上 的 可 微 函 数 ， 我 们 需要 求 :在 这 个 也 区 间 上 的 绝对 极 小 
慎 ， 求 出 早 数 
de 3 dx 


dx cI vat oe vb + Ca 
用 网 4. 38 中 的 角 和 外 和 饼 表示 导数 ， 


dt sin Bg: siné, 


dx | > 
如 果 把 * 限制 在 区 间 0<*<d 内 ， 那 么 :在 zx=0 有 负 und dvdx jd 
导数 而 在 * =4# 有 正 导数 ， 超 照 导数 的 介 值 定理 (3.1 pa 2 2 下 
节 ) ， 存 在 一 点 各 e[0，d] ， 在 这 个 点 至 <0( 见 图 全 二 -二 -++++t+ttt++ 计 
0 9 d 


4. 39)， 由 于 学 是 的 增 丙 数 ( 见 习题 52) ， 只 存在 一 


图 4.39 例 4 中 至 的 符号 模式 
个 这 样 的 点 ， 在 这 个 点 


sing sin 
cl cs 
这 个 等 式 称 为 斯 姐 耳 定律 或 者 折射 定律 是 光学 理论 中 的 一 个 重要 原理 ， 它 描述 光线 传播 经 过 
的 路 径 . 国 
4. 5.3 ”经济 学 中 的 例子 
假定 : (x) = 销售 < 件 产品 的 收入 


ce(x) = 生产 x 件 产 品 的 成 本 
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p(x) = rtx) -elx) = 从 生产 和 销售 x: 件 产品 非得 的 利润 


当 生 产 和 销售 x 件 产品 时 ， 边 际 收入 、 


y 


边际 成 本 和 边际 利润 分 别 是 导数 
dr 
里 = 边际 收入 
9e = 边际 成 本 
由 p 发 
SP = 边际 利润 
我 们 来 考虑 p 同 这 些 导数 的 关系 . 


如 果 r(x) 和 clx}) 是 对 于 所 有 x>0 
的 可 微 疯 数 ， 开 且 p(x) =rtx) -ctx) 有 
一 个 概 大 值 ， 那 么 它 出 现在 使 六 (xz)》 =0 
的 生产 量 ， 上 由 于 p'(x) =r'(x) -ec'(x)， 


p'lx) -0 意味 着 [Eb 
Pt) -er) =0 吉 Pr = c'(x) 
内 此 

在 边际 收入 同 边 际 成 本 相等 时 的 生产 


其 产生 最 大 利润 5 见 团 4. 401. 


例 5 

太 利 润 的 生产 量 吗 ”如 果 存 在 . 最 大 利润 是 什么 
解 注意 r(x) =9， 

3xz -1l2x+15=9 


即 x -12x+6=0 
这 个 二 次 方程 的 岗 个 解 是 
4 = -2 =2 -2 ~0.586 
， - 2+ = 2 + -3.414 


最 大 利 而 ,cA = rx 


局 名 蝇 大 要 (最 小 利润 1.ctx) = rix) 
生 谨 的 产 贞 数 基 


典型 的 成 本 丽 数 ( 费用 耳 数 ) 疼 形 开 始 向 下 由， 
随后 转向 上 四 ,在 收 支 平 衔 点 8 回收 入 曲线 机 
不 : 企 妊 的 左边 ,公司 处 于 写 扣 经营 ; 在 8 的 
在 边 ， 公 司 处 于 益 利 经 党 ; 在 e(x) =r'tx) 的 
上 缉 山 现 最 友 利 泣 ;， 峙 向 看 ， 战 二 超过 收入 {可 能 
由 于 劳动 力 成 本 和 原材料 成 本 升 高 以 及 市 场 饮 
和 的 共同 影响 ;}， 生 产量 再 度 碟 为 不 侣 利 的 


站 


假设 r(x) =9x， ctx) =x -6x +15x， 其 中 * 代 表 千 件 产品 的 数 重 ， 这 时 存在 达到 最 


ez) =3x -12x +15.， 达到 最 大 利润 的 生产 量 满足 
{ 置 c'(x) = r(x)) 


y 


CK) = 和 Gr + 15r 


达到 最大 利润 的 可 能 生产 量 是 *= 避 568 千 件 产品 或 者 
x#r3.414 考 忻 产品 ，p(x) = rtx) -ctx) 的 二 阶 时 数 是 
Px) = -ex)， 因 为 r(x) 姓 处 为 零 ， 因此 p(x) = 
6(2 -x)， 它 在 x*=2 +y2 取 负 值 而 在 x*=2 -v2 取 正 值 . 


最 大 不 酒 


按照 二 阶 导数 检验 法 ， 最 大 利润 出 现在 *r=3.414 附近 oz 2 J 了 "7 
《在 那里 收入 超过 成 本 )， 而 最 大 气 拥 出 现在 x=0.586 (不 按 比例 ) 

附近 .rtx) 种 cl) 的 图 形 显示 在 图 4. 41 中 . 国 ”小 4.41 例 5 的 成 本 有 昌 线 和 收入 曲线 
习题 4.5 


每 当 求解 一 元 函数 的 极 大 信和 或 者 极 小 值 问题 
时 ， 我 们 茧 励 西 出 同 解 题 要 适应 的 函数 在 定 光 域 十 
的 疼 形 ， 这 种 图 形 会 在 计算 之 前 为 你 提供 部 解 ， 隔 


有 时 对 于 了 解体 的 答案 淮 备 一 个 可 祝 环 境 . 
上 最 小 周 长 ” 对 于 面积 为 16 in 的 矩形 ， 可 能 的 最 
小 周 长 大 多 少 ” 它 的 斥 寸 是 什么 ? 


半数 的 态 用 


Dd 


人 


如 


rn 


Ea 


: 盘 佳 构建 篇 多 计划 


时 短篇 区 
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证 册 ; 在 馈 长 为 8 m 的 所 有 和 矩 撒 中 面积 最 大 的 答 

形 是 让 方形 . 

附 图 显 汞 斜 过 为 2 单位 长 的 等 腮 直角 习 角 上 形 的 … 

个 内 接 击 撒 . 

fa 用 zx 表示 点 上 的 举 标 . 
AB 的 方程 . ) 

1h) 通过 zx 胡 示 入 形 的 面积 . 

(ce 相形 可 能 具有 的 最 大 面积 是 和 多大? 它 的 尺寸 
加 什么 9 


【提示 : 好 出 下 线 


-个 矩形 的 底 边 在 * 轴 上 ， 它 上 方 的 两 个 项 点 在 
抛物 线 y =12 -x* 上 .矩形 可 能 具有 的 最 大 向 积 
居多 大 ? 它 的 尺寸 赴 什么 ? 


- 计划 用 一 块 8 英和 二 x15 英 吓 的 酝 纸 板 制 作 个 


盒子 ， 在 四 个 角 上 切除 一 个 全 等 的 正方 块 ， 并 是 
向 上 折 四 个 出 面 ， 用 这 种 方法 能 够 制作 盒子 的 最 
大 体积 是 多 大 ? 它 的 尺 叶 是 什么 ? 


。 计 划 用 一 策 只 (a 0) 到 (0， 5) 的 长 20 单位 的 线 


段 在 第 .象限 围 成 个 角 ， 证 明 巾 此 线 巾 围 成 的 
三 角形 的 面积 在 = 上 4 时 达到 最 大 

一 片 抑 形 农 困 的 一边 将 以 河 
为 界 ， 其 他 于 壹 以 单 股 电线 的 篇 筷 为 界 ， 安 排 用 
800 m 电线 ， 能 够 围 成 的 最 大 农田 面积 是 多 大 ? 
它 的 长 完 是 名 少 ? 

一 块 216 m" 的 矩形 岁 豆 种 植 地 用 一 
道 芷 矢 围 住 ， 并 巾 另 -- 道 同一 边 平 行 的 需 适 分 隔 
亿 两 个 相等 部 分 ， 当 要 求 篇 役 总 长 度 最 短 时 外 部 
篇 管 的 长 宽 是 多 少 ? 需要 用 老 长 的 篇 复 ? 


.设计 生物 槽 ”你 的 铁 工 厂 辐 一 家 造纸 公司 警 计 合 


同 ， 设 计 与 建立 底部 呈正 方形 的 长 方 体 铀 制 无 盖 
情 料 模 ， 容 积 为 500 他 ， 储 料 槽 用 不 锈 钢 笨 钢板 
沿 槽 体 按 缘 焊 接 而 成 ， 作 为 产品 工程 师 ， 你 的 任 
务 是 确定 悄 料 槽 的 底部 尺寸 和 高 度 ， 使 其 重量 号 
可 能 地 小 . 

(ae) 你 通知 车 间 采 用 什么 尺寸? 

{b] 简单 描述 你 是 如 何 考虑 重量 的 . 


10, 收集 雨水 ”为 了 收集 流散 的 雨水 ， 建 筑 一 座 容 


i 
li 


14. 


15. 


四 15. 


用 为 1125 RR 的 长 方 体 巨 盖 水 池 ， 水 池 底 骂 其 
边 长 为 * 信 的 正方 形 ， 沉 诬 为 中， 他 部 与 地 市 
许 平 ， 同 水 池 相 关 的 建筑 费 调 不 仅 包 含 材料 成 
不 费 ， 也 涉及 隔 现 积 zy 成 正比 的 土方 控 质 费 . 
fa) 如 内 总 成 本 为 
c = 本 (如 十 中 tr) + Orr 

耶 么 和 7 到 什么 值 将 使 它 达到 最 小 值 ” 

【bp 对 fa) 中 的 成 作 蚌 数 络 出 个 可 能 的 虱 壕 ， 


， 设计 哲 贴画 ”你 在 设计 一 幅 和 定形 招 贴 喇 ， 其 中 


包含 吕 曾 50 in? ，J 下 边 距 4 in， 左 在 边 让 2 in. 
采用 什么 总 体 太 十 将 使 用 纸 量 达到 最 小 ? 


求 附 图 申 半 径 为 3 的 球体 能 够 容纳 内 接 止 圆 钴 


体 的 最 大 体积 . 


:一 个 三 角形 的 两 边 是 = 和 思 ， 它们 之 间 的 来 角 


汶 史 吕 取 什么 值 将 使 二 角形 的 面积 达到 最 


大 ? 【 失去 4= 池 ob sin 6 ) 


设计 容 峰 ”设计 一 个 体积 为 1000 cm 的 计 盖 正 

贺 柱 体 ， 采用 秆 么 尺寸 将 使 容器 最 轻 ? 把 所 入 

结果 同 例 2 中 的 结果 作 比 较 . 

设计 容器 ”你 在 设计 一 个 i000 em: 的 正 圆柱 体 

容器 ， 设 计时 要 考虑 制造 中 的 浪费 问题 ， 在 切 

着 容器 但 向 的 铝板 时 没有 材料 浪 慢 ,但 是 容器 

以 ?为 半径 的 项 部 和 底部 是 从 边 长 为 27 单位 的 

正方 形 锅 板 切割 的 ， 容 器 所 用 饮 板 的 世面 积 为 

A= Br +27rk 

而 不 是 例 2 中 的 4 =2mrz +2zmrh， 在 例 2 中 ， 景 

经 济 容器 的 六 和 7 之 比 是 2 比 1， 当 前 这 个 比 旺 

雪 少 ?7 

设计 带 蔓 的 靖子” 一块 古 纸板 的 尺寸 为 10 in x 

15 im， 如 附 图 所 示 ， 从 10 in 一 边 的 黄 个 角 上 切 

除 相 等 的 正方 形 。， 从 另 氏 两 个 集 上 切除 相等 的 

矩形， 使 纸板 能 够 折 成 带 普 的 长 方 栖 盒子 . 

{al 写 出 僵 子 容积 Yix}) 的 公式 . 

(bj) 求 问题 中 的 定义 城 并 哺 出 六 在 定 尖 域 上 上 
的 图 形 . 

1e} 利 用 图 形 方法 求 最 大 容积 以 及 瘦 出 最 大 容 
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程 的 x 入. 

{dj 通过 分 析 证 实在 5 中 得 到 的 结果 . 

设计 纸箱 如 内 疼 所 上 天. 把 一 鼎 24 in x36 in 的 

下 纸板 对 玫 折 要 成 中 inxlgim 的 计 形 然后 弄 

撞车 的 定形 的 由 个 衣 虐 切除 边 长 为 x 的 爹 等 正 

矿 形 ， 然后 召开 折 和 的 纸板 ,身上 革 折 起 边 上 上 

个 概 片 构成 玫 侧 击 和 恒星 的 请 于 . 

{a} 证 念 主 容 要 Fz) 的 公式 . 

fh} 求生 题 中 六 的 定 久 域 于 壬 议 出 六 本 定义 战 
上 的 图 诬 . 

fe} 利用 几 形 方法 炒 量 大宅 各 以 及 结 出 报 大 穷 
各 的 =* 值 . 

【dj) 通过 分 析 证 实在 (ce ) 中 矢 到 的 结果 

fe) 闯 产 牛 1120 in” 容积 的 x 值 ， 

1 7 一 赴 描 述 出 现 本 (hi 中 的 问题 的 交 字 -. 


17. 


广 36 英 直 1 上 


名 抽 度量 纸板 


一 


| 3 隐 美 十 
.一 个 短 形 内 接 于 曲线 y=4 cost0.5z) 从 x= 一 下 
到 x=T 的 拱 形 纺 段 之 下 ， 达 到 最 太 面 积 的 符 
形 的 必 寸 是 什么 ? 抢 形 的 最 大 面积 是 多 大 ? 
四. 类 半 么 为 0 cm 的 球体 能 能 容纳 的 体积 最 太 的 
内 接 正 圆柱 体 的 尺 十 ， 内 接 正 圆柱 体 的 最 大 体 
积 是 多 大 ? 


和 4 


30, 14a] 闫 国 峙 政 辣 对 国内 投递 只 接受 长 座 和 图 长 
i 采 二 长 座 } 之 和 未 超过 108 in 的 邮件 站 
采用 什么 尺 直 将 使 带 目 方形 端面 的 邮件 从 达 
到 最 大 可能 的 体积 ” 
国 长 此 姓 肪 1 几 长 诬 


术 改 下 方形 路 面 
【bio 108 in 邮 作 念 ( 长 讼 加 国 长 = TO8 iny 的 
体 程 作为 比 长 讼 和 的 册 数 的 图 形 ， 开 上 玉 把 及 
时 结果 加 (3 的 答案 作 比 较 . 
21. ( 续 避 20) 
fa 人 根室 不 用 带 下 方 碟 端面 而 用 带 正 方形 便 而 
的 邮件 念 ， 合 此 民生 为 各 而 图 长 等 


计 2+26， 如今 厅 用 什么 尺寸 特使 邮件 总 
的 体积 达到 和 最大” 
| 本色 
| 
| | 
， 用 
加 【hj 四 出 恒 租 作为 大 的 鹃 数 的 图 形 ， 拌 下 把 所 
见 结果 阿 {a) 的 答案 作 比较. 
22.--- 慰 窗 户 由 一 个 什 形 和 个 兴 圆 形 构成 ， 逢 形 部 


分 用 表明 玻 融 ， 而 半圆 形 部 分 用 有 人 取 玻 填 ( 鲜 单 
位 面积 焉 过 的 光线 私 为 表 明 玻 堵 的 一半， 假定 
窗户 的 郑 周 长 基 固 定 的 ， 求 允许 透射 最 狂 光 线 时 
窗 产 此 部 分 的 比例 .忽略 窗 框 的 厚度 , 


23. 地 客 { 不 包括 底部 ) 申 一 个 圆柱 体 禾 盖 . -个 于 球 
体 购 成 地 容 表 而 每 平方 单位 的 造价 ， 半 残 体 


蔷 示 的 各 用 


大 深部 分 为 阅 杜 体 幅面 部 分 的 项 倍 如 果 地 窒 体 
租 问 定 上 开征 保持 最 低 造 价 ， 确 定 地 窗 采 用 的 尺寸. 
疙 略 地 容 的 厚度 和 时 二 结 板 出现 的 材料 浪费 

24， 图 中 的 饲料 本 由 所 示 的 尺寸 构成 ， 谷 有 有 角 旬 可 以 
改变 ， 使 刨 料 槽 容 租 达 到 最 大 值 的 8 值 是 什么 


NN I 


广 1 英 只 才 


下 


25. 折 君 纸 片 上 张 8.5 inxil in 的 算 撒 纸 片 慎 放 
在 :个 平面 上 上， 如 图 所 了 未， 把 纸 片 的 :个 阴 折 
王公 较 长 的 圭 迪 ， 并 于 作 在 那里 直到 纸 而 变 平 
疏 ， 问 是 是 瑟 求 使 折 痕 的 长 度 尽 可 能 小 ， 把 折 


报 长 度 记 为 1 试用 纸 片 折 得 ， 
D CC 
n 
Wx 
. 全 (原来 在 A 
T 
EE 
A * # 
(证 盟 己 = 二 姑 
于 -8 了 


(bj 使 二 达到 最 小 值 的 * 值 是 老少 ? 
【ee 并 的 最 小 值 是 和 多少 * 
26. 构造 圆柱 体 ”比较 下 面 两 个 设计 和 问题 的 答 烷 . 


{a} 把 一 抉 间 长 和 6 em 和 尺寸 为 x em x yem 的 
算 形 泗 板 着 成 附 图 a 所 示 的 圆柱 体 ， 使 体 
积 达 刻 最 大 的 * 值 和 + 值 是 仁科 ?7 

1b) 把 回 一 父 薄 板 围 绕 长 度 为 y 的 一 边 旋转 丑 
过 附 图 b 所 示 的 立柱 体 ， 使 体积 达到 量 大 


和 让 b} 


的 x 值 和 y 值 是 什么 ? 
27. 构造 圆锥 体 把 斜 过 长 m 的 直角 : 角 谨 全 红 
一 个 般 边 旋转 产生 家 亲 辕 剧 体 ， 求 用 这 种 方法 能 
够 构造 虹 大 体积 的 国 惟 体 的 六 徐 ， 高度 和 体积 


双 . 设 Aa) = + 了 a 下 什么 值 将 便 


{fa}f 在 x=2 有 局 部 极 小 值 ? 
【pl 在 x=1 有 -个 拐点 2 

29. 证 明 所 4) = 于 + 二 对 于 作 何 < 值 均 不在 在 局 部 

极 大 值 ， 

.x = + 5 肥 秆 之 值 将 使 

{ajf 在 t= -| 有 局 部 概 大 值 和 在 +=3 有 局部 
械 小 值 * 

1b)f 在 z=4 有 局 部 极 小 值 和 在 x=1 有 .个 
拐点 ? 

31. 稚 直 运动 


一 个 垂直 运动 物体 的 蜗 度 由 

5 =— 68 +96r+112 
确定 ， 其 中 < 以 英 尽 为 单位 . :以 各 为 单 倍 ， 炎 
(1 物体 在 :=0 时 的 速度 . 
th) 物体 的 最 大 高 度 以 及 达到 这 个 高 度 的 时 间 ]. 
(cj) 物体 在 ;=0 时 的 速度 . 

,最 快 路 径 ” 简 论 在 离 海 举 2 英里 的 小 鹏 1:， 她 
想到 达 离 船 最 近 点 的 岸 边 前 上方 英 里 的 海滨 村 
庄 、 好 划船 的 速度 为 2 mph， 走路 的 速度 为 
5 mph， 简 昵 的 小 船 在 什么 地 方 你 岸 能 使 她 抵达 
村 庄 所 需 的 时 间 最 短 ? 

33. 最 短 横 杆 ” 附 图 显示 - - 道 8 和 ht 高 的 墙 竖 闻 在 离 
建筑 物 27 于 的 地 方 . 求 能 从 墙 外 地 上 达到 建筑 
物 侧面 的 最 短 直 线 横 杆 的 长 虚 . 


杭 杆 建筑 物 


8R 堵 


了 7 壬 


“了 3. 梁 的 强度 ”矩形 洒洒 的 强度 $ 与 同 它 的 寅 度 和 和 


厚 麻 平 方 的 刁 积 成 正比 ( 参见 附 图 ). 
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四 35. 


37. 


{1a] 炒 人 能 够 从 直入 凡 12 in 的 圆柱 体 原木 锯 出 强 
度 最 大 的 洪 的 太 由 

(bj His 作为 梁 的 宽度 的 隔 数 的 图 形 ， 由 
定 比 例 常 数 上 = 14， 说 明 所 风力 席 阿 fa) 中 的 
符 案 中 铬 的 . 

1e] 在 交大 幕 上 上 晤 出 荐 为 丙 的 厚度 弛 的 明 数 
的 图 形 ， 也 取 玉 = 1， 对 其 个 图 虑 进行 比较 
并 且 辐 (a) 中 的 答案 作 比 较 ， 当 把 大 改 蛮 为 
甘 个 此 他 秆 时 有 有 什么 结果 ? 尝试 -下 . 


一 

梁 的 刚度 ”十 形 梁 的 刚度 * 品 它 的 宽度 和 咱 度 

3 次 方 的 莘 积 成 正比 . 

(a) 并 能 况 从 丰 征 为 12 in 的 圆柱 体 原本 和 锦 出 贱 
度 最 大 的 梁 的 尺寸 . 

fh}j 遇 i5S 作为 梁 的 宽度 w 的 十 数 的 图 形 ， 假 
定 比 例 常 数 上 = 1 说明 所 见 图 形 同 (a) 中 的 
答案 是 一 致 的 . 

(ce] 在 同一 屏幕 上 曾 出 $ 作 为 梁 的 厚度 了 的 蝴 数 
的 现形 ， 也 取 #= 1， 对 两 个 图 诬 进 行 比 较 
并 且 同 (a) 中 的 答案 作 比 较 ， 当 把 大 改变 为 
某 个 其 他 值 时 有 什么 结果 ”尝试 - -下 ， 

质点 在 直线 上 的 运动 ”两 个 运动 质点 在 * 轴 上 鞋 

的 位 置 为 5 =snt 和 q =sin {1+m3),，s, 和 5; 

以 洪 汶 单位 ,上 以 种 为 单位 . 

【8 两 个 质点 在 区 间 0s<stso2m 上 什么 时 间 
相遇 ? 

(b} 两 个 质点 在 什么 时 间 相 距 最 运 ? 

1ej1 陋 个 质点 之 问 的 距离 在 区 间 0 所 :过 2 上 什 
么 时 间 变 化 最 快 ? 

无 摩擦 小 车 ”把 一 辆 用 弹簧 连接 在 雯 上 的 无 摩 

控 小 车 拖 离 它 的 平衡 位 置 10 em， 在 时 间 := 

松 开 使 小 车 来 辐 和 滚动 4 秒 钟 ， 它 在 时 间 上 的 位 

峰 是 ss = 10 cos 9 

1a) 小 车 的 晤 大 速度 是 多 大 7 它 在 什么 时 间 滩 
动 最 快 ? 它 在 这 时 处 于 什么 位 置 ” 这 时 小 
车 的 如 速度 有 多 太 ? 

[bj 小 车 加速 麻 为 最 大 时 的 位 置 在 和 何 处 ? 它 在 
这 时 的 速度 有 多大 ” 


相 . 
强 . 两 个 线 排 悬挂 在 弹 息 | 的 物体 的 位 时 分 别 由 


39. 


5 =2 saint 和 s, = in 24. 

{aj 它 们 在 区 间 0 <r 二 何 时 在 下 错过 >? (提示 : 
sin 2 =2 ain frou 1) 

fb] 它们 之 间 的 重 直 蚜 离 在 区 辣 0r 和 2m 上 何 
时 壕 到 最 大 值 ? 这 个 距离 是 名 大 ?提示 : 


Cos 27 =2 cas:t -1) 


.Ce - 
er 一 
= i- 
= be - 
一 < 一 
Te 
Ee 

rt 1 9 
Pp 
[ -nm 

一 一 

2 

' 


选择 太阳 能 站 地 址 ”按照 从 同 要 在 岩 图 所 未 的 
两 座 建筑 物 之 间 的 东 -西联 线 的 地 面 上 娃 -个 太 
半 能 站 。， 把 它 放 在 此 离 较 高 建筑 物 凶 返 的 屯 方 
才能 使 太阳 每 天 在 其 顶 上 通过 的 小 时 数 达 到 最 
大 值 ” 从 观察 


和 = 本 一 At 


开始 .然后 求 使 3 达到 最 大 值 的 * 值 . 


二 col- 
a0 


- 网 马 光学 原理 。” 竟 马 光学 原理 说 明光 线 从 一 点 


到 久 一 点 的 传播 总 是 沿 着 一 做 使 传播 时 间 最 得 
的 路 人 径 进行 .从 光 流 4 射出 的 光线 经 过 平面 镜 
反射 到 达 点 旦 的 光 接 收 器 ， 如 附 图 所 示 ， 对 于 
服从 费 马 原 理 的 光线 ,证 明 人 射 角 必 须 等 于 反 
射 角 ， 这 两 个 角 都 是 从 反射 面 的 垂直 线 起 度量 . 
{这 个 结果 也 可 以 不 用 懒 积 分 推导 你 或 尝 宁 
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愿 采 川 一 种 纯粹 几何 的 论 证 . ) Ga 1 
所 在 线 OC | 
到 接收 器 Pr 人 | 
网 如 本 | 

光村 反对 有 | 
名 1 | 


9 


下 而 镜 


41. 饮 草 疫 ”把 人 金属 锡 保 让 在 142 筷 以 下 的 环境 ， 


它 会 恨 烛 变 成 易 雁 的 并 碎 者 成 种 歇 色 粉 契 
如 果 锡 制品 在 低温 下 放 几 华 ， 它 们 最 后 会 自动 
碎 儿 成 这 种 灰色 粉 未 ， 儿 年 前 多 过 自己 教堂 的 
锡 管 道 碎 用 的 欧洲 人 把 这 种 变化 称 为 声 三 入. 
因为 它 似 平 有 接触 传 娟 性 ， 调 在 实际 上 这 总 国 
为 这 种 瞩 色 粉末 是 它 自身 形成 的 催化 剂 

化 学 反应 中 的 催化 剂 是 控制 反应 速率 的 一 
种 物质 ， 使 反应 本 身 林 是 固定 不 变 的 ， 自 动 催 
化 反应 是 这 样 一 种 反应 ， 它 的 产物 是 其 自身 肛 
成 的 催化 剂 ， 这 种 反应 在 开始 催化 剂 用 量 很 少 
时 亲 能 是 烛 迷 的 ， 而 在 最 后 当 原 有 物质 大 部 分 
用 尽 后 反应 进程 又 是 提速 的 ， 但 是 在 物质 不 身 
和 它 的 催化 判 产 物 都 充裕 时 ， 反 应 以 较 快 的 加 
度 进 行 . 

在 菜 此 情况 下 ,有 理由 认为 反应 速率 : = 
学 同 麻 物 质数 基 和 催化 剂 产 物 数量 成正 比 ， 就 


是 说 ， 可 以 把 t 单独 视 为 + 的 函数 ， 并 且 
+ = gr 一) = kox - kx’: 
其 中 x= 产物 的 数量 ,4 = 开始 时 物质 的 数量 ， 
天 是 一 个 常数 . 
速率 在 * 取 什么 倩 时 达到 要 大 值 ? 1 的 极 
大 值 是 吉大 ? 


4 和， 飞机 着 球 路 径 ”如 附 图 所 示 ，% 机 在 开始 向 机 


场 跑道 降落 时 的 高 度 为 ， 飞 机 离 机 场 的 水 
平地 面 距 离 为 假设 飞机 着 陆路 入 是 3 次 
多 项 式 隔 数 Y=ax! + x? +cz +d 民 表 的 曲线 ， 
其 中 -了 =H, x(0) =0, 


{a} 里 在 +=0 的 值 是 什么 ? 

(bj 乏 在 x= ~ 上 的 值 是 什么 ? 

(ej 利 用 和 在 <=0 和 x= -的 值 以 及 y(0) = 
0 和 y(t -上 ) = ,证 明 


"9 (到 到] 


43, 


45. 


47. 


后 产 叶 分 销 拇 个 匠 包 的 成 本 为 美元， 如 果 逢 
个 背包 献 x 美 起 ， 销 祝 量 由 
区 100 -+) 


确定 ， 其 中 和 请 是 正 值 常 数 ， 使 利润 达到 最 
大 值 的 销售 价格 是 多 少 ? 


由 三 


你 经 背 的 旅行 社 提 供 下 述 服 务 价 格 : 如 末 参 加 


旅行 的 人 数 为 了 0 大! 富 记 旅行 的 最 低估 数 )， 
得 人 2300 美元 ; 增加 -人 人 人， 每 人 降低 2 关 元 ， 
最 铸 可 增 如 刘 总 数 名 和， 导游 费 为 6000 这 站 
{ 同 定 费 内 ) 入 加 每 人 22 美 苞 ， 多 少 人 参 交 旅 
族 能 使 你 获得 最 大 利润 ? 

左 尔 还 批 量 公 式 ”库存 管理 中 前 -个 重 归 公式 ， 
表明 每 周 订购 、 支 付 和 保存 商品 的 平均 成 在 为 
Atq) = 和 + cm 十 
其 中 ?是 当 商品 (鞋子 ， 收 音 机 、 扫 蜗 吗 其 他 可 
能 的 物 总 ) 库 存量 达到 低 限 时 的 订购 量 . 上 是 提 
六 一 次 订单 的 费用 (无 论 多 长 时 间 提 出 订单 ， 
其 值 相同 ) ，* 是 一 件 商 品 的 价格 { 常数 ) ，m 是 
每 盾 销 千 商 品 的 数量 ( 常数} . 六 是 每 件 阐 贞 每 
疗 的 保管 费用 (把 空间 , 公用 设施 、 保 险 和 安 

全 费用 者 虚 在 内 的 常数). 

(aj) 作 为 库存 经 理 ， 你 的 工作 基 寻 求 使 409) 达 
到 最 小 值 的 订购 量 ， 这 个 量 是 名 少 ? (用 于 
本 找 符 案 的 这 个 公式 称 为 感 汞 进 批 重 
公式 .} 

tb} 运输 费用 有 了 时 依赖 于 订购 量 ， 在 这 种 情况 
下 更 实用 的 方法 使 用 上 + bg 代替 大 ， 这 是 去 
与 4 的 常数 售 数 之 和 .这 时 最 经 济 的 订购 最 
是 多 少 ?” 

生产 量 证 明 : 平均 成 本 最 低 的 生产 量 ( 如 果 

存在 } 是 平均 成 本 等 于 边际 成 本 时 的 生产 县 . 

证 明 ; 莅 收入 函 歼 和 巾 本 了 匡 数 分 别 是 r(x) =6x 

和 ctx) = -6 +15z， 则 你 能 达到 的 最 好 结 

果 是 收 支 平衡 (收入 和 成 本 相等 ). 

生产 量 假设 生产 + 件 产品 的 成 本 是 c(tx) = 

一 20x7 +20000 x， 求 使 生产 x 件 产品 的 平均 

成 本 达到 最 小 值 的 生产 晤 . 


49. 


s1. 


52. 


53.。 
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药物 竹 服 性 ( 续 34.2 节 习 是 58) 通过 我 导数 
各 达 到 最 天 值 的 昌 仁 ， 求 人 体 最 生 域 的 药物 剂 
乱 ， 贞 中 


而 忆 为 贡 数 ， 

我 们 物 样 咏 咯 

taj 在 咏 喇 时 ， 气 尾 收 短 增 加 空气 放 出 速度 
这 就 所 出 气管 庶 该 收缩 惠 和 何等 各 讶 才能 使 
气流 达到 最 太 速 度 以 用 在 咳嗽 时 气 符 其 否 
直 正 收缩 到 这 种 逢 度 的 问题 

在 对 气管 克 的 弹性 以 及 关于 核 近 气管 

购 的 空气 如 何 内 摩擦 而 喊 慢 作 出 合 悍 想 民 
之 上 下， 平均 气流 速度 可 以 用 方程 


ro 
一 和 rm 


2 

模拟 .此 中 心 是 气管 在 不 昱 吸 时 以 厘米 计 
的 半径 ,ce 是 线 常 靶 ， 它 的 值 部 分 依赖 于 所 
管 的 长 诬 ， 


证 明 ， 当 -= 二 ms 时 ， 也 就 尽 当 抒 管 收 


缩 大 约 33,3% 时 ,。 取 最 大 值 ， 明 显 的 事实 
是 ， 咳嗽 时 X 光照 片 充分 证 实 有 闫 气管 收 
缩 的 这 个 结果 . 

fb) 取 m=05 c=1， 员 出 + 在 民间 0 二 r 二 0.5 
上 的 图 找 ， 把 所 见 结果 癌 r= 子 时 +， 皮 地 
大 值 的 断言 作 比 较 

关于 正 整数 的 一 个 不 等 式 证明: 若 4,b,。. 


了 是 正 整 数 ， 风 
Ca rb tr + +1) > 16 


t= ep, -rrems, 


nbcd 
例 4 中 的 导数 党 
(a) 证 明 Am 7 
是 * 的 递增 函数 . 
-_ -x 
{bj 证 明 SX) = 一 一 一 一 
vb + {dxr)’ 
是 * 的 递减 隔 数 . 
{c) 证明 dd ] 过 一世 


dx a va: tx eo, vb + ld-x): 
是 * 的 递增 西数 ， 

令 flx) 和 gtx) 是 附 图 所 示 的 可 微 函 数 ”点 < 是 

两 条 曲线 之 间 的 垂直 有 距 离 达 到 最 大 的 点 ， 关 于 


S55. 


57. 


血 4 党 
两 条 山 线 在 点 r 的 切线 有 什么 特 呈 性 质 ” 所 出 
等 案 的 奋 由 . 


， 鉴 求 你 确定 陋 毅 站 zi) =34+4 co 大 +ros ax 居 而 


怕 为 负 值 . 

1a] 角 用 为 什么 你 只 需 冰 起 在 区 间 :0，2m ;内 的 
x 值 . 

fbjz7 恒 为 贡 什 吧 ? 说 明理 由 . 

{a] 明 数 7 = rotxz -carxr 在 人 区间 0<xs<m 
有 一 个 笔 对 要 大 值 ， 试 求 这 个 俏 . 

{b) 册 沁 请 数 的 图 形 ， 惠 且 拒 所 见 结果 同 ta} 中 
的 答案 作 上 比较. 


。 [8 网 数 Y=tan x+3 catxr 在 KK 间 0 <x< 了 上 在 


一 个 绝对 极 小 值 ， 试 求 这 个 人 

(9 四 出 涌 数 的 图 形 ， 并 且 把 所 史 结 果 辐 (a) 中 
的 答案 作 比 较 . 

(a) 曲线 y= 是 如 何 同 点 [这 ， 0) 靠近 的 
(提示 如果 取 胞 腐 平 方 的 最 小 什 ， 可 以 
如 免 平方 根 . ) 

(bj 起 柯 出 此 离 函 数 和 y = 吧 的 内 形 。 并 且说 
明 所 见 结果 隔 (a) 中 的 答案 是 一 臻 的 


¥ 


58. [a) 半 国 Y= v16- 庆 是 如 何 问 点 (1}，y3 ) 千 


近 的 ? 

[b) 一 起 画 出 中 离 函 数 和 y= v16 -x 的 图 撒 . 
并 丘 说 明 所 蝎 千 果 同 ta) 中 的 竺 党 基 - 
部 的 . 
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4.6 不 定式 与 洛 必 达 法 则 


约翰 伯 句 利 败 现 了 利用 导数 在 分 式 的 分 于 和 分 类 同 时 赵 于 零 或 无 穷 夫 时 计算 分 式 航 限 的 
法 则 ， 这 个 法 则 就 荐 当今 以 展 营 梅 洛 司 达 命 名 的 党 必 达 法 则 ， 洛 必 达 是 一 位 法 气 两 趴 族 ， 他 号 
了 第 一 本 介绍 微分 学 的 教科 若 ， 这 条 法 则 首次 出 现在 这 本 扣 中 ， 


人 物 传记 4. 6. 1 不 定式 0 


格 劳 梅 - 弗 下 科斯 ， 如 果 连 续 也 类 记 x} 机 g(x 帮 x =a 同时 为 零 ， 肝 各 
安 托 万 ， 洛 必 达 Lm A) 
【Cuilaome Frangois ~" gLX) 


Amloine deTHipitadl， 不 能 通过 代 人 * =a 求 捍 ， 这 样 代 人 产生 没有 意义 的 无 法 计算 的 表达 式 耻 
1661 一 1704 ) 


约 输 ， 伯 努 利 。 我 们 用 入 作为 称 为 不 定式 的 -种 表达 蕊 的 记号 ， 在 菜 些 情况 下 ， 汗 致 不 
[4 定式 的 极限 可 以 通过 项 的 消去 、 重 新 排放 或 者 其 他 代数 据 作 得 到 ， 们 是 
并 非 总 是 如 此 ， 在 第 2 章 用 过 这 种 方法 ， 即 在 2.4 季 求 lm 于 时 采 用 的 


重要 分 析 于 般 ， 我 们 钼 经 最 得 用 极限 
Fa) = lm -A/a) 


拉 一 如 
计算 汗 数 的 成 功 ， 并 且 当 代 人 ==a 时 这 个 极限 总 起 产生 问 人 等 价 的 不 定式 洛 必 达 法 则 使 我 们 
能 够 利用 米 导 数 获 得 的 结果 来 计算 极限 ， 而 用 其 他 法 求 这 种 极限 会 导致 不 定式 . 


定理 6【 洛 必 达 法 则 ) 假设 f(a) =gta) =0. 六 和 g 人寿 包 含 a 的 开 必 后 间 / 上 是 可 微 是 数 ， 
并 及 当 * 关 # 时 g(ae) 0。 屠 和 


lim fy = = lim A 
Ea 如 "Cry 
假定 这 个 等 式 右 端的 极限 存在 . 
定理 的 证 明 在 本 节 最 后 给 出 . 
例 1 
{a} Lin 3 nx m3 cs +. 二 2. 
4 中 T 7] 1 1 jo 
1 
(b) lim vl + =lim 2 te =3. 


- 1 +t 一 让 一 YA 0 
9 (0) 
-lim (210 +#) -12 (仍然 是 0 ， 再次 微分 ] 
出 2 用 
(4 +x) '* 1 0 -e， 
= lim = -部 . { 不是。 求 得 极限 ) 


:一 -- - -~ -- - .. 一 一- 加 
0 mm” (0) 
-| 
aa 
= lim “0 * =- i {不 是 0 求 得 极限 国 


注意 “在 对 jg 诺 用 洛 必 达 法 则 时 ， 要 用 的 导数 除 六 的 导数 、 不 要 掉 进 求 志 的 导数 的 隐 时 
使 用 的 商 昆 二 而 不 是 [ £)] 
区 如 
我 们 把 钢 1 中 采 到 的 步 又 小 结 如 下 . 


频 用 洛 必 达 法 则 | | 
在 用 洛 必 达 法 则 发 

lim /x) 

~" R(X) 


上 时， 只 要 仍然 得 到 在 *=e 的 不 定式 全， 就 继续 对 和 g 求 导数 ， 但 是 当 这 晤 个 学 数 中 的 一 个 


"或 着 妇 一 个 在 *=& 不 骨 是 0 时， 就 停止 求 导数 过 程 ， 洛 必 达 法 则 不 适用 十 分 子 成 分 什 县 有 有 
眼 非 零 极限 的 情形 . 


例 2 注意 正确 弛 应 用 洪 必 达 法 则 ， 
. 1 cosx 0 
lim x (0) 
= = 0 (不 是 8 , 求 得 概 限 ) 
公 此 为 止 的 计算 是 正确 的 ,但 是 如 果 继 续 冰 导数 ， 试 响 骨 次 应 用 洛 必 达 法 出， 就 得 到 
1 — wosx . sin x os 1 
= lim = 


+ 1T+2r rH 2 7 2 

这 是 错误 的 结果 ， 洛 必 达 法 则 只 能 应 用 于 给 出 不 定式 的 极限 ， 而 二 不 是 不 定式 , 
洛 必 达 法 则 也 可 以 应 用 于 单 侧 极限 . 

例 3 


(a) lim am (3) 


5 四 一 TI 


出 答 "i 时 
= lm 号 二 = . (xz > 时 为 正 》 寺 各 将 信义 是 相同 的 ， 


0 时 为 负 ) 
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4.6.2 不 定式 ，m :0 和 一 -= 
在 我 们 试图 用 代入 x =a 求 x-*a 的 极限 时 ， 有 时 得 到 像 了 ，e .0，% -~ w 这 样 不 确定 的 表 


达 式 而 不 是 不定 式 了， 首先 号 感 不 定式 中 
在 高 等 微 积分 教程 巾 ， 像 证 明 不 定式 全 的 洛 必 这 法 则 一 样 ， 也 证 明 适用 于 不 定式 号 的 沿 必 
夺 法 则 ， 如 果 x 一 ra 时 由 x)-*+m 和 g(r) 五， 慑 么 


J) ji) 
R(x) = Ug) 


只 要 右 端 的 极限 存在 ， 在 记 纺 <- 中 ,a 可 以 是 有 限 的 ， 册 可 以 是 无 穷 大， 同时 ，x 一 a 可 以 用 
单 侧 极限 x 一 a 或 者 x 一 a 代 蔡 . 
例 4 求 下 纠 极 限 : 


Sec * . [nx .ec' 
{a) lim, 1 +tan x (b) lim 2yr (e)lim x 


解 (下 ) 分 式 的 分 子 和 分 母 在 *= 了 不 连续 ， 所 以 我 们 号 察 此 处 的 单 便 极限 ， 为 了 应用 洛 必 


达 法 则 ， 可 以 选 璋 以 x= 字 为 端点 的 任意 开 区 间 
lim 了 nz 《 左 极 限 不 定式 呈 ) 


sum ] +tanx 


Sec x tan x 


= im = lim sinx = 上 
rm 3 汽 1 
右 模 限 不 定式 二 字 的 值 也 等 于 1， 所 以 双重 极限 等 于 1. 
nx lA/x 1 
bjl =lim =]i - =0. 
{ ) 7! im ?I 
(elim 和 =lim Slim | | 


下 面 我 们 把 注意 力 转向 不 定式 w' 0 和 ww - %m， 这 两 种 不 定式 有 时 可 以 用 代数 方法 转变 成 不 


定式 站 或 者 ， 这 里 同样 不 是 把 m .0 或 者 w - % 看 成 一 个 数 ， 它 们 只 不 过 是 考察 极限 时 表示 函 


数 特 性 的 记号 ， 下 而 举 由 如何 求 这 两 种 不 定式 极限 的 例子 . 
例 5 求 下 列 极 息 : 


(a) lim(* sin 全 (bj lim yx tn x. 
解 
(a) lim [x sn 二] {om :0) 


= lim{ rin h)=1. ( 邻 坟 = LA/x) 
向 -+ 页 


{b) lim yx In x = lim 
s+ 4 


248 
例 6 求 极限 lim{ | -1 } 
1 Tt 
解 荐 x 一 0:， 鸯 sin 吧 而 
] 1 
-- 一 - ~ 加 一双 
3 首 和 革 
癌 样 ， 巷 二 如- ， 则 sins 一 0 而 
| I 
一 一 一 一 一 砚 —{—-m) = 一 各 十 匣 


两 种 形式 都 没有 指示 极限 中 的 实际 情况 ， 为 了 求 出 航 限 ， 首 先 合 并 两 个 分 式 ; 
in z) 
11 区 x EE 呈 ]P1 革 


然后 对 结果 应 用 党 必 达 法 则 : 


(人 


， ] ~ cosx 0 
-| OX 上 
.9 ET {仍然 是 自 ) 
. sin 六 二 
= lp jn =0 


4.6.3 不 定 杖 


导数 不 定 成 1” ，0 相 w ”的 极限 有 时 可 以 通过 首先 对 函数 取 对 数 来 处 置 ， 我 们 利用 洛 区 达 
法 则 求 对 数 表达 式 的 极限 ， 然 后 取 室 还 原 结果 获得 原来 函数 的 极限 。 这 个 过 积 由 指数 随 数 的 连 


续 性 和 2.5 节 定 理 11 证 明 是 正确 的 ， 并 日 用 公式 表示 如 下 : 


若 lim ln x} = 上 上， 如 
lim f(x) = lim et =er 


其 中 a 可 以 取 有 限 值 或 者 无 穷 大 ， 


例 7 应 用 洛 必 达 法 则 证 明 lim(1 +x)'* =e 


解 ”这 个 极限 导致 不 定式 1”， 我 们 令 记 x) = (1 +x) “并 月 求 lim In f(x)， 由 于 


In fix) = In(l + re)! = 二 Ja (1 + 2 
应 用 洛 几 达 法 则 得 到 
加 mA- 全 
-tim 


国 此 ,lim C1 +x) = limKz) = lim er/" =e! =e. 
例 8 水 极限 im 
解 。 这 个 极限 导数 不 定式 %"， 令 所 x) =x "并且 求 lm nz)， 由 于 
Inftx) = mr = Le 


沿 必 达 法 则 给 出 
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因此 ， limxz =limf x) = lim EE =e =】]. 国 
4.6.4 洛 必 达 法 则 的 证 朋 

清 必 过 法 则 的 证 明 以 杆 西 中 值 定理 为 基础 ， 这 个 中 佣 定 理 涉及 两 个 随 数 而 不 是 一 个 了 哨 数 
我 们 首先 证 明 柯 西 定理 ， 热 后 证 明 如 何 从 它 怪 出 滞 必 过 法 则 . 


人 物 传记 _ 定理 7 ( 柯 西 中 值 定理 】 假定 /和 g 在 [a,6] 上 连 绪 电 在 (a 的， 
奥古斯丁 . 路易 - 柯 遇 -上 处 处 可 微 ， 此 外 假定 在 整个 (a， 小 g'(x) 产 0， 那 么 在 (a， 记 ) 内 
CAugustin-Louis Cauchy， | 存在 一 点 c， 使 得 
]789—1857) te) A -fu) 


g'(e) gb) - gla) 


证 明 我 们 应 用 4.2 节 的 中 值 定理 两 次 ， 第 -- 次 用 它 证 明 g(a) 产 g(4)， 因 为 如 果 g(5) 等 于 
8t0)， 那么 村 于 a 和 ?之 间 的 某 个 c， 中 值 定理 将 给 出 


， 5) ~ Ba) 
gtc) = 四 
由 十 在 Ca, 站 内 g(r) 天 0， 这 是 不 可 能 的 . 
第 二 次 对 了 丙 数 
{h 一 
F(x) = f(x) - 0) -Lg A [els) ~ g(a)) 


or 
因此 在 a 和 请 之 问 存在 数 上 使 P(e) =0， 这 个 等 式 当 用 /和 g 表示 时 变 成 
, ， Ab) -Fa) ， 
P(r) =f'(e)- re ‘(0}] =0 
或 者 
Co _ Ab) -fa) 
glc) ”gCB) ela) 
请 注意 , 4.2 节 的 中 值 定理 基 定 理 7 版 glx) = * 时 的 特例 
柯 西 中 值 定理 对 于 由 参数 方程 +*=g(!) 和 xz =!) 定义 的 曲线 C 有 一 种 几何 解释 由 3.5 节 
等 式 (2) ， 参 数 曲线 在 :的 斜率 由 


yd fn 
dr/dt gtr) 


给 出 ， 所 以 全 名 是 曲线 在 =。 时 切线 的 鲜 率 连接 C 上 两 点 (g(a) ,JCa)) 和 (8(b) ,ft5)) 的 
市 线 的 斜率 为 


(6) ~- fla) 
8(6) - gla) 


定理 7 表明 ， 在 区 间 (a，#} 内 存在 一 个 参数 值 *， 对 于 这 个 c<， 山 线 在 点 ( (gtc}，/{e)) 的 切 
线 的 斜率 同 连接 点 (ge) ,Fa)) 和 (g(85) Ab) 的 制 线 的 斜率 相等 . 这 个 风向 上 的 结果 如 
赎 4.42 所 示 . 注意 ， 可 能 存在 一 个 以 上 这 样 的 参数 值 ~ 


250 血 4 重 


下 而 我 们 来 证 明 洛 必 达 法 则 . 了 

洛 必 达 法 则 的 证 明 ”首先 证 实 对 于 * sa' 情 撒 的 极限 
等 式 ， 然 后 将 其 中 的 方法 几乎 不 加 政变 地 应 用 到 x 一 a 的 
情形 ， 玫 入 把 两 种 情形 结合 起 来 就 得 到 证 明 . 


假定 x 位 于 a 的 看 边 ， 肥 么 g(x) 0， 并 卫 可 以 对 闭 Re. Fe 下 
IB] [a, *]| 应 用 柯 凸 中 值 定 昕 , 这 个 步 坚 产生 如 和 r 之 间 斜率 = fb -i fa) 
的 一 个 常数 ec， 满足 Rib) - Blo) 

CO fA) -fia) 
gc) gtx) - gla) tgtay, Pei 
但 是 f(a) =g(a) =0， 所 以 + 


fe -Ax) 几 442 至 少 存在 -个 参数 值 :=c 
. ste) sl) (ec<e<h， 对 er 而 点 .上 蝎 
由 于 总 是 在 和 和 = 之 间 ， 当 = 趋 近 e 时 < 趋 近 a， 内 此 线 在 点 tgtc) ,f(r)) 的 场 
A mc) - (x) 线 的 斜率 同 连 接点 (CgTa)、 
lim = lim 7 
gx) -egfe) ”， g(x) 站 ao) 和 (gt) 所 5)) 的 制 
这 就 证 实 > 从 右边 超过 @ 时 的 洛 必 这 法 划 在 x 从 左边 趋 线 的 斜率 相等 
近 a 的 情形 ， 党 必 达 法 则 通过 对 财 区 间 [x，a]j(x<a) 应 用 
柯 西 中 入 定理 得 到 证 明 . 国 
习题 4.6 
, 在 3 题 1 “6 中， 用 洛 必 这 法 则 求 极限 ， 扒 后 25. lim (* 一 je 和 2 lim ( 3 -x )tan x 
用 第 2 意 掌 对 的 方法 求 极 限 ， 1 i el 
. Xx-2 、。 gin 5 i (2) -1 
1 li -人 lim 27. lim 站 28. jim 
3 fim Se 4 lim_ 1 29. tim -到 —. 30. limi = 上 
a Tr + tid -x3 “2 -1 :2 1 
log:x 
,1 - enos 区 2 31. Jim Intx+1) 32, lim EE: 
5 lim x 6 lim tr +T+] 六 logax Jogy tx +3). 
在 习题 7 -46 中 ,用 猪 必 达 法 则 求 极限 . 33. lim BC +2z) 4 Tim te -1 
2 四 in x or lInx 
7. Jim 到 一 人 8, lim 25, : 
x -5 二 和 5 bin YIF+25 36. ji -a ws 
lim + 10. lim— <1 网 有 
”1 di 37， aa- In {x+1))., 38. lim (Cin x ~ In sin r). 
Sx! 一 关 一 多 , 3 
Se 12. } ,ainfa +A} -sna - 3x+] 1 
人 中 125 + 全 及 四” 
.aint sin Sr 
3 lim 14. | 2 41. lin (in) 2. Him (rae 工 一 Cr 工 十 oOR 工 )。 
“ 四 Int 一 nh 
i 一 一 ; 一 e+ 
15. lm 16. lim 43. 四 5 44. Lim + ) 
28 -人 3 二 1 
1. me 全 15. Lim, sin(g+ {m3)) 45. jm 46. 各 < 
19. lim -sin8 20. im 一 -1 . 在 习题 47 ~56 中 ， 求 极限 
pn] +cos 28 Jn 入 一 Sn Tx i et 
x ， lnf esc x) 47 ms 4. mx 
人 sy i 50, lim (ne) 
23. lm -en 24. lim So Sl limx -tm 52. Jim xi. 
mo ff-snt 1 一 cos 0 于 
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$3. 


SS. 


lim{ 1 +2x)" 32" 54. lim(e' + xr) 
lim xz 本 看。 [im {1 + 二 
3 a Tt 


在 习题 9 ~ 60 中 ， 济 必 达 法 则 盛 助 于 砂 概 限 . 


如 果 第 用 猪 普 达 法 则 ， 只 人 能 诈 现 不 断 的 重复， 请 改 
用 基 种 其 他 方法 求 极 歧 . 
57, lim +l 58. lim — 
I Vax+l #4 
S59 lim 兴 ( 二 #0. lim SoL 
cl -tar x CC 
8641， 直面 两 个 涛 要 限 的 过 程 ， 忆 个 旺 止 确 的 ， 哪 个 


2. 


4. 


65, 


/对 于 下 出 约 出 的 而 歼 和 区 间 ， 


是 错误 的 ? 抽出 等 案 的 理由 . 
(a) li 六 = = 1 


3 0 


(bllm 了 3 


下 而 两 个 求 权 限 的 过 程 ， 哪个 是 正确 的 ， 哪 个 
是 错 诺 的 ? 提出 答案 的 理由. 
—2x 2x—2 


{mylim 2* 


Dn ns 
2 2 
lim 340- 1 
x 2x - 2x-2 -7 
(hlim 。 1 ain lm ons “0-1 i 
下 面 的 计算 只 者 一 个 是 正确 的 ， 哪 一 个 是 正确 
的 ” 其 他 计算 为 什么 是 错 江 的 ? 提出 答案 的 
理由 - 


(一双 ) = 


【ay lim x ln x=0 
i 


(pb lim xlnx=D0.( -wm)= -mn. 


【ee 加 = 全 =|. 
{d) lm# lnx 二 1 
四 = lim (—x} =0. 
Clr = 


求 满足 柯 西 中 值 
汗 埋 结论 的 爹 部 c 值 . 
{nlx) =x, gx) sx, 
(tb)Ax) =x, g(x) = 
[eftx) =x /3 dr, g(x) =x, 
连续 延 拓 ” 求 * 的 值 使 郴 数 


Dx — 3 sin 3r 
Ax) = | Sr’ ” 


cr, x=0 


在 + =0 连续 ， 解 释 你 求 的 * 值 为 什么 符合 要 求 , 


(ta, 6) =( -2, 0). 
《a， 4 是 任意 区 间 . 
(a,b) =10,.3). 


| 


四 567. 


70. 


四 71， 


- 不 定式 加 一 到 


[fa} 通 过 在 x 信 的 通 当 去 的 区 间 上 上 是 出 是 数 
天 r =zx -Vx +* 的 图 形 ， 居 计 
limt x 一 Vr +r) 
的 值 . 
1 和 9) 环 通过 洛 攻 达 靶 则 二 概 恨 ， 证 实 你 的 估计 , 


作为 第 “ 步 ， 用 分 式 二 w+ 革 AU 上 # 


t+ 广 二 压 


儿 简 化 新 的 分 子 . 
不 定式 上 。 通过 曾 出 表 数 围 形 估计 


办 
lim 27: - (3z +1) vr 二 了 
~ *—-1] 
的 值 ， 然 后 用 洛 必 达 法 则 证 实 代 的 估计 . 
本 题 考察 慌 限 
mm 人 1 + 二) 


ma 人 + 十 ) =* 


间 极 限 


之 间 的 痉 册 . 
{a} 利用 将 必 达 法 则 证 明 

lim{ ] + 7) 三 
tb} -起 粳 品 

1 ， 
Nz) = (1 + 7) 和 gtx) = (i + 二] 
对 于 + 宇 0 的 图 形 。” 如 何 比 较 f/ 和 5 的 特性 ? 
合计 Jim 太 *) 的 值 . 
{ c} 通过 用 海 必 达 法 则 计算 极限 ， 证 实 你 对 tim /tx) 

的 人 千 计 . 


. 证明 


llr) = 
给 定 x>0, 求 下 列 执 大 植 (如 果 存 在 ) : 
(ajx!’, 
【bjz' r: 
[cj (0n 为 正 整数 )， 
{0} 证 明 : 对 于 每 个 正 整数 n 有 lim x"™ =1. 
isin zx]" 在 [0，Tr] 上 药 连 续 延 括 
[a 出 x) = (sin x)* 在 区 同 0 和 x 筷 和 上 的 
图 形 ， 对 .指定 什么 值 会 使 它 在 * =0 连续 * 


(b) 通 过 用 洛 必 达 法 则 求 lim f(x). 证 实 你 的 
结论 . 
(返回 伸 图形 上 来 ， 估 计 了 在 -0，T .上 的 极 
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太 什 ,三 大约 在 何 处 睛 概 大 俏 ? 
{d 在 问 -窗口 师 出 产 的 图 形 ， 通 过 观察 角形 三 
何 钼 图 xz 轴 相 尝 ， 拱 高 你 在 tw} 由 作出 的 估 
计 ，、 为 了 简化 计算 ， 可 以 在 产 的 表达 忒 中 去 
除 指数 因 洛 ， 只 吊 指 数 因 子 为 军 的 图 牛 . 
网 72,， 所 烙 (sin x) "(时 习题 71) 
(3) 在 区 间 -7 了 ss 天 ?了 上 博导 的 z = ain x 
的 辐 形 ， 如 何 计算 图 形 中 的 疝 陈 ? 问 陀 的 
寅 度 有 区 大 
1b) 王 喇 让 了 在 区 间 0 和 二 fs 站 上 的 图 形 ， 是 数 在 
4.7 牛顿 法 


本 节 讨 论 一 种 数值 方法 ， 称 为 牛 顿 法 成 考 牛 顿 - 
拉 弗 森 法 ,这 是 用 于 求 方程 fx) =0 近似 解 的 -种 
方法 实质 上 它 是 在 Y =f(x) 为 零 的 附近 用 切线 代 
楚 商 数 的 图 形 ，( 使 /为 零 的 x 值 基 范 数 让 的 根 和 六 
穆 zy =0 的 解 . ) 
4.7.1 牛顿 法 的 步骤 

为 了 估计 方程 f(x) =0 的 解 ， 牛 顿 法 的 日 标 共 
产生 开 近 方程 解 的 一 系列 通 近 ， 把 x, 作为 第 一 个 这 
近 ， 那么 ， 在 有 利 的 情 滴 下。 这 仁 方 法 通过 途 步 回 
了 图 形 同 * 轴 的 交点 移动 ， 执 行 求 解 的 其 余 步 又 ( 见 
图 4. 43)， 方法 的 等 一 步 用 的 一 个 线性 化 的 零点 
允 近 /的 者 点 ， 下 面 说 明 它 的 求解 步 怠 . 

韧 始 估计 值 x 可 以 从 图 形 或 者 单纯 途 铺 测 得 
到 ， 然 后 ，、 和 牛顿 法 用 曲线 y= 所 *) 在 (zo， (x0)) 的 
切线 通 近 曲线 ， 切 钱 同 xx 轴 的 迹 点 称 海 x,( 见 
图 4.43)， 数 x 通常 比 x 是 对 解 的 更 好 逼近 ， 曲 线 
在 (#1 ， 帮 2 的 切线 朵 昌 线 的 变 点 忆 是 这 个 序列 
中 下 一 个 通 近 ， 继 续 进 行 下 去 ， 用 每 个 逼近 产生 下 
一 个 通 近 ， 直 到 获得 足够 接近 画 数 根 的 逼近 为 止 . 

我 们 可 以 用 王 述 方法 导出 产生 逐次 遂 近 的 公式 . 
给 定 逼 近 x ， 磺 线 在 点 (xz。， 天 x,)) 的 点 斜 式 方程 是 

Fy Ar) TS 一) 
可 以 通过 置 Y=0 求 它 同 + 轴 的 交点 ( 见 图 4 44 ) : 
0 = fx) + f(z) (x — x,) 


(如 果 . 广 4x,) 天 小 ) 
这 个 + 值 是 下 一 个 通 近 x,,.. 
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xz = 了 此 定义 、 但 是 者 形 在 这 个 点 没 在 章 
也 ， 这 彝 出 现 什 么 情 沈 ? 图形 灵 现 对 六 在 
x*= 志 给 出 什么 值 ? (提示 ; 出 桨 必 送 法 则 


求 /在 *( 于】 和 zx( 到) 时 的 极限 ) 


{ 时 继续 者 蛙 的) 中 的 图 形 ， 尽 可 能 准 靖 地 炒 出 
了 的 朗 大 值 和 被 小 从， 并 让 佑 计 使 了 取 极 大 
值 各 楷 小 值 时 的 zx 值 . 


了 


tmp fro) 


{x ft) 


{x2 Fix1)) 


考 找 的 根 \ 
~ 
二 mm Te EE 
a | 如 
第 4 次 第 3 次 第 2 次 弟 1 六 
通 近 


图 4.43 牛顿 法 从 初始 猪 铀 z 开始 ， 在 契 利 
情况 下 每 步 改 进 一 次 铺 测 值 


中 
章 


fm 

如 这 : x) 

切线 方程 ， 

-fm) 一 xi — Xr) 


切线 


EE 
性 使 图形) 


(nxn] 


\ 


Fe) 
Fxn) 


图 4.44 牛顿 法 相继 步 邓 的 几何 表示 : 从 +， 
身上 至 曲 绥 ， 再 沿 切线 向 下 求 x,.， 


l= 
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下 曾 给 出 咎 师 法 的 小 结 ， 


牛顿 法 的 步 踊 


(1) 对 方 各 (x) =0 的 解 猜测 -个 初始 尖 近 y=/ 的 图 形 可 能 有 助 二 这 种 猜测 
(2) 使 用 公民 
- A ) ， 
pr 如 果 f'(x,) #0 (1) 


由 第 个 道 近 获 得 第 2 个 遂 近 ， 出 第 2 个 遂 近 图 得 第 3 个 逼近 ， 等 等 ， 


4.7.2 ”应 用 牛顿 法 

牛顿 法 的 应 用 通常 包含 大 量 数 值 计算 ， 这 使 它们 非常 适合 于 在 计算 机 或 计算 器 上 进行 ， 不 
过 ， 邯 鸽 是 用 下方 式 计算 (可 能 是 宛 长 而 秋 味 的 ) ， 也 对 求解 方程 握 供 … 种 很 在 力 的 方法 . 

例 求 曲 线 y=* -x 同 水 平 线 y=] 的 交点 的 x 坐标 . 

解 ” 上 曲线 同 直 线 在 x -xz=1 或 者 姑 -z-]=0 时 相交 ， 那么 ,Mrz) = -x-1 何 时 等 于 堆 ? 
由 十 六 1 = -1 A2) =5， 由 中 值 定理 可 知 ， 在 区 间 (1 ,2) 内 有 jf 的 一 个 根 ( 见 团 4.457. 

我 们 以 ,= 为 初始 值 对 六 应 用 牛顿 法 ， 结 果品 水 在 表 4.1 和 图 4.45 中 . 

作 n=5， 我 们 得 到 铺 果 =x =1,324717959， 当 x. =x 时 ， 公式 (1) 表明 f(r) =0 我 
们 已 经 求 出 了 (x) =0 服 9 位 小 数 的 - -个 解 . 


囊 和 1 以 如 = 对 .fr) =x -x1 占用 个 顿 法 的 结果 


， Lan) 
和 xn 站 EE xs = -全 

0 1 -1 2 1l.5 
1 1.5 .975 .75 1 347 B26 O97 
2 1. 347 826 O87 0. 100 682 173 .449 905 482 1. 325 200 309 
3 1. 325 200 399 0. 002 N58 362 十 268 408 292 1.324 718 174 
4 ]1. 324719 134 0. 000 O00 924 4 204 634 722 1. 324 717 957 
5 1.324 37317957 一 上 8672E-13 4 264 632 999 ]. 424 了 1 了 957 

图 
人 
sm - 
图 和 4 行 fx) =m -x--1 的 图 形 同 x 轴 相安 图 4.46 表 朱 1 中 的 前 3 个 < 菩 { 联 4 位 小 数 ) 


一 次 : 这 是 我 们 欲求 的 根 


在 图 4.47 中 ， 我 们 指出 例 中 的 求解 过 程 可 以 从 曲线 上 mm =3 的 点 B,(3,23) 开 始 ， 点 品 距离 
* 轴 很 过 ,但 是 在 及 的 切线 同 * 轴 相 交 于 (2. 12，0) 附近 ， 所 以 x 依然 是 对 各 的 改进 ， 如 果 我 
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们 对 Msx) =x -<-1 和 (rz) =3x -1( 像 前 面 里 翌 : 
重 介 利用 等 虔 (1)》， 可 以 证 实 栗 了 步 之 内 得 到 9 位 
小 数 的 解 xs = = 1. 324 717 957. Pil. 23) 
4.7.3 通 近 的 收 钱 性 

在 第 8 章 我 们 确 雪 地 定义 牛顿 法 中 近似 得 x, 收 
伍 的 概念 ， 贞观 上 这 是 指 当 逼近 的 次 数 严 无 限 增 如 Is 
时 *。 问 欲 求 的 根 + 人 性 意 地 接近 ，( 这 个 概念 同 2.4 
节 定 义 的 月 数 g02) 当 1! 条 近 无 穷 大 时 的 极限 的 概念 10 寺 
If ) 

实际 上 ， 牛 顿 法 的 收 禹 速度 是 很 可 驱 的 ， 但 圭 
不 能 保证 收 敏 ， 检 验收 和 伍 的 一 种 方法 是 在 开始 时 间 
出 蚂 整 图形， 估 放 出 一 个 适合 的 初始 值 4。 可 以 从 
计算 1F(xr,) 1 检验 昆 可 得 芭 更 接近 晒 数 零点 的 抽 近 ， 
省 二 通过 计算 1x, -x%,,, 1 检查 通 近 是 不 是 收 倒 的 . 

和 牛顿 法 并 非 总 是 收效 的 ， 例如， 如 朵 
-Ti, rer 值 为 切 始 值 将 会 得 到 根 


3 
二 


BI(2.12, 6.35) 
妇 找 的 根 


图 447 以 x = 启 右 边 的 任 章 x 


Hx) = 


/的 图 形 将 像 图 4.48 那样 ， 如 果 从 ;=r- 训 开始 
得 到 x, =r + 有 A， 随后 的 至 近 在 这 两 个 值 之 间 更 迁 . 
无 论 进行 多 少 次 选 代 都 无 法 获得 比 第 - -次 猜测 更 接 
近 根 的 逼近 . 

如 暴 牛 糊 法 收 数 ， 它 收效 到 一 个 撒 ， 但 是 ， 沉 
要 注意 ， 存 在 方法 收 伍 然而 没有 收 敏 到 根 的 情况 
所 幸 这 种 情况 是 很 少见 的 . 


当 和 牛顿 法 收 仇 到 一 个 禄 时 ， 它 可 能 不 是 你 起 。。 图 + 各 牛 领 法 收 笋 从 开始 达 
要 的 报 ， 图 4 49 说 明 发 生 这 种 情况 的 两 种 可 能 到 x 然后 再 同 到 xo， 上 
途径 . 法 得 到 同 : 晶 接 近 的 近似 值 


初始 点 求 出 的 根 
NA 


We 
寻找 的 报 


图 4.49 ”如 果 基 始 值 忠 离 根 太 远 ， 牛 帆 法 串 能 错过 竹 求 的 要 


习题 4.7 

1. 用 牛顿 法 估计 方程 x* +x -1=0 的 解 从 加 = 从 后 = 人 0 开始、 然后 求 ra- 
-1 开始 求 左 过 的 解 ， 从 和 =1 开始 求 右边 的 3. 用 和 牛顿 法 估计 耳 数 (x) =x +*-3 的 两 个 零点 . 
解 ， 然 后 ， 在 每 种 情况 下 ， 求 *;. 从 mi = -1 开始 未 了 左边 的 零点 ， 从 加 = 1 开始 


2. 用 牛顿 法 估计 方程 +3x+1 =0 的 一 个 实数 解 . 求 /右边 的 等 点 ， 然 后 ， 在 每 种 情况 下 ， 求 x. 


my 


EE 
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学 冻 的 大 用 
从 =0 于 始 求 六 在 边 的 零点 ， 从 志 = 开始 六 上 
有 过 的 圭 点 ， 扼 后 ， 布 每 种 情况 下 ， 求 二 

在 习题 5 和 习题 5 中 ， 肌 午 晤 法 求 方 程 的 全 部 


根 ， 浴 确 到 6 位 小 数 . 


hb "=2r+1. 6 tan ‘x =| -2x. 


猜测 要 ”做 定 你 的 首次 猪 测 主 这 气 好 的 ， 就 是 


说 加 正好 是 产 z) = 人 0 的 根 、 设 了 (x4) 有 定 交 且 
不 为 等 ， 那 么 xi 太 其 后 的 过 近 会 出 现 慎 么 情况 


,估计 立 值 打算 出 牛 是 法 求解 方程 cos x =0， 人 


i 了 的 信 准 确 到 5 停 小 数 ， 取 什么 初始 值 总 要 
蜂 的 事情 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 


9 振 薄 证明， 如 果 上 请 >D0， 对 晒 数 
az) = 人 
Vx, < 


11, 


应 用 牛顿 法 ， 当 各 = 下 时 得 到 xx = -而 当 
2 = -二 时 得 到 妆 = 送出 显示 出 现 什么 情况 
的 图 形 . 
获得 越 来 越 状 的 通 近 对 .Ar) = x 应 内 牛顿 
法 ,从 各 =1 开始， 并 计算 xi ， XI XK NW 总 
1x。 | 的 公式 ， 当 nn 一 时 1x, 1 会 出 现 什 么 情况 ? 
池上 出 服 东 出 现 这 种 情况 的 图 形 . 
解释 下 列 4 名 话 为 什么 是 羽 解 相同 的 问题 : 
(1 寻求 Fx) = 了 -3z-1 的 根 . 
(过 求 曲线 y = 如 同 直线 了 =35+1 交点 的 x 
坐标 . 
{证 ) 发 曲线 y=x -3x 同 水 平 线 y= 交点 的 x 
坐标 . 


{iv] 求 g(x) = 汪 江 一 闻 x* -x+5 的 导数 等 于 
零 的 x 值 . 


- 确定 行星 的 位 置 ”为 了 计算 行星 的 空间 坐标 ， 


必须 求解 像 *=] +0.5 sin x 这 样 的 方程 ， 匣 出 
次数 友 x) =x-1-05sinx 的 几 形 暗示 责 数 在 
x=1.5 附近 有 个 根 ， 应 用 一 次 牛顿 法 改进 这 
个 估计 值 ， 就 是 说 从 x。 = 1.5 开始 并 且 求 x. 
(这 个 根 准 确 到 5 位 小 数 的 但 是 1. 49830. } 记 住 
用 弧度 计算 


. 曲线 相交 曲线 y=tan x 同 直线 y=2x 在 zx=0 


和 = 子 之 间 相交 . 用 牛顿 法 求 交点 . 


Ris. 


16, 


用 牛 晤 法 估计 滑 数 /xz) =24 -x +1 的 两 个 替 点 ， 多 14， 四 次 方程 的 实数 解 用 千帆 法 准 方 程 x -2 - 


x -2z+2 =0 的 两 个 实数 解 . 

【18] 方程 sin 3x = 人 0.99 一 x? 有 有 多少 个 解 ” 
【b) 用 和 后 愤 法 求 出 它们 

曲 妓 相交 

(alj ros 3x 能 够 等 于 + 吗 y 提出 答案 的 理 用 ， 
fo 用 牛顿 法 求 它们 在 何 处 相等 . 


， 求 是 数 . 扩 r) = 2z -4o + 的 4 个 实数 零点 . 


四 18. 估计 亚 值 用 牛顿 法 求解 万 丰 tan x = 有 信 计 严 
秆 ,以 ze=3 为 初始 值 ， 准确 到 计算 器 能 欧 旱 
不 的 小 数位 数 . 

19. 曲线 相交 x 职 什 么 信使 e =r -r+ 
20. 曲线 相交 xz 取 什 么 值 合 InftI x) =x-1， 
2 用 2.5 节 的 介 值 定理 证 明 .Ar =x? +2x-4 奉 
t+=1 和 x=2 之 间 有 一 个 概 ， 的 后 求 这 个 根 ， 
准确 公 5 位 小 数 ， 
22. 分 解 4 次 式 因 式 ” 求 因 式 分 解 
gx” -14x* -gx + lx -1 
=8{tt 一 TI) — rx-r)tx-— r,) 
中 5 至 7 的 近似 伟 . 
3 = Bx — 14 一 grz+ 1Ir 一】 
对 
-10 
一 ta2 上 

加 23. 收效 到 不 同 零点 ”用 牛顿 法 求 FLx) = 4x* -dx 

的 零点 ， 几 下 列 络 定 的 初始 值 ; 
(ajz = -2 和 为 = 一 Q08， 位 于 ( -到 , -人 内， 
{ejxro= -05 和 x =0.25, 位 于 ( 一 v31,7. 
v21 站 7) 内 . 
{ejzo =0.8 和 x =2， 和 位 于 22，%w ) 内. 
{dj = - v217 和 az = w2177. 
24. 声 纳 浮标 问题 ”在 潜艇 定位 问题 中 ， 笃 常 需要 


隆 找 潜艇 到 达 水 中 一 个 声 纳 译 标 ( 声音 探测 器 ) 
的 航道 最 近 点 (CP4)。， 假定 潜艇 沿 抛 物 线路 征 


7 二 航行 ， 而 评 标 位 于 点 [ 2，- 二) 
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{a) 证 明 使 法 艇 局 浮标 之 间 的 距离 达到 最小 的 x 
禁 且 方程 x = 二 一 的 解 


[bi 用 牛尾 法 求解 方 竹 x= 


1 ~、2 
占 纳 香 神 (2 -) 


25. 在 根 处 接近 平坦 的 曲 钱 ” 基 些 曲线 非常 平坦 ， 


以 致 实际 上 在 牛顿 法 终止 时 给 出 的 近似 值 阿 根 2 0 = HO +36x19: 
i 以 aa 为 好 全 二 家 从 为 了 求 -0 1 的 值 , 设 +=10 EH10 并 上 
= {x J] 种， Xo 二 4 “ “ 杷 方 释 转 化 成 


的 计算 机 结果 同根 x=1 接近 到 什么 程度 . 

26. 求 商 子 浓度” 当 试图 在 战 可 的 氢 氧 化 镁 饱和 管 
液 中 确定 酸性 程度 时 ， 扒 导出 水 合 毛 唐 子 
[Ha07 ] 谊 度 的 方程 


4.8 反 导 数 


我 们 已 经 学 习 了 如 何 求 阴 数 的 导数 ， 然 而 ， 许 多 问题 要 求 我 们 从 枉 数 的 已 知 导数 (从 它 的 书 
知 变化 率 ) 重新 获得 两 数 ， 例 如 ， 可 能 已 知 物体 从 初始 高 度 下 落 的 连 度 肾 数 ， 并 且 需 要 知道 它 在 
任何 时 刻 的 高 度 ， 更 为 一 般 的 问题 是 从 苯 数 f(x) 的 导数 x) 求 函数 如 果 存 在 这 样 的 下 时 
么 称 它 为 的 反 鞋 数 , 
4.8.1 求 反 导 数 


x + 3.6x -36.4 = 用 
热 后 用 牛 辆 法 求解 这 个 方程 ， 对 x 闭 得 什么 值 
( 淮 确 到 两 位 小 数 }? 对 [ H,0 ”获得 什么 值 * 


| 定义 ”如果 对 于 芝 间 上 的 所 有 x 有 所 (x) =f(x)， 那 么 下 是 的 一 个 反 导 数 . 


从 丽 数 F(x) 的 导数 /Lx) 重 新 闭 得 函数 FF 的 过 程 称 为 反 概 分 法 ， 我 们 用 如 这 样 的 大 写 宁 卫 
表示 /的 反 导 数 ， 用 6 表示 8 的 反 导 数 ， 等 等 . 
例 1 求 下 列 侠 个 晴 数 的 反 导 数 ; 


l(a}Al x) =2x. (bh)je(x) = cos x. (hr) = +2e. 

解 

{a F(x) =x. {b) CC) = sin x. (ce) HO) =tn xl +e”. 

每 个 答案 可 以 通过 求 导数 核对 ，F(z) = z 的 导数 是 24，G(x) = sin x 的 导数 是 cos x， 市 
H{x}) =Inlxl +e* 的 导数 是 上 +2e”， 


函数 F(x) =x? 并 非 仅 有 的 以 2x 为 导数 的 随 数 ， 函 数 ** +1 具有 同样 的 导数 ， 所 以 ， 对 于 任 
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何 常数 C，x* +C 也 是 以 2x 为 导数 的 拥 数 ， 还 存在 其 他 这 样 的 兄 数 吗 * 


4.2 节 的 中 值 定理 系 2 给 出 符 案 : 未 数 的 任何 两 个 反 导 数 相 养 -- 个 常数 ， 所 以 卫 数 过 +C 构 


成 F(x) =2x 的 全 部 反 导 数 ， 其 中 避 为 任意 常数 ， 更 为 一 般 的 结果 如 下 : 


| 定理 8 车 人 是 在 区 问 了 上 的 反 导 数 ， 则 人 上 上 是 一 般 的 反 时 数 是 


严 (w) + 
| 直 中 是 任意 常数 


因此 , /在 了 上 最 一 般 的 反 导 数 是 画 数 雹 上 (xs) +C， 它 们 的 
图 形 是 相 王 徘 瘟 的 平移 ， 从 这 个 古 数 诸 中 指定 特别 的 5 值 就 能 选 
虚 一 个 特定 的 反 虹 数 . 下 面 的 例子 说 明 可 以 如 何 指定 这 样 的 值 . 

例 2 求 .FIx) =3x 的 反 导 数 Fx), 满足 Ft1)= -1， 

解 ” 由 二 x 的 导数 是 3x: 一般 形 式 的 反 时 数 

Fx) = x + 
给 出 x) 的 全 部 反 早 数 ， 由 条 件 (1) = -1 确定 C 的 一 个 特别 
值 ， 在 Ftx) =x +C 中 代入 x=1 得 到 

FI) = (1) OC=1+C 

由 于 Ft1) = -1,， 解 出 C= -2， 所 以 

Fx) = x 一 人 
是 满足 Ft1) = -1 的 反 时 数 . 注意 ， 指 定 这 个 5 值 从 有 曲线 族 
Y=x + 选取 的 特定 曲线 通过 平面 上 的 点 {1]，-1}{ 见 
图 4. 50}. 图 

通过 各 种 微分 法 法 则 的 反 向 计算 ， 可 以 导出 求 反 导数 的 公式 

和 法 则 ， 在 每 一 种 情形 ， 表 示 物 定 函 数 反 导数 的 一 般 表 达 式 中 存 
在 一 个 任意 常数 C， 表 4 2 给 出 一 些 重要 洱 数 的 反 导 数 公式 . 

表 4.2 中 求 反 导数 的 法 则 很 容易 证 实 ， 通 过 对 -- 般 反 导 数 
公式 求 微分 就 可 以 得 到 它 左边 的 两 数 ， 例 如 ， 呈 各 
是 什么 样 的 值 ， 这 就 证 实 see*hs 的 最 一 般 反 导数 公式 

衷 和 二 2 导 数 公 式 , 上 是 非 零 常数 


图 4.50 ”曲线 族 y = +C 不 重 


倒 地 充满 坐标 平面 . 
在 例 2 中 确定 y=* - 
2 是 通过 已 知 点 (1. 
-了 的 一 条 曲线 


+ 的 导数 量 secaxr ， 无 论 常 数 避 或 者 上 zxD 


函 数 一 般 反 导数 晒 数 一 般 反 导数 
(tx" i +c, ne -1 [Bje” 二 ee 
(2) sin hx -mkt (9) inlxl +€, x¥0 
1 
(3) eas kr 二 [10) a 二 ain + 
2 4. 1 
(4) sec’ kx tan kx + (1 i ten 
2 上， 12)— | -1 
{5} cac: kr + i 1 1 
x 
[6j sec hy hon hx se he+C 113)ae (Fajs t+, 4>0, 
ol 
(7) ese fx eat 本 -tC 
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例 3 求 下 列 所 数 的- - 般 反 导数 ， 


(a)f(x) =x°. (bjge(«) = 大 {eht xr) = sin 2x. 
(d)i(x) = cn 3 {ejj(xr) = ee (f) k(x) =2° 
解 


(alP(x) = 二 +C 《公式 (1), 取 a=5) 
(blgtx) = WE 所 以 
C(x) = 7+0= 2yx +C (公式 (1), 取 %n= -172) 


{cj HCx) ,6 (公式 (2)， 取 上 =2) 


(dix) = ED C2 sin +0. (公式 (3)， 取 上 =1/2) 


172 
(ejJ(4) = -二 e+C， (公式 (8), 取 k= -3) 
(f) K(x) = (3 3)2 +C. (公式 (13)， 有 取 4 =2, 上 =1) | 


其 他 导数 法 则 也 导 至 相应 的 反 时 数 法 则 ， 可 以 对 反 导 数 作 加 法 和 减法 以 及 用 常数 相 乘 . 
表 4.3 中 的 反 导 数 公 式 ， 很 容易 通过 对 反 导 数 求 导数 并 县 证 实 结果 同 原来 函数 一 至 而 得 到 证 


明 . 公式 (2) 是 公式 (1) 取 上 = -1 时 的 特例 . 
惠 43 反 和 导数 的 线性 法 则 
函 束 一 般 反 导数 
01) 常数 依法 则 : EC*) K(x) +C, 上 为 常数 
12 在 值 法 则 : -xy — rx) 十 丰 
(3) 和 或 闫 法 出 Mr} +glx) Fr) er) + 


例 4 求 AD = 二 +in 2z 的 一 般 反 导数 . 
解 ” 对 例 3 中 的 函数 g 和 记 有 x) =3g8(x) +h(x)， 由 于 Gtx) =2yx 基 例 3(58) 中 (x) 的 反 


导数 ， 由 反 导 数 的 常数 们 法 则 推出 3C(*) =3 - 2Yx =6yr 是 3g(x) -二 的 反 导数 同样 ， 从 


例 3(6) 可 知 H(x) ={ - Yeos 2x 是 有 (x) = sin 2x 的 反 导 数 ， 于 是 ， 由 反 导 数 的 和 法 则 得 到 


Fx) = 3C(x) + Hx) + C = 6 -地 cos 2x +40 


蚌 碎 x) 的 一 般 反 导数 公式 ， 其 中 蕊 是 任意 常数 . 国 


反 导 数 扮演 着 几 种 重要 的 角色 ， 求 反 导 的 方法 和 技巧 是 微 积 分 学 的 重要 组 成 部 分 - 【这 是 第 


7 章 讨论 的 主题 . } 


4. 


8.2 初 值 问题 与 微分 方程 
求 函 数 记 x) 的 反 导 数 与 求 满足 方程 
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的 冰 数 天 *) 基 问 “个 问题 ， 上 上面 的 方程 称 为 微分 方程 ， 因 为 方程 中 外 含 被 求 微分 的 未 知 晴 数 节 
为 了 对 它 求解 ， 需 要 找 出 满足 方程 的 病 数 7(xz)、 这 个 晒 数 通过 求 几 xr) 的 反 导 数 得 到 ， 我 们 通过 
指证 茹 值 条 件 

7Y(an) = 1a 
确定 反 微 分 法 过 程 中 出 现 的 任意 常数 ， 这 个 条 件 表 坟 当 t= 时 (x) 的 值 为 ， 微 分 方程 和 梓 
值 条 件 的 结合 称 为 初 值 问题 ， 这 样 的 间 题 在 所 有 科学 分 点 中 电 着 重要 作用 . 


顺 数 /(x) 股 般 的 反 导 数 F(x) + C( 在 例 2 中 是 + C) 给 由 微分 方程 晓 =/(x) 的 通 解 ;= 


Kx) +， 通 解 给 出 方程 的 全 部 解 ( 存 作 无 穷 多 个 和 解 ， 每 个 常数 值 C 对 应 -个 解 )， 我 们 通过 求 
遂 解 解 微 分 方程 ， 然 后 通过 求 满足 初 值 条 件 y(x,) = 入 的 特 解 解 初 值 问题 ， 在 例 2 中 ， 丙 数 ， = 


22 是 微 分 方程 学 =3x! 满足 初 值 条 件 y(1) = -1 的 特 解 


4.8.3 反 导 数 与 运动 
我 们 已经 知道 物体 位 置 两 数 的 导数 给 出 物体 运动 的 速度 ， 物 体 速 度 的 导数 给 出 它 的 加 速度 
如 果 已 知 物体 的 加 速度 ， 那 么 通过 求 反 导数 能 够 重新 获得 它 的 速度 ， 从 速度 的 反 导 数 能 够 重新 
闭 得 它 的 位 置 丙 数 ， 这 个 过 程 被 当 作 4.2 节 系 2 的 一 种 应用， 至 此 ， 我 们 有 了 用 反 导 数 的 术语 和 
概念 构架 。 现 在 从 微分 方程 的 栅 点 重新 讨论 这 个 问题 . 
例 5 在 以 12 fs 速率 上 升 的 气球 上 ，--- 个 包 豆 在 距离 地 面 80 fi 的 高 度 从 气球 下 落 . 包 惠 
经 过 名 长 时 间 到 达 地 面 ” 
解 ” 邻 vt) 表示 包 惠 在 时 间 : 的 速度 ，s(1) 表示 包 衷 在 地 面 之 上 的 高 度 ， 地 球 表 面 附 近 的 如 
速度 是 32 fw's*， 假 定 没有 上 其 他 外 力作 用 在 下 落 的 包 豆 上， 我 们 有 
由 =-32 
dt 
其 中 负 呈 是 由 十 地 球 引 力作 用 在 : 乱 小 的 方向 上 ， 这 个 微分 方程 导致 下 述 初 值 问题 ， 


dv . 
二 =-32 《微分 方程 ) 


v0) = 12 【〈 动 值 条 件 ) 
这 芋 包 砷 运动 的 数学 模型 求解 这 个 初 值 问题 得 到 包 碍 下落 的 速度 . 
(1) 解 微分 方程 ，-32 的 反 导 数 的 一 般 公 式 是 


下 = 一 32r + 
求 由 微分 方程 的 通 解 后 ， 利 用 初 值 条 件 求 问 题 的 特 解 . 
(2) 计算 忆 的 值 : 
12= -32(0) + CGC ( 初 值 条 件 t(0) = 12) 
C= 12 
初 值 问题 的 解 是 


1 = 32r +12 
由 于 速度 是 高 尊 的 导数 ， 而 包 圳 在 := 下落 时 的 高 度 是 80 在， 我 们 有 了 第 二 个 厅 值 问题 


和 = - 32: + 12 (微分 方程 ,在 上 面 方程 中 设 v = ds/ 耻 ) 


3(0) = 80 { 初 值 条 件 } 
解 这 个 初 值 问题 六 作为 1 的 函数 的 高 度 
{1}) 解 微分 方程 ， 求 -32i+12 的 一 般 反 导数 ， 得 到 
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s=-]6r+1l2+C 
(3) 计算 的 值 : 
80=-16(0)2 + 1210) + 《 初 值 条 件 :t0) = 80) 
C= 80 
包 囊 在 时 间 上 上 距离 地 面 的 高 度 为 
s =-16 +12 +80 
利用 这 个 解 : 为 了 火 包 于 到 达 地 面 所 带 的 时 间 ， 设 等 十 鹤 并 且 求 解 六 
- 16 +12t:+80=0 
-42+3+20=0 


= 3 (一 次 公 趟 ) 
t=-1.89, f=2.064 
包 惠 大 约 从 气 款 下 落 2, 64 秒 后 到 达 地 面 ，( 负 根 在 物理 上 没有 意义 . ) 国 


4.8.4 不 定 积分 
采用 一 种 特殊 记 叶 表示 顶 数 了 的 全 部 反 导 数 的 集合 . 


定 久 ”不 条 的 全 部 反 导 数 的 集合 是 了 关于 > 的 不 定 积 分 ， 用 


Kr Tx 


表示 . 符号 | 是 积分 号 . 琴 数 / 是 积分 的 被 积 本 数 ,x 是 积分 变量 


利用 这 个 记号 ， 我 们 把 例 1 中 的 解 重 写 如 下 : 
rmz = 1+, Joos x ds = sinx + C, I 
这 个 记号 间 反 导数 的 主要 应 用 有 关 ， 这 将 在 第 5 章 探 讨 ， 反 导数 在 计算 无 限 和 的 权限 中 起 着 关键 
作用 ， 在 第 5 章 描述 的 称 为 微 积分 基本 定理 的 中 心 结 果 中 ， 这 是 一 种 意 想不到 的 和 奇特 的 作用 . 
例 6 计算 J - 2* + 5)dx 的 值 


+ 2es jdx = Inlxl+ es + 


解 如 果 我 们 知道 所 - e+5x 是 x* -2x +5 的 一 个 反 导 数 ， 就 能 够 把 积分 作为 
反 导 数 


Tt 


[I -2z+5)dz = 


Xx 二 从 
任意 常数 
来 计算 
如 果 不 知 道 反 导 数 ， 立 即 可 以 用 和 法 则 、 差 法 则 和 常数 倍 法 辜 乏 项 产生 皮 导 数 : 
fx _ 24 + 5)dxr= fede - {2x dr + Sd = [ed -2 x dx+5 | dz 


全 se 人 


了 
= + -x -2C, + Sx + 5C, 


这 个 公式 比 它 所 需 的 形式 更 加 复杂 ， 如 果 把 C,，-2C, 和 5C, 合并 成 任意 常数 C =C -2C: + 


导 技 抑 应 用 251 


公式 就 简化 成 
三 — x +5r+ 人 0 


并 日 同 样 给 出 全 部 应 有 的 反 尝 数 ， 册 于 这 个 原因 ， 即 使 在 选择 逐 项 积分 时 也 推荐 直接 使 用 最 后 
的 形式 ， 写 成 


Je -2 +5)dx= [ed -radet fd = ss te 


就 十 说 ， 可 以 对 每 一 部 分 求 出 最 简单 的 反 时 数 ， 半 注 在 最 后 溢 加 任意 积分 常数 . 图 
习题 4. 8 
在 习题 1 ~- 守 中 ， 求 每 个 国 数 的 所 导数 ， 尽 可 20. (alje {bje”™. [eye 
能 采用 心算 方式 . 用 微 积分 法 核对 答案 2 (183 (bj2-… tcl( 3 
1. (a]2x. {b ) 二 . (ex — 2x +1. l 3 
2. (a)6x. [bj [clz -6x +8. 22. ui [bjx”. (ex 
3. 18) 一 35 1. [bb)z [ce}x +2r+3. 23. {2}— (b 一 ] (e)— , 
一 了 二 2 2 + 1 
sa eet 有 | DD 14 
24, {ajr—| -~—|. (hjx’ +2°. [ec}mn -# 
5. (a} J. (b) 革 . (ce)2- 5. ( 7) 
x 和 在 习题 35 ~70 中 , 求 最 一 般 的 反 导 数 或 者 不 
6. (9) -二 . (bya {ej -二 定 积 分 ， 用 微分 法 核对 答案 . 
和 庄 是 
_ 25, [Cx + 1) dz. 26. [(5 — 6x) dx. 
7. (8) 3 {b}—. {rj + je | 
2 2 二 、， 
27. ft 3 过 jd 2 ft 二 . + 4P jd 
EE 3 ] 2 2 
电 , (a) 3x. (5 于 (ee + 
3 * 29. [e270 -Sx + Tde 30. [01 -aa 3) 
2 -1:3 -273 | 一 
9 (a) 3 - (b) 本 = ， (el 一 - 


1,. | 3 31. [二 -2 也 32. [二 -二 + ?zj 
1 


1 7 5 3 ar 34 ls dr 
1. (a) {b) {el 一 二 以 
1 2 4 1 35. (+ 5)de. 6. (Fe 
12. (a] 3- (hj (el1+3 -7 Ys 
» 37. ff8， -2a 38 [( 1 La; 
13. (9) —™ sih ba， sin x. l(c) sin mr -3 sin 3x. : [I 2 -i 于 [t 了 - 2) 站 
14.[ 3) 7 cos Tx. (bh) 3 co 区 (eeos BF +n cos XT 39, Pa -xd 40. [r(x + L)dr. 
2 2 2 2 23x 
15,. [a}aec’x, (bhb} 3 aec 本 [cl ~ sec 3 41. /Ea 42. [Es dd 
1 
和 la)ese x (b) -F ee 了 43. 人 -2 cos tyde 44, -5 sin dd 
[ce}l -8 cac’2x, gg 
17. (a) cac x oot x. (bb) - cac Sr cot Sx. 45. fr Sn dp. 46. B co8 58 d8. 
Fa 
(el —m osc BD” ent TF. 47. 1 -3 esc*x) ds. 48. [{( (- <)dx 
18. (a) sec x tan 工 { 和) sec 3x tan 3x. 
i 多 [SE dg 58. [3 sec Btan 0 do 


{ejaec 2 tan 3 


1 [aj {bje™. (es 51. fe + Se ) dr. 52. 2 - Je * Yd. 
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53, 


55, 


56 


s 了 7. 


59. 


63. 


65, 


67, 


的 ， 


72, 


Hl. 


82. 
83. 


fe +4°) de. 54，| (1 3j “dx 
fi4 Mt tn 2 ee xr) dx. 


] 
pl eat -人 8: 和 Cot FY} dr. 


Ff ain 2 — cnc) dr, 


上 I. to dr .| 二 Sa 

2 1 
ke ri 
Pad 64. [ede. 


fu + ta 四 jd 也 
{ 提示 :| +tant 和 = 


Jeors sx. 


66. [(2 + tan76)d8 
anciB ) 
6 fo 一 co 本 sy- 
【提示 :| + colx = csclx. ) 
csc 此 


Jeos Bian + ser Hd8. 70. [ee er 国 
用 微分 法 证 实习 是 71 ~ 82 中 的 公式 . 


.jz -2)adx = 人 


28 
-1 
[3x + 5) 7 = -+e 


. sec: (5 - 1)dx =- 二 上 (Sx) + 


， Joe( 瑟 du = 一 3 eat (St)+ 对 


3 
1 1 、 

me xrt* 
1 x 

[= + 


dr = ln(tr+l) +Cx >—1, 


es 


he ll 
[= tan (EE)+e 
dx _ 1f x 
| (EE)+e 
-1 -| 
tm xg nr n+rr) -tm x+ 
x 2 x 


fsin"'xy? de =x {gin ix) ~ Dr +2 -sn t+. 


下 珂 公式 熟 对 就 错 * 对 每 个 答案 提出 简 振 
理由 : 


4. 


5 fe Con Dx — 3 sin Ix) ly. 


各 


{tal fs sin x lt = sin x + 心 . 
{by) fs ain rtrdr =— x on r+ 


tie] Fk sin Ade =— x cenar+t sinr+ 
F 记 公式 部 对 狼 错 ” 对 每 个 答案 提出 简 乱 
翌 市 . 


1 
【a) ju 8 see 各 de = ser pH 二 如 
[bb] fn Byecd dB = 立 an 是 让 
{ee) jtan 全 aeei 昌 dB = 于 sec 上 十 站 


下 列 公 式 识 对 熟 错 ? 对 每 个 答案 提出 简 捧 
理由 . 


(a) fe2r + 1)zdr = Qt re 


3 


(b) fe2r + 1)7ds = (2x+1) + 


Lc) fet2s + ds = (2x+1) + 他 


-下 烈 公 趟 问 对 熟 错 ? 对 每 个 答案 提出 简 蝶 


理 出 . 
(a) { Vis +1 dr = Vx t+ 
{b] { va i 此 = vv/ 下 


(a) { vir+T dr = 


了 pr 


下面 圣 -- 幅 图 形 表 赤 初 值 问 题 


业 - =1 时 + 二 
让 = 2r， 当 + =1 时 r=4 
的 解 ? 
< 广 .4 
和] 
2r 
I 
—t 器 I * 
ay bl 
提出 答案 的 理由. 
828. 下面 蛙 一 幅 图 形 表 示 初 值 问题 
全 = 当 x*x=-1 时 Fr =! 


的 解 ? 


和 vy y 
tL 1 (l,l 
0 1. 
0 * 0 二 0 < 
by ce) 


担 出 答案 的 理 负 . 
在 习题 89 - 1100 由， 求解 初 值 问题 


89, 业 =2x -7 ry(2) =0. 


dr 


0. drs YfD) = 一 |. 


91. 星 = 二 + Di y2) =1 


92 下 =9m -4z+5; 7y( -TD = 人 


dy 


93, 3 iT) = 5, 


1 
34. = 3 Ft4) = 
05. 时 =1 +noa 5 站 个) =4. 


6. i stT)=|. 


7. 到 = 一 Train TB riDO) =0. 

98. og mH; rei} = 上， 
dp " 
‘dy l 

9. i = 可 see t lan ty v0) =1. 
这 TI 

100. Bt + csc ti 吕 亚 ) = -7 
因 3 

101. = >1; vi2) =0., 
dE 

102. 时 + eo; yD) =1. 

103. 上 = 2 -6x (0) =4, y(0) = 1. 
了 

104. 4=0; y'(0) =2, y{0) =0. 
dr 2 | 

105. 生 = 二; 于 | =1, rl) =1 
ds_31 由 

106 -gt | 4 4 


107. £3 =6; yO = -8, yO0) =0, y(0) =5. 


; (0) = -2, 8(0)= -4, 


108. 
a 2 
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HQ =v2. 
109. y= -in t+ eo ts 
oO) =7, v0}=Y(0)= 一 | 
li0. Y= -on r+ 8 vin 2x; 
(0) =0, yO0) =7y"(0) =1, y(0) = 
11. 求 xr 平面 内 通过 点 (9,4) 的 曲线 y=f(x)， 它 
在 每 个 点 的 斜率 是 3 
112. {9] 水 共有 下 剂 性 质 的 曲线 y=/ x): 


,DY =0. 


《 计 它 的 责 形 通过 点 40,1) ,并 且 在 这 个 点 
有 水 平 切线 ; 
(bb) 像 这 样 的 曲线 有 和 多少 亲 ? 你 是 怎样 知 遂 的 ? 
习题 113 ~ 116 显示 微分 方程 的 解 册 线 . 在 每 题 
中 求 经 过 标 出 点 的 曲线 方程 . 
113. 


加 了 


115. 


117, 


118, 


119, 


从 速 间 的 反 导 数 求 位 移 
《a) 假定 沿 * 轴 运 动 的 物体 的 速度 为 


于 =v=-9.8-3 

i 襄 求 物体 从 1=1 到 :=3 时间 区 间 上 的 位 
移 , 世 知 !=0 时 =5， 

(1 裤 物 体 从 =1 到 :=3 时 的 位 移 , 已 知 1 
=0 时 := -2; 

{者} 最 后 求 物体 从 :=1 到 +=3 了 时 的 位 黎 ， 
己 知 1=0D 时 #=5. 

(9) 假定 物 体 沿 坐标 线 运 动 的 位 置 : 是 时 间 ! 


的 可 微 函数 , 如 果 说 - -已 知 攻 速度 函数 里 


的 一 个 友 导 数 ,就 能 求 出 物体 从 上 =a 到 
1 = 上 的 位 移 ,即使 不 知道 物体 在 其 中 任何 
一 个 时 间 的 确切 位 置 . 这 种 说 法 是 正确 的 
吗 ” 提 出 符 案 的 理由 . 
从 地 面 开 空 的 火箭 ”-- 核 火 稍 以 20 ms 的 恒 
定 加 速度 从 地 面 升 空 . 火 第 在 一 分 钟 后 的 飞行 速 
度 有 多 大 ? 
及 时 停车 假设 你 辑 驶 汽车 在 公路 上 以 
的 mpb(88 fa) 的 稳定 速度 行驶 , 当 发 现 前 方 
一 起 变通 事故 时 儿 踩 刹车 . 为 了 使 车 子 在 242 不 
的 距离 内 停止 下 来 需要 卿 大 恒定 的 负 加 速度 ? 
为 了 求解 执行 下 述 处 理 步骤 
《1) 解 初 值 问题 : 


和 3 = -人 《微分 方程 小 是 党 数 ) 


当 !=0 时 至 =88,e=0( 初 值 条 件 , 时 间 
和 虐 离 的 测定 从 躁 利 车 时 算 起 ) 
(2) 求 满足 平 =0 的 : 值 (答案 中 将 包含 


(3) 对 于 从 第 (2) 步 得 到 的 : 什 , 薄 使 :=242 的 
z 值 . 


120. 停 谭 托 车 ”在 仇 利 诺 仍 州 麻 托 企 网 驶 员 安 全 网 


121. 


W122. 


123. 


124. 


要 中 ,次 求 麻 托 车 独 竹 员 人 能 各 在 45 让 的 耻 记 内 
剩 往 以 30 mphf44 fa 速度 行 加 的 靡 托 革 .为 
此 项 过 多 大 赋 定 的 负 加 速 麻 ? 
沿 些 标 厂 的 运动 ”质点 在 坐标 线 上 以 

a = sd = LS - (3 ye) 
的 有 速度 运动 ,在 := 1 时 满 冲 条 件 学 -4 和 
= 二 和 :人 必 
(a) 市: 表示 的 速度 == 中. 


(bb 由 + 表 坟 的 位 置 = 
锤子 和 羽毛 ”阿波 岁 15 匡 的 定 航 员 数 维 。 斯 
柯 特 在 月 球 上 降落 一 拒 锤 子 和 - 片 电 毛 .以 亚 
示 所 有 物体 在 嘉 空中 以 相同 的 { 恒定 ) 如 速度 
降落 . 他 在 月 球 表 面 大 约 4 ft 高 的 地 方 降落 这 
两 件 东 西 ,从 降落 过 程 的 电视 画面 尺寸 可见. 鲁 
车 和 羽毛 比 在 地 球 上 降落 更 慢 . 它们 在 地 球 表 
面 的 真空 条 件 下 ,降落 4 和 只 需 半 秒 钟 . 锤子 和 
虱 毛 在 月 奈 表 面 降落 4 中 党 要 多 长 时 间 ” 为 求 
出 这 个 时 间 ,对 于 + 作为 :的 函数 求解 下 面 的 宙 
值 问题 : 
ds 
di 
当 1=0 时 学 =0,:=4( 初 秆 条件) 


然后 求 出 使 * 等 于 0 的 1 值 . 
恒 加 速度 运动 ”物体 以 恒 吉 速度 = 沿 坐 标 线 运 
动 ,位 置 s 的 标准 方程 为 


好 
if = 广 


= -5 ( 微分 方程 } 


《17 


靖 十 的 十 癌 


2 
其 中 和 so 是 物体 在 :=0 时 的 速度 和 位 置 . 
通过 求解 下 面 的 初 值 问 题 导出 这 个 方程 : 


9 = a( 数 分 方程 
t 


当 4= 必 有 国 于 =q,s=s( 杞 信条 件 ) 


行星 表面 附近 的 自由 落体 ”对 于 行星 表面 附近 
的 自 申 兹 体 ,由 于 恒 力 产生 的 加 巡 度 g 的 值 ( 以 
长 麻 /s” 为 单位 ) 是 常量 ,方程 (1) 的 形式 为 


1 
5 =- a tt+o 


(2) 


其 中 * 是 物体 在 行星 表面 之 上 的 高 度 . 方程 中 
带 有 人 负 屿 是 因为 加 速 痘 向 下 作 几 于 ; 减 小 的 方 
向 上 . 在 t=0 时 如 果 物 体 上 升 ,速度 m 为 正 , 如 
时 物体 下 降 ,m 为 负 ， 


学 数 的 应用 


不 用 忆 题 123 的 结果 ,可 以 通过 求解 一 个 
相 庶 的 梓 值 问题 在 接 导 出 方 得 (2). 这 个 初 值 
问题 是 什么 ? 求解 它 , 正 实 你 提出 的 初 值 站 周 
是 正确 的 ,在 进行 中 解 胎 你 求解 的 步骤 . 
亿 设 

As = 1 a(x) - 站 (x +2) 

求 
(a) f/x) de 


(e) {[ A) Lu. 


125, 


Cb) (dz 
(9 {[- gr) ae 


Ce) Ma + gtr) de 《0 fr) -ez ld 
解 的 唯一 性 ”如果 可 向 函数 7 = F(x) 和 ?= 
G(z) 都 是 区 间 /上 的 切 什 问题 . 


第 4 章 复 习 指 导 问 题 


1 关于 闭 区 间 上 的 连续 卫 数 的 极 什 能够 讲述 
什么 ? 

了 滑 数 在 其 定义 域 上 存在 局 部 极 什 或 者 绝对 梭 值 的 
售 久 是 什么 ? 局 部 极 值 同 物 对 概 值 有 什么 关系 
( 如果 存 在 )? 举 出 一 些 例 子 ， 

3. 妇 何 求 闭 区 间 上 的 连续 两 数 的 绝对 和 极 值 ” 举 出 - . 

. 些 例子 . 

。 罗 尔 定理 的 假设 和 结论 是 必 么 ?7 这 些 假 设 是 必 沉 
的 吗 ? 说 明理 由 . 

.中 值 定理 的 候 设 和 结论 是 什么 ?对 这 个 定理 串 以 
作 什 么 物理 解释 ? 

5 记述 中 值 定理 的 3 个 系 . 

7. 基 些 情况 上 ,在 得 知 户 和 得 知 / 在 一 点 zx=z 的 值 
上 后 能 够 确定 蝴 数 ftx). 举 一 个 例子 说 明 如 何 
确定 . 

. 什么 是 局 部 极 值 的 一 阶 导 教 检验 法 ” 举 出 如 何 应 
用 它 的 一 些 例 子 . 

， 如 何 检验 二 次 可 微 语 数 确 定 函数 图 形 在 何 让 向 上 
叫 或 者 向 下 四 ? 举 出 -- 些 例子 . 

10, 什么 是 揭 点 ?” 举 一 个 例子 . 拐点 有 时 具有 什么 物 

理 意 义 ? 
11, 什么 是 局 部 极 值 的 二 阶 导 数 检 验 法 ” 举 出 如 何 
应 用 它 的 一 些 例 子 ? 

12. 琐 数 的 导数 对 于 函数 几 形 的 形状 能 够 提 扒 什么 

资料 ? 

13. 列举 绘制 多 项 式 酌 数 图 形 的 步骤 . 用 一 个 重子 

说 明 . 


126. 


io 


可 


on 


| 
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省 - 
二 = 所 <)， 


的 解 , 夺 于 中 的 租 个 x+ 必定 有 F(x) = (x 
吗 ” 提 汕 答案 的 理 儿 . 
计算 机 探究 
用 一 种 CAS( 计 算 机 代数 系统 ) 求 解 斗 题 127 - 
130 中 的 初 值 问题. 给 制 曲线 的 疼 形 . 


127.Y = co x tuinz, rtn}=1. 


ytx0) = Yo 


128. Far Hl) = lL. 


129, y" = (0) =2, 


= 
一 


130. 7y"” = 2 + 1) =0, 7y'(1) =0. 


14. 什么 是 天 点 ?7 举 出 -- 些 例子 . 

号. 列举 绘制 有 理 精 数 疼 形 的 步 邓 . 用 -个 例 上 了 
说 明 . 

16， 概 述 法 解 最 大 值 -最 小 值 问 题 的 一 般 对 策 . 举 出 
- 些 例子 . 

17. 描述 次 必 达 法 则 ., 怎样 分 辨 什么 时 收 使 用 和 什么 
时 候 不 能 使 用 这 个 法 则 ? 举 -- 个 便于 


18. 有 时 你 能 怎样 处 理 导 至 不 定式 全 ,mw .0 和 


.~ “的 极限 ? 举 沁 一 些 例子. 

19. 有 时 你 能 怎样 处 理 导 至 不 定式 17 ,0" 和 和“ “的 
极限 ? 举 出 一 些 例子 

20. 描述 求解 方程 的 牛顿 法 . 举 一 个 例子 . 牛顿 法 的 
理论 依据 是 什么 ?采用 这 个 方法 需要 注意 的 菜 
些 事项 是 什么 ? 

21- 一 个 省 数 能 够 存在 多 个 反 导数 码 ? 如 果 存在 , 那 

么 在 反 导 数 之 间 有 什么 关系 ? 于 以 说 明 

什么 是 不 定 积分 ”如 何 计算 一 个 不 定 积分 ”你 

知道 求 不 定 积分 的 什么 一 般 公式 ? 

23. 有 时 你 能 怎样 求解 此 =/( x) 这 种 形式 的 微分 
方程 

24. 什么 是 初 信 问 题 ? 如 何 求解 一 个 切 值 亲 题 》 举 
一 个 例子 . 

25， 如 果 已 知 物体 沿 坐 标 线 反动 的 加 速度 是 时 间 的 
西数 ,为 了 求 物体 的 位 置 肖 数 ,还 需要 知道 什么 ? 
举 一 个 例子 


22， 


2066 


第 4 童 实习 习题 


和 


Dw 


明 数 .六 *) = 和 +2r+rumnxz 在 在 任何 局 部 极 大 俏 
或 要 小 代 皮 ?所 击 答案 的 曙 由 ， 


。、 果 娄 gx =tars+2cens 存 在 任何 己 妆 槛 大 值 


时 7 挫 出 答案 的 于 让， 


. 蝴 数 育 xz) = (7 4x) (011 -3x) "存在 一个 绝对 概 


小 值 或 一 个 绝对 极 大 值 胎 7 如 果 存 在 , 求 出 它们 ; 
如 果 不 存在 ,说 明 不 存在 的 原 内 , 列 出 站 的 侈 部 临 


Ar. 


， 慌 使 哆 数 


Ax)} = 全 
在 上 =3 有 具有 局 部 槛 值 上 的 上 和 旦 的 值 . 这 个 局 部 
典 值 是 局 部 概 小 值 还 居 局 部 极 大 值 ” 提 出 答案 的 
再 出 . 


， 明 数 gs =m -zx 存在 :个 绝对 极 小 值 成 -个 绝 


对 极 大 值 吗 ”如 果 存在 , 求 出 它们 ;如 果 不 存 在 ， 
说 明 不 存在 的 原因 . 询 出 g 的 全 部 临界 点 . 
函数 xz) = [85 存在 一 个 绝对 极 小 值 或 一 个 弧 
对 被 大 值 蚂 ? 如果 存在 , 求 出 它们 ;如 果 不 存 在 ， 
说 明 不 存在 的 原因. 列 出 了 的 全 部 临界 点 . 

在 习题 ? 和 8 中 , 求 /在 区 间 上 的 绝对 要 大 值 和 


绝对 极 小 值 . 
7. fx) =z-alnox,l 近 zx 扫 3. 
Br) = (47x) + hn ,er 


9, 


10. 


四 !13. 


对 于 所 有 上 定 交 的 最 大 整数 表 数 .FLx) = Lx: 在 区 
间 [0,1} 的 每 个 点 各局 部 极 大 值 . 这 此 局 部 概 大 
值 也 可 能 是 了 的 局 部 概 小 值 吗 ? 提出 管 案 的 
理由 . 

《a) 举 出 一 个 可 微 邱 数 太 的 例子 , 它 在 某 点 < 的 
导数 为 零 , 即 使 了 在 c 吴 无 局 部 极 大 值 也 元 
局 部 级 小 值 . 

{b) 这 种 情况 同 4 1 节 定 理 2 如 何 保持 一 致 ? 
如 出 答案 的 理 市 . 


.两 数 = -二 虽然 在 区 间 0 <x <1 上 是 连续 的 ,但 


是 它 在 这 个 区 间 上 了 皮 无 度 大 值 ,也 庆 概 小 值 . 这 
同 连续 函数 的 极 值 定理 予 盾 吗 ” 为 什么 ? 


， 明 数 *= 1# | 在 区 间 -1< 和 zx<1 上 的 极 大 值 和 极 


小 值 基 什 么 ? 注意 这 个 区 间 趟 是 闭 区 间 . 这 同 连 
续 画 数 的 极 值 定理 ,- 致 吗 ? 为 什么 ? 

一 幅 大 到 足以 显示 薄 数 全 局 特性 的 图 形 也 许 不 
能 展现 函数 的 局 部 特征 , f(x) = (xsv8) - 


14. 


让 


二 


19. 


(xx - +S 的 赂 形 就 衣 于 这 种 情况 . 
{tayomiittif 在 区 间 -2.5 拓 z 近 32. 上 的 图 形 . 图 形 


(b) 然 后 分 解 产 (xz) 的 因 让 并 目 证 明了 在 + = 
后 =1.309 98 有 -个 局 部 极 大 值 .在 += 
ty 二 ].73205 有 局 部 极 小 值 . 

{ej} 放 太 图 形 , 导 搜 显 示 站 z= 沪 和 x= 疗 出 现 
模 值 的 视窗 . 

此 处 曲 表 明 的 是 ,如 果 丰 用 熏 积 分 ，: 个 概 

值 中 两 个 发 什 的 存在 可 能 被 忽略 . 在 任何 正常 的 

靖 数 图 形 上 , 耳 数 值 蜂 够 密集 ,以 致 许多 值 在 翌 

辣 .二 落 人 -个 像 标 范围 内 . 

来源 : Uses WwW Technoogpy in the Moethematics 

Carrieafam 人 性 科 学 技术 在 数学 课程 中 的 应 用 》) ， 

Benny Evans, Jery Jrhnaon, 恨 克拉 荷 册 州立 大 

学 ,1990 年 出版 ,国家 科学 态 金 合资 助 . ) 

( 坪 避 是 13) 

(Ca) 出 x) = (478) (25) -Sx (5S/x) + 
1 在 区 闻 -2 专 x 志 2 上 的 图 上 形 . 图 形 在 什么 
地 上 方 显现 出 局 部 极 值 或 者 拐点 ? 

(tb 证 明 / 在 * = 西 =1.2585 有 一 个 局 部 概 大 
值 ,在 *= 业 =1.2599 有 -全 局 部 极 小 值 . 
{ec) 放 大 图 形 , 半 找 显 东 存 1= 业 和 r= 疫 出 现 

极 值 的 视窗 . 

{8} 证 明王 数 g(x) =saint -3 在 其 定 关 域 的 每 
个 区 间 上 减少 . 

{b) 方 程 sim -3=5 有 密 少 个 解 ” 提 出 等 案 的 
理由 . 

{a) 证 明 函 数 y=tan 8 在 其 定义 域 的 每 个 区 间 上 
增加 . 

{b) 如 果 ta) 中 的 结论 确实 是 正确 的 ,那么 如 何 
解释 tan 7 = 人 0 小 于 tan( /4) =1 这 个 事实 ? 


(a) 让 明 方 程 下 +2x -2=0 在 区 间 18,11 上 和 恰 


好 有 一 个 解 - 
(b)? 求 这 个 解 , 玲 确 到 尽 可 能 多 的 小 数位 数 ， 
(a) 证 明 函 数 .Kxz) =x/x+1) 在 其 定义 域 的 每 
个 区 间 上 增 吉 . 
{Db} 证 明 充 数 放 x} = 如 +2x 设 有 局 部 极 大 值 或 
者 局 部 极 小 值 . 
杯 库 中 的 蔷 水 ”由 计 降 大 两, 水 库 革 水量 在 24 
小 时 内 增加 1400 英亩 -英尺 . 证 明 在 降 坪 期 间 
的 某 个 时 刻 水 库容 量 塔 训 的 速率 超过 225 000 般 


时 数 的 大 用 
仑 “分 . (1 英 南 - 英 凡 =43 560 立方 商用, 即 1 
英 市 x] 英 天 的 容积 .1 立 衣 英尺 =7.48 加 他. ) 

加 公 丰 Ri) =3z+ 导 对 于 竹 个 性 值 纵 出 本 辐 的 是 
数 . 但是 ,所 有 这 些 晒 数 具 有 对 xz 的 相 阿 导数 , 即 
(x) =3, 这 些 丽 数 是 公有 的 尾数 为 3 的 果 币 师 
数 蚂 * 是 可 还 有 其 他 这 样 的 函数 ? 提出 答案 的 


理由 . 
21. 证 明 
| x | | 
人 = (可 
吓 然 
9 ] 
x+l x+l 


这 同 中 值 定理 系 2 予 盾 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 
22. 计算 Fix) =x x + 和 g(xz) = -fs+1 
的 一 阶 导数 . 关于 这 两 个 消 数 的 图 形 能 够 得 出 守 
从 辣 论 ? 
在 习题 23 和 24 中 ,利用 图 形 回 等 问题 . 
23， 确定 8 的 任何 全 局 极 值 以 及 它们 出 现 的 * 值 . 
， 


24. 估计 函数 y= 交 xz) 的 区 间 ; 
(a)f 在 区 同上 增加 . 
(byf 在 区 间 上 减少 . 
《5 利用 给 出 的 产 的 岗 形 指出 函数 任何 极 什 出现 
的 地 方 , 以 及 每 个 极 值 是 相对 极 太 值 还 是 相 
对 极 小 值 . 


在 习题 25 和 356 中 ,每 幅 图 形 是 物体 在 坐标 线 
上 运动 的 位 置 函 数 ;=ftr) 的 图 形 t1 代表 时 间 }). 大 
约 在 什么 时 间 ({ 如 上 业 有 ) (a) 物体 的 速度 等 于 零 ? 
《b) 物体 的 加 速 康 等 于 零 ? 大 约 在 什么 时 间 区 间 上 
tt) 物体 向 前 运动 ? 【4) 物体 向 后 运动 ? 
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25. 


在 习题 27 -42 中 , 吴 出 曲线 的 图 撒 . 
-= 


上 
二 


=AB) {x +T3x -9r -27). 

=r {2r). 32.7 =7 (2r -9). 
x 34. 7 = (rt-4). 
=x vi ”. 


一 


27 
28 
29. y= x +6r -9r+3. 
加 
31 
3 


35. 7 = vr. 
3 y= 3) ie 
39. yy=ln( -4xr+3). 

1 


41. y=sin ' {二} 42. y= ton (二 


在 习题 43 -43 中 ,给 出 两 数 y=A(z) 的 - 阶 导 
数 . (a)f 的 图 形 在 什么 点 (如 果 存 在 ) 有 局 部 极 大 
值 .局 部 极 小 值 或 者 拐点 ? ( 卫 ) 描 给 孙 数 图 形 的 一 般 
撕 状 . 
43,. y =16 —x’. 


re 
.Y=]n(sin x). 


44. y=7 x-6. 
d5. y=6x(r + 1){x—2), 46. y=x:(6 -4r). 
和 7 y= x. 和 .六 =4z 一 对 
在 刁 题 和 ~52 中 , 画 出 函数 的 图 形 . 然后 利用 
两 数 的 一 阶 导数 说 明 所 见 的 图 形 . 
49. ry =x + SO. y= + x1)} 
SS, y=x +(x 1) SL y=r -x1})' 
在 习题 53 -如 中, 画 出 洋 数 的 草图 . 


， 工 十 2 
$53. 1 = 3 4 
2 
55. 了 -etl 56. y -E+l 
1 时 
+2 #1] 
ST7. Y= Fx 8 Y= EE 
2 -4 区 
59. = 三 二 一 60. y= . 
2 ak! x 
在 习题 而 ~72 中 ,利用 洛 必 达 法 则 求 极 限 . 


-和 二 35 一 人 4 
人 加 ri 


*" ~ 
. 


各 
x 


62. lim 
-| 


258 
tan x tan x 
, Jim ,Jim -一 ， 
2 -mn 时 r+ nk 
int in 有 
”an ”in mu 
667. Jim neo Tx eon 34. 68, lim yx aer x 
Er 上 
69. lim{ csc x — oot x). 70. tm 1 2) 
< 加 s 中 下 EE 
?1 lim( vi +x+l — vx x). 
i 
72， tim { ri 让 


在 半点 73 ~ 中 中 求 极限 . 


+ 是 
.Jim 区 二 上 74. Jim 世上 
1 si 8 
,jim 二 上 76. lim =1. 
re 一 人 :0 让 一 
lim 3 oa 天 78, lim4 二 外- 
* ee 一生 一】 = 四 xe 
。 3 
2 0, jim -an 人 mt 
0* 上 = 
。 tim (全 -二 } B82. lime "ny. 
0+ i 上 lt 


B4. 


-ml + 二) 和 (+ 二 + 去) 


， 两 个 非 负 数 之 和 为 36. 在 下 列 条 件 下 求 这 两 


个 数 : 
(a) 它们 的 平方 根 之 差 尽 可 能 地 大 ; 
{了 b) 它们 的 平方 根 之 和 尽 可 能 地 大 ， 


。 两 个 非 负 数 之 和 为 20, 在 下 列 条 人 忻 下 阔 这 两 


个 数 : 

《a) 一 个 数 同 另 个 数 的 平方 根 之 积 尽 可 能 地 大 ; 

fb)- :个 数 局 另 一 个 数 的 平方 要 之 和 尽 可 能 
地 大 . 


等 腰 二 角形 以 原点 为 项 点 , 底 边 同 z 轴 平行 ,在 x 


轴 上 方 的 两 个 顶点 蒂 在 曲线 y=27 -x 上 . 求 三 
角形 可 能 具有 的 最 大 面积 . 


, 客户 请 求 你 设计 一 个 无 盖 的 长 方 体 不 锈 钢 大 抵 ， 


斌 的 底部 呈正 方形 ,容积 为 和 2 忆 , 用 174 和 英寸 的 
钢板 焊接 而 成 ,并 且 具 有 最 轻重 量 . 你 推荐 采用 
什么 尺寸 ? 


. 求 最 大 直立 贺 柱 体 的 高 度 和 半径 ,使 其 能 够 放 进 


半径 为 3 的 球体 内 


， 附 图 还 孙 两 个 直立 圆锥 体 ，- -个 倒立 于 另 一 个 的 


内 部 . 两 个 圆锥 体 的 底面 平行 ,小 辆 猴 体 的 项 点 
位 于 大 贺 肉 栖 底 面 的 中 心 .r 和 上 取 计 么 值 将 使 
小 图 锥 体 具有 最 大 可 能 的 体积 ? 
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91. 


95, 


- 质点 运动 


制造 较 胎 你 的 公司 -大 能 够 制造 100 xz 个 人 
级 轮胎 和 100 xy 个 B 级 轮胎 ,其 中 0 和 x 专 4, 并 是 
40 - 10x 

5-x 
生产 个 组 轮胎 的 利润 为 生产 -- 个 B 级 轮胎 的 
曲 依 . 获得 量 大 利润 的 等 种 轮胎 生产 量 是 多 少 ? 
Tt 轴 上 两 个 秆 点 的 位 置 由 5 二 CI 上 
和 > = rosf +Yxd4) 础 证， 
(a) 和 晰 个 质点 相距 最 返 时 的 距离 是 和 多大? 
tbh) 两 个 质点 何 时 碰 挤 ” 


.无 闭合 于 ”无 盖 的 长 方形 鳃 于 由 10 inxi56 in 纸 


板 在 四 个 和 上 上 切除 所 长 相等 的 频 方形 后 同上 折 感 
用 分 析 方 法 求 达到 最 大 容积 的 盖子 的 尺寸 和 最 大 
容积 用 图 撒 支 持 你 的 答案 . 

梯子 问题 “ 附 图 曙 示 走 座 的 一 角 , 能 够 以 平 四 方 


式 绕 这 个 角 搬 运 的 梯子 的 最 太 近 似 长 度 ( 英尺 ) 
是 多 少 ? 把 符 案 舍 人 到 最 接近 的 英 斥 数 . 


~ 


令 记 x) =37x 一 z. 证 明 方 各 所 x) = -4 在 区 间 
12,3| 于 有 一 个 解 ,并 且 用 牛 同 法 求 出 它 . 


今 作 x) = -各 ,证 明 方 程 乒 z) =75 在 区 间 


[3,4] 上 有 一 个 解 ,并 且 用 牛顿 法 求 出 它 . 
在 半 题 97 ~120 中 , 求 不 定 积分 (最 - 般 的 万 时 


数 ). 通过 微分 法 核对 你 的 管 案 . 


97. 
99. Ha + 和 de 


101 


[sy 


[ix + 5x -7)dz. 98, (se - §- +)ar 


100. 人 去 - de 
dr 


学 上 的 三 用 


103. 
105. 
107, 
109， 
]11. 
112. 
113. 
115. 


117, 


119, 


Ek] 此 
ev + 148. 104. Hp 
v9 十 本 


pea + 7 dr 106. [2 x) de 
| ls 
只 中 10 [LR 
[ee 和 nt 这 8 由 


fain 


108. Je Ts x, 
110. fue 4 tan 0. 


-tlx. 


这 

4 
fe 2 dx (提示 : ong = re 29). 
{ft 2 -zjd 114. 人 2 + 二) 


(Be 


fa de. 


116. fs + 5 ds. 


‘jar. 
118. frar. 


一 二 1 各, 
[i | 
在 习题 121 ~ 124 中 ,求解 初 什 问题. 


121. 全 -xi es -1 
122. 3 = LY ,yy -1 
”中 = (e+ 二 i} 
中 3 
123. TF 15vt + {ly = 3,r(tl} =0 
了 
124. 0 = eof; MO = ri0) =0,rf0) = - 
[9 
125. 下 向 {a 和 (fh) 中 的 和 分 可 能 都 是 正确 的 吗 ? 闻 


126. 


I27. 


以 说 时 , 


=--|- de - 
vl-x |x 
下 面 (a) 和 (bh) 中 的 各 分 可 能 都 是 正确 的 吗 * 子 
以 说 明 . 


三 二 - -[- A = 一 cns r+. 
-x 
加 -ds {x =-u, 
a re -| A dr = 
-| -du 
好] =- 中 


= cos ma + 如 

= ees x) +0, fa = x). 
附 疼 所 未 矩形 的 一 边 在 目 * 加 上 , -- 边 症 正 x 
轴 上 ,矩形 右上 方 的 顶点 在 曲线 y=e 2 于. 给 
出 最 大 面积 的 答 形 尺 征 是 秆 么 ?这 个 最 大 面积 
是 禾 少 ? 
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328， 附 图 所 下 第 形 的 - 边 厅 目 ， 轴 上 ，- 边 在 下 
回 上 , 短 形 在 上坟 的 大 点 在 有 昌 线 = (ln x jr 
上 给 出 量 大 面积 的 矩形 尺寸 吕 什 么 ”这 个 最 
太 面 和 是 多 少 ? 


在 十 129 和 130 中 ,类 每 个 明 数 在 结 定 区 间 
上 的 绝对 概 太 值 和 绝对 极 小 依 . 


129, y=x In 2x 一 zx.[ 云 全 到 | 


130. y=10x(2 -inxrj,fpie:]， 
在 避 题 131 和 132 中 , 求 冰 数 的 绝对 极 大 值 和 

绝对 模 小 值 . 并 月 说 明 两 数 在 何 处 取 绝 对 极 大 值 和 

绝对 极 小 值 . 

131. fx) = ev 7 132、g(z) =e Tm 
国 133， 画 出 下 列 师 数 的 图 形 ,并 且 利用 图 形 定位 和 佑 
计 极 值 ,确定 拐点 的 坐标 ,以 及 确定 图 形 向 上 后 
和 向 下 叫 的 区 间 , 然后 通过 求 函 数 的 导数 证 实 
你 的 估计 . 
{a}y= (In Fy. 
{ely={(1+xr)e . 
是 出 FAz) =x ln x 的 图 彤 . 这 个 遇 数 显现 有 纱 
对 极 小 值 吗 ? 用 微 积 分 证 实 你 的 答案 . 
贤 出 让 x} = sin xr)“ 在 区 间 [0,3mw] 上 的 风 
形 . 说 明 你 从 图 形 中 看 出 什么 ? 
水 下 圆 礁 面 传输 电弧 由 不 导电 饮 缘 材料 包 囊 铀 
心 线 构 成 , 如果 x 表示 钢 心 线 半径 同 绝缘 材料 
厚 麻 之 比 ,已 知 传 输 信 自 的 速率 由 公式 
r=elnflxs) 给 出 . 设 钢 心 线 半径 为 1 cm, 多 大 
的 化 缘 材 料 厚度 放 特 使 电缆 达到 最 大 传输 速率 ? 


(byyr=e 
四 134. 
135. 


136. 
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第 4 章 补 充 和 提高 习题 


对 于 在 区 间 耳根 友人 靖 利 概 小 值 要 等 的 阴囊 能 作 秆 
么 说 明 ? 拱 出 管 索 的 理 内 . 

.不 连续 陋 数 在 闭 区 辣 革 术 能 同时 其 有 绝对 棋 大 值 
各 绝对 极 小 值 这 个 说 法 成 立 则 ?提出 答案 的 
王 刊 . 

关于 在 于 区 间 上 或 者 六 于 区 问 .上 的 连 闭 卫 数 的 由 
值 能 驶 得 出 什么 结论 ?” 拉 出 答案 的 理由 . 
.局 部 极 慎 ”利用 导数 


生 - Gfz -I(x 2) {~ 3) (x 4) 
six 


的 + 符 时 模式 确定 f 有 具有 启 部 极 大 值 和 局 部 棋 小 
值 的 点 . 
5， 局 部 极 值 
{a) 根 定 y= 拓 的 -- 阶 导数 为 
TI 一 了 7 
了 的 图 形 在 什么 点 (如 果 存 在 ) 具 有 局 部 极 大 
值 ,局 部 极 小 值 或 者 拐 点 
{很 定 7Y= 太 x} 的 一 阶 导数 为 
Y = xftxr + 1)tr -2) 
了 的 图 形 在 逢 各 点 5 如 果 存 在 具有 局 部 极 大 
值 .局 部 极 小 值 或 者 拐点 ? 

和 如 果 对 于 所 有 x 有 tx) 志 2 ,在 区 间 [0,6] 上 能 
名 增加 的 最 大 值 是 志 少 ? 得 出 答案 的 理由 - 

7. 约束 函数 假定 /在 [e, 外 上 连续 ，e 是 这 个 区间 
的 内 点. 证 明 : 著 在 [a,， cy 上 (x) 所 0 且 在 
Cr] 上 (x) 守 0， 则 所 x) 在 [a,81 上 不 会 小 于 
AA). 

8. 不 等 式 
(aj 证 明 -1 信 xA(1+x) 1/2 对 于 每 个 * 值 

成 立 . 
1b) 假定 是 以 六 (x) =xA(1 + 个 ) 汶 导数 的 函数 . 
利用 (a) 中 的 结果 ， 证 明 


LE) -as 了 -aa 


对 主任 何 a 和 5 成 立 . 

9. x) =xi 在 +=0 的 导数 为 堆 ， 但 是 了 不 是 常 什 
崩 数 . 这 同 中 值 定理 的 系 中 所 说 其 有 和 零 时 数 的 函 
数 尖 常数 相 矛 盾 吗 ”提出 竺 案 的 理由 . 

10. 极 值 点 和 拐点 今 上 让 = 将 是 zx 的 两 个 可 微 晒 数 了 
和 g& 的 积 . 
ta} 如果 了 和 gg 是 正 的 ,在 x =a 有 局 部 枢 大 值 ， 

并 用 己 和 如 在 a 改变 符 导 ,在 4 有 局 部 极 
大 值 吗 ? 


ps 


[i 


et 


EP 


13. 


14. 


15. 


16. 


-水平 切 线 


币 寺 章 


fb] 好 果 六 和 的 图 形 在 += 有 描 点 ， 
形 在 有 白 点 吗 * 

在 是 种 情况 玉 ， 如 果 答 案 是 让 定 的 ， 请 给 出 证 

骨 ， 如 果 等 案 是 再 定 的 ， 举 出 :个 反例. 


由 的 全 


. 或 函 数 ”利用 上 述 条 件 求 公 下 所 = + 


{hr +er+2da. rc 的 但: 

(Da ze 的 倩 为 和 或 1; 

(六) 的 图 撒 经 过 点 ( -1.0); 

[说 ) 直线 了 = 1] 是 了 图形 的 疡 和 近 线 . 

对 于 侧线 = 

常数 二 慷 哪 个 值 式 哪 些 值 使 昌 线 虱 好 用 -条 水 

平 切 线 ? 

最 文 内 接 三 山形 点 和 点 如 位 于 一 个 单位 加 

的 直径 的 端点 ， 点 局 在 圆周 上 ， 当 和 角 拱 A486 

为 等 村 “前 形 时 的 面积 最 太 这 个 结论 正确 阿 ? 

体 是 已 样 知道 的 ? 

二 阶 导 数 检验 法 的 证 明 ”局 部 级 太 值 和 局 部 极 

小 值 的 二 阶 导 数 检 验 法 {4.4 节 } 表明 ; 

{a) 若 让 Cc) =0D 和 产 (c) <0, 则 f 在 x=e 有 有 局 
部 枚 大 值 . 

{b] 若 户 te) =0 和 (Ce) >T0， 则 在 r=c 有 时 
部 极 小 值 . 

为 了 证 明 论 断 (a)， 令 呈 =fl32)1 关 rr)1l， 然 

后 利用 

所 (CC 


e+) 
下 丰 


Miry = lim 
这 个 事实 推断 ， 对 于 某 个 人 >0， 
octhl< sot cf te ed 


= lim 
ho 


因此 , (c+h) 在 -85<h<c0 时 为 正 而 在 9 < 
玉 < 百 了 时 为 负 ， 用 类 航 的 上 方法 证 明 论 断 Lb). 
水 桶 玄 乃 ”要 求 在 附 图 所 示 { 见 下 页) 水 桶 侧面 
的 某 个 高 度 效 了 筷 ， 重 澳 出 的 水 流 神 到 离 水 桶 尽 
可 能 远 的 地 面 上 .， 徊 轩 在 桶 的 项 部 附近 羡 扎 . 
由 于 那 打 的 压力 较 小 ， 水 流出 的 速度 较 慢 ， 但 
是 在 空中 花 揭 较 长 时 间 . 如 果 在 桶 的 底部 附近 
玄 孔 ， 水 彼 出 的 速度 较 快 . 但 是 只 有 较 知 的 下 
立时 间 . 什么 地 方 是 冀 孔 的 最 佳 位 置 5 如 时 在 
在 )? 【提示 ;， 流出 的 水 粒 具 高 座 + 落 到 地 而 需 
要 歼 长 时 间 ?》 

路 进 3 分 球 - -位 美式 酚 榄 球 运 动员 想 术 一 条 
右 射 门 线 上 踢 进 球门 一 个 3 分 球 ， 假定 两 根 球 
门 柱 相 蝶 上 甘 尺 ， 右 射门 钱 蝶 离 右 球 ! ] 柱 a >0 


注 铀 水 ， 


- 廊 出 速 广内 


地 面 


-一 一- 
斋 出 昨 山 

英和 人 【参见 附 图 )， 于 返 动员 处 于 最 天 角 雇 局 时 
到 球门 柱 线 的 中 腐 hh 县 没 槛 槛 球场 是 平地 
球场 . 


球 方术 


由 


| 


右 射门 线 
hn 
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[| 
1 
81 
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壤 机 球 


37- 带 不 司 答案 的 最 大 慎 一 最 小 值 问题 有 了 时 最 大 
值 -最 小 值 问题 的 解 同 物体 民 十 的 比例 有 关 ， 作 
为 一 个 例子 ， 根 设 在 半径 为 只 和 高 度 为 开 的 直 
立 圆 锥 和 内 内 接 半径 为 * 和 高 度 为 的 直立 较 
桩 体 ， 如 附 图 所 示 ， 求 = 的 值 ( 用 品 和 天 表 
示 ) ， 使 圆柱 体 的 总 面积 (包括 顶部 和 底部 ) 达 
到 最 大 值 ， 你 将 会 看 到 ， 这 个 解 依赖 于 地 志 2R 
或 者 百 > 2 吕 
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18， 求 参数 最 小 什 对 于 所 有 目 信 rr， 求 使 me -1 + 


(177) 大 于 或 者 等 于 誉 的 正常 数 的 最 小 值 ， 


计算 下列 朴 限 : 
(a) im 2 (bj lim win Sx rot 3x 
(ae v2x. (0) lim Caee x -tan x). 
+ 
{eylim :mn (im Sin x 
xd 一 [Lan ri Dx sin x 
(Blin (lim 
站 对 于 下 列 极限 ， 党 必 达 法 则 无 能 为 力 ， 请 用 革 
种 其 他 方法 求 概 限 : 
， 二 十 有 2 
lim +2 bh) lim— i 
‘a lin 十 和 ih) et 


" 假设 家 公司 每 周 用 7Y =a+ 上 如 著 区 的 成 木 后 产 


* 件 产品 ， 它 每 周 能 各 以 插件 m=e -ex 美元 的 
价格 销售 x 件 产品 a 858, ce,， de 都 是 正 
常数 . 

{aj 什么 生产 水 平 能 产生 最 大 利润 * 

{b) 相应 的 价格 是 多 少 ? 

【cj 每 周 在 这 种 生产 本 平 下 的 利润 是 和 多少" 

{td} 如果 政 府 对 上 拇 件 销 肯 出 的 产品 和 证 税 1 美 雹 ， 
每 件 产 品 应 以 什么 价格 销 上 才能 达到 最 大 
利 酒 ? 对 这 种 价格 同 税 前 价格 之 各 的 凑 出 

出 评论 . 


- 估计 倒数 { 不 用 殊 法 ) 如 果 对 琐 数 /fr) = 


(LAx) -2 应 用 牛顿 法 求 根 ， 能 够 估计 元 a 的 例 
数 而 不用 a 由 内， 例如 ， 如 果 a =3， 牵 涉 的 周 
数 是 x) =(1“zr) -3. 
(a) 画 出 y=(1/x) -3 的 图 形 ， 图 形 同 * 轴 在 
什么 地 方 相交 ? 
(b) 证 明 这 时 牛顿 法 的 遂 推 公式 是 
Nl 一 #2 x) 


所 以 不 需要 做 除法 . 


,为 了 求 x=Ya， 对 x) =x? -a 应 用 牛顿 法 ， 这 


里 假定 a 是 正 实数 府 g 是 正 整 数 。 证 骨 x, 是 x。 
和 oa 并 的 "加权 平均 " ， 并 且 求 下 列 方程 中 的 
系数 mm 和 mm,: 
4 mm tm (EE), > Om > 0 
Xo m+m, = 1. 
如 果 ao 和 a/ 相等， 下 以 得 出 什么 结论 ? 在 
这 种 情况 下 *, 的 值 是 什么 ? 


， 直 钱 族 y=ar +b(a, 上 是 任意 常数 ) 的 特征 可 以 


用 关系 式 "=0 表达 ， 求 所 有 加 族 
(x -hi + (rh) = 
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25. 


辐 26. 


27. 


29. 


0. 


31. 


满足 的 相 亿 关系 式 ， 其 中 内 和 上 是 任意 常数 . 
{提示 ; 从 给 出 的 方程 和 接连 求 导数 得 和 的 两 
个 方 称 的 方程 组 消 皮 扣 和 Fr) 
!4 世纪 提出 的 自由 落 性 问题 14 世纪 和 中叶 德 国 
萨克森 州 的 艾 伯 特 (1316 ~ 1390) 提 出 一 个 自由 
落体 的 模型 ， 假定 物体 下 蓄 的 速度 同 下 落 的 是 
离 成 止 比 ， 所 以 ,认为 下 落 20 英 上 尺 的 物体 志 下 
落 10 英尺 的 物体 运动 可 能 快 两 情 似 乎 是 合理 
的 ， 除 此 之 处 ， 于 时 没有 是 够 精确 的 仪器 用 东 
验证 别 的 结果 ， 今 天 ， 通 直 求 解 芯 伯 特 模 到 中 
隐 含 的 初 人 问题 ， 可 以 看 出 它 的 模型 同 实 际 情 
沈 究 更 相 车 密 远 ， 求解 这 个 问题 ， 并 电 从 图 腻 
上 对 求 出 的 解 和 方程 :=16 艇 比较 ， 你 将 看 
出 艾 伯 特 模型 撒 述 的 运动 在 开始 时 二 慢 . 而 在 
不 外 后 就 变 得 比 实际 速度 快 得 多 . 
分 姐 险 血 ” 在 第 二 次 世 和 措 大 战 期 间 ， 需 要 对 大 
是 新 兵 实 施 验 血 ， 对 A 位 士兵 验 应 有 两 种 标准 
方法 : 第 一 种 方法 ， 对 每 人 单独 检验 ; 第 二 种 
方法 ,把 * 位 士兵 的 血样 集中 在 : -起 ， 作 为 -- 
个 太 血 样 检 验 ， 如 果 检 验 结果 呈 阴 性 ， 那 么 所 
有 <x 位 十 兵 通 过 这 次 检验 ， 如果 检验 结果 呈 阳 
性 ， 青 对 每 位 士兵 做 单独 检验 ， 需 要 总 共 进 行 
x+ 上 + 次 检 驴 .利用 第 二 种 方法 和 某 些 概率 论 可 
以 证 明 ， 平 均 而 言 ， 检 验 的 总 次 数 y 将 是 

r= M1-e tl) 
试用 7 =G.99 和 六 =1000， 求 使 7 达到 最 小 的 整 
数值 x， 同时 求 使 y 达到 最 大 的 整数 值 * 【第 
二 种 结果 对 实际 情况 是 不 重要 的 . ) 第 二 次 世界 
大 战 中 使 用 的 分 组 验 血 方法 比 个 别 验 血 方法 节 
省 中 铝 世上, 但 是 不 是 用 上 面 给 出 的 # 值 . 
假定 一 辆 汽车 的 剩 车 产生 fv 的 恒定 负 加 束 
度 ，{aj 确定 把 以 人 0 mvh(88 fa) 行驶 的 汽车 
在 离 躁 简 车 地 点 起 的 100 ft 曙 离 内 停 下 来 ,天 必 
须 取 什么 值 . 1b) 使 用 同一 个 不 值 , 以 30 mh 
行驶 的 汽车 在 停止 之 前 将 行驶 多 远 ? 
令 情 ])，g(2z) 是 两 个 连续 的 可 微 画 数 ， 满 足 关 
系 六 xz) = 有 xz) 和 (xi = -Ar)， 令 让 [二 ) = 
Fr +E xs)， 如 果 上 0 =5， 求 h(i0). 
是 否 可 能 有 一 条 曲线 ,满足 条 件 中 ydx 处 处 
等 于 零 ， 以 及 当 x=0 时 y=0 和 dy/dx=1? 提 
出 答案 的 理由 . 
求 地 平面 内 的 曲线 方程 ， 有 曲线 通过 点 (1，--1)， 
它 在 x 的 斜率 恒 为 3x +2. 
一 个 质点 沿 * 轴 运 动 。 它 的 加 速 魔 为 a= - 疡 . 


要 


[i 


33. 


35. 


4 


年:=0 时， 质点 位 王 原 点 ， 在 质点 适 动 过 各 
中 ， 它 达 央 点 x= 训 上 鞭 中 585>0)， 但 是 不 楼 过 让 
确定 质点 在 1=0 时 的 速度 . 
质点 以 四 速度 a =y 《1 运动， 假定 在 +=! 
时 ， 建 度 w=4“3， 位 坚 s= -4x15. 求 
{gj 由: 表示 的 速度 
{b) 由 上 表示 的 位 转 *， 
己 知 所 *) =ar +2br +r， a>0， 通过 考察 氢 小 
人 午 ， 证 明 对 于 所 有 实数 z, tx) 兰 0 当 用 仅 妆 
要 -we 到 由 
施 互 蒋 不 算式 
{1a) 在 习题 33 中 ， 仿 
nr) = {ur + + (ax 十 而 了 
十 

并 且 椎 导 施 瓦 殴 不 等 式 : 

Cab; + ob 十 二] 
a 
{b1 证 咀 ， 仅 当 存 在 一 个 实数 人 悟 @x 等 于 一 所 

对 于 从 到 +n 的 每 个 i 值 成 立时 ， 施 瑟 芯 不 

等 式 中 保持 等 续 . 
血管 系统 的 最 性 分 页 角度 模型 ”在 -个 流动 系 
统 中 ， 当 小 管 刘 从 大 管道 分 关 时 ， 我 们 o 叮 能 归 
求 它 以 这 样 一 个 角度 分 流 : 按 某 种 节约 能 量 的 
观点 它 是 最 性 的 ， 便 如， 如 附 图 所 示 ， 串 能 改 
求 沿 408 段 的 流动 由 于 摩 探 引 起 的 能 量 损失 达 
到 最 小 ， 在 这 个 疼 示 中 , 吕 是 小 管道 延伸 到 的 
给 定点 , 4 是 二 的 上 游 大 管道 中 的 … 点 ， 作 是 
管道 的 分 叉 点 ， 由 泊 肃 叶 提 出 的 定律 说 明 , 在 
无 湛 流 的 流动 中 由 于 摩擦 引起 的 能 量 损失 蜀 路 
径 的 长 度 成 正比 ， 而 局 管道 半径 的 4 次 方 成 反 
比 。 因此, 沿 40 的 能 量 损 失 为 (好 )“ 扩 ， 沿 
08 的 能 量 损失 为 (kt) ， 其 中 下 是 常数 ，4 
是 4 人 0 的 长 度 ， 忆 是 08 的 长 度 ,，R 是 大 管道 的 
半径 ，r 是 小 管道 的 半径 ， 夹 角 8 的 选择 是 使 这 
两 种 损失 之 和 


达到 最 小 值 . 


学 艇 的 友 用 
在 我 们 的 模型 中 ， 人 要 证 4C =e 和 8 = 二 用 财富 
的 ， 央 此 满足 关系 
+hrongd = a, duaing = 
所 以 
d, = bearg 
dl = = -hemp 
我 们 可 以 把 总 的 能 好 拖 失 表 示 成 6 的 涌 数 : 
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1 = A( mb ee + eee) 


(a 证 明 合 dE7d6 等 于 零 的 #8 的 临界 镇 晤 


-Ir 
8 = ceoa 


(b) 如 果 管 道 闪 径 之 比 为 rR=5A6， 估 计 ta} 中 
给 出 的 最 优 分 久 角 ( 准确 到 度数 ). 


第 5 章 . 积 分 法 


概述 ”经典 几何 学 的 巨大 成 前 之 一 ， 是 获得 三 其 形 的 面积 公式 以 及 球体 和 锥 床 的 面积 各 体 
积 公式 ， 在 这 一 章 讨 诊 计 算 这 些 几 何 对 象 和 长 纯利 为 一 般 的 处 何 形体 的 面 机 和 体 相 的 方法 ， 此 
们 建 汪 本 这 种 并 法 称 为 积分 法 . 它 是 计 管 范围 过 沁 直 出 面积 和 停 积 的 一 种 工具 ， 积 分 在 统计 和 学， 
自然 枉 学 和 工程 技术 中 是 被 为 重要 的 . 它 使 我 们 人 能够 对 天 量 点 用 领域 的 问题 进行 计算 ， 以 屋 车 
和 平均 倩 ， 到 能 源 消耗 和 水 坦 阐 门 藉 党 的 庄 力 、 革 等 


5. 1 用 有 限 和 作 估 计 


这 一季 展 孙 如 何 贿 计 像 而 租 、 平 均值 以 及 物体 超越 时 间 运 动 前 路 腐 这 样 - 些 拓 .它们 焰 可 
以 用 有 限 和 作 通 近 ， 覃 5.3 季 将 会 丰 到 ， 有 限 和 是 定 关 各 分 的 基础， 
5. 1.1 面积 

以 曲线 为 韶 界 的 区 域 的 面 租 ， 可 以 用 一 弓 逢 形 面 程 和 的 和 通 近 ， 使 用 的 定形 栈 多 . 道 近 的 准确 
座 越 高 . 

例如 ， 假 定常 昌 求 阴影 区 域 员 的 面积 ， 这 个 革 域 处 在 
x 轴 之 上 和 和 击 线 =] -x 的 图 形 之 下 ,并 日 介 于 两 菜 重 疗 
线 x=0 和 x=1 之 间 ( 风 图 5.1)， 可 届 ， 对 于 计算 像 区 城 RR 
这 样 且 有 曲线 边界 的 - - 般 形 状 的 区 城 面积 ， 没 有 简单 的 儿 
何 公 式 . 

尽管 没有 可 以 几 于 确定 R 的 准确 面积 的 方法 ,但 足 我 
们 能 外用 .种 简便 的 方法 道 近 它 .图 5. 2a 显示 同 个 韦 形 虑 
同 包 舍 区 域 R， 每 个 年 形 的 宽度 为 1472， 而 它们 从 左 至 右 的 


¥ 


高 度 为 1 和 3/4， 得 个 矩形 的 高 度 是 蚜 数 在 构成 垂 形 底 边 05 人 
的 [0，1] 和 生 的 子 区 间 上 的 最 大 信 ， 通 过 在 子 区 问 左 端点 对 图 5.1 不 能 用 -~ 个 简单 的 公式 
了 求 值 歼 得 ， 这 两 个 矩形 的 总 面积 通过 区 域 中 的 面积 4: 求 区 域 只 的 面积 


vs 


rN 


0 025 D5 0.75 


3 利用 包含 R 的 类 个 本 束 获得 hi 四 个 二 形 给 出 一 个 更 好 的 上 上 各 估 让 
及 面积 的 一 个 上 和 由 让 


图 5.2 两 种 个 计 都 超过 二 面积 的 实际 值 
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让 上 的 注 工 275 


“中 漳 圭 完 生 但 我 仍旧 想 举 发 这 个 尖 媒 ， 所 以 想 借 几 您 的 知 
在 场 的 只 有 我 不 了 和 解 状况 吧 ， 我 注意 到 主权 党 的 确 会 心 一 笑 


“把 你 的 理由 说 出 来 昕 听取 ， 鸟 口 一 一 ” 
我 于 次 过 过 地 被 据 除 于 话题 立 外 ， 


乌 口 激 看 笔记 使 开始 诉说 ， 看 来 全 记 在 脑 中 了 了 : 

“我 先 说 敌人 的 名 于 。 招牌 工 的 名 称 写 着 封 秽 御 入 神 ，“ 答 ” 
这 个 子 用 的 不 症 普 通 的 “ 箱 ” 和 ， 面 是 竹 迁 如 上 上 的 “下 ”“ 诈 
了 我 一 开始 并 不 知道 人 礼法。 这 个 御 往 神 并 不 是 对 羽 媒 本 身 的 称呼 。 信 
徒 们 者 称呼 到 媒 为 教主 大 人 : 地 点 在 王座， 有 栋 小 工厂 改装 成 的 
如 剑道 场 般 的 建筑 ， 御 总 神 是 建筑 物 本 身 的 称呼 ”教主 没 说 自己 拥 
有 有 神 妨 、 只 自称 是 神通 广大 御 得 神 之 信和 素 者 .所 以 表面 上 建筑 物 才 
是 卡 体 ， 教 十 生 不 过 是 信徒 。 但 节 他 并 不 要 求 信徒 要 仿 泰 御 给 
神 ， 我 想 这 就 是 不 以 御 秃 教 为 名 的 理由 . 教 直 主要 在 指导 信徒 要 改 
旋 生 酒 态 度 太 合剂 污 秘 的 财产 ， 此 时 会 进行 … 段 刚刚 说 的 “ 测 悉 秘 
密 ” 不 只 如 此 ， 怎 么 样 都 无 法 改善 时 述 会 帮 信 徒 施 行 加 持 祈祷 
全 部 免费 ， 祈 社 费 鉴定 费 等 等 爹 都 不 收 : “ 

“免费 ? “ 


广 : 不 管 是 “ 苯 ”， ”站 ”还 是 “车 ”在 日 文中 都 信人 必 “ 注 二 (HAKO) ” . 
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多 、 5 + 1 + = 于 = (67] 875 

在 锤 .种 求 和 方法 中 ， 孝 把 定 广 师 数 了 的 区 癌 [a] 细 分 成 等 宽度 (了 世 称 为 长 度 ) ax = 
(的 下 个 子 区 间 ， 并 且 在 钴 个 子 区 问 内 的 -点 求 了 的 值 : 第 1 个 区 间 内 的 ww ， 第 2 个 于 区 
间 内 的 -,， 依 此 类 排 .于 是 所 有 有 限 和 赂 其 有 

+ 所 二 

这 种 形 蕊 通过 版 战 来 起 多 的 算 形 ， 而 体 个 定形 的 宽度 :次 比 : 灾 小 . 这些 有 限 和 四 现 对 区 城 并 
实际 面 租 赤 来 越 好 的 通 近 . 

型 54a 主 半 用 16 个 车 帘 的 知 形 作为 昨 面 代 的 下 和 着 近 ， 它 们 的 面积 之 和 为 0.634 765 625 . 
这 个 值 看 起 来 间 R 的 实际 击 积 很 接近 ， 人 是 仍然 小 于 实际 面积 ， 内 为 这 些 知 形 位 于 民 的 内 部 . 

图 .4h 显示 用 16 个 等 宽 的 算 形 作为 月 面积 的 下 和 遂 近 ， 它 们 的 面积 之 和 为 0.697 265 625， 
这 个 倩 略 大 于 宏 际 面积 ， 因 为 这 些 筷 形 -上 起 包含 叱 用 16 个 第 带 的 中 点 准则 符 出 的 总 面 和 通过 
为 0.666 992 187 5， 不 过 太 能 立即 肯定 这 个 值 大 于 述 基 小 于 其 的 实际 呐 和 看 . 


几 


of 1 
有 ) 使 用 16 个 党 况 度 Ax=1716 的 拓 形 的 下 和 使 用 15 个 国 尾 宽度 的 其 形 的 上 上 和 
风 5.4 


例 1 表 5.1 显示 对 总 的 面积 的 上 和 融 近 及 上 和 通 近 . 使 用 2 个 筷 形 至 1000 个 需 形 。 本 5.2 季 
将 会 见 到 ， 对 于 像 这 样 的 区 域 ， 如 何 通 过 取 每 个 第 形 宽度 趋 近 零 反 年 形 数 日 趋 近 讯 穷 大 时 的 执 


限 ， 效 得 而 程 的 准确 值 ， 采 用 那里 提出 的 方法 ， 可 以 证 明 咪 的 准确 面积 号 273. 国 
5. 1.2 物体 的 移动 距离 表 5.1 有 的 面积 的 有 限 和 潘 近 
1 = _ 站 从 一 

。 假定 已 知 “ 辆 疝 会 路 线 行 先 而 ii FF 机 中 点 准则 上 和 和 
不 改变 方向 的 汽车 的 速度 咀 数 (0 ， 了 ee 二 
我 们 需要 确定 它 在 时 间 :=a 到 := 之 4 0. 53125 0. 671 875 QI8125 
间 行 驶 区 少 路 程 .如 果蔬 知 导电 的 反 时 16 0 634365625 0.60669921875 10 697 265625 
数 中 和 ， 于 各 通过 必定 5) = 天 (人 + ,0 ee es ns 

1 e016 668 6 .67E 6 

可 以 求 出 汽车 的 位 绾 明 数 ti， 然后 ， 3 E 


1000 666 166 5 0. 666 or 75 0. 407 106 5 


通过 计算 位 置 的 改变 量 sfb -sa) 可 以 
求 出 汽车 行驶 的 距离 (参见 4.8 节 避 题 117). 如 果 巡 度 盟 数 尽 由 汽车 里 程 此 在 不 同时 间 的 读数 确定 
的 .没有 可 以 用 来 获得 速度 函数 的 反 导 数 的 公式 ， 我 们 应 该 采取 什么 步骤 ? 

当 术 知道 速度 明 数 42041) 的 反 导 数 时 ， 可 以 像 前 面 那 样 应 用 有 限 和 过 近 汽 车 行驶 距离 的 相同 
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懒 洁 ， 我 们 把 区 间 [a,#] 细 分 成 很 短 的 时 间 区 间 ， 汽 车 在 每 个 小 区 间 上 完 件 玫 当 做 常数 ， 然 后 . 
川 通常 的 由 离 公式 
距离 = 速度 x 时 间 
遂 近 汽车 在 每 个 子 区 间 上 行驶 的 中 离 ， 开 且 越 过 [a,b] 对 全部 结果 求 和 . 
假定 划分 的 也 区间 像 
TT 


ei) 
a 四 i i p 


所 有 子 区 间 其 有 相等 的 长 度 At， 在 第 1 个子 区 间 内 选取 :~ 个 数 1， 如果 把 各 取 为 很 小 的 数 ， 以 
致 车 速 在 这 个 短暂 的 时 间 问 隔 内 几乎 没有 什么 变化 ， 耶 么 汽车 在 第 1 个 时 间 区 间 内 的 行驶 臣 离 约 
为 w(t) A&t， 如 内 4, 是 第 2 个子 区 间 内 的 一 个 数 ， 那 么 汽车 在 这 第 2 个 时 间 区 癌 内 行驶 的 荆 离 约 
为 哄 64 汽车 在 所 有 时 间 区 间 内 行驶 的 虐 南 的 总 和 为 
Do yn) A +t pt) At + et + ptt,) At 

其 中 是 子 区 间 的 总 数 . 

例 z 假设 直 民 向 空中 发 射 的 炮弹 的 速度 隧 数 着 太 1) = 160 - 9. 8: ms. 利用 刚才 描述 的 求 和 
放 法 估计 炮弹 在 前 3 秒 肉 上升 的 工 离 ， 这 个 和 同 准确 值 435. 9 m 接近 到 什么 程度 ? 

解 ”我 们 考 宕 用 不 同 区 间 数 日 以 及 选择 不 同 求 值 点 的 结果 .注意 恋 习 旺 减 图 数 ， 所 以 选择 左 
端点 纵 出 上 和 人 估计， 而 选择 右 端 点 给 出 下 和 估计 . 

{a) 用 3 个 民 度 为 1 的 子 区 间 ， 选 择 在 左 端点 求 了 的 值 ， 这 样 给 出 一 个 上 和 卫 ， 


0 
han 
用 在 t=0, 1, 2 的 值 ， 我 们 有 
De fl OAL + A DA + ft) At 
= [160 -人 8(0)](1) + [160 -9.8(1)]() + 160 -9.8(2)](1) = 450.6 
(pb 责 3 个 长 度 汶 1 的 子 芭 间 ， 选 择 在 右 端点 求 了 的 值 ， 这 样 给 出 一 个 下 和 : 


ka 
用 7 在 :=1， 2, 3 的 值 ， 我 们 有 
Da fi} AL + HOIAM + FA) at 
= [160 -9.8¢1)](1) + 5160 — 9.8(2)](1) + [160 -9.8(3)](1)》 = 421.2 
(rc} 用 5 个 长 度 为 17/2 的 子 区 间 ， 选择 在 两 个 端点 求 /的 值 ， 这 样 得 到 一 个 上 和 上 D 以 及 一 
下 和 DD: 


ty tai fats te 和 和 和 人 
四 一夫 一 由 一 地 一 出 一 趟 一 一 了 和 
如 1 2 3 心 1 2 3 
EE at 


用 /在 左 端点 的 值 给 出 上 和 D=443.25; 用 7 在 右 端点 的 值 给 出 下 和 D428. 55. 
这 两 种 用 6 个 子 区 间 的 情 计 ， 比 用 3 个 子 区 间 的 估计 第 接近 准确 值 . 当 所 用 的 了 区 间 越 小 
时 ， 结 果 的 准确 度 越 高 . 
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正如 可 以 从 甫 5 2 中 看 出 的 那样 ， 用 左 端 点 的 上 和 从 上 方 接近 准确 什 435.9， 而 用 右 端 点 的 


工作 了 和 之 癌 . 作 套 接近 的 儿 个 估计 项 下 ll Tr 1 WW 局 
中 ， 误 藏 大 小 为 避 23. i 1 6 
襄 益 大 小 =1 实际 值 - 计算 值 | 172 443. 25 428. SS 
=1435.9 _ 435.67|= 0.23 12 174 419, 57 CEE 
24 1 437. 7 434. 0 
诬 芝 站 分 类 = 0.23 = 和 ,05 爸 48 1716 430. 82 4 9 
i 433. 9 1232 4 了 8. 把 435, 4 
从 表 中 最 后 鸯 栏 有 理由 得 出 结论 , 炮弹 在 一 一- 43613 45.07_ 
前 3 各 飞行 期 间 大 约 上 升 436 米 ， 四 


5.1.3 物体 的 位 移 和 移动 距离 

如 时 物 体 以 位 诈 汕 数 诺 说 沿 坐标 线 运 动 而 不 改变 方向 ， 像 在 倒 2 那样 ， 我 们 可 以 通过 在 很 小 
多 间 上 对 物体 的 移动 距离 决 和 ， 计 算 从 :=a 到 := 志 移 动 的 总 上 距离， 如果 物体 在 运动 中 改变 方向 
一 次 或 者 多 次 ， 那么 需要 利用 物体 运动 的 术 率 15t1} 1， 即 物体 的 速度 旺 数 oft) 的 绝对 值 ， 站 阁 
的 移动 距离 。 辐 便 2 一 样 ， 用 速度 本 身 仅 给 出 物体 的 位 移 的 估计 xs(8) -sa)， 即 它 的 初始 位 兽 
和 终止 位 置 之 问 的 养 . 

为 了 弄 清原 对， 把 时 间 区 和 间 [a,&8] 划 分 成 充分 小 的 等 长 子 区 间 A&， 合 得 物体 从 时 间 [到 
的 速度 变化 不 大 ， 在 这 种 情况 下 ，z#5) 给 出 速度 在 整个 区 间 上 一 个 令 人 满意 的 通 近 ， 央 此 ， 在 
这 段 时 间 攻 间 物 体 的 位 置 举 标的 改变 约 为 

nn) A 
这 个 改变 量 当 v(t,) 取 正 值 时 为 正 ， 而 当 wt4) 颇 负 值 时 为 伞 . 
对 于 任何 一 种 改变 ， 物 体 在 这 段 时 间 子 区 间 移 动 的 县 离 约 为 
letn) lA 
物体 移动 的 总 距离 近似 等 于 和 
| 和 本 二 1 
5.1.4 非 负 函数 的 平均 值 

包含 te 个 数 x,，*，-…，x*, 的 集合 的 平均 值 是 通过 对 它们 求 和 上册 除 以 & 得 到 的 ， 介 有 是， 连续 
两 数 广 在 芝 问 ia,5] 上 的 平均 值 基 什么 ?这样 一 个 函数 可 以 服 无 限 个 值 ， 便 如， 在 一 座 城 市 的 某 
个 地 方 ， 等 天 温度 的 上 升 和 下 降 是 一 个 连续 肯 数 ， 如 果 说 这 库 城市 一 天 内 的 平均 温度 是 华 反 73 
度 ， 这 是 指 什么 意思 ? 

当 -个 需 数 昆 常 数 时 ， 这 种 向 题 很 穿 易 回答 ， 原 常数 值 * 的 陋 数 在 区 间 Te ,2] 上 的 平均 值 为 
c， 当 e 为 正 数 时 ,函数 在 [a .4] 上 的 图 形 是 一 个 高 度 为 c 的 矩形 ， 这 时 函数 的 平均 值 本 几 人 向 上 可 
以 解释 成 这 个 矩形 的 面积 除 以 它 的 宽 座 (5-a)( 见 图 5. $3). 

如 果 需 要 阔 非 常数 值 消 数 的 平均 全 ， 像 对 图 5.5b 中 的 函数 gx 那样 ， 那 么 平均 值 是 什 
么 ”对 于 这 个 图 形 ， 我 们 可 以 把 它 想 象 成 在 蝎 动 ~-- 桶 水 时 ,包围 在 x=a 和 和 x=5 的 桶 壁 之 间 的 
水 面 高 条 的 姐 间 疼 像 ， 当 水 动 落 时 ， 它 在 每 点 的 商 度 是 变化 的 ， 但 基 水 面 的 平均 高 度 相 门 . 
为 了 求 水 面 的 平均 高 度 ， 我 们 让 它 平 静 下 来 ， 吉 到 变 成 平面 ， 这 一 高 度 为 常数 .最后 的 商 麻 “ 
等 于 函数 & 的 图 形 下 方 的 面积 除 以 (加 -ea)， 由 此 引出 平均 值 的 定义 ， 我 们 把 非 负 晤 数 在 区 间 
[a.8] 上 的 平均 值 定义 为 函数 图 形 下 方 的 面积 除 以 区 疗 长 度 (5 -a)， 为 了 使 这 个 定义 时 有 效 
的 ,我们 需要 准确 地 理解 图 形 下 方 秽 面积 的 会 义 ， 这 种 理解 将 从 5.3 节 获 得 ， 不 过 现在 先 来 
考察 两 个 简单 的 例子 . 


a Ae 在 |e. 丰 上 的 平均 什 让 gt 在 [a 上 的 平均 秆 襄 开 它 
等 二 失 脱 的 面积 除 以 (to 的 [ 革 隧 下 方 的 面积 除 以 (ba 


图 5.5 
例 3 涡 数 x) =3zx 在 区 间 [0，2] 上 的 平均 值 是 什么 ? 


解 ” 这 个 平均 值 等 于 隆 数 图 形 下 方 的 面积 除 以 区 间 的 宽度 . 
在 这 种 情况 下 ， 我 们 无 需 用 有 限 盘 近来 估计 哨 数 图 形 下 方 区 域 6 


各 下 


的 面积 高 为 6 和 底 为 2 的 三 角形 的 面积 等 于 6( 见 图 5.61)，[% Pe 
问 寓 度 汶 8 ~a=2 -0=2.， 博 数 的 平均 值 是 6/2 =3. 国 


例 4 估计 函数 f(x) =sin * 在 区 间 [0, 和 1] 上 的 平均 值 

解 ” 观 察 图 5.7 小 sin x 在 0 和 立 之 间 的 图 形 ， 可 以 看 出 它 
的 平均 高 度 是 0 和 1 之 间 的 某 个 值 ， 为 了 求 出 这 个 平均 值 ， 党 要 
计算 函数 图 形 下 方 的 面积 4， 然后 用 区 间 长 度 7-0 -= r 相 除 . 

我 们 没有 确定 这 种 面积 的 简单 方法 ， 所 以 用 有 限 和 去 过 过 
它 ， 为 了 闭 得 一 个 上 和 相近 ， 把 一 起 包含 区 间 和 0,，z] 上 y= sin x 
用 形 下 方 和 x 轴 上 上方 的 区 域 的 8 个 宽度 同 为 mx8 的 矩形 的 面积 相 
加 ， 对 于 这 些 矩形 的 高 度 ， 选 择 sin x 在 每 个 子 区 间 上 的 最 大 值 . 
在 一 个 特定 的 子 区 间 上 ， 这 个 最 大 值 可 能 出 现在 左 端 点 、 右 端点 同 5.6 函数 风 x) =3x 在 区 


vr 


1 2 3 


或 者 它们 之 间 的 某 个 点 ， 计 算 sin x 在 这 个 点 的 值得 到 用 于 炒 上 间 [0, 2] 上 的 半 餐 
和 的 矩形 的 高 度 ， 然 后 用 这 些 和 矩形 面积 的 和 估计 总 面积 ( 见 值 为 并 例 3) 
图 5.7}): 

4A~ {sin 至 + ein 全 ++in + ein + sin 了 + aint) 


= (0. 38 +0.71 +0.92+1+11+0.92 +0.71 +0.38) - 宇 = (6.02) .TI ~ 2.365 


3 
为 了 估计 sin x 的 平均 值 ， 用 %* 除 估计 出 的 面积 ， 得 
到 过 近 值 2. 365/77 =0. 753. 

由 于 这 是 用 上 和 通 近 面积 ， 这 个 估计 大 于 sin x 
在 区 间 [0，、"] 上 的 实际 平均 秆 ， 如 果 使 用 越 来 越 多 
的 气 形 ， 每 个 目 形 的 宽度 越 来 越 小 ， 就 会 得 到 越 来 
越 接 近 实 际 平均 值 的 帖 计 . 利用 5.3 节 中 讨论 的 方 
法 ,将 证 明 实 际 平均 值 是 27T=0. 64. 

同 前 面 一 样 ， 我 们 也 完全 可 以 利用 位 于 Y=sinx 
的 图 形 下 方 的 息 形 计算 下 和 有 逼近， 或 者 利用 中 点 准则 . 


图 和 7 利于 8 个 矩形 计算 sin x 在 -0, ~“' 的 
平均 值 ， 逼 近 上 zy =sinx 在 0 和 7 之 
问 的 图 形 下 方 的 面积 ( 例 4) 
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蔓草 


在 53 节 将 会 看 人 到， 在 每 -种 情况 ， 只 要 所 有 站 形 的 宽度 足够 小 ， 带 近 值 都 接近 实际 面积 . 国 


5.1.5 小 结 


正 值 电 数 锣 展 下 方 的 面 舱 ， 不 改变 方向 的 运动 物 迟 移动 的 中 离 ， 以 及 非 员 师 数 在 其 个 区 问 
上 的 平均 值 ， 这 些 基 都 可 以 用 有 限 和 膛 近 首先 我 们 把 区 间 细 分 成 子 区 间 ， 在 竺 个 特定 的 子 区 间 
上 把 相应 的 哺 数 广 当 做 常数 看 待 。， 热 后 ， 用 贤 数 /在 每 个 子 区 间 内 菜 点 的 值 乘 以 子 人 区 问 的 宽 座 . 
并 了 纪 把 这 些 乘 积 加 在 一 起 ， 如 果 把 区 间 [a,&] 细 分 成 4 个 相同 宽度 Ar = {48 -aza 的 子 或 问 。 并 
用 Ke) 是 了 在 第 天 个 子 区 间 内 某 个 选 定点 es 的 值 ， 那 么 这 个 过 程 给 出 形式 为 


Ac) Ar + fc)Ar + /cr ) Mx + 


+ 大 ex 


的 有 限 和 ， 对 于 上 的 选择 可 能 使 7 在 第 天 个 于 区 问 上 取 最 大 值 或 者 最 小 值 ， 也 可 能 取 它 们 之 问 的 
基 个 值 ， 实 际 值 处 于 由 上 和 与 下 和 给 出 的 通 近 值 之 问 ， 我 们 注意 到 ， 当 到 更 多 宽度 更 小 的 子 区 间 


时 ， 有 限 和 逼近 得 到 改进 . 
习题 5. 1 
在 与 题 1 -4 中 ， 利 出 有 限 和 授 近 估计 函数 图 
形 下 方 的 面积 ， 采 用 
[a) 宽度 相 等 的 两 个 矩形 的 下 和 ; 
[b} 宽度 相等 的 4 个 矩形 的 下 和 ， 
(宽度 相等 的 两 个 矩形 的 上 和 ; 
(dj 宽度 相等 的 4 个 矩形 的 上 和 |. 
1. x) = 于 ， 在 x=0 和 x=1 之 间 . 
2. xr) =#， 在 x = 和 x=1 之 间 . 
3. fx) =1l/x, 在 z=1 和 x=# 之 问 . 
Ar) =4 -x 在 x= -2 和 x=2 之 间 . 
在 习题 5~$8 中 ,利用 和 矩形 估计 隔 数 图 形 下 方 
的 面积 ， 和 矩形 的 高 度 由 函数 在 矩形 底 边 中 点 的 值 给 
出 !{ 中 点 准则 )， 首 先 用 两 个 起 形 ， 扼 后 用 4 个 
矩形 . 
了 Kaz) = 了 ,在 *=0 在 z=1 之 间 . 
6. fx) =x， 在 r+ = 在 x=1 之 语 . 
7. f(x) =]Ax,， 在 x=1 在 x=5 之 问 . 
8 f(x) =4 -x ， 在 x= -2 在 x=2 之 间 . 
9. 物体 移动 的 距离 ” 附 表 显示 -- 台 模型 火车 机 车 
沿 轨 道行 驶 10 秒 内 的 速度 ， 利 用 长 度 为 | 的 10 
个 子 区 间 估 计 机 车 行 驻 的 蝶 离 : 
【1a) 用 左 端点 的 速度 值 ; (bj) 用 右 端 点 的 速度 值 . 


时 间 (s} ”速度 (Lim/s) 时间 tis) 。 速度 (in/s》 
0 0 6 !1 
1 12 7 b 
2 22 8 2 
3 10 9 6 
4 5 10 0 
5 13 


10.， 漆 移 物 向 上 游 移动 的 距离 ” 恨 设 你 坐 在 认 调 的 
河岸 上 观察 一 只 随 调 水 向 上 游 源 移 的 瓶子 在 


11. 


1 小 时 内 ,每 $5 分钟 记录 -次 潮水 的 流速 ,站 
果 如 附 表 所 示 ， 上 瓶子 在 这 一 小 时 上 内 向 上 游 穆 动 
的 既 离 大 约 是 多 少 ? 利用 长 度 为 5 的 12 个 子 区 
间作 估计 : 

(3a] 用 左 端点 的 速 尊 值 ; 

【bl 用 右 端 点 的 速度 慎 . 


时 间 tmin) 速度 (ms) 时 间 (min) ”速度 (ms) 
0 1 35 [| 
5 i.2 和 1.0 
10 1.7 45 [i 
15 2.0 SO 1.5 
20 1.8 $5 1. 2 
25 1.5 60 [4 
0 1.4 
公路 的 长 度 假定 你 和 同伴 驾驶 汽车 行 怠 在 师 


氏 崎 嵘 的 沙 石 公路 上 . 汽车 的 速 麻 计 能 够 使 
用 ,但 是 里 程 表 (里程 计 数 器 ) 损 坏 ， 为 广 计 
算 这 条 特殊 公路 伸延 的 长 度 ， 你 每 隔 10 秒 记 
录 一 次 车 速 ， 续 果 显 示 在 附 表 中 ， 用 两 种 速度 
昔 佑 计 这 般 会 路 的 长 度 : 

(ai1 左 痴 点 的 速度 什 : 


【b] 右 端 点 的 速度 值 . 


速度 
{ 转换 万 8) i ( 转换 万 fu} 

【区 mihd fs) {30 mixh =44 fl’s} 
[4 各 30 15 
| 4 80 227 
20 上 5 0 35 
30 35 100 44 
了 ll 3 
35 
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12. 由 速度 数据 求 距离 ” 附 老 给 出 -- 辆 归 式 赛 后 在 {b} 对 于 物体 在 5 秒 司 达到 的 座 度 求 :个 下 和 和 


36 种 C0A1000 小 时 ?内 用 0 如 速 到 142 mixkh 的 估计 , 
速度 数据 . 在 习题 15 ~ 18 中 ， 利 出 有 限 和 估计 上 晤 数 了 在 给 


定 区间 上 的 平均 值 ， 咀 过 把 区 < 度 相 人 
He hy 室 区 间 上 上 的 平均 信 ， 才 过 把 区 入 划分 为 长 度 相 等 的 


4 个子 区 间 并 上 且 计 算 在 子 区 间 中 点 的 值 ， 
0. 006 116 ， - 
0.007 125 15. 让 x) =x ,在 [0, 22 于. 


Ch) 


0. 002 62 0. 008 132 16 Nr) =1/x， 在 [1, 9 上 . 
D.003 82 0.009 1 计 17. A 2 +aimmt， 在 0，2] 上 . 


0.010 142 


> 


] 1 
Y= + nn 
-2 


mirh 
160 2 
『 
]40 
20 18. f(1) =1 - {ce 字 ) .在 [0, 4; 上 . 
100 了 4 
y=1 ~- [cos Er 
80 中 
60 
如 
0 了 
19. 海水 污染 “石油 从 海上 失事 的 油轮 中 港 调 ， 由 
Td 下 束 记 东 的 石油 在 每 小 时 增加 的 泄 满 量 ， 表 明 
18) 利 由 第 形 估 计 汽 车 在 其 达到 142 mi/h 这 36 油轮 的 摘 坏 在 加 而 
加 一 
秋 时 间 内 行驶 多 少 里 程 . 时 间 {h)》 ， 1 2 3 4 
{b} 汽车 大 约 经 过 多 少 秒 达 刘 这 段 路 程 的 中 点 ? 二 OO 
加 
那 时 的 车 速 大 约 是 多 少 ? 坟 币 (im 6536 0 
13. 受 空 气 阻力 的 自由 落体 物体 从 直升机 上 垂直 
下 落 ， 物体 下 落 速 度 越 来 越 快 .但 是 申 于 空气 【gj 对 5 小 时 中 石油 泄 狂 的 区 量 给 出 一 个 上 和 
阻力 ， 它 的 加 速度 (速度 的 变化 率 ) 随 时 间 下 情 计 和 下 和 估计 . 
降 ， 加 速度 用 fs 度量 ， 并 且 记 录 下 落后 5 秒 {bj 对 3 水 时 后 石油 港 油 的 总 量 重复 作 (a}) 中 的 
内 每 秘 的 加 速度 如 下 : 估计. 
: | 0 1 2 4 4 5 1cl 在 前 8 小 时 后 ,油轮 继续 以 720 gatirh 的 速 
a |32.00 19.41 1L77 Tl4 433 2 的 训 江 漏 ， 如 困 油 轮 最 初 装载 5 000 加 仑 五 
油 ， 在 最 坏 情 况 下 五 油 全 部 亩 完 大约 要 经 历 
{9) 求 :=5 时 速度 的 上 和 和 估计. 多 少 小 时 ， 在 最 佳 情况 下 要 经 具 多 少 小 时 ? 
tbj 求 +=5 村 速度 的 下 和 估计 . 20. 空气 息 染 一座 发 电厂 通过 燃烧 石油 发 电 ， 燃 
(ej) 求 1=3 时 物体 下 落 肥 离 的 上 和 估计. 挠 过 程 中 产生 的 湾 染 物 径 过 姬 向 的 过 滤器 排放 
14. 挑 射 体 秘 动 的 距 亢 ”物体 从 海平 面 王 以 400 fs 到 空气 中 ， 随 着 时 间 的 推 血 ， 过 滤器 的 效率 下 
的 初速 度 稚 直 向 上 抛射 . 降 ， 和 而 在 最 终 当 排放 的 污 渠 物 超 过 图 家 标准 时 
【aj 候 定 重力 是 作用 于 物体 的 唯 -外 力 ， 对 于 必须 更 换 ， 在 每 个 月 底 进 行 测 量 ， 由 此 确定 污 
物体 经 过 5 种 后 的 这 麻 给 出 一 个 上 和 估计 . 巢 物 向 大 气 排放 的 速率 ， 其 记录 如 下 ， 


对 于 重力 加 如 上 典 使 用 g=32 fsi. 
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第 5 量 


月 份 1 月 2 月 3 月 4 月 4 月 6 
20 0.25 O27 OM O04 052 


月 份 了 月 8 月 3 招 月 肌 月 12 月 


后 来 物 排放 | 
速率 ([ 吨 /天 )|0 9 970 081 0.85 0.89 0.95 


[1a} 假 设 个 月 按 30 天 计算 ， 并 且 新 过 站 器 替 
天 仅 多 许 排 放 0.05 吨 污 染 物 ， 对 到 5 月 底 
排放 的 污染 物 的 总 吨 数 给 出 一 个 上 和 估计 
其 上 和 估计 是 多 少 ? 
(tb) 在 最 佳 情况 下 ， 排 放 到 大 气 中 的 污染 物 的 
意 吨 数 大 约 到 什么 时 艇 将 达到 125 吨 ? 
21.， 一 个 正 n 边 形 内 接 于 半径 为 1 的 圆 的， 计算 对 
于 上 列 ” 值 的 多 边 形 的 面积 : 
[aijn=4( 正 方形 ). 
{b)n=st8 边 塔 ). 
fcejn = 165. 
{d] 把 (al)，(h)，(e 中 的 面积 同 圆 面积 作 比较 
22.【 练 习题 21) 
{a] 在 半径 为 ] 的 圆 内 内 接 一 个 正 a 边 形 ， 计 


5.2 ”有限 和 的 工 记 号 和 极限 


算 通 过 对 多 边 形 项 点 引出 半生 形成 的 关 个 全 等 


三 角形 之 -一 的 面积 . 
1b) if 算 这 个 内 接 狠 边 撒 的 面积 当 n 一 % 有 时 的 
极限 . 


【ce) 对 王 半 径 为 > 的 圆 重复 (ay 和 fb) 的 计算 . 
计 莘 机 探 宽 
在 习题 23 ~26 中 ,用 一 种 CaS( 计算 机 代数 系 
统 } 执 行 下 询 钼 再 步 又 ;: 
{a} 绘制 前 数 在 给 定 区 间 上 的 图 上 形 . 
{9) 把 区间 细 分 成 n=100，200 和 L000 个 长 座 
相等 的 子 区 间 ， 并 用 求 晒 数 在 每 个 子 区 间 
中 点 的 值 . 
ic) 计算 在 tb} 中 产生 的 肾 数 值 的 下 均 秆 . 
[dj 对 于 n=1000 的 划分 ， 利 用 在 (Ce) 中 计算 的 
平均 俏 从 方程 所 xz) =( 平 均值 ) 求解 x. 
33. x) =ainx, 在 [0, w} 上. 
24. fr) =ainix, 在 [0. w=] 上 . 


25. ft x) =x sin 二 ， 在 [至 ， 了 | 上 


26. fir) = win 二 ， 在 [ 风 ， -| 上 


在 5.1 节 中 用 有 限 和 人 放 情 计时， 我们 过 到 带 有 许 包 项 (例如 表 5.1 中 名 达 1000 项 ) 的 求 和 . 
在 这 一 节 介绍 一 种 很 方 重 的 记号 ， 用 于 表示 包含 大 量 项 数 的 求 和 ， 在 描述 记号 并 且 介 绍 它 的 若 
干 性 质 之 后 ， 考 察 有 上限 和 台 近 当 项 数 趋 近 无 穷 大 时 出 现 的 情况 . 
5.2.1 有 限 和 与 工 记号 

王 记 号 使 我 们 能 够 把 许多 项 的 和 写成 紧凑 形式 


pa, =a + 十 加 + 二 本 | + 
希腊 字母 (第 18 个 希腊 字母 的 大 写 ， 对 应 于 英语 字母 53) 代表“ 求 和 ". 求 和 下 标点 指示 求 和 的 


首 项 { 在 王 记 号 下 方 的 数字 ) 和 末 项 (在 工 记 号 上 方 的 数字 )， 可 以 用 和 任何 字母 表示 下 标 ， 但 是 习 


惯 上 常用 小 写字 母 i,， 六 二 
下 标 k 在 大 = 终止 


iis 多 
(第 18 个 希腊 字母 的 大 写 ) 


x=1 
下 标 k 从 k 二 1 开始 


一 a 是 第 # 夺 的 公式 


这 样 ， 我 们 可 以 写 出 
11 
1 +27 +3 +d +5 +6 +7 +8 +0 +10 +tl? = Pe 
al 


和 A + Ae2) + fi3) + 1 + f(100) = AD 
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例 1 
托 王 记 针 表 未 和 和 展开 和 ， 对 每 个 全 不 写 出 一斑 和 的 仿 
._. 一 2 __ 

Pp 二 十 立 十 3 二 二 二 5 

加 [| -1+2-3= -2 
> 2 27 
rl 1+1 2+F 2*+37 
42 5 16 25 149 


求 和 的 下 限 不 是 必须 取 1; 它 可 以 基 作 何 整 数 ， 

例 2 用 王 记 号 表示 和 式 1+3+5+7+9. 

解 ”产生 和 式 中 各 项 的 公式 随 求 积 的 下 限 改 变 ， 但 是 产生 的 各 项 应 保持 相同 通常， 最 简单 
的 下 眼 是 从 大 =0 或 者 =1 开始 , 


从 二 = 0 开始 ; 1+3+547+9 = (+1) 


从 至 


1 开始: 1+3+5+7+9 = FY (2k- 1) 


从 码 =2 开 和 铝 ， 1 +34+45+7+49 = 2 (2 -3) 


从 点 = -3 开始: I+3+5+7+9= 3 (24k+7) 国 


当 我 们 有 如 > (E+) 
这 种 形式 的 和 时 ， 可 以 重新 排列 它 的 项 ， 
tk) = (1 +l) +{2+2) + (3+3:) 
= (1 +2+3) +{] +2:+3:) (重新 组 合 项 ) 
= > 十 > 
这 说 明 一 条 求 有 限 和 的 一 般 法 册 ; 
Fa, +,) = To 十 了 
下 面 给 出 4 条 这 样 的 法 则 . 它们 的 正确 性 证 明 可 以 用 数学 归纳 法 给 出 (参见 附录 A.2) 


有 限 和 的 代数 运算 法 则 
11) 和 法 则 饭 (+ = at yb 
{2】 差 法 则 Ba -5 = Pa- Tb 


(3) 常数 倍 法 则 


这 4 


Ca = EE (任意 数 c} 


[14) 常数 值 法 则 De =n*e (ce 是 任意 常数 值 ) 


二 = 


284 网 
例 3 
(a DP (3k A) = 3 了 4- pa ( 疾 法 则 与 常数 倍 法 则 ) 
(守则) 


(三 (tr4) = 荆 4* 避 4 《和 法 则 ) 
= 了 1 +2+3) + (3'4) (常数 依法 则 ) 
=656+12 = [lg. 
(dj ，= na = 1 【( 常 数值 法 则 ,1/n 是 常数 ) 国 
信物 传记 人 们 在 过 去 许多 年 发 现 了 有 限 和 求 值 的 各 种 公式 、 这 
些 公式 中 最 著名 的 当 鹤 求 前 5 个 整数 和 的 公式 (据说 这 个 公 
卡尔 - 章 里 德里 希 ， 高 斯 式 是 高 斯 在 8 岁 时 发 现 的 )， 以 及 前 5 个 整数 的 平方 和 与 立 
(Carl Friedrich Gauss, L777—1855) 方 和 的 公式 ， 


例 4 证 明 前 "个 整数 的 和 为 > = 22 


解 ” 这 个 公式 表明 前 4 个 整数 的 和 为 005) = 10. 


这 个 绒 计 由 加 法 证 实 是 正确 的 : 
] +2+3+4= 10 

为 了 证 明 公 式 在 一 般 情 况 下 上 成立， 我 们 两 次 写 出 和 式 的 各 项 ， 第 -次 向 前 求 和 ， 第 二 次 向 后 
求 和 : 

1 十 2 十 3 + 1 + nn 

n+ fn-ly + (na-a + … + 1 
把 第 1 列 的 旺 项 相 加 ， 得 到 1 +rn=n+1， 问 样 ， 把 第 ?2 列 的 两 项 相 加 ， 往 到 2 + (rn-1)=n+1. 
显然 ,任何 一 列 的 两 项 之 和 都 是 na +1， 当 把 每 列 等 寺 n+1 的 r 个 列 加 在 一 起 时 ,得 到 总 数 
ntn+1)， 由 于 这 是 所 求 和 的 2 倍 ， 所 以 前 rn 个 整数 的 和 等 于 n(n+1) 属 ， 国 

前 4 个 整数 的 平方 和 与 立方 和 的 公式 用 数学 归纳 法 证 明 ( 参见 附录 .2)， 我 们 把 这 两 个 公式 

写 在 下 面 . 


前 # 个 整数 的 平方 和 站 _ n(n+ D2 +1) 
前 # 个 整数 的 立方 和 2 _ (“0) 


5.2.2 有限 和 的 极限 

在 5.1 节 考 察 的 有 限 和 逼近 ， 随 着 项 数 增加 及 子 区 间 宽 度 ( 长 度 ) 变 窑 而 越发 精确 ， 下 面 的 
例子 说 明 ， 当 子 区 阳 的 宽度 趋 近 零 及 子 区 间 数 目 增 加 到 无 穷 大 时 如 何 计算 有 限 各 的 极限 值 . 

例 5 对 于 外 在 过 间 [0，1] 上 函数 Y=1 -x 图 形 下 方 和 x 办 上 上 方 的 区 域 员 的 面 税 ， 利 用 宽 放 
赵 近 零 和 个 数 趋 近 无 穷 大 的 等 宽 和 矩形 的 下 和 逼近 求 极 限 值 ( 参见 图 5. 4a). 

解 ”使 用 宽度 Ax =(1 -0)n 的 + 个 等 览 矩形 计算 下 和 青 近 ， 然 后 考察 当 n 一 时 产生 的 结 
果 ， 从 把 区 间 [0， 11] 细 分 成 上 个 宽度 相等 的 子 区 间 


开始 ， 和 琵 个 节 区 间 的 宽 麻 为 rm， 国 数 y=1- 科 在 10，1 上 是 减 郴 数 ， 它 在 等 个 子 区 间 上 的 芥 
小 秆 出 现在 右 端点 ， 所 以 ， 下 和 通 近 由 子 区 间 - (1An，#/n] 上 高 度 为 (RAn) =1 -Uni 的 
肝 些 短 形 的 面积 构成 : 
EOE (OE 
用 王 记 时 表示 这 个 和 并 必 化 简 ， 
A 


= 入， -并 邱 (类 法 则 ) 


n 1 


! -二 冤 居 《党 数值 法 则 与 常数 税法 则 ) 


1 
n 六 
= ( 诅 。 个 整数 的 平方 和 ) 


时 
= 1 239 + ( 展 环 分 子 ) 
nn 


我 们 获得 了 对 十 任何 n 成 立 的 下 和 表达 式 ， 肥 这 个 表达 式 当 rR 一 w 时 的 极限 ， 看 出 当 子 区 间 
数 日 增 太 和 子 区 间 宽 度 欧 近 零 时， 这 个 下 和 收 襄 : 
lim (1 -2 | 2 _2 
mm 6n La 3 
这 个 下 利通 近 收 艇 于 2/3， 用 同样 的 计算 证 明 ， 上 和 通 近 也 收 镶 于 273( 网 习题 33)， 任 何 有 
限 和 通 近 在 5.1 节 小 结 指 出 的 意义 下 也 收 仑 于 同一 个 值 ， 这 是 内 为 ， 可 雇 证 明 任 何 有 限 和 遂 近 被 
限制 在 下 各 近 与 上 和 通 近 之 间 .、 基 于 这 个 理由 ， 导 致 把 区 域 R 的 面积 定义 为 这 个 极限 值 ， 在 
5.3 节 我 们 在 一 般 条 件 下 讨论 这 种 有 限 和 下 近 的 极限 . 有 
,， 5.2.3 敬 曼 和 
-- core 有 限 和 通 近 的 极限 理论 是 由 德国 数学 家 伯 思 
格 奥 尔格 ， 弗 里 德里 天 “ 伯 恩 哈 德 黎 显 哈 德 ， 黎 曼 创立 的 ， 现 在 我 们 引 人 桨 妥 和 的 概 
(Georg Friedrch Bernhard Riemann, 1826—1866) 售 ， 这 是 在 下 一 节 要 讨论 的 定 积分 理论 的 基础 
讨论 从 定义 在 闭 区 间 La,8] 上 的 任意 区 数 / 
开始 ” 像 图 5.8 关 示 的 函数 /， 冲 能 取 负 值 也 可 能 肥 正 值 ， 我 们 把 区 间 [a ,48] 幼 分 成 若干 子 区 间 ， 对 
它们 不 必 取 相同 的 宽度 (或 长 度 }， 并 且 用 5.1 节 同 样 的 方法 建立 有 限 和 通 近 的 和 式 ， 为 此 ， 在 a 和 
上 之 间 选 取 吉 -1 个 点 jx ，x;，-……， zi! 且 满 足 了 
aCA CX Er er eB 
为 了 保 圭 记号 一致 ， 用 *。 表示 a 和 x, 表示 上 ， 所 以 
有 二 
集合 己 =1m， Ti 和 称 为 区 间 [ a,58] 
的 一 个 划分 . 
划分 记 把 La,b] 分 成 a 个 闭 子 区 间 
[xo sz] ,Lx ,zz ,Lt, ] 
这 些 于 区 间 的 第 1 个 是 [mm， x]， 第 2 个 是 [x， 图 5.8 
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2 ， 谭 对 1 和 严 之 问 的 其 个 整数 二， 第 大 个 于 区 间 导 -二 ，，x]. 


0 ka “i 4 ss “i an 1 上 
第 [个 子 区 间 [%6，z 的 宽度 用 ax 表示 ， 第 2 个子 区 问 [* ,x ] 的 宽度 用 Ax, 表示 ， 第 上 
个 子 区 问 的 宽度 为 Ax, = 加 一 .如果 所 有 有 # 个 子 区 问 的 宽度 相等 ， 那 么 它们 的 共同 宽度 hr 等 
tb -a)/n, 


oR | | 一 2 一 一 | | 一 su 一 | 


0 | Ta 0 | EE 0 -1 En 一 由 


在 每 个 子 区 间 内 选择 某 个 点 ， 第 个 于 区间 [%. 1 ， 1 内 点 称 为 c。， 然 后 在 氏 个子 区 章 
上 紧 放 一 个 重 直 的 矩形 ， 从 * 轴 伸 延 到 阿 曲线 在 点 (ce， A( ci)) 接触， 这 些 知 形 可 能 位 于 
轴 的 上 方 或 下 方 (取决 于 扩 x,) 取 正 值 还 是 负 什 )， 或 者 妾 A(x) =0 时 知 形 落 丰 x+ 轴 上 ( 见 
图 5.9). 


ALE 


ee 
te Fle} 


图 5.9 用 算 形 通 近 函 数 y= 太 x) 的 图 形 同 x 轴 之 间 的 区 域 


在 每 个 子 区 间 上 建立 寄 积 ec.)* Ax,， 这 个 药 积 以 帮 c) 的 符号 为 转移 可 以 是 正 数 或 负数 ， 
自然 也 冯 以 为 零 ， 当 六 c;) >0 时， 乘积 所 e) - ax, 是 高 度 扩 c,) 和 宽度 Ax, 的 矩形 的 面积 ， 当 
天 ec) <0 时， 莱 积 人 (zx) Ax, 为 鱼 数 ， 是 宽度 Ar 从 二 轴 下 降 鞋 负数 扰 cs) 的 年 形 面积 的 负 值 . 

最 后 ， 对 所 有 这 些 匀 积 求 和 ， 得 到 

Sp = 了 Ke)az 

和 5; 称 为 了 在 区 间 [a,8] 上 的 黎 曼 和 .存在 许 许 名 多 这 样 的 和 ， 它 们 依赖 于 对 划分 PP 的 选择 

以 及 在 子 区 间 中 对 点 c; 的 选择 . 


在 例 5 中 ， 所 有 子 区 间 具 有 相等 的 宽度 Ax =1/n， 只 要 增加 子 区 同 的 数量 n， 就 能 使 它们 
的 宽度 碱 小 ，、 当 划分 的 子 区 间 贡 有 不 同 的 宽度 时 ， 可 以 通过 控制 最 宽 的 (最 长 的 ) 子 区 间 宽 度 
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保证 所 有 子 区 间 都 是 很 小 的 ， 我们 把 划分 闫 的 落 数 定 区 为 所 有 子 区 间 宽 度 中 的 最 大 宽度 ， 记 
为 上 天目， 如 时 四 让 是 - -个 很 小 的 数 ， 那 么 划分 PP 中 的 所 有 子 区 邮 的 宽度 都 是 很 小 的 ， 下 而 蔷 
察 一 个 涉及 这 些 概 念 的 例 车 ， 
例 5 集合 P=10, 0.2, 0.6, 【1.5,2! 是 区 间 i0,2] 的 :个 则 分， 户 有 5 个 子 区 间 ; 
[0.0.2],.[0.2,0.5],[0.6.1].[1,1.5j,[1.5.2] 


六 so- 一 一 本 -ea 一 -一 和 一 + BN + rs 
1 一 一 一 上 


1 1 一 
了 


人 0 {2 人 1.5 
这 些 子 区 间 的 长 度 为 &r =0.2，Ax, =0.4，Asx =0.4，Ax, =0.5， 最 长 子 区 问 的 长 度 昆 中 5， 所 
以 划分 的 范 数 为 PH =0.5， 在 本 例 中 有 两 个 子 区 间 具 有 这 个 长 度 . 国 


同 闭 民间 fa , 妇 的 一 个 划分 相关 的 任何 歼 曙 和 .定义 一 个 征 形 和 集合， 它们 通 近 介 于 连续 丽 数 
六 的 图 形 和 x 轴 之 间 的 区 域 ， 正 如 从 图 5. 10 得 到 的 启 水 ， 当 划分 的 范 数 赵 近 零 时 ， 导 致 算 开 集合 
以 递增 的 精度 交 近 这 个 区 域 ， 在 下 一 节 将 会 看 到 如果/ 是 闭 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 ， 慷 么 ， 
无 论 拟 样 选 择 旭 分 及 其 子 区 间 中 的 点 6 来 构造 黎 曙 和 ， 当 由 划分 的 范 数 控制 的 子 区 间 宽 度 趋 近 
霍 时 ， 它 趋 近 一 个 槛 限 值 . 


1 


ul 


图 5.10 图 5.9 的 曲线 和 用 [a,&] 的 更 细 划 分 建立 的 矩形 集合 :她 分 椒 细 ， 和 名 个 
矩形 的 底 边 趣 小 ， 它 们 以 遂 增 的 精度 通 近 了 的 用 形 和 x 轴 之 间 的 区 域 


习题 5.2 

在 习题 1 -6 中 ， 把 和 式 写 成 不 用 王 记 号 的 形 le) F112 
起 .然后 计算 它们 的 值 . 2 . 

CE 2 wk-l 9. 下 型 哪个 算式 同 另外 疝 个 算式 是 不 等 价 的 ? 
‘i 让 天 : 


六 和 


和 要 
和 py Cog Fn. 4. Ei 
: 
Ss. 2 1)*"1sin 天. 6 Ee- 1 ) eos Em. 
一 = 10. 曼 个 下 列 算式 同 另外 两 个 算式 是 不 等 价 的 ? 
7. 于 旗 旦 个 工 记 法 表示 1 +2+4+8+16 +32? 4 3 
< 4 (a) Fk 1). (bh} Fk + 1):. 
2*1, 2 241， 加 ~ 
[a} py (bj by (9 之 “ 4 
有 下 列 哪 个 王 记 臣 表 示 1 -2 +4 一 8+16 一 327 {ej Dk 
5 下 = -了 
(a FS (2 (CD 在 习题 11 ~ 46 中. 用 工 记 法 表示 和 式 ， 答案 


1 yt 
(o> 二 
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的 形 或 将 皮 决 于 你 对 次 和 下 限 的 选 拌 . 
11 1 +2+3+4+5 + 站 
123 1+4+93+1]56. 


1 | ] 1 
13. 站 
14.2 +4 +6 +$8 + 1D, 


1 1 _L,l 
15.1- ,+ 4 + 5- 
1 2 3 4 3 
I6 -+ +s 3 


17. 似 设 a -= -5 及 这 = 6. 求 下 列 和 式 的 值 ; 


旧 空 关 
(三 te - 


(a) Do 30 
(oP + b,). 


{el] (hb, -24s). 
= 


18. 假设 加 ss = 0 及 半 如 = 上 求 下 列 和 式 的 估 ; 


(a) Tgo. (b) S250%, 
(Fo + (Eb. 


在 习题 19 ~ 28 中 ,计算 和 式 的 什 . 
19. {a) Dk {bi Dt le] bp 
20. [a} > fb) De (Ee 
21. Ea 2 了 人 


5.3 定 积 分 


me - 5). 


26. TF ht2k + 1). 


23. Ya 一 卜 ). 
25. Prt y 5) 


国 有 3 a 了 了 1 中 
2 二 渤 + 2 ( 工 / -5 
在 习题 39 ~ 了 2 中 ,而 出 每 个 陋 数 /(x) 在 给 定 区 
问 攻 的 疼 皂 . 把 区 问 划 分 成 个 长 度 机 等 的 于 全 问 . 


然后 在 图 形 中 添加 同 歼 名 和 co}Aw 相 联系 的 


算 形 的 草 困 ,假设 <, 是 第 个 子 区 加 的 [3) 左 端 局 ， 
1h) 丰 端 点 ,1e) 中 点 . (对 每 个 矩形 集合 分 别 面 出 
单 图 . ) 

329. Fx) = 7 1, 0.21. 

M0. Kx = -x ,0,1]. 

3 fir) = sin x - m,n] 

B32. fr) = ainmz+1l,[-~ TT. 

33. 状 划 分 P= iD0,1.2,1.5,2.3,.3.6.3， 的 范 数 ， 
35. 求 划 分 P= 1-2. -16. -0.5,0,0.%3,1. 的 

范 数 . 

在 习题 35 ~ 各 中 ,对 于 了 两 数 所 1) 通过 把 区 间 
[| 划分 成 = 个 长 度 相 等 的 了 区 间 获 得 求 上 和 的 
公式 . 然后 报 这 些 和 当 = 一 wm 时 的 极限 ,计算 [| 
Lub] 上 曲线 下 上 坟 区 域 的 面积 
35. Ax) = 上 上- 辣 . 在 区 间 -0.1: 上 . 

36. ftx) = 3r, 在 区 问 :0.3.， 上 . 

37. fry = x +1, 在 区 间 [0,3- 上 . 
38. Fr) = 3x ,在 人 区间 [0,!; 上 . 

多. fx) = x + 在 区 间 [0.1. 上 . 
40. ftx) = 3x +2x ,在 区间 [0,1l; 上- 


Hl 


对 于 定义 在 闭 区 间 ia,b] 上 的 函数 ， 在 5.2 节 利 用 有 具有 相同 宽度 ( 域 蕉 度 ) (58 -a}An 的 n 个 
子 区 间 ， 考 痔 了 有 限 和 的 极限 ， 在 这 一 节 . 我 们 考虑 更 为 . - 般 的 歼 曼 和 在 ia,b] 的 划分 的 范 数 赵 
近 零 时 的 极限 ， 对 于 一 般 的 黎 曼 和， 无 需要 求 划分 的 于 区 间 宽 度 是 相等 的 。 这样， 黎 曼 和 的 极限 


过 程 导 致 闭 区 间 [ 4,58] 上 函数 记 x) 的 定 积 分 定义 . 


5.3,1 黎 晶 和 的 极限 


定 积分 的 定义 建立 在 这 样 的 思想 基础 上 ， 对 于 某 些 函 数 而 言 ， 当 区 间 fa.5] 的 划分 的 范 数 趋 
近 零 时 ， 相 应 黎 曼 和 的 值 药 近 某 个 一 个 极限 值 /我们 用 这 种 收敛 概念 表明 .只 要 划分 的 范 数 充 
分 小 (所 以 它 的 全 部 子 区 间 县 有 足够 小 的 宽度 ) 、 黎 曼 和 将 趋 近 这 个 数 工 我 们 引进 符号 e 作为 指 
示 黎 曼 和 同 /必须 如 何 接近 的 小 正 数 ， 同 时 引进 符号 5 作为 指示 划分 的 范 数 必须 如 何 小 才能 使 笋 
曼 和 政 全 的 第 二 个 小 正 数 ， 下 面 给 出 定 积分 的 确切 定义 . 
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| 定义 邻 /(x) 是 定义 在 六 区 间 [a.6] 上 的 函数 , 称 数 1 尼 f 在 [a,58] 上 的 定 积分 .以 及 1 是 
可 妆 和 并 /(c,) Ax 的 极 根 .是 指 满足 下 玉 条 件 : 


给 定 任意 数 。>0， 存 在 一 个 相应 的 数 8>0， 使 得 对 十 [4,5] 的 每 个 共有 | P| <& 的 划分 | 
户 三 | [中 选取 的 任意 c,， 不 靠 式 


[EA -中 <e 


成 立 ， 


莱 布 尼 蕊 为 定 积分 引进 -种 记 导 ,捕捉 定 积 分 作为 歼 曼 和 极限 的 结构 . 他 想象 定 积分 是 有 限 
和 立 fC.) ar 变 成 两 数值 /zx) 乘 " 无穷小 " 子 区 间 富 度 da 的 无 限 和 . 求 和 符号 王 在 极限 情况 下 用 


积分 符号 | 代替 , 它 的 来 源 是 字 母 "5". 晴 数 值 太 c,) 用 两 数值 拟 *) 的 连续 选择 代替 . 子 区 间 宽 度 


ax 变 成 微分 dix, 这 就 仿佛 我 们 是 在 求 KLx)… dx 形式 的 乘积 当 * 由 = 变化 到 上 时 的 全 部 和 . 尽管 这 个 
记号 捕捉 一 个 积分 的 创建 过 程 ,但 是 歼 曼 和 的 定义 才 给 出 定 积分 的 确切 会 义 . 
5. 3.2 定 积分 的 记号 和 存在 性 

在 定 积分 的 定义 中 ， 表 示 数 了 的 符 导 基 


Je 
读 作 "> 的 函数 dx 从 a 至 4b 的 积分 ”"， 有 时 也 读 成 «的 函数 /关于 x 从 a 到 4 的 积分 ”"， 积分 符 
导 中 的 各 个 组 成 部 分 也 有 它们 的 名 称 : 


Es 
积分 上 风 流利 1 人族 
人 pb + 是 积分 变量 
各 分 号 
f(x) dx 
[| 

积分 下 限 计算 积分 值 
名 六 再 积分 


a 到 的 积分 


当 积 分 定义 的 条 件 满足 时 ， 就 说 /在 [a,581 上 的 葡 昌 和 收 雍 于 定 积分 1 = {Axa 和 上 了 在 
[a,8] 上 是 可 积 的 、 对 于 范 数 趋 近 零 的 划分 P 有 许多 选择 ， 对 于 每 个 划分 的 点 c, 也 有 多 种 选择 . 
无 论 作 什么 样 的 选择 . 当 我 们 总 是 得 到 相同 的 极限 1 时 ， 存 在 定 积分 、 如 果 极 限 存 在 ， 把 它 写 成 
定 积分 


Him, DF fedar, = 1 = rod 
当 每 个 划分 具有 n 个 相等 的 子 区 间 时 ， 每 个 于 区间 的 宽度 Ar = (5 -a)/n， 也 写成 
bn fe)as = 1 = [ad 
在 划分 的 范 数 趋 近 零 和 子 区 间 数 目 赵 近 无 穷 大 时 ， 任 何 黎 曼 和 总 是 取得 极限 . 
淆 数 在 任何 特定 区 问 上 的 定 积分 的 值 取决 于 泪 数 本 身 ， 同 选择 什么 字母 代表 它 的 白 变量 无 
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关 ， 如 果 决 定 用 上 或 者 二 代 雷 <， 就 把 积分 叶 成 
fn 或 fn PE Ti | Jodz 

无 论 卡 样 | 呈 7 租 分 ， 它 总 且 定 关 浮 黎 地 和 的 模 崩 的 问 个 数 ， 申 十 选用 什么 下 和 展 是 无 关上 紧要 的 ， 
我 们 把 积分 变 黄 称 为 虚 变 量 . 

由 于 在 陷 药 持 和 的 枢 限 中 有 着 如 此 才 的 选择 ， 要 证 明 存 在 这 样 一 个 概 限 似乎 是 很 困难 的 . 
然而 ， 结 论 姨 十 论 作出 侍 各 样 的 选择 ， 阿 连续 函 装 联系 的 艇 要 和 收 父 于 呵 -个 模 限 . 

定理 1 { 定 积分 存 竹 定理 ) 连续 果 数 是 吕 租 的， 就 是 说 ， 妇 果 明 数 了 在 区 间 5 上 是 连 
续 的 ， 导 么 它 在 [a,8] 上 的 定 积 分 存在 . 


按照 檬 值 定理 (4. 1 节 定 理 1)， 作 了 为 连续 是 数 时 ， 可 以 选择 使 六 ce 服 了 在 -< 的 
最 太 值 ,给 出 -一 个 上 上 和， 可 以 选择 ce 鸽 产 o 上 请 了 在 [rt 二 的 最 小 请， 纺 出 一 个 下 和 -可 以 
挑选 [zx ， x |] 的 中 点 ， 右 喘 点 * 或 考 某 个 随机 点 作为 点 ， 可 以 取 相 等 宽度 或 者 可 变 宽 度 的 划 


分 我 们 在 每 一 种 情形 得 到 人 /Ce,) A 当 上 P 0 时 的 同一 个 极限 .定理 + 中 隐 含 的 思想 是 同 划 


分 联系 的 黎 曼 和 既 不 大 二 划分 的 上 和 和, 册 不 小 于 划分 的 下 和 上 和 与 下 和 当中 户 呈 -0 时 收 北 于 局 -- 
个 极限 所 有 其 他 的 柳 量 和 介 于 十 和 与 下 和 之 间 , 开 日 取 相 问 的 极限 定理 1 的 证 明 涉及 遵循 这 种 思想 
村 函数 .划分 以 及 极限 进行 细致 分 析 . 定理 留待 高 等 微 祖 分 教程 证 明 , 习题 80 和 81 给 出 这 种 证 明 的 
指示. 
关于 如 何 计算 定 积分 ， 定理 1 没有 作出 任何 说 明 ， 在 5.4 节 将 通过 定 积分 同 求 反 导数 过 各 的 
联系 建立 -种 计算 方法 . 
5.3.3 可 积 函 数 与 不 可 积 函 数 
定理 1 向 我 们 表明 、 区 间 fa,b] 上 的 连续 尊 数 在 区 问 上 是 可 积 的 、 企 连 续 是 数 可 能 晨 可 各 
的 ， 也 可 能 是 不 可 积 的 ， 可 积 的 非 连 续 函 数 包括 Ta.51 上 的 增 两 数 ， 以 及 分 段 连 绪 两 数 (在 本 总 
后 而 补充 和 提高 习题 11 -18 中 定义 ). 《分 段 连续 霄 数 在 区 间 [a,8] 内 除开 有 限 个 点 外 是 连续 
的 . ) 鳞 所 可 积 性 的 函数 必定 是 极端 不 连续 的 ， 以 致 介 于 蝴 数 图 形 同 * 轴 之 问 的 区 城 不 能 用 连 渐 增 
册 的 小 短 弄 的 而 积 之 和 有 逼近 ， 下 面 举 出 -个 不 可 积 丽 数 的 例 二 
例 1 两 数 
1， 苦 * 为 丰 理 数 
AD = to 若 * 为 无 理 数 
在 区 间 i0，!] 上 不 存在 黎 最 积分 ， 支 持 这 个 结论 的 根据 昆 这 样 一 个 事实 ， 在 任何 两 个 数 之 间 同 
时 存在 有 理 数 和 无 理 数 ， 央 此 ， 这 个 函数 在 10，1] 上 急剧 地 上 下 跳 恋 ， 以 致 对 于 它 的 图 形 之 下 
和 > 轴 之 上 的 区 域 不 能 用 拖 形 集合 逼近 ,无 论 矩 形 的 宽度 多 么 小 ， 事 实 上 ， 我 们 证 明 上 和 通 近 与 
下 和 逼近 收 总 于 不 同 的 极限 值 . 
如 果 选 择 区 间 [0.1] 的 一 个 划分 P， 并 且 挑 选 c; 为 在 ix，,，x*, ] 上 取 最 大 值 的 点 ， 耶 么 对 应 
的 丈量 和 是 


0 - Y Aedan = y (an =1 
这 是 因为 短 个 子 区 间 [x， sz] 部 含有 有 理 数 c， 在 其 上 ci) =1， 注 意 ， 划 分 中 的 子 区 问 长 度 之 和 
为 1， 即 > Ax，= 上 所 以 每 个 这 样 的 黎 曼 和 等 于 上 ,而 使 用 这 种 选择 的 歼 曙 和 的 极限 等 于 
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区“ 方面 ， 如 果 挑 选 为 了 在 [xs ze] 上 取 最 小 值 的 点 ,那么 黎民 和 是 


L= 和 Meoan = BE (Oa =0 
这 是 几 于 等 个 于 区 间 [x ,%4] 都 含有 无 理 数 c，， 在 其 上 f(r,) =0， 使 用 这 种 选 搓 的 黎 上 友和 的 板 限 
和 这 十 
和 和 的 极限 依赖 于 对 上 的 选择 ， 所 以 清 数 是 不 可 积 的 ， 国 

5.3.4 定 积分 的 性 质 

任 把 jia 定义 成 和 式 工 Fr ) An 的 极限 时 ,我 们 是 从 左 笠 右 移动 经 过 区 间 [a.8] 的 . 如 
隧 改 为 从 有 至 左 移动 ,从 斩 = 开始 到 x，= 结束 .那么 会 有 什么 结果 ?这 时 , 袭 曙 和 中 的 每 个 Bx, 
将 改变 其 符号 ,因为 x，- xi 现在 为 负数 面 非 频 数 . 在 得 个 子 区 问 内 采用 同样 的 选择 ,任何 歼 曼 和 
将 改变 符 导 ,从 而 改变 作为 吏 曼 和 被 限 的 积分 上 xdz 的 符 驴 . 由 于 在 前 而 没有 说 明 反 向 机 分 的 含 
义 ,. 由 此 引出 定义 

Axa = - [And 

积分 的 吨 外 一 个 扩展 是 当 a = 上 时 在 宽度 为 零 的 区 间 上 的 种 分 由 于 Ac Jasx, 在 区 闻 宽 度 

Ax =0 时 为 零 ， 我 们 定 文 
[Ka =0 


下 面 的 定理 2 说 明 积分 的 7 种 性 质 ， 其 中 包括 前 面 讨论 的 两 种 性 质 ， 把 它们 作为 积分 性 循 的 
法 则 给 出 ， 这 些 法 则 在 计算 积分 的 过 程 中 是 非常 有 用 的 为 了 简化 计算 我 们 将 要 反复 引用 它们 | 

法 则 (2) 至 法 则 (7) 带 有 显示 在 图 5. 11 中 的 几何 解释 ， 图 中 的 那些 也 数 是 赶 值 丽 数 ， 但 是 法 
则 适用 十 一 般 的 可 积 函数 , 


定理 2 ” 当 / 和 8 是 可 积 函 数 时 ， 定 积分 遵守 表 $.3 中 的 法 (1) 至 法 则 (7)， 


囊 5.3 定 积 分 遵守 的 法 列 


积分 法 则 公式 - 
(1) 积分 顺序 | 人 ou = -yde (定义 ) 
12) 家 宽度 区 间 积 分 [ines = 0 《也 是 定义 ) 
(3] 党 元 信 积分 | nde = fir)ax (kk 是 任意 数 ) 
| -A = [fd (k=) 
(4) 和 与 着 积分 [en sgt) ds = fd fats) 
15] 积分 的 可 加 性 [en + [Asm = [ses 
(6] 积 仿 的 最 天 值 - 敌 小 值 下 等 式 若 / 在 [a,6] 上 有 最 天草 maz /和 最 小 值 minf. 则 


minf:(b -a) < [fyds maxf [| 
17) 规划 积分 在 [a,b] 上 记 x) (2) = fa = zz) 由 


在 [站 ] 上 fx) > 0= /wd 宇 0 【特例 ) 
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8) 零 廊 座 区 问 各 分 : 书 党 数 们 积分 : 
"ul "nn nh 
/ ftvidr =0 / &FYJidtr = / fvdr 
(点 之 下 的 面积 为 9) (本 2 的 图 二) 
i 
+ 


v= 


a) 


Olu 

cj) 和 和 分 : 由 定 积 作 的 咱 加 忻 : 

了 而 而 1 和 
fu + gtx)} dr = / Jet+ f ga /aas fa = f nae 
(面积 相 吉 }) 


nl 
由 积分 的 最 大 值 -最 小 什 不 千 式 ; 三 优势 积分 : 
minj-th. a) =f rj)dr LS 
max fib — a) 一 ra 法 f es 


图 5.11 表 5.3 中 法 则 (2) ~ (7) 的 几何 解释 


表 5.3 中 的 法 则 () 和 (2) 是 积分 的 定义 ,至 于 法 则 (3) 至 法 则 (7} 则 是 必须 证 明 的 ， 下 面 纵 
出 这 些 法 则 之 一 的 证 明 ， 对 于 表 中 的 其 他 法 则 可 以 给 出 类 似 的 证 明 . 

法 则 16) 的 证 明 法 则 (6) 说 明 / 在 [a,5] 上 的 积分 不 会 小 于 /了 的 最 小 值 辣 区 同 长 度 的 乘积 ， 
同时 不 会 大 于 7 的 最 大 值 同 区 间 长 度 的 乘积 ， 原 因 在 于 ， 对 于 区 间 Ta, 届 的 每 一 种 划分 以 及 对 于 
点 c; 的 每 一 个 选择 ， 有 


minf (ba) = minf TAs, (Dar =6-o) 
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= 袜 min/ ar (常数 售 法 则 ) 
< Hedas, (minf<Ae) 
的 Dmaxf, Ax, (fe) se max)) 


= maxf* Da, 【常数 倍 法 则 》 
= maxf*th-a) 
总 之 , 了 在 [a,b] 上 的 所 有 黎 曼 和 满足 不 等 式 
mnf'tb-a)< EY fe) as, < maxf. th-a) 


因此 ， 和 帮 为 它们 的 极限 的 积分 也 满足 同样 的 不 等 式 . 莉 
例 2 假设 


「rou Ss, fd =-2, nodrc=y 
那么 有 
(1 {fa =- {Ade = (2) =2 (法 则 (1)) 
{2} [Cae) + 3h(x) jdx = 2 fsa +3 And (法 则 (3) 和 (4)) 
= 2(5) +3(7) = 31. 
{3} f fx) = | A + [fsa =5+(-2) = 3，《 法 则 (5)) 加 
例 3 证明 VT cosx de 的 值 小 于 或 者 等 二 5 
解 “ 定 积分 的 最 大 值 -最 小 值 不 等 式 (法 则 (6) ) 说 明 ,min/. 《5 - a) 是 | /(z)dz 的 积分 值 的 
一 个 下 界 , 而 max/* (1 - a) 是 一 个 上 承 、 VT+cosz 在 [0.1] 上 的 最 大 值 是 TY+T = 人 ,所 以 
[ Viroserds A. (1 -0 = 大 四 


5.3.5 非 负 画 数 图 形 下方 的 面积 
对 于 以 曲线 为 边界 的 区 域 ， 我 们 吸取 用 越 来 越 多 的 矩形 还 近 一 个 区 域 的 思想 ,使 区 域 面积 
的 概念 精确 化 ， 非 负 连 续 隔 数 图 形 下 方 的 面积 用 一 个 定 积分 定义 . 


定义 ”如 果 , y=fx) 是 闭 区 间 [4,58] 上 的 非 负 可 积 沁 数 ， 那么 [a,b] 上 曲线 y= 了 (x) 下方， 
的 面积 是 /从 a 到 上 的 积分 


4 = Jade 


对 于 以 任何 连续 孙 数 的 图 形 为 边界 的 区 域 ， 我 们 普 次 有 了 对 区 域 面积 的 严格 定义 ， 现 在 把 
这 个 定义 应 用 到 下 面 的 简单 例子 计算 直线 下 方 的 面积 ， 其 中 可 以 证 实 新 的 面积 定义 同 以 前 的 面 
积 概念 是 一 致 的 . 


例 4 计算 | x dz 并 且 求 区 间 [0,8] 上 在 y = < 之 下 的 面积 4. 其 中 6 > 0 
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解 关注 的 区 域 是 图 5. 12 所 下 的 角形， 我 们 用 两 种 方法 计算 它 的 面积 
(9) 为 了 计算 作为 葡 吏 和 的 极限 的 定 积分 ， 对 于 范 数 ， 
急 近 孚 的 划分 计算 im 室 Ke) Au ， 定 理 1 表明 ， 如 何 


选择 划分 或 者 点 上 是 无 关 紧 刘 的 ， 只 要 范 数 熙 近 零 ， 所 有 
选择 都 给 出 完全 相同 的 极 跟 ， 所 以 考虑 把 区 问 [98 汪 ] 细 分 
成 同样 宽度 ar = (8 -0)/n =b/n 的 个子 区 问 ， 片 是 在 钴 
个 子 区 问 内 选取 在 端点 作为 6.。 划分 是 

P = {9,2 =} 


1 1 
n n nn 9 


0 b 


图 5.12 例 4 中 的 区 域 是 :个 :前 形 
而 c= 时 ， 所 以 


fo) a = > 名 .二 (to = 6) 


H 
tA: 1 
Pn 


i 
ma 


| 


z 空 上 《常数 依法 则 ) 


"全 (前 个 整数 之 和 ) 


1 
去 2 
当 nxw 和 | 己 | -站 时 ， 看 器 最 后 这 个 天 达 式 具 有 极限 吕 /2， 因 此 ， 
可 
fdr = 
(b} 由 于 这 个 三 积 等 于 一 个 非 负 两 数 的 定 积分 ， 可 以 利用 底 宽 为 上 和 高 为 *=& 的 :第 形 的 面 
积 公式 ,快速 扒 导出 这 个 定 积分 、 这 个 面积 是 4 = (172)8 - 5 = 只 /2， 再 次 得 到 | xd = 和 /2 的 
论 . 国 
例 4 可 以 推广 到 /Cx) =x 在 任何 闭 芝 闻 和 a.61 上 的 积分 ， 
其 中 0 «ou <b; 
fs dx = fx ee+ [a {法 出 (5)) 


| 衬 3 次 
和 器 | 


一 
十 


监 


= [ds+ [xa {法 则 (1})) b 
a pb: 
= -全 + 如 ( 例 4) 


最 后 ， 得 到 对 于 积分 帮 x) =x 的 下 述 法 则 : 


如 sb 
lb ad 


图 5.13 这 个 梯形 区 域 的 面积 为 
这 个 计算 公式 给 出 图 5. 13 所 示 梯 形 区 域 的 面积 公式 (1) 4= (7) /2 


人 
| fxdr = 所 - 生 ,a < 6 {1) 
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在 和 码 为 黄 数 时 枉然 成 立 ， 妆 a <8<0 时 ， 定 积分 值 ( 训 -e072 是 -个 负数 ， 它 是 从 x 轴 下 降 
到 下 线 ¥=z# 的 梯形 面 程 的 全 值 ， 半 #0 和 六 20 上 时， 公式 (1 加 样 最 立 ， 定 各 分 给 出 呵 个 面 和 之 
问 和 的 莽 ， 妈 区间 [0 ,#8 之 虐 图形 下方 的 面积 减 去 区 Wa.0] 之 下 图 拱 上 方 的 面积 . 

下 而 本 个 积分 公式 可 以 利用 辣 例 4 类 伺 的 黎明 和 计算 证 实 { 习题 75 和 75)， 


fe = rt-ay tr 其 作 意 底数 (21} 


[eu = 入 一 了 ， 上 (3) 
5.3.6 再 讨论 连续 函数 的 平均 值 
在 5.1 节 我 们 非 形式 地 引入 节 非 负 连 续 明 数 庆 在 区 间 a,48] 上 的 平均 值 ， 刍 致 把 这 个 平均 值 
定义 成 用 (5-6) 除 yY=f(x} 图 形 下 方 的 面积 这 个 结 架 用 积分 记 寻 位 成 


, 1 
平均 值 = ; 1 了 /9d 


利用 这 个 公式 可 以 给 出 代 何 连续 丽 数 (或 考 可 微 听 数 ) 的 
平均 条 的 确切 定 艾 ， 无 论 它 们 是 正 值 晒 数 或 负 值 丽 数 ， 
或 者 是 同时 取 正 值 和 负 值 的 螨 数 . 

田 一 上 方面， 名 以 采用 下 面 的 容 理 过 程 ， 从 个 数 的 
算术 平均 值 是 这 些 数 之 和 用 相 除 的 算术 概念 开始 ， 连 
续 呀 数 了 存 间 [a.581 上 能 勇 玻 无 窃 多 值 ， 但 是 仍然 可 以 
按 顺 序 对 它们 抽样 ， 我 们 把 [ a, ] 细 分 成 zz 个 宽度 癌 为 
Ax ={8 -alAn 的 子 区 问 ， 拓 有 在 每 个 子 区 间 内 的 -点 


< 计算 六 的 值 ( 见 图 5.14). nr 个 抽样 值 的 平均 值 为 图 5.14 确 娄 fir) 在 区 间 a,b. 
fn) At +Ae) 1 Ee) 上 的 抽样 值 
= je (a =， 所 以 二 =) 
= pi far 


这 个 下 均值 是 用 (5 一 a) 除 /在 -a,5] 上 的 可 巡 和 得 到 的 ， 当 增加 样本 数量 并 且 令 划分 的 范 数 
东 近 零 时 、 平 均值 的 近 二 /x)dx. 两 种 秽 点 部 导致 上 述 定 义 ， 


位 


定 尽 ”如 果 7 蚌 区 间 - ab 上 的 可 积 果 数 ， 那 么 它 在 
[ae.,5 上 的 平均 值 ( 也 称 为 均值 ) 基 


| ar(/) = 5 A 


例 5 求 fr) = v4 -x 在 区 间 [ -2, 2] 上 的 平均 值 . -2 -I 1 1 2 


解 我 们 知道 , /x) = V4 -x 作为 一 个 函数 ， 它 的 图 形 图 5.15 tr) = v9 在: -2. 2: 
是 半径 为 2 以 原点 为 圆心 的 上 半 辆 ( 见 图 5. 15). 上 上 的 平均 值 为 2( 例 35) 
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这 个 从 -2 到 2 的 * 轴 与 半 国 之 间 的 面积 可 以 利用 几何 公式 计算 : 

面积 = yr ) 2) = 2 
因为 是 非 负 消 数 ， 这 个 面积 也 是 换 数 从 -2 到 2 的 积分 值 : 
| v4 dx = 27 
因此 , 卫 的 平均 但 为 
1 
av( 门 = 22， v4 = 0 (2m) = 于 图 

习题 5, 3 

在 习题 1 ~8 中 ， 把 极限 表示 成 定 积分 . 


2. 


3. 


9. 


IPH 


” un mm, 之 于 1 -— 


i nD Y4 -oaxi, 其 中 是 [0,1] 的 划分 . 


lim 
1P1 由 


袜 ar, 共 中 是: 0,2] 的 划分 . 


lim 
1 


2aar ,其中 PP 其 [ -1,0] 的 划分 . 


ms -3c.)Ax, ,其 中 户 且 [ -了 ,5 ] 的 划分 . 


i -四 


lim 


> -am ,其 中 己 是 [1 ,4] 的 划分 . 


To: 其 中 PP 是 [2,3] 的 划分 . 


， ee ear 其 中 户 是 [ -m4,0] 的 
划分 . 
， Wn, Pion ce) Axi ,其 中 PP 是 [0,w7 人 4] 的 划分 . 
假定 /和 & 是 可 积 沙 数 ， 并 且 
[Ande = -4 [A = 65, fain de = 有 


利用 表 5. 3 中 的 法 则 求 下 别 积分 : 


(a) [eryde. {b} f ats)de 
fa) [EE {d) Jo 
(el J is) — gx) ] dx. 


(0 [I4f(4) — gl) J 


10. 假定 了 和 产 是 可 积 函 数 ,并 且 


findr = -lt, ferde -5, foot =4 
利用 胡 5.3 中 的 法 则 求 下 列 积分 : 
Caf -ade IUD1dz 


1 


12. 假定 gt) dt = 2， 求 下 列 积分 : 
(a) 人 gl de. (tb) 三 gtu) de 
(of -eolt 加 ar 
13. 候 定 /是 可 积 两 数 ,并 且 丰 /tj = fo = 
求 下 列 积分 ; 
(a ff tb) fA 
14. 假定 ”是 可 积 函 数 , 并 h(ndr = 0. 
全 并)dr = 6 来 下 列 积 分 : 
(a) f andr (bj - ed 
在 习题 15 -~ 22 中 , 画 出 被 积 硝 数 的 岁 形 ,并 旦 
利 由 面 积 求 积分 . 
15. 三 ({ 译 +3jdx 16. [C2 二 4) dx. 
17. j VI dx 18. 全 VI dx 
19. [lxl dx 四 上 (1 -lxDa 
21. [ (2 -1z 1) dr. 22. (] + vx dx. 
在 习题 23 ~ 26 中 ,利用 面积 求 积分 . 
23. 帮主 由 ， b>0. 24. [4x ds, 6 >0. 


(ar - 3h) 1ds. (a) rod 


{e) fA 人 fan) Ax) de. 
。 假定 | ad = 5. 求 下 列 积 分 ， 

‘al fA {b} [LAA 

{e] fn (9) [Aj 


各 分 法 


297 


25. 六 ds, Ocach 站， fa dt, fc ac 由 
在 习题 22 ~ 如 中 ,利用 公式 (1) - (3) 求 积分 


. 
27. [x 28. 三 dr 
上 出 于 


29 [fe d8 30. 广 : dr 
.1 

#1. fe. 32. 『 sds. 
n 1 
[Ee mT 

33 | dt 34. | PF dt. 
0 Ll 

45. 三 36, [sax 
[1] 

37, [i 招 . | 妇 dx. 
1 


在 习 题 多 ~ 50 中 ,利用 表 生 3 中 的 法 则 和 公 
式 (1) ~ (3) 求 积分 . 


1 -2 
39. | ?dx 40 | ,dr 
41. [ss dx. 42. [ 志峰 
43. f (21 -3)de 44. fe -ya 
45. | + 三 ) dz, 46. f 2 -3a 
1 
47, Jaedu 48. 2 2 


49. [RE +x -5)dx， 0. fx + — 5)dx. 


在 习 古 51 ~ 54 中 ,利用 定 积 分 求 区 闻 [0,5] 上 
在 给 定 曲线 同 x 轴 之 间 的 区 域 的 面积 . 


Sl y = 3x’, S52. y = Tr. 


53 7 = 2%. 54,y= + 


在 可 题 和 5 ~ 2 中 ,于 出 函数 的 图 撒 , 并 且 求 函 
数 在 给 定 区 和 间 上 的 平均 什 . 
55. x) = -1 在 [0,y37 上 . 


56. fx) = -到 在 [0.3] 上 


57. f(x) = -3 -1 在 r0,1] 上 . 

58. x) = 3s -3 在 [0,1] 上 . 

S9, /At) = (t -1)’ 在 [0,3] 上 . 

0 F025) = 站 -在 [-2,1] 上 . 

61. g(x) =lxl-1 在 (aj[ -1,1], {bjti,3] 和 


{tc}[ ~ 1,3] 上 . 
经 h(x) =-lx1l 在 {a}[ -1,0],{b}[0,1] 和 
(eo)[ -11] 上, 


63. 当 a 和 请 取 什 么 值 时 积分 (xs 一 辽 )dx 


67. 


70. 


71. 


72. 


73, 


74. 


,利用 最 大 信 - 最 小 值 不 等 式 求 积分 


达到 最 大 值 ? (提示 : 敏 积 函 在 何 处 取 正 值 ?) 


。 当 a 各 取 什么 人 时 积分 (x* -2x7)dx 达到 最 


小 值 ? 


i 
= dx 
nl]+xr 


之 值 的 上 界 和 下 界 . 


“【 续 习题 65) 利 用 最 大 值 -最 小 值 不 等 式 求 积分 


dr 


+ 1 ] 
i dx 一 一 
人 1 二 [i 


之 值 的 上 界 和 下 界 。， 对 它们 求 和 改进 对 积分 


! 1 
| 


的 估计 . 
证 明 ， 积 分 sine Yd 的 值 不 可 能 取 2 


,证 明 : 积分 VirB + dz 的 值 刘 于 2 了 2.8 与 


3 之 间 ， 


'， 非 负 值 函 数 的 积分 ”利用 最 大 值 - 最 小 值 不 等 式 


证 明 ; 车 7 是 吕 积 尔 数 ， 则 
flx) >0,oszrsb=frodrzo 


非 正 值 函 数 的 积分 证 明 : 车 /是 可 积 函 
数 ， 则 


A = {fr} 态 0 
利用 对 于 x* 关 0 成 立 的 不 等 式 sin xz 所 x， 上 堪 积 分 
Ja x dx 
之 值 的 一 个 上 界 . 
不 等 式 sec xz1+ 所 在 区 则 人 -至 ,也 } 上 成 立 . 
利用 这 个 不 等 式 求 积 分 

J see x dx 


之 值 的 -个 下 界 . 

如 果 av(n 实际 上 是 可 积 函 数 记 +) 在 区 间 [ a.4- 

上 的 标准 取 值 ， 那 么 数 ar( 妃 在 [a,5 上 应 具有 

与 了 相同 的 积分 ， 是 这 样 蚂 ? 就 是 说 ， 
[pa = ff ae 

成 立 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 

如 果 在 区 间 [ a,4., 上 的 可 积 栈 数 和 gg 的 平均 值 

苛 守 下 列 法 则 ， 那 将 是 美 町 的 : 

lalavtf +8) = av( 门 + av(te). 

(bjav( 好 ) = 上 ar( 内 《对 任何 数 语 、 
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(elavtPm avtg)， 如 此 在 [a,b] 上 Ax) s(x). 
这 些 法 则 帘 况 是 再 保持 ? 接 出 答案 的 特 由 . 
75. 像 在 倒 4ta) 中 那样 ， 利 用 柳 县 和 的 概 限 述 实 公 
式 12)， 
和 像 在 重 4() 中 婴 样 ， 利 用 黎 肥 和 的 概 限 证 实 公 
此 (31. 
77. 增 画 数 的 上 和 与 下 和 
(al 假定 连续 函数 fx) 的 图 形 当 zx 从 左 至 古越 
过 区 间 [ ae,#] 移 动 时 稳定 上 升 ， 邻 是 把 
[a,5] 分 成 长 度 为 r= 145-ayAn 的 4 个 于 
区 问 的 划分 ， 参 考 附 图 让 明 , 7 在 这 个 划分 
上 的 上 和 与 下 和 之 着 人 图形 上 本 以 表示 成 
一 个 矩形 昨 的 面积 ， 它 的 尺寸 为 [A458} - 
0 ] xAr. 【提示 : 上 和 与 下 各 的 甘于 
是 图 中 的 小 抑 形 的 面积 之 和 ， 这 些小 矩形 
的 对 角 线 A 处 于 沿 
曲线 的 位 置 ， 当 把 这 些小 矩形 从 水 平方 向 
移动 到 中 上 时 没有 重 准 部 分 . ) 
1h) 企 定 [a,b] 划 分 的 于 区 辣 长 度 ax 是 变化 市 
洒 是 相等 的 ， 证 明 
sl) Aa) lA, 
其 由 ax. 是 中 的 范 数 ， 因 此 有 
Lm (UU-£) =0 


[EE 


-2 


fu 


ts = n= 


AL 


78. 减 函 煞 的 上 和 与 下 和 ( 续 习 题 77) 

【a) 像 在 习题 ?77 中 那样 画 出 连续 函数 户 x) 的 
图 形 , 的 值 当 x 从 左 素 右 越 这 区 间 
[4,8] 时 稳定 下 降 . 令 P 是 把 [a.] 分 成 
长 度 相等 的 子 区 间 的 划分 求 一 个 如 -于 
的 表达 式 ， 同 习题 77(a) 中 求 出 的 -于 
表达 式 相 侯 . 

(bj 假定 划分 户 的 子 区 间 长 度 Axs 是 变化 的 而 
不 是 相等 的 ， 证 明 习 题 77tb) 中 的 不 等 式 

UU-L ef -Aa)l Ar 


79. 


1. 


仍然 成 立 ， 关 此 ， Lam -1) =0. 

利用 公式 
ain 友 tsin 2hk + ain Mh +- 
Le 
2 ainf hA2) 

按 下 面 上 两 个 步 又 求 申 线 =sin x 下 上 坟 愉 = 和 刘 
r= 人 的 面积 ; 
faj 把 区 间 [0，72] 细 分成 长 度 相 等 的 5 个 闻 

区 间 ， 并 且 计 算 相 应 的 于 和 二; 
[| 

时 的 极限 . 


+ sainmk 


. 假定 / 基 区 间 [e .上 的 连续 郴 数 和 止 负 晒 数 ， 


如 与 题 8 的 附 图 所 东 ， 通 过 捅 入 所 示 的 点 
ET I i 
拒 ia ,#8 分 成 长 度 为 Ax = x -和 sry = x 一 
Xi 的 个 于 世间、 这 些 了 于 区 
间 的 长 度 不 必 是 相等 的 . 
{8) 如 昌 mm, =mini 诬 x) 1x 居于 第 上 个 子 区 间 ;， 
说 明 下 和 
£ = Mm Ar + mi Ar + + 
问 附 图 & 中 的 阳 影 区 域 之 阿 的 腾 系 . 
【bj 如果 到 = max1f(x)1z 属 于 第 上 个 和 于 区 
间 : ， 说 明 上 和 
U = MA + NA + 
同 附 图 b 中 的 阴影 区 域 之 间 的 联系 . 
{ej 说 明志 -了 疝 附 图 中 灌 曲 线 的 闭 影 区 域 之 
间 的 联系 . 
我 们 称 晤 数 睛 *) 在 区 则 [a,5] 上 是 一 致 连续 的 ， 
是 指 对 于 绽 定 的 任意 数 es >0D0， 存 在 这 样 -个 数 
5>0， 使 得 只 要 x x; 在 ap 中， 并 且 15 一 
* | <E， 就 有 1 大 xz -让 x;】| <s 可 以 证 咀 ， 


在 [a,5] 上 的 连续 函数 是 一 致 连续 的 .利用 这 

-结果 和 附 图 证 明 ， 如 果 / 上 是 连续 函数 ， 并 所 
给 定 s>0， 那 么 只 要 了 服 最 大 的 4xe 足够 小 ， 就 
pp 使 -Ls (~-a). 
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那些 冉 获 蝇 和 有 美的 收效 于 积分 的 箱 洪 ”在 每 是 中 
使 用 长 度 相 等 的 mr=4，10，20， 和 个 于 区 间 . 


L ! 1 ， _ 4 
83. Lu -dr = 了 是. cz + = 了 


下 可 -中 本 
85. | coa x dx = OO. 86. [ aec x tr = 1. 
-rr 9 


897. ja lxldr = 1. 


8. dx 《积分 值 约 为 0.693)， 


在 半 题 中 ~96 中 ， 用 一 种 CAS( 计 算 机 代数 系 
， 统 ) 执 行 下 列 处 理 步 又 : 
[ai 综 制 咕 数 在 给 定 区 间 上 的 图 形 . 
{hbj 把 区 间 划 分 成 a = 100，200，1090 个 长 度 
相等 的 子 区 间 ， 井 用 求 丽 数 在 每 个 子 区 问 
| | 中 点 的 值 . 
一 一 fce) 计算 {b) 中 求 出 的 蜡 数 信 的 平 多 值 . 
【dj 利用 在 {ey 中 对 于 nm = 1000 的 则 分 算出 的 
机 -PP 于 均值， 求解 方程 x) =( 平 均值) 中 的 + 
Er ,| $9. Ar) = ain zx 在 [0, m7] 上 . 
c) 0 Fr) =sin: x 在 [0， .上 上. 
如 果 你 以 20 mivh 的 平均 速率 航行 150 mi, 热 。 91. f(x) =x sin 二 在 [ 下、 "| 上 
后 在 同样 的 150 mi 航程 上 以 50 mivh 的 速率 返 * 
加 你 航行 的 平均 速率 是 多 少 ?提出 答案 的 理 。 92. x) =x si 二 在 [ 皇 , #] 上 
由 . 【来 源 ; David H. Pleacher, The Mathenyiics 93. f(z) =xe "在 [0、1] 上. 
Techer(《 数 学 教师 ) ,第 85 苍 , 第 6 期 445- oq x) -er 在 [0、 1 
446 下，1992 年 9 月 .1 nx 
计算 机 探究 95. f(r) = 一 在 [2， 51.. 
如 果 你 的 Cast 计算 机 代数 系统 ) 能 够 绽 制 同 黎 
曙 和 相 联 系 的 短 撒 集合 ， 请 用 它 抽 出 习 蚌 器 ~ 口中 


5. 4 微 积分 基本 定理 


这 一 节 介绍 微 积分 基本 定理 ， 这 是 积分 学 的 中 心 定理 ， 它 把 积分 法 同 微分 法 联系 起 来 ， 使 我 们 能 
船用 被 积 丽 数 的 反 导 数 求 积分 ， 而 不 必 再 像 在 5.3 节 那 样 通过 取 歼 曼 和 的 极限 计算 积分 ， 菜 布 尼 茨 和 
牛顿 揭示 了 这 种 联系 ， 由 此 引发 了 数学 的 全 面 繁 茉 ， 从 而 促进 了 其 后 200 余年 间 的 科学 技术 革命 . 

人 物 传记 在 这 个 过 程 中 ， 我 们 介绍 中 值 定理 的 积分 形式 ， 它 是 积分 学 中 另 
一 一 一 一 一 外 一 个 重要 的 定理 ， 并 且 害 用 于 证 明 微 积分 基本 定理 
艾 萨 克 ' 牛顿 责 士 5. 4, 1 定 积分 的 中 值 定理 
《Sir [aaac Newton, 在 前 面 一 节 ， 我 们 把 连续 蝴 数 了 在 闭 区 间 [a,8] 上 的 平均 值 定义 为 


1642 一 1727 
| 积分 | rz) dz 除 以 区 间 的 宽度 (4 - a). 定 积分 的 中 值 定理 断 育 ， 哨 数 / 
在 区 间 上 上 必定 至 少 到 一 次 这 个 平均 值 . 
图 5.16 显示 在 区 间 f a,4] 上 定义 的 一 个 正 连续 函数 ; =/(x) 的 图 形 ， 中 值 定理 从 几何 上 说 


明 ， 在 fa,b] 中 存在 一 个 数 c， 以 函数 的 平均 值 A(c) 为 高 和 人 - a) 为 底 的 矩形 的 面积 恰好 等 于 / 
从 a 到 上 8 的 图 形 下 方 区 域 的 面积 . 


[2] 


96. f(x) = 在 [0， 3]E 
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定理 3 [ 定 积分 的 中 信 定 理 ) 若是 区 间 [a,8] 上 的 连续 函数 ， 则 在 [a,8] 内 的 基 个 点 <， 
Am = 让 Jaod 


证 明 如果 在 最 大 值 -最 小 值 不 等 式 ( 表 5.3 法 则 (6) ) 用 (5 -a) 相 除 ， 我 们 得 到 
min 六 去 pe /de maxf 
由 于 /7 是 连续 的 ， 连 续 函 数 的 介 值 定理 (2.6 节 ) 说明/ 必 须 取 介 十 min /和 max /之 问 的 每 个 值 
因此 它 必定 在 [a,8] 内 的 莫 个 点 < 取舍 f(x) dx 
在 这 里 /的 连续 性 是 重要 前 提 ， 一 个 不 连续 的 两 数 可 能 永远 不 会 等 于 它 的 平均 信 ( 见 图 5.17). 


v= 


1 并 


图 5.16 在 中 值 定理 中 ,A(e} 的 值 在 … 定 意 义 下 是 了 在 ia， 图 5.17 非 连续 函数 不 一 定 取 它 的 平均 值 
5] 上 的 平均 高 度 ( 或 平均 值 ). 当 上 六 0 时 ,定形 的 
面积 等 于 /从 oa 到 4 的 图 形 下 方 区 域 的 面积 , 弛 


A -a = {fn 


例 1 证 明 ; 若 了 在 ez 的 区 间 [a,5] 上 连续 ， 且 
As) dr =0 
则 在 [a#,85] 内 人 至少 出 现 一 次 x) = 
和 解 了 在 [ae,5] 上 的 平均 值 为 
av( 月 = sto f/f)de = p00 


由 中 值 定理 , /在 某 点 ce [a,8] 取 这 个 值 . 国 :面积 * “on 
5.4.2 基本 定理 第 1 部 分 要 区 

苦 / 是 在 有 限 区 间 7 上 的 可 积 耻 数 ， 则 从 任何 固定 数 ae 
7 到 另外 一 个 数 xe7 的 积分 定义 一 个 新 函数 忆 ， 它 在 x 的 
值 为 


F(x) = [fa (1) 
“ 图 5.18 当 7 了 7 是非 鱼 通 数 和 = >a 
例如 ， 如 果 / 是非 负 函数 ,并 且 * 位 于 a 的 有 边 ,那么 F(x) 时 ”由 等 式 (1) 定义 的 应 


是 /图 形 下 方 从 a 到 x 的 面积 ( 见 图 5.18)， 变 最 x 是 一 个 积 数 F(x) 绍 出 /的 图 形 下 
分 的 积分 上 限 ， 然 而 F(x) 就 像 一 个 实 变量 的 任何 其 他 实 值 方 从 4 到 + 的 面积 
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左 数 。 对 于 每 个 输入 x 的 值 ， 有 一 个 严格 定义 的 输出 数值 ， 在 这 种 情况 下 就 是 /从 a 到 * 的 定 
积分 . 

等 式 (1) 给 出 定义 新 函数 的 一 种 方法 ( 参见 5.7 节 ) ， 然 而 当前 它 的 重要 性 还 在 于 建立 积分 和 
导数 之 间 的 联系 ， 如 果 f/ 蚌 任意 连续 函数 ， 那 么 基本 定理 断言 是 x 的 可 微 消 数 ， 它 的 导数 就 是 
了 本身， 在 每 个 * 值 ， 它 断定 


F(z) = flx) 


为 了 获得 对 这 个 结论 为 什么 成 立 的 某 些 见 解 ， 我 们 考察 它 隐 含 的 几何 意义 . 
车 在 区 间 [a.8] 上 f/f>0， 则 从 导数 的 定义 计算 所 (x) 意 ， 
昧 着 取 差 商 
Fxr+h) — F(x) 
内 

当 上 一 虽 时 的 和 极限， 对 于 产 >0， 莽 商 的 分 季 由 两 个 面积 相 减 
得 到 ， 所 以 它 是 的 图 形 下 方 从 x 到 x + 的 面积 { 见 
图 5. 19)， 如 果 天 很 小 ,可 以 从 图 5, 19 看 出 ， 这 个 面积 近似 


下 


上 


图 3.19 在 等 式 (1) 中 ，F(x) 是 x 


等 于 高 度 为 /+) 和 帘 度 为 的 短 形 的 面积 ， 就 是 说 ， 左边 区 所 的 让 机 同上 
Fr th) - Fr) = hfix) P(z+ 和 是 x+ 天 在 边区 

在 这 个 近似 近 式 的 丙 端 除 以 4 并且 令 - 避 ， 有 理由 预期 域 的 面积 于 是 差 商 
Fx) = lim + ~ FC) = Ax) 2 一人) 过 似 等 于 

这 个 结果 部 便 在 函数 了 不 为 正 值 时 也 是 正确 的 ， 并 且 构 成 微 天 zj)， 邵 所 示 矩 形 的 高 度 


积分 基本 定理 的 第 1 部 分 . 


定理 4 ( 微 积分 基本 定理 第 1 部 分 | ” 若 / 是 区 间 [e,b] 上 的 连续 函数 , 则 F(x) = Dd， 
在 [a,b] 上 是 连续 的 ,并 且 在 (a,b) 上 是 可 微 的 .而 它 的 导数 就 是 /(x) , 即 


Fx) = Ef ANd = fn) (2) | 


在 证 明定 理 4 之 前 ， 我 们 考察 几 个 例子 ， 以 便 对 定理 的 论断 有 更 好 的 认识 
例 2 利用 基本 定理 求 下 列 函数 的 导数 下 ， 


(a)y = [eost {b)y = [3 sin 1 dt. {cy = f eos de. 
解 
{a) 时 = ferdt = cos x {等 式 (2) 取 f(1) = cos 1). 


(w= fsintd = 让 (34sint dt) ( 表 5.3 法则 (1)) 


=- -站 acsnta 


= -3x sinx 《等 式 (2) 取 f(1) = 3 sin 4) 
{e) 积分 上 限 不 是 * 击 是 x ,这 使 y 成 为 两 个 函数 
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7 = [eos tid 机 w= 
的 复合 两 数 ， 因 此 ， 在 来 由 /ae 时 必须 应 用 链 式 法 出: 
dy_ dy ,du 二 (二 六 see 时 三 wornn- 业 


dr de dx ti dx dx 


定理 4 的 证 明 x 和 + 外 古 芝 问 Ga.5) 内村， 再 接 对 捕 数 FED 庶 用 旦 数 定 广 证 明基 本 定 
有 到， 这 意味 着 写 山 其 商 


= wna( x )-2x = 2x (os x 国 


Fx +h) 二 下 (小 
友 (3) 


江 且 证 明 ， 对 于 te， 让 内 的 每 个 x， 它 在 -0 时 的 极限 是 数 信 x)， 洲 此 ， 
Flx+h)y - Flax ._1 四 
+ 人 = lim a[f Nandt - [fna] 


Fx) = lim 一- 
#4- 虽 


= lin 三 | ADdt 《( 表 5.3 法 则 (5)) 


撤 照 定 积分 中 值 定 理 ， 最 后 这 个 表达 式 在 了 极限 之 前 的 值 是 /在 区 辣 (*,x + 下 ) 内 的 取 值 之 
一 ， 也 就 是 说 ， 对 于 这 个 区 间 内 的 某 个 数 <. 有 


二 Au = Ae) (3) 


当 玉 0 时 x+ 天 趋 近 x。， 筷 使 也 趋 近 x( 因 为 < 起 限制 在 x 和 x + 之 间 )}， 由 于 /在 * 是 连续 的 ， 
所 以 Ae) 趋 过/(x) : 
limf\e) = x) (5) 
最 后 ， 我 们 有 
W(x) = im 工矿 ou = lime) (等 式 (4)) 


= fx) (等 式 (5)) 
如 果 x=a 或 x=5， 那 么 把 式 (3) 的 极限 分 别 解释 成 用 kh 一 0 或 kh 一 0 的 单 侧 极 限 ， 于是， 由 3.1 
节 的 定理 1 证明， 所 对 于 [ a,b] 的 每 个 点 是 连续 人 的， 证 明 完毕 . 国 
5.4.3 基本 定理 第 2 部 分 ( 求 值 定理 ) 
现在 转 到 微 积分 基本 定理 第 2 部 分 .这 部 分 讨论 如 何 求 定 积分 的 值 而 不 用 计算 整 曼 和 的 轰 
限 ， 我 们 采用 的 方法 是 求 反 导数 ， 并 且 在 积分 的 上 限 和 下 限 计 算 反 导数 的 值 . 


| 定理 4 ( 续 ) ( 微 积分 基本 定理 第 2 部 分 】 若 晒 数 了 在 区 癌 [a ,的 每 个 点 是 连续 的 ， 耐 下 
是 7 在 [se,8] 上 的 任意 反 导 数 ， 则 有 


Tadz = Fb) - Fla) 


证 明 基本 定理 第 1 部 分 表明 /存在 反 导 数 ， 即 
Cr) = fina 
内 此 ， 如 果 下 是 站 的 任意 反 导 数 ， 那么 对 于 a<x < 有 Fix) =G(x) +C, CC 是 某 个 常数 (根据 
4.2 节 导数 中 值 定理 系 2)， 由 于 只 和 产 都 星 -a,plI 上 的 连续 函数 ， 可 以 看 出 ， 通 过 取 
xz- 和 xz-5 的 单 佣 极限 ， 当 x =a 和 r=b 时 下 x) =G(x) + 侣 也 成 立 , 
求 Ftb) - Fta) 的 值 ， 得 到 
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Fh Fea) = [OB + CI =- [Oa + | = Gb) - Ctn) 


= [na - Jo = Lou -0 = fu 国 
宝蓝 说 明 ， 对 十 计算 六 企 [2,5] 上 的 定 积分 ， 我们 需要 做 的 全 部 工作 是: 
{ 人 1 污 了 的 反 导 数 己 ， 
(2 计算 积分 值 『Kzyds = PR) 
起 Db) 一 天 ( 4 的 常用 记号 是 
F(x) ] 或 [Fex) ] 
疡 包含 一 二 时 用 前 一 种 记 针 表示 ,下 包含 针 硕 村 用 后 一 种 记号 表 反 . 
例 3 


ta} eos x dr = sin | = sin mT -sin0 =0-0=0. 
0 


-1 sn np- 
WI = sin i = sin 3 ~ sin 0 = 七 0 = 6 
4 2 2 
(ef (3 J = [#7 -21n4| = [4 -24tn4}-[1’"* -21In1|] 
上 
= 8-lnl6]-[1-01=3 了 -In16. 国 


例 3 中 采用 的 方法 比 几 歼 缀 种 计算 容易 得 多 . 
基本 定理 的 结论 说 明 儿 件 事 ， 首先 ， 2 成 


qd row = - = f(x) 
这 表示 如 果 先 对 耳 数 广 积 人 ， 外 后 对 结 困 微分 且 和 名 加 复 到 呈 数 / 其 次 ， 等 式 
dr - fpa = F(x) ~ F(a) 


问 样 表示 ， 如 果 先 对 函数 微分 ， 然后 对 结果 积分 ， 那 么 就 回复 到 函数 Fl 相差 一 个 积分 常 
数 )， 人 在 一 定 意义 上 ， 积 分 和 微分 的 过 程 是 彼此 "逆转 的 "， 此 外 ， 基 本 定理 说 明 、 每 个 连续 孙 


数 f 有 一 个 反 导 数 上 最 后 ， 它 还 说 明 ， 对 于 每 个 连续 函数 了 , 微分 方程 虹 =ftx) 在 在 一 


( 即 任意 函数 y= F(x) +e). 
5.4.4 总 面积 

黎 电 和 包含 像 六 cs)yA, 这 样 的 项 ， 当 jte,) 取 正 值 时 这 种 项 给 出 一 个 矩形 的 面积 ， 当 fie,) 了 肥 
负 值 时 ， 霖 积 关 ca4A, 为 矩形 面积 的 负 值 ， 当 把 一 个 负 值 函数 的 这 种 项 相 加 ， 得 记 函 数 曲线 同 x 
轴 之 间 的 面积 的 负 值 ， 然 后 ， 如 果 肥 绝对 值 ， 那 么 得 到 正确 的 正 值 而 和 

如 果 函 数 f 同 时 取 于 值 和 负 值 ， 为 了 计算 以 函数 y=f(x) 的 图 形 和 x 轴 为 界 的 区 域 的 面积 . 
必须 细心 划分 [a,b] 的 子 区 闻 ， 使 孙 数 在 每 个 子 区 间 上 不 改变 符号 ， 香 则 ， 带 正 负 号 的 面积 之 间 
可 能 抵消 ， 得 到 不 正确 的 总 面积 把 (x) 在 每 个 子 区 间 上 不 改变 符号 的 定 积分 的 弧 对 值 相 加 ， 
才能 得 到 正确 的 总 面积 “面积 "一 词 以 后 用 于 指 总 面积 . 

例 4 图 5.20 显示 两 数 六 y) =sinx 在 x=0 各 x=2”5 之 向 的 图 撒 . 

{8} 计算 六 x) 在 区 间 [0,2w] 上 的 定 程 分 . 

(tb) 求 在 [0,2w] 上 (x) 的 图 形 和 x 轴 之 间 的 面积 ， 
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解 ” 太 x*) = sin x 的 定 积分 由 
fsin x ds = 一 c08 天 ” =- Ico2# -cos0] =-[1-1] =0 
给 出 ， 这 个 定 积分 为 零 ， 因 为 消 数 图 形 在 x 办 上 上 太 和 下 方 
这 两 部 分 的 面积 相互 抵消 ， 
在 [0,2w] 上 计算 x) 的 图 形 和 x 轴 之 间 的 面积 时 ， 把 
sin x 的 定义 城 分 成 两 段 ， 在 区 间 [0,， ww] 上 的 面积 为 非 负 
值 ， 在 区 间 [*、27] 上 的 面积 为 非 正 值 . 


| sinx dr=- cos | =—- [cos mo— cos0Q] 
9 0 


=-[-1-1] =2 


vin d= ~ Cosx . =- [cos27 -cosT] 图 $20 在 0<x<2m 上 上 y=sinx 和 x 
=-[1-{-1)] =-2 贺 之 间 的 总 面积 等 于 两 个 积分 
第 二 个 积分 给 出 负 值 ， 函 数 图 形 和 * 轴 之 各 的 面积 通过 对 的 绝对 慎之 和 (全 4 
纳 对 值 相 加 得 到 : 
面积 =121+|I-21= 4 国 
小 结 
求 区 间 [a.58] 上溯 数 yY=/(x) 的 图 形 和 x 轴 之 间 的 面积 的 步骤 如 下 : 
(1) 在 /的 蕉 点 把 [a,5] 分 成 子 区 间 . 
(2) 在 每 个 子 区 间 上 求 的 积分 . 
(3) 求 各 个 积分 的 绝对 慎之 和 . 


绚 5 求 x 轴 和 fx) = 一 -2xt{ -1 <xs<2) 的 图 形 之 间 区 域 的 面积 . 
解 ”首先 求 了 的 零点 ， 由 于 
fr) = x2 = rr -x2) = xxr+l}tr-2) 
了 的 专 点 为 x=0，-1,，2{ 见 图 5.21)， 这 3 个 零点 把 区 间 
[ -1,2]1 分 成 两 个 子 区 和 间 : 在 第 一 个 于 区 间 [ -1.0] 上 
f>0， 在 第 二 个 子 区 间 [0, 2] 上 /<0， 在 每 个 子 区 间 上 计 
算 f 的 积分 : 


3 


fe x — 2x)dx= [ 生 -和 二-] 


1 


0 


图 5.21 曲线 y=-x* -2x 和 xz 轴 
8 8 
= [4- 村 -4]-0= -也 之 间 的 区 域 ( 例 5) 


对 计算 的 积分 的 绝对 值 求 和 ， 得 到 包围 区 域 总 面积 ， 
包围 区 域 总 面积 = 计 + 1- 也 |= 本 加 


各 分 法 


习题 5. 4 
在 习题 1 -32 由， 


| 本 fi 4 5 dx. 


3 (az -和 ) a 


求 积分 . 
2. f(s 国 于】 dx 


4 Lt ~ 2x + 4) dx. 


1 本 
5 fx + A dz, Gd 
0 n 
Ha -| 
7, {xd | 二 a 
1 -* A 
和 q O. {CL + con ed 
Js [上 需 本 + eun tT) lx 


U1. cz de 


1 


4 
i2. f ear wT rr. 
mh 


Te 


13. | wa et 上 d. 


15. 「 上 + coa 2t dt. 
TT 


7 


14 上 4 see an nu da. 


可 人 _ 
16 | 1 二 cos 2 由 
-7 


2 2 


1 本 
17. f (By + sin y) dy, 18. | (4 ge 2 由 
“有 


19. fr De 20. Fe 
1 


和 .六 (全 -上 Ja 入 - 1) 
2 i i 
23. 『 和 了 ds 24. f i ‘Eu. 
4 
25. foisiu 26. {Tcos x ticon xd 
2 (eax 28. (二 - at) dz 
1 区 


29 4 f x dr 
0] + “J A 
31. 六 dc 32. 三 = 
2 -|l 


在 习题 33 和 34 中 ,猜测 第 积 函 数 的 反 蛙 数 . 通 
过 微分 法 证 实 你 的 猜测 ,然后 求 给 出 的 定 积分 . ( 担 
示 : 在 猜测 反 怪 数 时 要 记 住 链 式 法 则 . 在 下 一 节 将 要 
学 习 如 和 何 求 这 样 的 反 导 数 . ) 
33. J aera 34. 「 me dx 


企 刁 题 35 ~ 40 中 ,用 下 面 两 种 方法 求 导数 ; 
(a) 先 求 积分 ,然后 对 结果 求 微分 . 
ib) 直接 对 积分 求 微分. 


二 三。 于 | i 

35. 五 上 coat dt. 6 ei 22 dt 

37 也 fv | 38 d 
， de wl sec y dy. 


‘2 i ~ 2 dy 
在 习题 41 - 50 中 . 求 于 ， 


4 + = f V+ed. 42. Y= 『 >i. > 
Th 1 


qd TY = f aint 三 了 出 .= {convid, 
ns 是 
5 二 -一 全 Irl< 一 
人 A -i 2 
1 
46. ， = | HB , 
mm + 
1 加 
47, YY = 「 元 中 .1 = [ di. 


ne ，。 
49. + =- [ os £ dr. SO0. = | sin ft 由. 
自 -| 


在 习题 51 ~ 56 中 , 求 所 数 图 形 和 x 轴 之 间 的 区 


域 的 心 面积. 
Sl. y=-x 2,-3 和 x 和 2 
S22 Y= 4.2Er 人 2 
S$ -+2x0 x2. 
S4 = 
55. = ,1srs8. 
56. y= 17 -1 和 + 志 8. 
在 习题 37~ 60 中 , 求 阴影 区 域 的 面积 . 
了 
- 屏 
和 全 
Fi 前 和 
: t= nn 
| 
如 下 
39. 
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在 寺 题 61~54 中 ,每 个 初 值 问 题 以 下 列 函 数 之 
-为 解 : 


(ay = 了 开山-3. {b}y = [sect de+4. 


_ . ,上 -~ 
(eljy = | met dt +4. (d)y -上 de 


哪个 旺 数 是 了 蛙 个 问题 的 解 ? 拱 出 答案 的 简单 理由 . 
ty = -3 


dx x 
62. 7 = secx, y(-1) =4. 
63. 7’ = secx, rY(O0) = 4. 
G4 ,1) = -3 
在 避 题 的 ~- 68 中 ,用 积分 表示 初 值 问题 的 解 . 
本 衬 = Sec Xx, YI2} = 3 
66. 守 = YT, yl = 2. 
Ts ) = 加 
58. 和 e = 8 v0) = wo 


569， 阿 基 米 德 的 抛物 线 面积 公式 。 阿 基 米 德 ( 公元 
前 287 一 212) 这 位 西方 世界 古典 时 期 的 发 明 穴 、 
军事 工程 师 .物理 学 家 和 和 量 伟 大 的 数学 家 ,发 现 了 
抛物 线 拱 形 下 方 的 面积 等 于 其 底 莱 高 的 273 依 . 
曾 出 抛物 线 拱 形 7 = 让 (4 本) 是 ， -52 几 x 所 
px2 的 草图 ,假定 上 和 4 为 正 数 . 然后 ,利用 微 积分 
求 包围 在 抛物 线 拱 形 和 x 轴 之 问 的 区 域 的 面积 . 

70、 从 边际 收入 求 总 收入 ”假定 一 家 公司 从 制造 和 
销 肯 打 蛋 器 获得 的 边际 坡 入 为 

于 = 2 2x +1) 
其 中 > 以 千 美 元 为 单位 ，x 以 干 件 产品 为 单位 . 这 
家 公司 可 望 从 批量 生产 x = 3000 于 件 打 蛋 器 中 获 
得 嘱 少 总 收入 ? 为 了 求解 ， 了 从 x =0 圣 xx=3 求 边 
际 收入 的 积分 . 

71. 从 边际 成 本 计算 总 成 本 当 印 制 出 x 张 招 贴画 
时 ， 印 制 一 率 招 贴 业 的 边际 成 本 为 


?72. 


73, 


79, 


de 1 


和 2 
甘 元 ， 求 ef100) -ef ， 即 印 制 2 至 100 张 扫 
贴 电 的 总 成 本 . 
【 续 习 题 71) 求 ctd00) -eflo0)， 著 印 制 101 至 
400 此 招贴 两 的 总 志 本 . 


证 明 : 若 上 为 正 值 常数 ， 则 x 轴 和 曲线 = sin 如 
的 一 个 拱 形 之 间 的 向 积 为 地 


> ， 1 
- 求 极限 1 点 dt 


ot +l 


- 候 设 | Po)d = -2x +1 总 A). 


若 | ft = x cos mxz, 冰 挛 4). 


求 函数 xz) = 2 - 广 由 在 *=1 的 线 
性 化 . 
二 

有 求 两 数 gCxz) =3 + sec tr 一 ?中 在 rzr= -1 的 
线性 化 . 
假定 函数 对 于 所 有 x 值 存 在 正 值 导 数 ， 并 日 
fn) =0， 关 于 函数 

slx) = [fiD 
下 面 哪些 命题 必定 是 正确 的 ”提出 答案 的 理由 . 
fajg 是 x 的 可 微 晴 数 . 
[big 是 x 的 连续 函数 . 
{ejg 的 图 形 在 x=1 有 水 平 切 线 . 
1dlg 在 x*=1 有-- 个 局 部 棋 大 值 . 
tejg 在 z=1 有 一 个 局 部 极 小 值 . 
[Dg 的 图 形 在 x*=1 有 一 个 拐点 . 


(8) 扳 的 图 形 在 *=1 穿 过 * 轴 


假定 两 数 对 于 所 有 * 值 存在 负 值 导数 ， 并 用 
AL1) =0， 关 于 函数 
h(x) = Ana 
下 面世 些 命题 必定 是 正确 的 ?提出 答案 的 理由 . 
(ai 基 = 的 二 次 可 微 两 数 . 
[bjA 和 都 是 连续 的 ， 
[ci 的 图 形 在 x=1 有 水 平 切线 ， 
[dj 在 *x=1l 吉 一 个 局 部 极 大 值 . 
(ejh 在 x=1 有 一 个 局 部 极 小 值 . 
(人 5 的 图 形 在 x =1] 有 一 个 拐点 . 


(相公 的 图 形 在 :=1 穿 过 z 机 


计算 机 探究 
在 习题 8- 和 由， 对 于 指 党 的 路 数 关 和 区 间 


ia 今 = qe 提 .种 Cast 计算 机 代 


数秒 统 ) 执行 F 训 处 理 步 又 ,上 红 | 上 回答 提出 的 问题 : 

(a) 一 起 绘制 和 斑 丰 in,8] 上 的 图 撒 . 

fb] 状 解 方程 户 (z)》 = 人 在 所 (x) = 人 0 的 点 ,关于 了 
和 天 的 图 形 能 够 条 出 什么 是 正确 的 * 你 的 规 察 
可 以 峰 基 本 定理 第 上 亡 分 结合 阶 毕 数据 供 的 
材料 证 实 吗 * 对 等 案 作 用 解 立 . 

(ce] 响 数 天 在 什么 区 间 上 (近似 ) 为 增 陋 数 ?” 在 那些 
区 间 上 关于 有 什么 结论 成 立 ? 

{dj 计算 导数 语 ， 开 是 一 起 硬 汕 它 和 天 的 图 形 ， 在 
六 (ED 的 点 ， 半 于 天 的 疼 形 能 够 看 出 什么 此 
止 确 的 ?你 的 观察 可 以 由 鼎 本 定理 第 1 部 分 证 
实 吗 ”对 答案 作出 解释 . 

Bl. FACx) = dx +3x，[D,41 


82. fx) =2x" -178 +d6x’ — 43x + 12， [3 


B3, A x) = sin Dx cm 王 ， [D.2m 


Bd. fx =x on Tt [O27]. 
在 习题 85 ~ 88 中， 对 二 指定 的 4，u&， 乒 全 


5.5 不 定 积分 与 代 换 法 则 
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= Adr 用 -种 C4S 执行 下 列 处 理 步 过 . 


并 此 9l 答 提出 的 问题 ; 

{a} 求 下 的 定义 域 ， 

(bj) 计算 PCxz) ，、 并 是 关 它 的 零点 . 天 在 其 定 交 域 
的 什么 点 增加 ， 在 什么 点 三 少 * 

fe} 计算 斌 (z)， 基 日 关 它 的 誉 下 确定 天 的 寺 部 
棚 半 和 拐点 ， 

【是 利用 从 Ca ~ 获得 的 结果 是 出 = 产 二 在 基 

定 类 域 上 的 粗略 菜 疼 ， 然 后 在 CAS 上 给 制 ta 

的 图 形 友 持 你 的 草 用 . 

n=|, utr) 一 2 , Jr) = ] — x. 

r=0, alxr) =x:, x) = A 有 x. 

a=0, us) = -x, Nx) = Zr A. 

a=0, ufx) =] x, fr) =r 22x-4. 

在 局 题 39 和 90 中 ,假定 是 玉 续 的 和 wtx) 是 

… 侈 可 策 的. 


89. 计算 人 广 ADdr, 并 且 用 -种 CAS 检验 你 的 答 
案 
9 计算 和 让 J 并且 用 -种 4s 检验 你 的 
答案 . 


等 


微 积分 基本 定理 说 明 ， 连 续 冰 数 的 定 积 分 是 可 以 直接 计算 的 ， 只 要 我 们 能 够 求 出 明 数 的 一 
个 反 导 数 ， 在 4.8 节 ， 把 明 数 了 对 于 zx 的 不 定 积分 定义 为 了 的 全 邵 反 导数 的 集合 .用 符号 


Ad 
表示 、 基 本 定理 表述 的 反 导 数 同 定 积分 之 问 的 联系 如 今 说 明 这 个 表示 法 . 在 求 遇 数 /的 不 定 积分 


有 时， 需要 记 住 它 总 是 带 有 一 个 任意 常数 蕊 


我 们 必须 注意 区 分 定 积分 与 不 定 积分 . 定 积分 三 tx) dx 是 一 个 数 . 不 定 积分 | (sx)dx 则 是 一 个 


函 教 加 上 一 个 任意 常数 C. 


至 今 我 们 只 能 对 那些 明显 可 识别 为 导数 的 确 数 求 反 导 数 ， 在 这 一 节 开 始 推导 求 反 导数 的 更 


一 般 方法 . 
5.5.1 代 换 : 反 向 运用 链 式 法 则 


如 果 上 4 是 x 的 可 微 函 数 ， 而 = 是 任何 不 等 于 - 1 的 数 ， 链 式 法 则 表明 


可 
dx (起 1 


)= » du 


”让 


从 另外 一 个 角度 看 ， 这 无 异 于 说 “| 是 丙 数 u* 毕 的 一 个 反 导 数 ， 因 此 ， 


n+l 
下 - 
+ 


通常 把 这 个 等 式 左 嚣 的 积分 写成 更 简单 的 * 微 分 "形式 ， 绽 出 
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Jr =- ee (5 为 任意 数 ,n 关 一 
n+l 


在 推导 这 个 公式 中 ,假定 是 变量 * 的 可 微 丙 数 ， 不 过 变量 采用 什么 名 字 并 不 重要 ， 而 有 不 
出 现在 最 后 的 公式 中 ， 我 们 可 以 用 8, 1, y 或 者 其 他 任何 字母 表示 变量 . 


例 1 次 不 定 积 分 
| Vx + dr 
解 ” 这 个 积分 同 用 4 =2x+1 和 n=172 的 积分 式 
fqu 
不 一 敦 ， 国 为 
du = de = 2dx 


不 恰好 是 ta 常数 因子 半 不 出 现在 积分 中 ， 但 是 ， 如 果 在 积分 符号 前 面 增补 一 个 因子 1/2， 那么 
可 以 在 积分 符号 后 面 引 人 这 个 因子 ， 所 以 我 们 写成 


[vir d= | /rT 2d 


1 din {( 令 w =2x+1, dn = 2 dx) 


= 村 (2z+UD2+C {用 2x + 1 代 换 5) 
例 1 中 的 代 换 是 了 述 更 一 般 法 则 的 一 个 实例 ， 


定 埋 5 【 代 换 法 则 ) 如果， =&(x) 是 可 微 晤 数 ， 它 的 值 域 是 一 个 区 问 1， 并且 ff 昨 1 上 的 
连续 函数 ， 那 么 


[A glx) )g'(x)dr = | Kaaa 


证 明 “按照 链 式 法则 ，P(g(z)) 是 所 g(z) 'g'(x) 的 反 导数 ， 只 要 所 是 /的 一 个 反对 数 ; 
和 Flg(x)) = FCg(z)) .g(x) 《 链 式 法 则 ) 


= g(x))'g'(x) 【因为 下 = 由 
如 果 用 代 换 uw =g(x)， 那 么 


[gts (rde= [FF(g(x)) de 


= F(g(tx}) + (基本 定理 ) 
= Flu) +C Cu = g(x)) 


= [Fu)dw (基本 定理 ) 
= [fwdu CF’ = 
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当 f 和 g' 是 连 绫 帅 数 时 ， 代 撞 法 则 提供 求 积 分 
[Fglx) g(x) de 


的 下 述 方 法 
C1) 代 估 =g(x) 和 du=g'tx)dzx 获得 积分 
[Radu 
(2) 对 十 求 积分 . 
53) 在 结果 中 用 glx) 代 换 皮 


例 2 | eos (78 +5)dg = Jeosu: du [( 邻 w =78+5du = 7 d8,{1/A)du = de) 
= 本 eos u du 《把 (177) 提 到 积分 号 前 面 ,积分 变 成 标准 形式 ) 


= 村 sina +C (对 积分, 表 4 2) 


= 了 sin (78+5) + (用 79+5 代 换 n) 
我 们 可 以 通过 微分 以 及 检验 获得 原画 数 cos (79+5) 证 实 这 个 解答 . 二 
例 3 [eer dx = fe 


= fe -du ( 售 w = da = 3rdr, (tA de = ed) 


(对 积分} 


有 
让 
5 
不 
| 


= 了 e+C (用 才 代 换 ) 加 


在 可 能 把 代 换 方法 应 用 到 被 积 函 数 之 前 ， 也 许 和 需要 对 它 进 行 某 些 代数 运算 下面 的 例子 给 
一 个 重要 的 积分 ， 它 是 用 一 个 等 于 1 的 代数 式 乘 被 积 函 数 引 进 相应 的 代 换 后 得 到 的 . 


人 人 物 传 记 例 4 f sec rdz = f(sec s) (1) dx 
乔治 ' 戴 维 : 伯 克 元 夫 soe x +tanx 上 代数 蕊 s2 荆 +tamz 等 于 1 
{ George David Birkhoff, -| SeC x 十 fan 和 { Sec x + tanx ) 
18384—1944) _ set sec x tan x 
SEC xX+ tan* 


= [ 尘 (u = tan x + sec x,du = (ec + sec x tan x)dr) 


= nilul+C = ln|ser+ianxrl+ CC 国 
例 5 [ax = [dx 《对 数 咕 数 得 法 则 ) 
EE EE 
= lnz:l dz 
三 


= f 24 du [ 令 w = Inx, du = (lA/x})dx) 
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= + 避 【对 于 4 积分 ) 
= (nr) 有 in xr 代 换 上 4) 国 


例 6 上 ! tx = | sec2x tx (— = se 2x) 


CO 2x TOs 2x 


= [secu " 二 du Ce = a, du = 2 dr, dx = (1/2}du) 


= | Se tw du 
= tan t+ (总 tam 4 = seciu] 
= 二 tan2x+C (un = 2x) 本 


代 换 方法 的 成 功 取 决 于 寻找 一 个 代 换 ， 把 -个 不 能 直接 计算 的 积分 变 成 可 以 计算 的 积分 . 
如 果 第 一 次 代 换 和 失败， 那么 ， 进 一 步 试 用 其 他 代 换 简化 被 积 是 数 ( 参见 习题 55 机 56). 
例 7 求 积分 
25 岂 _ 
VE 
解 ”可 以 利用 代 换 方法 作为 求解 的 试探 工具 ; 代 换 被 积 画 数 中 最 困难 的 部 分 ， 并 且 考 察 如 
何 解决 ， 对 于 本 例 的 积分 可 以 试用 “= 怀 +1， 或 痢 走 全 取 、 为 整个 立方 根 碰 碰 运 气 ， 下 面 给 出 两 
种 做 法 的 结果 . 
解法 (1) 用 代 换 =z?+1; 


[过 时 = [中 ( 售 4 = ， du = 2z ds:) 


= fu qu (成 为 | 2 du 的 形式 ) 


we _ 
= 55+C 《对 于 4 积分) 


= wu + 


2 
2 
(+) + 局 (用 +1 代 搁 册 ) 


解法 (2) 改 用 代 换 = vil， 


: 
de _ 3 du ( 令 = YP +1， uu = +1,3u dy = 2zd) 
3 1 本 
v2 二 


= 3 udu 


= 3 -本 +C (对 于 “积分 ) 


= 六 (+ DC (用 + 代 换 四 mu 


5.5.2 sinzx 和 cos2x 的 积分 
对 于 那些 不 知道 如 何 转变 成 可 能 利用 代 摘 法 则 计算 的 积分 ， 有 时 我 们 可 以 用 三 前 怕 等 式 变 
换 积 分 . 


泵 分 法 a 
例 8 
{a) fain dx = {1 Se 2% dx (vin = 上 sm] 
= 六 |(1 -cos2x)dz = 二 [ar -证 [cos 2 dx 
(b) J eonix dx = {Hos tds (cosx = L+ S022) 
让 对 四 
习题 5.5 


在 习题 1 ~ 12 中 ， 利 用 给 定 的 代 执 把 不 定 积 分 
化 为 标准 形式 ， 肯 求 积 分 . 
1 [ain 3x ddr, = 3x. 2 sin(2w dv， 有 = 2x2， 


3. 1 see Ar tan 2 dtu = 2t. 
2 
4.f(1 -con 5) sin 地 中， =| 一 eos 3 


到 | 28(7x - 2) dx, ax 一 2 


6 {a(x - 1)? de, n= ol. 
OQridr 3 
7. [EE ,w= 
| -二 < 


& 12{¥: + dy +1) ty +2r)dy, w= +4 十 1. 


9. {fe ain: (0 -J)dr, w= x -1l. 


10. 二 eos( 十 ) dk， 和 =- -上 


x 
11. | csez28 cot 28 dh. 


[al 利用 aa = cot 28 【bl 利用 uw = csc 28 


dr __ 
| 
{al 利用 & = 5x +8 (hl 利用 w = v5x + 8. 
在 习题 13~54 中 , 求 积 分 ， 


13. | V3- ds. 14. [2x + 1)3dx. 
] 
15. -二 由 1 
.fe ST -Fdg | -2 
v2 tL +1 


1 (1 + yr)’ 
9 FE a dx 


21. [vor (35 + 4) 

23. | an x ds. 

了 (二 - 1) dr 

27. | sgin (07 + de 


29 [st 
“J cos’ (2 + 1) 


31. [有 ain 广 Co 方 dt 


33, [7 eos { -1 1) 和 业 


22. [ tan x sec: x dx. 


24. Nan” 序 sec’ 半 dx. 


26.[ (7 - 4) dr. 
28. | x'sin (x ~- BYdr. 


30. | 看 cos 了 
。 全 . 


+ ain 二 


32. 站 £ tan 2 
Yec < 


eos yd 
ad 8 


35 f(s + 2 ~- 58 + 5)(3s: +4s — 5)ds, 


36. | 20 人 
38. | = Vr + 1 dx. 


各 | (sin 20) e™* dg. 


1 dr 


37. | 


9 fi Cos x)e™ dx. 


] 2 
a es sec Ce + ] dr. 


了. | evaec (1 + esytan {1 + ey du 
Es 


4 ma 


dr 
4 一 二 二 


但] -二 d8 
“| 完 
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#1 1 sz | wtan Tx x 
x 1 + 
A 村 
有 下 |- 
ftan ! FT | A 


如 果 你 不 知道 作 和 什么 代 换 ,那么 过 用 分 步 化 简 
积分 的 六 法 ,利用 一 次 代 换 试验 使 积分 化 简 : 些 , 然 
反 利 几 另 
55 和 5 中 的 代 换 序列 ,就 会 了 解 我 们 所 指 的 尽 什么 


卉 法 . 

3. | (2 + lan x 
[a} 完 岂 4 = lant, 峙 用 = = 起 , 热 后 用 刀 = 2 + 
{bl 先 用 4 = tanz, 肯 用 = 2+ 垃 
fe) 用 = 2 + tanz. 

5 | Www 十 gin (x — 1) sin (x -ycnafxs — 1)dxr. 
{aj 先 用 二 并 -1 ,上 用 + = na ,然后 用 te = 

1 + 

{tb} 先 用 rz = sin tx -1), 青 用 * = 1 + 
tie) 用 二 = 1 + in (rt 1). 
在 习题 57 和 58 中 , 决 积分 . 

1) cos v3(2r - 1) +6 


[8 lan pe 3x 


《2r 一 
57. 和 
| var +6 
58. _sinyg dd 他 

-二 vacos yp 

在 问题 59~ 64 中 ,求解 初 值 河 题 
59. 于 = 2 3 0) sl) = 3 
60, 4x +8) 0) = 0. 

dx 

ds > _ 
61, i (+ 至 )， 5 人 DO) = 8. 


5.6 代 换 与 曲线 之 间 的 面积 


用 代 换 求 定 积 分 有 两 种 方法 ， 第 一 种 方法 利用 代 换 求 反 导 数 ， 然 后 


-次 代 换 试验 由 化 简 一些 . 如 果 试 用 习题 


§7. 


tr 2 

新 = 3 { -9). rio = 8- 

ds 1 
in (2 -3 】 xD0) = 109.40) = 0 
和 00) =4, (0) = -1 


i = 4 ye 2 tan 2x, 


侦 定 在 直线 上 来 加 运动 的 质点 在 所 有 时 间 1 的 如 


认为 1 = dd = 6 sin 21 nvs. 如 果 当 上 = 站 时 5 
= 0, 潜 当 上 = 人 28 时 的 ; 什 . 


假定 在 直线 上 来 珈 运动 的 质点 在 所 有 时 间 + 的 加 


速度 为 2 = se = Teosmt me 如 果 当 5 = 0 
时 = = 和 1 =8 ms, 上 r= 1 4 时 的 < 值 . 
对 于 2 snxcosx 看 来 似乎 可 能 有 下 面 二 种 方式 
站 积分 : 

(a) [2 sin x econx dr = fz dy {Hu nn ry 


H+ i 
(bj ain x eos rt clr = | -和 由 {fu = eon r) 

= ti s+ 
(af? Min XT Cust dr = fsin 24 dr 


{2asnxecoq = xsinzr) 
_ ton 2x 
2 
这 二 种 积分 方法 都 足 正确 的 吗 ? 提 出 答案 的 理由 . 


+ CC). 


. 代 撞 = tanx 答 出 


wu: tanix 
TC= > “+ 


er x tan s de = [ut 
代 挽 = sec 上 给 出 

| sex Ian x dx = [udu 二 + = 交 
两 种 积分 方法 都 是 正确 的 吗 * 据 出 等 案 的 理由 . 


二 下 


应 用 基本 定理 求 定 积分 


第 一 种 方法 通过 改变 积分 限 把 代 换 过 程 直接 延伸 到 定 积分 ， 我 们 应 用 下 面 导 出 的 新 公式 解决 计 


算 两 条 曲线 之 间 的 面积 问题 . 
5.6.1 代 换 公式 


下 述 定理 的 公式 说 明 ， 当 用 代 换 改变 积分 变量 时 如 何 改 变 积分 限 . 


定理 6 ( 定 积分 中 的 代 换 ) 
的 ， 那 么 


[far)) es 


Cx) dx 


如 果 g ' 在 区 间 [ a,5] 上 其 连续 的 ， 并且/ 在 g 的 值 域 上 是 连续 


= [fd 


积 分 法 3 


证 明 令 屎 表示 /的 任意 反 导 数 ， 那 么 


Fig(x)) 


二 
eh dr 
Jun) esd Fe | = pcm 


= f(g(s))g' Cx) 
= Fgth}) -Fg(a)) 


i 
-= Flo) | 


= 三 ts) du 《基本 定理 第 2 部 分 ) 
为 了 利用 这 个 公式 ， 对 于 将 要 用 于 求 积分 的 相应 的 不 定 积分 作 同 样 的 号 代 换 器 =g(r)y 和 du 二 
#8 《x)dx， 然 后 对 于 上 从 值 gta) (tu 在 x=a 的 值 ) 到 值 8(5) Cw 在 x=8 的 什 ) 求 变换 后 的 积分 , 
例 1 有 求 积分 
「 rt + dx 
解 我们 有 两 种 选择 ， 
方法 (1 : 赛 换 积分 ， 并 用 牢 理 6 给 出 的 变换 后 的 积分 限 求 变换 后 的 积分 ， 
， ( 令 =x +1,dr = 3x3dxi 
[35 ve +1l dx 当 r =-1 时 n={-1) +1 =0; 
当 x = 二 1 时 ,wu = {1)'+1 = 2) 


= {fi du 


0 
2 


= 了 弛 ww |] 。( 求 新 的 定 积分 ) 
0 


2 a) 2 2 .7 4 
= 字 [2 0 ] = 本 :2v2] = 
方法 (2); 把 积分 按照 不 定 积分 变换 后 求 积 分 ， 再 变换 回 *， 并 且 用 原来 的 * 积分 限 ， 
Breve ti dr= [vi da ( 邻 =x +1,， du = 3xzdx) 


= Sw + C (对 十 4 求 积分 ) 


= Ft) te {用 +1 代 换 ) 


fr Ve ri $e +1)" | (利用 刚 求 出 的 积分 ,用 < 的 积分 限 ) 


EE 

= 3 [2 07] 一 了 “2 ] -4 面 
第 一 种 方法 ,用 定理 6 给 出 的 积分 限 求 变换 后 的 定 积分 ; 第 二 种 方法 ， 把 积分 按照 不 定 积 分 

变换 后 求 积 分 ， 再 变换 回 用 原来 的 积分 限 : 这 两 种 方法 娜 一 种 更 好 ? 在 例 1 中 ， 第 一 种 方法 看 起 

来 更 简单 ， 但 是 并 非 总 是 这 样 ， 一 般 说 来 ， 最 好 掌握 这 两 种 方法 ， 在 求 基 体积 分 时 袖 情 况 选 用 加 


了 7 了 
好 的 一 种 方法 . 
例 2 
In 了 | 对 1 
(a) | evdx = + Bi [e = 3 3 dr = de, (0) = 0 (In2) =31n2= In2 = ng] 
] ms ， 1 Im 1. _ 7 了 
= 3 上 edu = 本 ] = 3.8-1] = 3， 
于 4 加 | 
tbj | tan x dx = [ NE: 
站 mm 
三 du (as=eosxdu = 一 aittradri Jr =-Td4 时 ， 
2 中 = [2 r= 212) 
喇 避 
= -niu | = 0， ( 求 积 分 ,积分 区 问 宽度 为 堆 ) 国 
Per 


5.6.2 ”对称 芒 数 的 定 积 分 
对 十 对 称 区 间 [ -a，a]( 见 图 5.22) 上 的 侦 汪 数 相 奇 阴 数 (C1. 1 节 )， 定 理 6 中 的 代 换 公式 个 


定 积 分 的 计算 得 刘 简 化， 下 述 定理 说 明 例 24b) 中 的 积分 为 堆 . 


时 
» 


一 下 0 a 


b)f 为 奇 汪 数 , 太 ftx)dr = 0 


5 7 为 但 函 数 ,| Aizdz = 2 三 所) 
图 5.22 


定理 7 今 /是 对 称 区 间 [a,6] 上 的 连续 两 数 . 
laj 若 /是 偶 函 数 , 则 上 (zydx = 2 Ar)dx 


(b} 若 /是 奇 函数 ， 则 上 fila)dx = 0. 


La) 部 分 的 证 明 
RO 人 A + 三 .As) 和 r 《 定 职 分 的 可 加 性 法 划 ) 


= Ax)qx + 三/x)dx 《积分 次 序 法 则 ) 
{f 令 =-x,du = -dr; 当 x = 0 时 ,x = 0; 
= fA) + AD no) 


= /wdu+t f Ax) dx 


可 分 法 315 


= /ade + 三) UY 是 偶遇 数 , 所 以 J( -w= /4)) 


= 2 fs 国 
(bhb) 部 分 的 证 明基 完全 相似 的 ， 在 习题 114 中 国 给 读者 完成 . 
定理 7? 中 的 论断 ， 当 了 是 可 积 晤 数 { 而 不 是 捧 备 更 强 性 质 的 连续 前 数 ) 时 仍 钱 成立， 但 是 证 明 

更 如 困难 ， 授 家 在 高 等 微 积 分 教程 中 始 出 证 明 ， 
例 3 灶 积分 
[x — dx: + 6) dx 
解 由 于 了 xz) =x -4x7 +6 满足 扩 -x) = 大 <)， 它 是 对 称 区 间 [ -2,2] 上 的 偶 清 数 ， 所 纹 
Te -4x +6) dr = ?ez - 4r2 +6)dr = 2[ 亏 一 3 x + Gx 


= 2 六 - 12)= 和 | 


5 3 15 


本 
5.6.3 曲线 之 间 的 面积 
假定 需要 求 一 个 区 域 的 面积 ， 这 个 区 域 上 方 以 曲线 y= 用 x) 为 界 ， 下 方 以 曲线 y=g(x) 为 界 ， 


江 且 介 十 直线 x=a 的 右边 和 直线 x=8 的 左边 { 见 图 5.23)， 这 种 区 域 偶尔 可 能 具有 能 钟 用 几何 


方法 求 面积 的 形状 但是， 如果/ 和 足 任意 连续 三 数 ， 那 ， 

么 通常 必须 用 积分 求 面 积 . 上 方 曲 线 
为 了 看 出 积分 应 该 取 什么 值 ， 首 先 用 以 区 间 [a. 妇 的 划 | > 

分 P= 1x6， x ，…， ,| 为 基础 的 4 个 竖 直 短 形 带 近 区 域 ( 兄 


图 5.24). 第 上 个 矩形 的 面积 ( 见 图 5. 25 ) 为 
a4 = 高 x 帘 = [fe) -gt(0)] ax 


于 是 用 个 第 形 面积 的 和 通 近 区 域 的 面积 : ”人 广 吉 
本 4 = lc.) 一 8(ce) ax 【黎民 和 ) 图 5.23 介 于 曲线 y = Faz) 和 

由 于 /和 “是 连续 师 数 , 右 端的 各 当 | PP 一 0 时 趋 近 极 限 Y=g8glx*) 以 及 直线 z=a 

! 和 xz= 占 之 则 的 区 域 

je - g(x) ]dx, 我 们 把 这 个 积分 的 值 作为 区 域 的 面积 , 就 

是 说 ， 


= 


(ep Firehy 
~、 


-1 | [| 
A 


图 5.24 用 垂直 于 >* 轴 的 个 矩形 通 近 区 域 图 5.25 第 上 个 拭 形 的 面积 A4, 等 于 它 的 高 
Fn) 一 (cs) 和 帘 Ax 的 乘积 


了 1 看 箱 5 人 生 


4 = mL - ated Ja, = Je ~ alr) ld 


| 定义 如 果 f 和 gg 是 连续 哨 数 ， 并 日 在 整个 区 间 和 a,58] 上 (x) >g(x)， 闭 么 在 曲线 y= 
fr) 和 y=g(x) 之 间 从 a 到 上 4 的 区 域 的 面积 生 是 (f/-&) 从 n 到 上 4 的 积分 : 


4 = fA - g(r} ] or 


在 应 用 这 个 定义 时 ， 曾 出 曲线 的 图 拱 是 有 益 的 ， 图 形 撕 示 哪 条 曲线 是 上 方 曲线 f， 哪 条 曲线 
有 是 下 方 曲线 g， 图 形 也 帮助 于 在 没有 给 出 积分 限时 求 程 分 限 ， 也 许 需要 冰 两 杀 曲 线 的 交点 ， 以 使 
确定 积分 限 ， 而 这 可 能 涉 居 从 方程 乒 *) =gxz) 求解 的 
值 . 然后 可 以 求 师 数 (=- 的 积分 计算 交点 之 问 的 面积 . 
和 例 4 求 山 抛物线 y =2 -x* 和 直线 y= -xx 和 包 轩 的 区 域 
的 面积 . 
解 ”首先 画 出 此 绥 和 直线 的 草图 ( 见 疼 526)， 通过 
从 方 程 ”Y=2 -x 和 y= -x 联 立 求解 x 找 出 积分 限 : 
2-x =-x 《建立 fx) 和 g(x) 的 等 式 ) 
x -x-2= 人 0 { 移 项 ) 
(x +1)(x -2) = 0 (分 解 因 式 ) 
x 二 -1，x=2 (求解 ) 


区 域 从 x = -1 延伸 到 z=2， 积 分 限 为 "= -1 利 5=2. 图 5 26 例 4 中 的 区 域 和 一 个 
在 曲线 和 直线 之 间 的 区 域 的 面积 为 虚 型 的 通 近 矩形 


A= 「 teo -eu = f [2-0) -jd 


a 


如 果 边 界 曲 线 的 方程 在 一 个 点 或 者 凶 个 点 改变 ， 我们 把 区 域 分 成 同方 程 改变 对 应 的 了 区域. 
并 且 对 每 个 子 区 域 应 用 曲线 之 问 的 面积 分 式 - 


人 物 传记 例 5 求 第 一 象限 内 上 方 以 
= 为 办 以 及 下 方 以 上 轴 和 站 线 mm- 有 一 3] 
理 查 德 “ 戴 德 爹 。 -x - ?为 界 的 区 域 的 面积 he 


(Richard Dedekind, 
1831 一 ]916) 


解 ” 革 图 ( 见 图 5.27) 显 示 ， 
区 域 上 方 的 边界 是 太 x) =wx 的 图 
形 ， 下 方 的 边界 从 区 间 0<<x<<2 上 的 g(x) =0 改变 为 2 专 
x 所 4 上 的 g(x) =x 一 2( 两 个 方程 在 *=2 时 相等 ”我 们 
在 x =2 把 区 域 分 成 两 个 子 区 域 4 和 鼠 ， 如 图 5. 27 所 示 . 

区 域 4 的 积分 限 是 a =0 和 5=2， 区 域 8 的 左 侧 积 
分 限 是 0 了 求 右 侧 积 分 限 ， 从 方程 7=vz 和 7 = 图 5 2 当 边界 由 级 方程 改变 时 ， 

例 5 的 面 各 改变 为 图 中 所 
必 =x-2 (使 六 xz) 和 gtx) 相等 ) 示 两 个 阴影 区 域 面积 对 
x= tr-2) =x -4x+4 {两 端 取 平 方 ) 应 的 积分 之 和 


2 Y 二 AN 
而 和 = rar iv fn ~ 
LE 1 


Lx. glx)) 
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x -$x+4=0 1{ 稀 功 ) 
(x -ltr -4)=0 (分 律 因 式 ) 
x=1，x =4 《 冰 解 ) 


仅 有 值 x=4 满足 方程 /x =x -2 值 x=1 基 由 王 平 方 引 进 的 额外 根 ， 所 以 ， 右 侧 积 分 限 是 十 =4. 
对 于 自生 拉 2 Ha) -gtx) = dr -0= vy 
对 于 2 和 x 和 4 f(x) -g(x) = yr -x-2) = -x+2 
对 子 区 域 4 和 旦 的 面 和 要求 和 得 到 总 面积 : 
总 面积 = fx dr+ CF x +21dx 


六 的 疗 故 上 的 加 可 


[三 - [3 _ 和 +2x] 
“ 0 
2 


4 
2 


wm | 


2)"? -0+{ 气 (4)’? -8 +8)- (了 (2)” -2+4) 


(8) -2 = 加 国 


5.6.4 对 于 yy 积分 
如 果 区 域 的 边界 曲线 是 用 *Y 的 函数 描述 的 ， 那么 表 近 区 域 的 矩形 是 横向 的 而 不 是 纵向 的 ， 而 


在 基本 公式 中 用 y 代 蓉 *， 对 于 像 下 面 赔 形 显示 的 区 域 ， 使 用 而 积 公式 ; 
4 = 0) -lp) 1d 


在 这 个 公式 中 了 总 是 表示 右 侧 的 曲 绥 ，g 表示 左 侧 的 曲线 ， ， 
所 以 fy) -gz 是 非 负 的 . 

例 & 对 于 倒 5 中 的 区 域 ,通过 对 于 y 积分 求 面 积 . 

解 ” 首先 画 出 区 域 的 草图 ， 并 旦 根据 对 y 值 的 区 间 划 

分 画 一 个 典型 的 横向 征 形 ( 见 图 5.28)， 区 域 的 右 制 边界 

是 直线 x =7+2， 所 以 上 7) =y+2， 左 侧 边 界 是 曲线 * = 

六 ， 所 以 g(xY) = 六 积分 的 下 限 为 y=0 通过 从 方程 * = 

y+2 和 xx= 刀 联 立 解 了 7 求 积 分 上 限 : 图 5.28 求 图 中 区 域 的 面积 : 如 果 

y+2=y (使 f(y) =y+2 和 &y) = 相等 ) 对 于 x 积分 ， 要 用 商 个 积 

所-yY-2=0 1{ 移 项 ) 分 ; 如 果 对 于 了 积分， 只 


(+l)ty-2)=0 {分 解 因 式 ) 用 一 个 积分 ( 例 6) 


318 
Y=-1，y=2 【( 炒 解 ) 
积分 上 限 是 上 =2. 【〈 值 y= -1 给 出 在 xz 轴 下 面 的 -个 交点 . ) 
区 域 的 面积 为 
4= I/ -etr)]dy = fy +2- ”| 
:yy 4 8 10 
人 


这 是 例 5 的 结果 ， 但 是 求解 的 工作 量 更 少 . 


习题 5. 6 
在 妆 题 | - 御 
求 积分 . 


1 vy +] dy 
2. (sj VI rAd. 


TT 


3. (2) tan x gec x dx. 


4. (a 3 cou x Bin x der. 


s. {a}f Pd + 19) dr. 
看， ta fe + 1} dt. 


' Sr 
7. af ss 


8. 中 2 du 


中 ， 利 用 定理 中 的 代 换 公式 


(了 w+ 1 dy. 
(of V1 rdr. 
1 
{th} Han + aee :x ds. 
(bi 三 3 coy x 5in x dx. 
2 
] 
(bh)f nl + dz. 
-1 
ml re + 1)" dt. 


(b 中 本 和 sd 
10ve 
fe ji 
4x 
3 vx +l 


oof 二 du 


(b) 


x +9 


六 
9. 
10. i 
pA +9 
11. (三 (1 ~ cos 3r)sin 3r dr. 


| 
Co 1 eos 3e)sin 3 ti. 


12. 『 二 se 二 了 
{al (2 + tan ) see 2 


之 


(oy {2 +tan 方 】 gec’ pb 


13. (本 于 二 ds 


wd+aainz 
14. (| sinw 


(3+2 cosw)’ 


(9 三 ant 


人 二 2 os wy 


9 一生 一 me 
J 


dw. 


dw. 


15. 「 Er TS +2)d 16. [ dy 


2 + 


hm 
1 cos '2 8 ain 26 do, 


和 


y= fi2+ry-y ldy 


te. ent ( 0 ) sce*( 8-) do 


19, 厂 5f5 cos 站 1 sin f di. 
0 
人 地 
20. | (lL sin 21) ?oos 21 dr. 
有 


1 
21. | 《4 -+4 2 
0 


— 27 + 4)dy. 


i 
2 fF 6 12 + +4y ~ 4)dy 


23. 太古 con{ dd 2 Ln ] + ! ) 寺 . 


至- 可 
25. | {1 + eaecz dB 
0 


T 全 
26. | {1 + eej eacg d8 
全 中 


Sm 上 


27. 3 -oo 
29. | ms dx 
1 对 


_ 煤 
ln 


EF 


村 「 tan 去 dx. 


8 
35. [2 Co 3 da. 


厂 2 cos Bd8 


wl (sing)’ 


禁 
e dx 
3 了 


Tre 
外 
1 4 由 
0 v4—# 
43 Seczf sec x) dr 
五 rvx -1 


厂 填 sin 如 
o 1 -dcug 
dx 


zx jn 


dh. 


I 
dr 
32. 一 ”一 -~ 
1 2x nx 
34. [, ‘eat 了 


1 


36. | 6 tan Mr dr 


三 csc tx 
we + (colxr) 
和 
4 由 
四 . 
[ 0 


2 
0 Od 


af rosf ser zx) 
ve 


号 本 dy 


— 


46. 人 . 
-3 站 79 全 -1 


和 分 法 219 


在 与 题 47- 62 中 , 求 阴影 区 域 的 总 面积 , 
48. 2 


y= (| cosr}ainx 


$0, y= Ftcos 9 lsin t+ Fsin 2)) 


61. 


0 机 


C2- 
在 习题 63 ~ 72 中 . 求 由 直线 和 曲线 包围 的 区 域 

的 面积 . 
63.7Y =* -2 和 y=2. 


4. = 72x 一 起 和 y= 一 
66.y = 7 -2x 和 7y = 


= + 


65.y = x 和 y = Bx. 
67.yY=* 和 y 
.yy = 了 -2 和 7y = 本 +4 
9.y= x -dr +4 和 y=. 
Th =x ,a>0 和 y =0. 
FLy = yixil 和 5y = x+6.( 有 宕 少 个 交点 ?) 
727 = | 和 + 

在 习题 73~80 中 , 求 由 直线 和 曲线 包围 的 区 域 
的 面积 . 


74.x=27, t=0 和 y= 3. 
74.x=Y 和 x = y+ 
75. 产 -4z =4 和 4x -y= 16. 


Tx-y =0 和 r+2y =3. 
Tx+tY =0 和 r+ =2. 
78.x -0 0 和 r+ty = 2. 


79.x=y -1 和 xz =| sl 1 -YY. 
80. x = 如 -六 和 x = a 
在 习题 81 ~ 时 中 , 求 由 曲线 包围 的 区 域 的 
面积 . 
BL. 4x: + =4 和 x 一 上 


82. -=1 和 3r -y=4. 
83.x+4P =4 和 和 x+ 六 =1，x 关 习 
84.x+7 =3 和 4x+Y = 0. 


在 习题 忠 ~ 92 中 , 求 由 直线 和 基线 包围 的 区 域 
的 面积 . 


85.7y=2sinx 和 7= sin2x， AT 

HB6.y = 8 cosx 和 y = sec rr, — TAI ETE TI. 

87.7 = cos (mx/2) 和 y= 1 -x. 

BB.y = sin (mx/2) 和 7 = xz. 

9. = saci x, y= tanzxr，x 基 = -md 和 + = 7 
.x = amy 和 xz =-tayr，-Txd4 宇 Y 呈 于 4. 

9 =3asiny veosy 和 x =0, Oat 
927 = sec (mx/3) 和 y =， 1 x 所 1. 


93. 求 由 曲线 x -yy = 0 和 直线 * -y = 0 包围 的 推 
进 器 形状 的 区 域 的 面积 . 

34. 求 由 曲线 了 -六 ”= 日 和 xy 
器 形状 的 区 域 的 面积 . 

95. 求 第 一 象限 内 以 直线 y = xz 和 xz = 2 以 扩 曲 线 + = 
17x* 和 = 轴 为 界 的 区 球 的 面积 . 

96. 求 第 一 -象限 内 左边 以 了 7 轴 为 界 和 石 边 以 曲线 7 = 
sinx 和 * = caos x 为 界 的 "二 角形 ”区 域 的 面积 . 

97. 求 曲线 y = ms 和 Yy = ln 2x 之 间 从 x=1 到 x = 


= 全 包围 的 推进 


5 的 区 域 的 面积 . 
8 求 昌 线 Y = tan x 和 xz 轴 之 间 从 * = - T4 到 z = 
Tz3 的 区 域 的 面积 . 
99, 求 第 一 象限 内 上 方 以 曲线 y = e* 为 界 和 下 方 以 
曲线 y = 为 界 以 及 右边 以 直线 x = In3 为 界 的 
”角形 "区域 的 面 各 
100， 上 第 一 象限 内 上方 以 遇 线 7 = e” 为 办 和 下 方 
以 顺 线 y = e 中 为 办 以 点 右边 以 直线 x = 2 jn2 
为 界 的 "一 解 形 ”区 城 的 面积 . 

101， 求 曲线 y = 2xxf1 + x ) 和 x 轴 的 区 间 -2 
* 宪 ?2 之 间 的 以 城 的 面积 

102. 决 曲 线 } = 2 和 x 轴 的 区 闻 -1 和 zs 关 ] 之 间 
的 区 城 的 商 各 . 

183. 设 下 方 以 抛物 线 y = 六 为 界 和 上 方 以 直线 y = 

4 为 界 的 区 城 , 由 杠 穿 过 它 的 水 平 直线 y = c 剖 

分 成 面积 相等 的 两 个 部 分 . 

{1a) 画册 区 域 的 草图 , 并且- -条 穿 过 它 的 看 
起 来 大 体 恰当 的 直线 y = c. 直线 同 抛物 线 
的 交点 用 = 表 泵 的 坐标 是 什么 ?把 它们 请 
加 到 图 形 中 . 

{b)】 通过 对 于 y 积分 求 c. (这 时 把 "区 于 积分 
限 中 . ) 

1c) 通过 对 于 x 积分 求 c. (这 时 同样 把 c 置 于 税 
分 限 中 . ) 

104. 通过 [a) 对 于 * 积 分 和 (hb) 对 于 y 积 分, 求 曲线 
7 =3 -六 和 直线 7 = -| 之 间 的 区 域 的 面积 . 

105. 求 第 一 象限 内 左边 以 y 轴 为 界 和 下 方 以 直 钱 
7 =z4 为 界 以 及 在 上 上 方 以 印 线 y = 1 +vx 为 界 
和 右上 方 以 曲 强 y = 27 vx 为 界 的 区 域 的 面积 . 

106, 求 第 一 象限 内 左边 以 7 轴 为 界 和 下 方 以 曲线 
x =2Yy 为 界 以 及 左上 方 以 曲线 > = (y -1)? 

为 界 和 石上 上 族 以 直线 * = 3 -为 界 的 区 域 的 
面积 + 岂 附 图 . ) 


107. 附 图 显示 三 角形 40C 内 接 于 由 直线 7 = a: 从 
抛物 线 y = x? 切割 的 区 域 . 求 三 角形 的 面积 
同 抛物 线 区 城 的 面积 之 比 当 = 趋 近 零 时 的 


108， 息 和 定 止 连续 冰 数 了 的 图 彤 和 * 轴 之 问 有 从 = 到 训 的 
区 域 的 面积 为 4 平方 单位 . 求 曲线 y = 所 z) 和 
Y=2 扩 x) 之 间 从 a 到 上 5 的 区 域 的 面积 

109. 下 让 哪个 积分 { 如果 有 ) 计算 附 图 阴影 区 域 的 
面积 ? 撕 出 答案 的 理由 . 


taf jd- [2 山 . 


(hf Cx 00)d = ~ 24 dx, 


110. 连续 函数 y= f(x) 和 y = g(x) 的 图 撒 同 重 直 线 
*Y= 如 和 zr= 占 之 间 的 区 域 的 面积 是 

[nn -etd 
这 个 结果 是 正确 的 还 是 在 某 些 对 件 下 是 正确 的 ， 
或 者 不 可 能 是 正确 的 ?提出 答案 的 理由 . 
假定 Flix) 是 首 数 护 z) =《sinsyzzx >0 的 反 
导数 . 试用 下 表示 积分 

f sin Zr 所 


3 


112. 证 明 :车 /是 连续 函数 , 则 
Andz = ma ~ £) dx 


1il. 


[ms 


113. 役 定 | zy)dx = 3. 如 果 1ajF 是 奇 函 数 .fbj 是 


偶 函 数 ,分 别 求 积分 Kx)dz 
114、 (a) 证明 ; 车/ 是 区 间 [ -aa] 上 的 奇 丽 
数 , 则 三 Ax)dx = 由 
4b) 用 /x) = sinzx 和 a = /2 验证 (a) 中 的 结果 


115， 如 朵 J/ 是 连续 陋 数 , 求 积 分 
rer A 
afr) + A — x 
的 值 ,通过 作 代 换 上 = a -x, 并 于 把 税 到 的 积分 
咱 进 了 中 ， 
1165.， 利用 代 换 ,证明 
1 | 
厂 本 dt = 上 人 dt 
对 下 所 有 有 正 数 + 和 YY 成 立 . 
定 积分 的 平移 性 质 。 定 积分 的 -个 异 本 性 质 
是 它们 由 公式 
[Re = ffx oe (1) 
表示 的 在 半 移 下 的 不 变性 ， 只 览 了 是 可 积 陋 数 ， 并 
有 对 于 必需 的 < 和 值 有 有 定 尖 ,这 个 公式 就 成 立 例 
如 ,在 附 图 中 显示 
三 G + 2)'dr = [ xax 
内 为 随 个 阴影 区 域 是 全 同 的 . 


、 
YY-fc+a2) 1 vl 


5. 7 把 对 数 函 数 定义 为 积分 


亲王 章 


17。 利 骨 代 挽 证 明 等 成 0 ). 
机 对 于 十 到 每 个 陋 数 , 剖 出 下 7 在 人 区间 [ea 上 
的 刚 庆 和 大 fr+ry 在 [ae 和 -ze 上 的 图 形 , 以 
便 使 你 自己 确信 等 式 (1) 基 正 确 的 . 
{a}ftx) = za =0,b=1.r=1 
{bf = sin rn = 0 = 
{er} = vi da =4.h = .r= 5 
计算 机 探究 
在 习题 119 ~ 122 中 ,在 不 能 腊 简 单 代数 运算 
求 平面 内 两 条 曲线 交点 的 条 件 下 ,上 求 昌 线 之 问 的 
试 城 的 面 和 . 用-- 种 CAS( 计算 机 想 数 系统 } 执行 
下 列 处 于 步 保 . 
fa) -起 遇 出 负 线 的 饼 形 .以 使 观察 它们 的 形 


状 以 及 有 多 洒 个 交点 . 
1b) 利用 CAS 中 的 数值 方 程 求 解 器 求 出 全 前 
交点 . 
te) 求 . Fx) -Cs 在 每 “对 相 部 交点 值 上 的 
积分 . 
1d) 计算 在 fr) 中 求 出 的 程 分 的 总 和 各. 
119.7(x) = 三 -五 -2z+ 了 村， Ex) = x -| 
120. Ft.x) = —3x +10, gir) = 8%- 12x. 
121.7tx) = x +uin (2x), Slr) = xr. 
122. (x) = 和 和 Ex) = x 


在 第 1 章 介 绍 过 月 然 对 数 函 数 mx， 把 它 作为 指数 晒 数 = 的 反 画 数 ， 两 数 e 是 在 一 般 的 指 
数 陋 数 族 玉 (aa>0) 中 选 定 的 函数 ， 它 的 图 形 在 穿 进 7 轴 时 的 斜率 为 1， 然 而， 了 病 数 a 是 基 十 它 


在 * 取 有 理 数 值 时 的 图 形 以 直观 方式 描述 的 . 


在 这 一 节 ， 我 们 把 自然 对 数 函 数 定义 为 利用 微 积分 基本 定理 的 一 个 积分 然后 ， 把 指数 尊 数 
e 定义 为 nx 的 抒 数 . 在 明白 同 这 两 种 函数 有 关 的 代数 性 质 和 解析 性 质 之 前 、 我 们 快速 地 排 导 
所 有 这 些 性 质 ， 初 看 起 来 ， 尽 管 这 种 间接 的 方法 也 许 最 得 奇怪 ， 但 是 它 对 于 定义 对 数 是 数 和 指数 
洱 数 以 及 获得 它们 的 重要 特性 提供 一 种 雅致 的 和 严格 的 方法 . 


5.7.1 自然 对 数 函 数 的 定 兴 


一 个 正 数 x 的 自然 对 数 函 数 是 用 ln x 表示 的 一 个 积分 值 . 


1 定义 


mx = -dt， x>0 (1) ， 
Ll 


如 果 x >1， 奢 么 ln x 是 曲线 y=17t 下方 从 t=1 到 +=* 的 面积 ( 见 图 5.29)。 对 于 0 <x<1， 
In x 给 出 曲 级 y=17A 下 方 久 x 到 1 的 面积 的 贷 值 、 这 个 函数 对 于 x 所 0 没有 定义 ， 由 定 积分 的 零 


宽度 区 间 法 则 ， 也 有 


各 分 法 了 2 了 


1 
hn fi fs 
1 中 


镁 出 这 块 呐 生 的 站 村 


;和 ma / Lar 
接 出 这 正面 和 人 


2 


和 fs 一 得 
t 


Y= Inr 


阁 5.29 两 数 y=In 3 的 图 形 应 及 它 辐 也 娄 y=] 1 > 人 0 的 美 系 : 对 数 岳 数 的 图 虑 本 x 从 1 
向 在 物 动 时 在 x 轴 上 | 上 方 二 和 开 ，Mix 从 二 向 太 移 动 时 在 x 轴 下 塘 下 隆 
请 注意 ， 我 们 在 图 5.29 中 显 志 =17x 的 图 形 ， 但 是 在 积分 中 用 + =174， 如 时 本 上 岗 种 情 找 都 
用 = 长 未 也 数 ， 就 会 出现 表 5.4 函数 Ja x 一 些 典 型 的 两 位 小 数值 


| 
nx = 上 = ‘x In 
下 - 


积分 中 带 有 两 种 不 同 含义 的 x 因此， 我 们 把 积分 变 由 本 0 
改 成 0. 5 -9 
像 作 5.1 节 中 那样 ， 利 用 划分 的 逢 形 效 得 区 间 上 1 0 
Y= 47 的 图形 下 方 在 1=1 和 := 之 间 的 面积 的 有 限 通 : 0.09 
近 ， 我 们 可 以 遂 近 晒 数 ln x 的 值 ， 和 酝 表 5.4 中 到 出 哨 数 ， 
的 区 十 值 . 在 *= 之 和 x*=3 之 问 存 在 -个 重要 的 数 ， 它 10 3. 和 0 


的 自然 村 数 等 于 1. 


定 匀 数 e 是 自然 对 数 也 数 的 定义 域 中 满足 | 


Inte}y = 1 1 
的 数 . | 


所 以 数 e 满 足 


[i 


从 儿 何 上 解释 ， 数 6 对 应 于 x 轴 上 这 样 一 点 ， 风 数 y=17t 的 图 形 下 方 在 从 1 到 这 个 点 的 区 间 上 的 
而 积 ， 等 于 单位 半 方 的 面积 ， 在 图 5. 29 中 的 右边 阴影 区 域 的 面积 在 + =e 时 为 1! 平方 单位 我 们 
将 会 进一步 看 人 到 ， 这 是 曾经 抑 到 过 前 加 -个 数 es=2.-718 281 828. 
5.7.2 y=In x 的 导数 

按照 微 积分 基本 定理 第 1 部 分 (5.4 节 ). 
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对 天 钳 个 正 x 什 有 
上 
dr nr 区 
并 旦 如 果 二 是 < 的 可 微 丽 数 ,* 的 值 为 正 数 ， 那 么 链 式 法 则 给 出 
人 nx = 工 至 ， i>0 2) 


由 公式 (1) 的 积分 定义 的 和 白 然 对 数 的 导数 ， 同 对 十 3.7 节 定 义 的 对 数 耳 数 获 得 的 导数 一 样 . 
并 且 两 个 随 数 在 x=1! 的 值 都 是 1， 因此 ， 从 中 值 定理 系 2t4.2 节 ) 可 知 ， 两 个 耳 数 完全 相同 
它们 是 用 两 种 不 疗 方 式 定 义 的 同一 个 函数 所以， 正如 在 3.7 节 那 样 ， 我 们 有 


dnixl= 工 ， 大 0 (3) 
可 和 


上 


此 外 ， 陋 数 In x 具有 在 4.2 闻 已 经 证 明 的 大 们 见 悉 的 下 列 代 数 性 质 : 


tl})ln bxr=lnb +ln x. (2)ln = bnx 


(3)in 二 = -ina (4jimnx =rlinx， r 居 任意 有 理 数 . 


性 质 (4) 对 于 任意 实数 + 仍然 成 立 ， 不 过 我 们 上 略 夫 证明 ， 它 的 证 明 依 赖 实数 系 的 完备 性 性 质 ( 附 
录 让 .7)， 
5.7.3 In x 的 图 形 和 情 域 
函数 ln x 的 导数 din x)/Adr = Lx 对 十 x>0 为 正 值 ， 所 以 ln x 是 x 的 增 陆 数 ， 二 阶 导 数 
-1Ax? 为 负 值 ， 所 以 In x 的 图 形 是 向 下 上 的 ， 
通过 者 察 在 区 间 [1,2] 上 y=1“x 图 形 下 方 的 面积 , 可 * 
以 估计 ln 2 的 值 ， 在 图 5.30 由 ,在 区 间 [1.2] 上 高 为 172 y= 
的 奸 形 镶 骸 在 图 形 之 下 ， 因 此 ， 图 形 下 面 的 面积 In 2 大 于 
矩形 的 面积 tA2， 所 以 ln 2 >1/2， 由 此 有 


In2" = nln2>n (了 )= 邓 


这 个 结果 证 明 ， 泊 rn 一 各 时 了 pn (2") -+*w%， 出 十 Inx 是 增 
函数 ， 我 们 得 到 


lim lInx=% 图 4.30 在 区 间 1<s* 失 > 上 高 为 
此 外 还 有 y= 172 的 第 形 急 息 在 
lim ln x = lim ln 三 = limt - Int) =-%m (zt=l = ) y=17z 的 揪 形 之 下 


-我们 对 于 > >0 定义 了 In x， 所 以 In x 的 定 浆 域 是 正 实数 集 ， 上述 讨论 和 介质 定理 说 明 ， 它 的 值 
域 是 给 出 图 5. 29 所 未 的 7y=lnx 图 形 的 整 条 实 线 . 


5.7.4 积分 [(1/v)du 
公式 (3) 导出 下 述 积分 公式 : 
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如 果 #a 是 不 会 为 零 的 可 溅 了 岁数， 那么 
[Eads = male (4) 


公式 (4) 说明， 对 数 活 数 由 一 种 确定 形式 的 积分 导出 ， 如 果 =Ax)， 耶 么 du = 六 (x}ydx HH 有 


Lo fe) 
ll 本 du = fr) dx 
所 以 公式 (4) 绽 出 
f(x) 
和 dx = In|fix)y|+C 
具 要 所 *) 在 考 虚 的 给 定 区 间 土 居 保持 恒定 符 导 的 可 微 卫 数 . 
例 1 
(| 二 dx = 三 时 = ms tu = x $, du = 2x dr, u(t0)= -5, u(2)=—1) 
= Inl-1l-lnl~s5l=lnl-lns =-In5. 
{b) ”和 = [a (2 =3+2sing, du = 2 cos Od0, 
ut — wm 2) = 1, u(t m2) = 5) 
=2m1ul| =2lnhlsl-2alnlll=2ln5. 
请 注意 ,za =3 +2 sin 有 在 区 间 : - ma,mrz2j 上 枉 为 正 值 ， 所 以 适合 用 公式 (4)， 国 


5.7.5 Inx 的 反 范 数 与 数 e 

陋 数 inx 是 * 的 增 丽 数 ， 以 1 ,o ) 为 定义 域 和 以 ( - m ,oo ) 为 值 域 ， 它 具有 以 ( -ww,w) 为 
定义 域 和 以 (0,m ) 为 值 域 的 反 丽 数 n *，In''x 的 图 形 是 In x 的 图 形 通过 直线 y =* 反射 后 的 图 
形 ， 正 如 在 图 5.31 中 可 以 看 出 的 那样 ， 


lim In x= om, lim ln "x =0 
函数 ln …* 也 用 exp * 表示 ， 我 们 现在 来 证 明 ，ln "x = 
exp x 是 以 e 为 底 的 指数 函数 . 


数 e 满 足 公 式 nm(el =1, 所 以 e=In fl) = 
exp 《1}， 我 们 可 以 按 通 党 的 方式 取 数 。 的 有 理 数 乘 
方 r; 

e =e'e, ce” = 工 ， ert = ve 
e 
等 等 ， 由 于 'e 是 正 数 ，e 也 是 正 数 . 因此 ，e 有 一 个 
Ine =rlne=r*1l= 上 

由 于 In x 是 一 对 一 的 函数 以 及 In(In 天 r) = r， 这 个 公 
式 表 明 


te =Inr=erpr (fr 为 有 理 数 ) (5) 
我 们 尚未 找到 一 种 在 * 为 无 理 数 时 给 出 e 和 的 明确 含义 图 5.31 函数 7=Inx 和 y=lo rzr=erpx 的 
的 方法 .但 是 "x 对 于 任何 x 值 是 有 意义 的 ， 无 论 x 图 形 ; 数 e 是 In …(1) =exp (1) 
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是 有 理 数 志 少 无 寿 数 ， 所 以 公 碟 与 ) 提 殿 一 种 把 er 的 定 交 扩充 到 无 理 数 * 秆 的 方法 是 数 四 和 王 
对 所 可 x 定 多 的， 所 以 我 们 利用 它 对 ** 从 前 定 交 中 没 有 值 的 鲜 个 点 屿 巴 一 个 值 , 
定义 ”对 十 竹 个 实数 x，e' =|n "x =exp x 


e 的 一些 典 卉 值 如 下 ; 


"全 太后】 
D. 37 和 


6 人 大 后 } 
22 026 
2 6881 x 10* 


对 十 指数 渔 数 ， 我 们 首次 有 了 关于 无 理 数 指数 的 确 坊 合 义 。 通 常 措 数 随 数 用 e' 而 不 用 exp x 
表示 ， 由 寺 Inx 种 e 夺 为 友 唤 数 ， 我 们 有 下 述 关 系 式 ， 


对 于 e* 和 nx 的 反方 各 
em" =x (所 有 x >0) 
Inte')=x (所有) 


5.7.6 e@” 的 导数 和 积分 
指数 两 数 e 是 可 微 的 ， 内 为 它 是 导数 不 会 为 零 的 一 个 可 微 精 数 的 上 友 际 数 。 我们 利用 3.7 入 
定理 4 以 及 关于 ln x 的 导数 知识 计算 它 的 导数 ， 令 
xy =Inx 各 y=e =ln x=f "(x) 


那么 ， 
守 = = 业 太 人 
= PP {3.7 节 定 理 4) 
= 元 CUT = 


- 本 (Fn = 二 取 : = o) 
就 是 说 ， 对 于 y= ee" ,我们 求 出 dyAdx = e*， 所 以 自然 指数 消 数 e' 是 其 自身 的 导数 .上 氏 此 ， 若 
所 xz =e ， 则 "(0) =e =1. 这 表明 指数 丽 数 拓 =exp x =ln…z 当 其 在 x =0 穿 过 y 轴 时 具有 斜率 
1， 这 一 点 同 3.1 节 中 的 对 于 自然 指数 晃 数 的 论断 相符 ， 并 且 证 实在 本 节 定 久 的 数 e 与 我 们 在 第 1 
章 证 义 的 < 恰好 是 同一 个 数 . 【在 3.7 节 定 理 5 秆 ， 用 一 种 片 法 把 e 表示 成 一 个 极限 . } 

链 式 法 则 以 常见 的 方法 把 白 然 指 数 函 数 的 导数 结果 扩展 为 更 一 般 的 形式 : 


(e” 
1 
1 
vr 


若是 * 的 任何 可 微 函数 ， 则 


人 |e 
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由 后 >0， 它 的 导数 也是 处 处 为 下 的 ， 所 以 e* 是 对 于 所 有 = 的 增 郑 数 和 连续 丽 数 ， 夺 有 
极限 
lim e” = 和 lime” 一 mw 
出 此 排出 ,* 轴 (y =9) 是 y=* 图 形 的 水 平 断 近 线 ， 
问 公 式 (6) 等 价 的 积分 是 


| few = + 


5.7.7 指数 测 数 的 法 则 
尽管 表面 上 所 居 肝 一 种 迁 回力 式 定义 为 In 和 x 的 ， 但 是 它 服 从 代数 上 部 知 的 指数 请 数 的 法 
则 ， 定 理 8 证 明 ， 这 些 法 则 是 In x 和 和 e 的 定 多 的 推论 . 


定理 8 对 十 任意 的 数 x，zx, 和 xz,， 自 然 指 数 疝 数 。' 服从 下 列 法 则 ; 


(er se er (2)e "= 二 


入 


| (3) -ev 141te") =e" ， 如果 r 是 有 建 数 . 


法 则 14} 的 证 阴 令 y=(e"}'， 那么 ， 
lIny= ln (ey 
= rn te ) 【对 数 需 数 的 寡 法 则 ) 
= (lne =a， 服 me=zr) 
这 样 ， 在 两 端 和 宕 ， 
y=e" (e™=y) 国 
法 则 (2) 和 法 则 (3) 由 法 出 人) 推出， 而 法 则 (1) 己 在 4.2 节 证 明 . 
法 则 (4) 实际 二 对 于 任意 实数 " 成 立 ， 同 在 对 数 琐 数 的 情形 一 样 ， 把 法 则 从 有 理 数 推广 刘 实 
数 依赖 于 实数 系 的 完备 性 性 质 ( 非 形 式 地 陈述 在 附 式 A.7 中 )， 证 明 见 于 高 等 向 积分 教科 书 中 . 
5.7.8 一 艇 指数 年 数 a 
电 于 对 十 任何 正 数 a 有 a=e"， 可 以 把 a’ 看 作 (e"*)" =e'"*， 因 此 我 们 给 出 下 面 移 定义 . 


定 久 ”对 于 尾 意 数 a >0 和 x， 以 a 为 亡 的 指数 函数 是 


I shy 
如 三 各 


当 a=e 时 ， 此 定义 缩 出 =e "=em'~e! =. 
定理 8 对 于 以 a 为 底 的 指数 活 数 a’ 也 成 立 ， 例 如 ， 
a a= em en {a' 的 定义 】 
= er 《法 则 (1)) 
= ee (提出 因 式 tn a) 
= 全 《的 定义) 
至 此 ， 我 们 对 于 任何 x >0 和 和 任意 实数 4 可 以 把 x" 定义 为 =e*"*， 所以、 在 公式 mm = 
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n ln x 中 的 值 不 骨 必 须 为 有 畦 数 一 一 它 可 以 取 尾 何 x >0 的 数 : 
Inx" = Infer") =mnlnx (ne = 4 是 任意 数 ) 
把 法 则 eye =a'' 癌 定义 x" =e""* 结 合 起 来 ， 可 以 证 实 ， 指 数 前 数 冰 全 数 各 法 则 的 最 终 形式 


对 于 金 部 实数 指数 7 成 立 : 
Lm em) ln = 
从 定义 qa =e (ae>0) 出 发 ， 我 们 得 到 导数 
Ca = Ee = {lnaje'™ = (ln a)a' 
所 以 


本 
— a =a lna 
tx 
男 一 方面 ， 通 过 应 用 对 笋 孙 数 求 导数 得 莘 同 样 的 导数 法 则 ，; 
Y=@ 
In y= x Ina {两 端 忆 对 数 } 
I 上 
yd Ina 《对 zx 求 导数 ) 
dy - 
dx 
应 用 链 式 法 则 ， 得 到 更 一 般 形式 的 求 导数 公式 . 


ylna=-a lna 


如 果 e>0， 并 有 是 xz 的 可 徽 男 数 ， 那 么 ae 是 x 的 可 微 男 数 ， 并 且 有 有 
delnad 
qa =a ln a 下 


dx 


同 最 后 这 个 结果 等 价 的 积分 形式 为 


adu= 全 
| na 


5.7.9 以 引 为 底 的 对 数 函 数 
如 果 a 是 不 为 1 的 任意 正 数 ,函数 = 是 一 对 一 函数 ,并 且 在 每 个 点 有 非 零 的 导数 ， 因 此 、 
它 有 可 微 的 反 亚 数 ， 这 个 反 画 数 称 为 了 以 a 为 底 的 对 数 西 数 ， 并 且 记 为 log。x. 


定义 ”对 于 任意 正 数 az#1， 


og x 


是 a 的 反 函 数 . 


函数 y= log,z 的 图 形 可 以 由 y=e 的 图 形 通 过 对 和" 直线 y=* 反射 得 到 ( 见 图 5.32)， 当 a =e 
时 ,我 们 有 log.x =e 的 反 函 数 =ln x， 由 于 logox 和 a” 互 为 反 函 数 ， 它们 按 竹 何 一 种 师 序 构成 的 
复合 函数 都 是 恒 等 消 数 . 
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| 对 于 of 和 ogcx 的 反方 程 


qm =x 《所 有 x > 0) 
logota") =x 《所 有 x) | 


函数 log,z 实际 上 不 过 是 In x 的 一 个 数值 的 倍数 ， 为 
看 出 这 一 点 ， 令 y= log.x， 然 后 在 其 等 价 方 穆 a =* 两 端 
到 日 然 对 数 ， 得 到 Yln a=In x， 求解 了 给 出 


由 此 容易 推出 ，log.x 满足 的 算术 运算 法 则 和 1n x 是 
相同 的 ， 这 些 法 则 在 表 5.5 中 列 出 ， 它们 可 以 通过 对 自 
然 指 数 函 数 的 相应 法 则 除 以 In a 给 出 证 明 ， 例 如 ， 

In xy= Inx+lny 【自然 对 数 函 数 法 则 (1) ) 


nxy_ lnx ,lny 
+ (用 In a 除 两 端 》 用 5.32 函数 2 及 其 反 函数 log,x 的 用 形 


Ina ina lna 
log,xy = logsx + logy 《给 出 以 为 底 的 对 数 丽 数 的 法 则 (17) 
囊 5.5 以 ae 为 底 的 对 数 画 数 的 法 财 [ 对 于 任何 数 z>0 和 ?了 >f] 


法 则 公式 法 则 公式 
{1 积 法 则 logexy = lpgs + log,y 137 便 才 法则 lg 二 = -logsy 
{2} 南 法 则 lo = 0g, ~ logy (4) 壬 法 对 Jogux? =y ]ogux 


5.7. 10 涉及 log,x 的 导数 和 积分 
为 了 求 涉及 以 @ 为 底 的 对 数 函 数 的 导数 和 积分 .我 们 把 它们 转换 成 自然 对 数 函 数 ， 若 二 是 
的 正 值 可 微 函 数 ， 则 


-na | dd Li 
Ed inal = u dr 
所 以 ， 一般 对 数 钞 数 的 导数 公式 为 
1 du 
dr in 
例 2 

中 -1 .1 dd 3 
(al logw (Ir tl) = 0 i 1 0 


WE a/ (logr = 3) 
= ee 人 = In x,du = Tdx) 


1 1 (Cinx): _ Cn x)’ 
2+ ms 2 +C= m+e | 
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5.7.11 小 结 


这 一 节 我 们 利用 微 程 分 给 出 对 数 耳 数 和 指数 陋 数 的 特别 定义 ， 这 种 方法 和 过 去 处 理 湖 研 式 


师 数 、 有 有 理 岳 数 和 


外 隐 数 的 方法 有 所 不 同 . 


以 前， 


我 们 首 完 定义 也 数 ， 然后 研究 它 的 学 数 和 积 
分 本 节 由 一 个 积分 开饭 ， 从 它 效 得 我 们 所 关注 的 孙 数 。 采用 这 种 方法 的 动机 在于 . 


我 们 过 同 


定义 像 e 这 样 对 于 任意 实数 {有 理 数 和 无 理 数 }x 的 隐 数 时 避免 出 现 数学 上 的 困难 ， 通 过 把 ln x 
沪 义 为 卫 数 1 生 从 1=1 到 1=* 的 积分 ,就 能 够 继续 定义 全 部 指数 函数 和 对 数 函 数 ， 然 后 推 针 它 


们 的 主要 代数 性 质 和 解析 性 质 . 
习题 5. 7 
在 习题 1-46 路 、 求 积分 . 
2 dx 3 dr 
1 1 Ix-2 
了 /2 2 dy Br dr 
~ 25 Tar-s 
3 eet sec y tan y 
Gr3tnew 下 
dx sec % dre 
了 . . 一 一 一 一 一 一 .. 
| 远 十 2x | wlniaec x + tan x) 
I 全 
9 ed 10. ed 
Im2 -In2 
11. | se dx. 12. {20 ds. 
nT nh I 
13. [ ed 14. | ed 
In a 


15， | dr. 
17. | 2re ?dt. 


19. | 全 dx 


21. fe Tsec mt lan mt 中 


~ 
Lo 
16. | 二 这， 


18. | ert di. 


20. | 二 dx. 


22, [ew ewe (m+i)cot (T+ Do 


In tim 
23. [ Ze econ et， 
Jn my 


27. 1 2 


29. fx 2 dx 
1 


人 了 
31. | Te isin dt. 
0 


33. fa + in x) dx. 
2 


35. fo + edx, 


37. | da 
EE 


2 人 


rs 


hb 
28.f 5 -da. 


wf 


3 上 { 寺 工 ) ”see de. 
.2 dx 
06. 六 de 

1 


38. | ed 
1 革 


ye Yeosf pe’ 1 dx. 


39. 站 in 2 a a 


41. 


21 tn ln EE 
0 dx 


et 十 2) 2 r wi 10s) dy 


不 十 1 


4 2 logiofxs + 1) da 4 2 ow (x -1) ye 


t+l1 +-]1 
由 dx 
45. [i wa [i 
在 司 肪 47- 52 中 ,求解 切 依 问题 . 
47. 宇 = cryin(e’ 2) y(n 2) = 0. 
48. 空 = esee (me™), vilnd) = Zn. 
dy 1 ， 
49. 4 = ze YD = 1 ym) = 0. 
S50. 2 =1-e, yy =-1 和 yy"(]} =0. 
d 1 
sl. =1+ rl = 
S52. a = aecix, y(O0) = DA 和 xy"(0) = 1. 
加 53. lnf1 +x) 在 * = 乡 的 线性 化 ”我们 在 * =0 邻 


近 刘 近 Intl + *) 而 不 是 在 x* = | 邻近 遂 近 mx 

用 这 种 方法 得 到 更 简单 的 公式 - 

{aj} 推导 在 x = 0 的 线性 化 lnti +Y) = *. 

{b) 估计 在 区 向 [0.0.1;， 上 用 x 代替 lnt1 + x) 
外 会 5 位 小 数 的 误差 . 

[1c) 一 起 画 出 tn tl +x) 和 x 在 区 间 0 和 x 去 .5 
上 的 图 形 . 如 有 可 能 ,用 不 向 的 颤 色 给 疾 
ln (1 +*) 的 遂 近 看 起 人 在 什么 点 县 好 .在 什 
么 点 最 差 ? 通 过 从 图 形 读 出 坐标 值 , 求 给 图 
器 所 允许 误差 的 一 个 实际 上 界 . 

e' 在 x = 0 的 线性 化 

13)】 推导 在 * = 日 的 线性 通 近 e = 1 + 

{b) 估计 在 区 间 [0, 9.2. 上 用 1+x* 代 昔 e 包含 
5 位 小 数 的 误差 值 . 

1e) 一 起 曾 出 二 和 1 +* 在 区 间 -2 志 x 所 2 上 
的 图 撒 . 如 有 可 能 ,用 不 同 的 项 色 绽 图 . 逼近 


了 了 了 


其 现在 什么 区 周二 高 估计 ,在 什么 区 间 上 上 
低 信 计 a? 


55， 汪 有 明 ; 对 于 任意 数 a > 1， 


fm t+ 三 sm =#lna 
(参见 附 几 , ) 


5S6。 几何 平均 .对 数 平 均 和 算术 平均 的 不 等 式 


【al 证明 e* 的 图 形 在 x 值 的 每 个 区 癌 上 是 癌 上 
的 的. 

[bj 参考 附 图 证 明 , 芒 0 < a < 二, 则 
em nb na) < fe 


ma 十 et 


< “In 二 -ne 


ing Ina+inp Inp» 
2 
(不 按 比 例 } 
第 5 章 复 习 指 异 问题 


1. 


mn 


| 


在 某 些 情况 下 怎样 用 有 限 和 估计 像 运 动 虐 离 , 面 
积 和 于 均值 这 样 一 些 量 ?为 什么 可 能 需要 这 样 做 7? 


. 求 和 记号 是 什么 ? 它 提供 什么 便利? 举 出 一 些 便 子 . 

. 什么 是 黎明 和 和 ?为 什么 串 能 需 灾 考 虑 这 样 的 和 ? 
.什么 是 一个 闭 区 间 的 划分 的 范 数 ? 

. 秆 么 是 昭 数 广 在 闭 区 间 [ a,b] 上 的 定 积分 ?什么 情 


况 下 可 以 断定 它 的 存在 ? 


' 定 积 分 同 面积 之 闻 有 什么 关系 ? 试 捞 述 对 定 积分 


的 某 些 其 他 解释 . 


.什么 是 可 积 盟 数 在 团 区 间 上 的 平均 值 ? 郑 数 必定 


取 它 的 平均 导 吗 ?于 以 说 明 . 


(TExR 


{e) 利用 tb) 中 的 不 等 式 推断 
—p -a 区 十 由 
vob « inb Ina 2 
这 个 相等 式 说 明 ,两 个 正 数 的 几何 平均 小 于 
它们 的 对 数 于 均 ,而 对 数 平 均 立 小 于 它们 的 
算术 平均 . 
(关于 这 个 不 等 式 的 中 深 估计 论 , 参见 
Frank Burk . “The [epomelric ， Logarithmic ,and 
Arithmetic Mean fneqguality" 《几何 平均 .对 
数 平 均 和 算术 平均 的 不 等 式 ) ,American 
诸 aiheniatical Monthiy(《 类 国 数学 月 刊 》)， 
第 时 谷 ,第 6 其 ,1987 生 6-7 月 ,527 .S24 页. ) 
夏 和 ee" 忆 一 个 更 大 ? 计算 器 己 经 斤 开 了 这 个 
一 度 共 有 挑战 性 的 问题 的 某 种 神秘 性 . ( 用 计算 
器 进行 检验 ,你 会 发 现 , 这 竞 贱 是 很 难得 到 答案 
的 . ) 不 过 ,你 可 以 泵 用 计算 点 同 答 这 个 问 十 . 
ia) 求 通过 原点 同 y = In x 的 图 形 析 切 的 方 竹 . 


[-3,6] x [-3.3] 


(bi 根据 y = In x 的 图 形 和 切线 给 出 一 个 论据 ， 
说 明 为 什么 in x < x/e 对 于 所 有 正 数 x ze 
成 立 . 

{c} 证 明 对 于 所 有 正 数 z 关 ee 有 Je) < 

(9) 推断 寺 于 所 有 止 数 x 和 关 e 有 < e' 

te] 所 以 ,7 和 ae 晤 -个 更 太 ? 


-的 小 数 囊 示 ”通过 用 4,.7 节 的 牛顿 法 求解 方 醋 


In x = 让 用 计算 器 次 e 的 值 ,达到 你 的 计算 器 所 
爷 洗 的 小 数位 数 . 


$. 描述 适 几 于 定 积 分 的 法 则 { 老 5.3). 举 出 -- 此 例子 


9. 


10. 


什么 是 微 积分 的 基本 定理 ?这 个 定理 为 什么 这 和 
重 营 ?用 例子 解释 基本 定理 第 1 部 分 和 第 2 部 分 . 
当 / 是 连续 函数 时 ,基本 定理 怎样 提供 初 得 问题 
drdxs = 大 zj Tfzy = yo 的 解 + 


.积分 是 怎样 通过 代 痪 同 链 式 法 则 建立 联系 的 ? 
. 在 某 些 情况 下 怎样 通过 代 换 求 不 定 积分 ? 举 岂 -- 


些 例子 . 


， 专 样 把 代 换 方法 用 于 定 积 分 * 举 出 - 些 例子 . 
。 如 何 定 义 和 计 算 两 个 连续 了 沙 数 图 形 之 间 区 域 的 


面积 ? 举 . “个 例子 . 
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15. 起 样 把 把 自然 对 数 陆 数 定 匀 为 … 个 积分 ? 它 的 定 
义 域 . 依 虞 和 畦 数 是 入 么 ? 它 具 有 什么 运算 性 质 ? 
对 于 它 的 图 形 作 出 说 明 . 

16. 什么 积分 导出 对 数 清 数 ? 举 出 一 些 例 子 . 

17. 怎样 定义 指数 消 数 7Y 它 的 定 关 城 . 慎 城 和 学 数 
是 秆 各 "上 写 服 从 什么 指数 法 则 ?对 于 它 的 疼 撒 作 


第 5 章 实习 习题 


1 附 图 总 示 一 梳 模 型 此 稍 在 发 射 后 脐 8 种 的 改行 速 
度 ( fw) 的 图 形 . 火箭 在 前 2 秒 直 庙 上 加 速 , 然 
后 惯性 飞行 并 在 + = 8 秒 时 达到 它 的 最 大 高 度 . 


速度 (fs) 


上 射 抽 的 时 加 (sl 


1a) 机 定 火箭 是 从 了 地 平面 发 射 的 , 它 大 约 达到 十 
么 商 庶 只 这 是 3 3 节 才 题 17 若 察 的 火 稍 ,但 
是 在 作 本 题 村 木 需 用 作 那 个 避 题 的 方法 . ) 

{b) 在 区 则 0 所 tt 所 3 上 黄 出 火箭 商 地 面 高 度 作 为 
时 间 晴 数 的 草图 . 

2 {a) 附 图 显示 物体 从 ! = 人 到! = 10 秒 时 间 区 和 间 内 

沿 : 轴 运动 的 速度 (ws). 物体 在 这 19 种 期 则 
大 约 移动 老 远 ? 

{b} 前 出 区 间 0 和 上 拓 10 上 < 作 汶 ! 的 两 数 的 草 
图 , 供 定 5(0) = 0 


0 2 4 6 8 10 
对 ls 


信人 


(b] Sth, -ae 


ED -5) 


出 说 一. 
18. 怎样 定 文 商 数 半 和 1ogsx? 关 于 a 有 任何 限制 凤 2 
logsr 四 In 的 溺 形 有 什么 关系 ?实际 于 仪 在 在 
-种 指数 明 数 和 :种 对 数 帅 数 这 命题 不 真 述 
是 疲 ? 


= 六 类 下 列 和 的 什 : 


4. 要 设立 -0 可 
(2) Sao (六 ce + hy. 

机 ; 
(oF (5 -3) ld) Pe -2 


在 避 题 5 ~ 8 中 ,把 每 个 极限 表示 成 定 积分 . 类 

与 计算 积分 凑 极 限 傅 . 在 每 点 中 ,P 是 给 定 区 间 的 虽 

分 :6 星 从 玉 的 子 区 同 中 选择 的 数 . 

5 lim, P20 
划分 - 

看 由 -1 ar 其 中 疡 屋 -1.3 的 一 
个 划分 . 

7. im, 2 (eo (2)) ax ,其 中 PP 是 . -Tm,0. 的 - 
个 划分 . 


Bi 其 中 庆 晨 [1,57 的 一 个 


8. Lim {ainc, jeoscs A 其 中 PP 是 -wi2 的 
Ll | 
一 个 划分 . 

9 假设 | 3x)d = 12, Az)dx = 6 end = 


2, 求 下 列 积分 的 值 : 


(a fsyar. (ff 
(of gnde (a (nel) yd 
(of) 


10. 假设 | Rod = metod 7 = 
> , 求 下 列 积分 的 值 ; 


(a | etz)d (| ats). 
tof fs (dj 站 ae 


(ef Gat) -3 
在 习题 11- 14 中 , 求 函 数 f 的 图形 同 < 轴 之 间 的 


家 分 法 


区 域 的 总 面 舱 . 

lfx) = x -4x3， 人 0St 
12.Ffx) = -x44)， -2 有 x 和 证 
13.7x) = 5 -Sr -lx 
14.f(x) = 1 -vr 0xre4 


在 当 题 15 ~ 站 中 , 求 由 遇 线 和 直线 包围 的 区 域 


的 面积 . 

lS.y =x, Y=]r, x=2. 
ty =x, += l/r, x=2. 
17, yx +yr =1, x=0, y=0, 


18. + =1, x=0, y=0.0<re1]. 


| 


9x =27, x =0, y=3. 

20. x = xr =0. 

21. = 44, FF = 4 一 2 

22.7° = dx+4, 1 = 4x-16. 

23.y =anr, Y=4, DOEr 人 eT 
24.¥ =1 sinx|l, y=-1,-T2 和 Er 
25.¥ =23nr,r = ain2zxy，D0 所 二 所 人 


26.¥ = 8 cosr， = aeczz，- TA3 二 Y 袜 他 /3. 
27. 求 左边 以 x +y = 2 为 界 ,右边 以 y = 刀 为 界 和 上 


方 以 了 = 2 为 界 的 "三 角形 ”区 域 的 面积 . 


28. 求 左边 以 = Yx 为 界 ,右边 以 Y = 6 -* 为 界 和 下 


方 以 y = 1 为 界 的 " 一 角形 ”区 域 的 面积 . 


2 求 未 数 站 xz) = x -3x 的 极 慎 ,并且 求 由 /的 图 


形 和 * 轴 包 围 的 区 域 的 面积 . 


30. 求 山 山 线 交 ”+ +z ”= aga” 从 第 一 象限 切割 


的 区 域 的 面积 . 


31. 求 由 曲线 x = x 以 及 直线 x = y 和 y = -1 包围 
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32, 


33. 


34. 


35. 


37. 


了 


人 | IS 兴 入 全 全 


的 区 域 的 总 面积 . 

求 区 阿 D 所 zx 和 37 人 2 上 介 于 有 遇 级 y= sin x 和 

7 = ens x 之 间 的 区 域 的 总 面积 . 

面积 。 闫 曲线 7 = 2(ln xs)xxz 和 x 轴 之 间 从 x = 

1 到 x = 的 面积 . 

{fa} 证 明 ; 易 线 x = 17x 和 x 轴 之 间 从 Y = 10 划 
x+ = 加 的 面积 与 同一 曲线 和 x 轴 之 间 从 x = 
] 到 x = 2 的 面积 相等 . 

{bj 证 明 : 曲线 y = 1Ax 和 zx 轴 之 间 从 各 划 冰 的 
面积 与 同 -曲线 和 轴 之 间 从 * = a 到 x = 
htO<a< 训 二 >0) 的 面 和 相等 . 

证 明 :y = 2 + 全 二 二 是 税 仁 辣 是 

人 = 了- 本 rt =-3rfl) = 1 

的 解 . 


证 上 时: = fa + 2 vsec 1)dt 是 初 倩 问题 


中 小 
dx 
的 解 - 
在 刁 题 37 和 3 招 中 ,用 积分 表示 初 值 问题 的 解 ， 
dy sin x 
= = -3. 


时 
时 


= ver x tan x: 7 (0) =3 了 ,ff0) =0 


= snr; 1) = 2 
习题 39 ~ 科 中 ,求解 切 值 问题 . 
;1 0) = 0 


VI 


-1 =- 1,0) = 1， 
< 二 1| 


tI;r2) = 可， 


L -一 ,0 2 


lt A 
在 习题 43 -~ 72 中 , 求 积 分 的 值 . 


3. | 2ievs cr) ain r dr. 


14, an xT) gcc x dx. 


45. [(28 +]+2e0s (20+1))dg. 


44 有 【十 


+2 sec?f28 - 7) jae 


fF) A) 


投 . | E+) -1dr 49. [Ea sin {27 ) dt. 
t 


了 了 4 


50, | Rer 和 tn H+ ee BP dB 


4, | me 【 + -7 | 


上 [ ta { + lea fp 


5 ec Fx}e™ dx. 


一 - dr 一 
4 3x 一 4 


2 
本 5 { 


59. | ‘nD dx 


61， | xdx， 


7. | de 
{2x—1) V1 -4 


+ 1 ) 7， 


Sd. | 和 


5 「 Yin sa 


58. | tan (In v) dr 
pn 


.| ， 


人 了 | 2 err da. 


[MT 21 + ]m radr. 


6 中 
-| v4- Crtriy 


55. - de 
Tl+(Mr+1) 


dx 
8. 2 一 
上 wz + 13) -25 


em Tx 


,| — 
2 

?71. sy 
j witan yl +y) 


70. 人 vain x de 


Vr 
(tan” Ea 
1 + 


在 习题 73 ~ 112 中 , 求 积 分 的 植 . 


1 
73. | (Ax -da + 了 jdx. 
H 


! 36 dx 
"Jo Car 1 


Bl. | (1 


83. | Ain2Sr dr 
mr 

5. [ aee 8 dB. 
n 


7 厂 cnt dr 


89.「 sec x tan x dx. 
-WO 


加 二 由 人 
91. Siain £)” “Cog x dr. 
0 


— x dx. 


1 
74. | (86 — 125* 45)di. 
0 


76. 三 ax 
1 


(1 + 
了 人 du. 


1 
和 ,| -盖世 一 一 
| 
4 
32.[ (1 + gr "2d 
0 
4 
4 广 as? 
0 
和 
M6. 「 cse x dx. 
宣 2 
8. 人 am 3 da 


| 
90. cae 3 cot z 由. 
是 


3 
55. 厂 : + ) a 


2 


145. 今 f 是 区 则 "a,b] 


弟 5 章 
92. | .15 sin Ak enn 3x tls. 
ne 4 St 
A 1 (+ 7 lan x): 


本 下 
{3 -人 ) 二 


! 和 
”.| de 8. | ie 
> In > 
了 In 全 
”.| pie + 1} "i. 100. 人 1] dg. 
, , 
wo (1 +7 ln 5) ‘lx, 102, hr hy 
! +] 
1 .Ra 
103， 『 Wd da 0 ln Ce 
! 1 
a [| 
195. 了 -所 此 10¢. | fat 
9 dr: 13 5 
3 市 
107. 四 108. 上 - 
| 4+3t 所 了 十 
109.| ,外 M0. |。 全 由 
yw -1 Tv 


1 一 3 


113. 求 吹 数 全 x) = mx + 在 下 列 区 间 上 的 平均 信 : 


1a) 在 区 癌 [ 一 1,1] 上 ; 
1b) 在 区 间 [ -左下 ] 上 - 


114. 炒 下 到 陶 数 在 区 间 上 的 于 均值 : 


(ajy = v3x 在 区 和 间 0,3] 上 ; 
(bj)y = ar 在 区 间 [0,aj 上 . 
上 的 可 微 中 数 . 在 第 2 章 把 在 
6 局 ] 上 的 平均 变化 率 定 义 的 


天 在) 一 筷 厅 
bk-a 


并 有 把 /在 < 的 钥 时 变化 闪 定 义 为 (x). 在 本 
章 定义 了 两 数 的 平均 值 . 为 使 平均 的 新 宝 义 同 
过 去 的 定义 保持 一 臻 ,应 有 
人 一人 2 = 广 在 fei 上 的 下 均值 
a 


博 况 果然 如 此 吗 ? 提 出 答案 的 理由 ， 


116. 可 积 旺 数 在 长 着 为 2 的 区 间 上 的 平均 值 等 于 两 


数 在 这 个 区 间 上 的 积分 的 - 半 , 这 个 结论 成 也 
吗 ? 提出 答案 的 理由 . 


117. [a) 证 盟 


fn x dx =xlnx-x+t 
{b) 求 郴 数 ln z+ 在 坛 间 [1.e. 上 的 平均 值 . 
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118. 求 表 数 x) = 17x 在 区 间 [1,2] 上 的 半 均 值 . 委员 会 吾 求 你 计算 能 去 用 10000 匡 无 在 那 块 场 
剖 119， 计算 年 365 天 的 温度 摧 数 地 |. 建设 个 车 场 . 个 设 场 地 清除 费用 为 放下 方 
flx) = 37 sin (2 - 101))+ 25 英信 0 1 美元 .地 面 铺设 费用 为 每 下方 英 2 x 
此 .三 程 项 日 能 罕 用 10 000 美 匹 建 成 * 试 遇 下 
的 于 均值 . 这 是 在 阿拉 斯 加 州 览 尔 班 克 斯 镇 用 利 估 计 痢 察 .【 有 问答 案 之 问 串 能 略 有 闪 姬 . 取 
来 估计 年 平均 气温 的 种 方法 . 美国 国家 气象 决 于 采用 何 种 估计 . ) 
蕊 的 官方 数字 显示 ,那里 常 华 日 平均 气流 的 数 nf 


值 是 25. 7°F, 略 高 于 (x) 的 平均 值 . 图 3. 28 总 
孙 出 规 这 种 莽莽 的 原因 . 

四 120. 气体 的 比 热 。 比 热 C. 是 给 定 上 质量 的 气体 在 恒 
定 体 积 下 温度 升 高 1 所 需 的 热量 , 热量 以 
calzdeg-molet 长 7 麻 上 克 分 子 ) 为 单位 . 氧气 的 比 
孝 售 四 于 它 的 肖 度 了 , 半 芷 满足 全 式 

(= 8.27 +10 (267 -1.87 产 ) 河和 
求 扬 气 在 209 生 了 近 695f 范 围 内 的 平均 
值 , 以 及 在 达到 这 个 萌 时 的 温度 . 

在 习题 121- 128 中 , 求 dy dx. 


l2l.y = [ v2 + co tdt. 
2 


122.y = 广 VT con dk. 忽略 不 计 
1 ) 134. 跳伞 运动 贡 上 和 日 党 在 在 6400 英尺 腐 空 盘 施 的 
123.7 = | Fe 1247 = 五 亲生 直升机 上 . 运动 员 A 味 下 并 在 降 苹 4 秒 后 打 
5 开 她 的 降落 溺 . 直升机 热 后 私 升 到 7000 英尺 的 
1235.Y = fo ee 126,.x = fn (e+ 1d 高 空 盘旋 . 运动 员 昌 在 A 离开 直 机 机 45 秘 后 跳 
i a 下 ,并 日 在 降落 13 秒 后 打开 他 的 降落 余 . 两 名 
or) Fs 运动 员 用 米 开 的 降落 企 以 16 fvs 的 速度 降 项 
129 在 区 间 [a.6] 上 每 个 可 微 函数 y= 7x) 本 身 是 很 定 跳 使 运 动员 在 他 们 的 降落 售 打 开 前 自由 下 
[a.5] 上 和 某 个 函数 的 导数 ,这 个 结论 正确 吗 ? 提 落 ( 个 受 空气 阻力 的 影响 ) 
出 答案 的 理 册 |， ta}& 的 降落 党 在 什么 高 诬 打 开 ” 
2 
130. 假定 FG) 是 Kx) = YL + 六 的 反 针 数 用 FP 表 (0) ap 
未 积分 | Vi+ 让 dz, 并 且 提 出 答案 的 理 申 . 135. 质点 沿 曲 线 y = ln + 向 右上 方 运动 . 它 的 x 坐标 
31 设 y = VI FF 和, 求 dy/dx 说 明 计算 的 主要 Ee ee 质点 的 了 等 瓜 在 站 
步 中 . 136. -位 姑娘 在 一 条 形 如 天 钱 = ge ”的 请 进 上 上 
132. 没 ， = 「 (AC 一 呈 让) 于, 求 由 dx, 说 明 计算 同 下 请 行 她 的 7 坐标 以 dy/ = (4) 
的 主要 步 观 v8 -7 fts 的 速率 改变 . 当 她 达到 x = 9 在 的 次 
133. 建新 停车 场 为 满足 停车 需求 ,你 所 在 的 城市 道 底部 时 , 她 的 x* 坐标 大 约 以 什么 速率 改变 ? 
划 定 如 附 图 所 示 的 场地 . 作为 市 政工 程 师 ,市 政 ce ”于 把 符 案 合 人 到 同 4。 最 接近 
第 5 章 补充 和 提高 习题 
[a) 设 |7Ax)ds = 7, 是 畦 有 [xdz = 1 | MT A 2 


() 设 J ixJdx = 4 及 Ax) 六 0. 是否 有 2 根 设 
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vw 


wa = 4 Ka) 由 = 3 s(x)d = 2 
FF 面 哪 些 结 条 是 正确 的 (如果 有 )? 
(a ff = -3 


(bj Us) + g(x)) = 9. 


te) 在 区 间 ~-2<xe5 EANx) Gna(x). 
3. 初 值 问题 ”证 明 


y= 二 [om ef = 0) di 


求解 初 值 问题 
ry = x), 里 =0 和 y =0( 当 x =0 时 ) 


(提示: sintax ~- 是) = pin dx com of — Con dr yin eH. ) 
4 比例 ”假定 x 和 YY 的 关系 由 等 式 
由 


- ” 1 
一 | | + de 
表示 . 证 明 yAdx* 同 y 成 正比 ,并 且 炒 比例 常数 . 
5. 设 


taf A = x cou Rx. 


旦 了 
(mf tdt = x cog Hx, 
让 


求 凡 4). 
根据 下 列 条 件 求 所 “2): 
{i7 是 正 值 连续 了 琴 教 ; 
Li) 在 曲线 7 = (x) 下方 从 #* = 人 到 x =a 的 面 
积 为 


2 
人 


2 

,假设 在 x 平面 内 由 x 轴 和 曲线 YY = x) (x) 关 
和) 以 及 直线 x = 1 和 x+ = 上 4 包围 的 区 域 的 面积 等 
于 vi +1 -只 , 其 中 心 是 大 于 1 的 所 有 数 . 
求 兵 二). 

8 证明 


好 . TT 
"+o SNnNoG+ nn CO 
2 2 


| 


[{fana) di = Jo — ud 
{提示 :把 右 端的 积分 表示 成 两 个 积分 之 莽 . 然后 
证 明 公 式 两 端 具 有 对 于 x 的 相同 导数 . ) 

9 求 曲线 方程 ”在 xy 平面 内 求 通过 点 41, - 1) 的 
曲线 的 方程 ,假定 曲线 在 * 的 疼 率 悟 为 3x + 2. 
所 圈 泥 土 。 从 土 坑 底 部 以 拉 fs 的 初速 度 向 上 抛 

邱 一 匀 祁 土 , 泥土 必须 王 升 到 扫 甸 点 之 上 17 中 
才能 越过 土 坑 的 边缘 . 这 个 速度 已 足以 猎 出 泥土 
或 埋 需 要 用 更 快 的 殷 摔 速率 ? 
分 段 连续 函数 ”尽管 我 们 主要 关注 连续 函数 ， 


但 是 谨 志 问题 中 的 许多 吨 数 是 分 段 连 续 的 . 如 果 也 
数 /(x) 在 闭 区 间 7 内 公有 有 限 个 不 连续 点 .在 /的 得 
个 内 点 存在 模 限 
lim f(x) 和 lim f/x) 

并 且 是 有 限 的 ,同时 在 1 的 端 志 存 在 相应 的 单 侧 税 
限 ,并 几 基 有 限 的 ,那么 呈 数 所 x) 是 闭 区 间 1 上 的 分 
段 连 续 函 数 . 所 有 的 分 自 连 续 请 数 都 是 f 积 的 . 不 连 
续 的 点 把 /分 成 开 子 区 间 和 半 开 子 区 间 , 了 在 这 此 于 
区 间 上 上 是 连续 的 ,而 上 面 的 极限 条 件 保证 /在 鲜 个 子 
区 疝 的 闭 包 上 存在 连续 延 拓 . 为 了 炒 分 自 过 续 函 数 的 


得 分 ,我 们 求 每 个 延 拓 的 积分 .并 且 对 结果 求 和 . 哨 数 
LL-x, -] 雪 x < 人 0 
Ix) = EF. 人 和 x 工 <? 
-]，2 三 x 所 3 


( 风 图 5.33) 在 [ -1，3] 了 上 上 的 积分 为 
[fans fa -x)dr + fxd + 1 ) dx 


5 


一 上 ~ 
3 
y=-I 
下 
图 5.33 对 像 这 样 的 分 段 连 续 函 数 逐 段 积分 


如 果 加 上 划 求 (drdz)| XpDd 仅 在 7 为 连续 的 点 


等 于 几 z) 的 约 东 条 件 , 基 机 定理 适用 于 分 狠 连 续 丽 数 
对 于 莱 布 尼 获 法 则 ( 参见 习题 和 ) 有 同样 的 约束 条 件 , 
在 习题 11 ~ 二 中 , 画 出 痛 数 的 图 形 ,并 且 求 它 


们 在 其 定 头 域 上 的 积分 . 
3 -Bar< 人 0 
LfAx) = 1 和 
A 人 Dx 和 3. 
12. Fa = 人 人 D， 
0 
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] 
13, g(1) = 人 Or<1, ( 续 ) 
"nm 1 和 12 | 中 3 1 | 于 + 站 二 昌文 日 
14. hz) -{ 0: < 1， EY 
” 本 | ] 。 
(73z -6) "1 | 了 cach”! 和 uw 人 0 和 和 as0 


1,-2<x<-1, 
AD = {ie ee, 
2，] 玉 *+ 二 2 
r， -1sren， 
tun = i- Or<], 
1， 1 雪 r 雪 2. 
17. 求 在 附 儿 中 而 出 图 形 的 南 数 的 平均 值 ， 


上 上 
0 1 2 


18. 求 在 附 负 中 辣 出 岁 形 的 函数 的 平均 值 . 


19. 验证 表 5.5 中 的 积分 公式 . 
惠 56 双 曲 函数 的 积分 公式 


[sinh edu = cosh a + 
j rosh iu da = sinh w+ 
| pechiu du = tanhu+t 
se du = cothu+t 人 ot 


arrh utanh i du =— erhi+t 


[each urnthuede =- carhu+t+ 人 tt 


20. 验证 表 5.7 中 的 积分 公式 . 
束 5.7 反 愉 曲 画 数 航 积分 公式 
/7 二 sinh 六)+ 人 ， 立 > 品 


| du = cosh "(EE)+, aa > 


wu -a 
人 ue «a? 
7 = 


[= 1 
本 co (EE)+ i ma 


在 习题 z1 ~ 28 中 ,通过 上 下列 陋 数 求 积分 : 
{9} 反 双 曲 函 数 ; tb) 自 热 对 数 阴 数 . 


21 广 _ | 及 -5dz 
”a ir 
rx ! ‘x 
| | -x i 1 -xs 
『 1 dx 「 dr 
ev 1 ITV + 
27. 1 es 281 4 
| w+ unr er 
在 刁 题 29 - 32 中 , 求 概 限 . 
, dx I 
29 im 上 = 30 lim — fn dr. 
， ] 1 1 
六 (5 + + 站 十 全 zx) 
M2. lim er + EM 


用 积分 通 近 有 限 和 在 三 积分 的 很 多 应 用 问 
题 中 ,把 积分 用 于 通 近 有 限 和 一 一 这 是 用 有 限 和 通 
过 积分 这 种 常见 过 程 的 首 过 程 . 

例如 ,让 我 们 估计 前 na 个 止 整 数 的 平方 根 的 和 
+ 
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利生 


的 极限 因此 ， 当 是 很 大 的 正 整 歼 时 ，5, 将 接近 
于 2“3， 并 及 有 


平方 根 和 = 由 有 + = Sn a 
下 表 显 永志 近 能 钥 达 到 何等 精度 . 


下 平方 根 和 【2733n22 相对 误 些 
10 22. 468 21.082 1 386/32.468 6 人 
50 239. 04 235. 70 [2 
100 471 46 666. 47 0.7 品 
1000 ”21097 21 082 0.07 咯 
势 . 通过 证 明 极 限 
加 
lim 一 一 一 一 一 二 一 -一 一 一 
的 + 
等 于 积分 
上 
| 2 
由 


和 计算 积分 ， 求 极限 的 值 . 
34. 奢 见习 题 33 ， 求 极限 


lim es + 
a 


的 值 . 
35. 假设 作 x) 是 连续 耳 数 .把 极限 


LA 
表示 成 定 积分 . 
35， 利用 习题 35 的 结果 求 下 列 极 眼 值 : 


(aj lim 工 (2 +4+6+ +2n). 
种 


(bjlim Gs (1 25 +35 4 AH 
Eu 


. 1 ,TT, .2r .3 ， 鳌 呆 
【cl lim {sn + Ss1n 十 sin + +sim Te) 
rp n n [a n 


美 于 下 列 极 限 叮 以 得 出 什么 结论 ? 


(dj tim (142 +35 + 
eh 


(ej lm (S420 +3 4 
jj 


37. (181 证明， 在 半径 为 "的 轩 内 ， 正 一边 形 的 面积 
二, 为 


(hb) 求 #4 当 n 一 m 时 的 极限 这 个 答案 同 你 所 
知 的 关于 国 面 积 的 公式 一 致 外? 
1 2 


(n-1)’ 
$= + + r+ 
ma ni mn 


为 了 计算 懂 限 lim $, .证 明 


s 
并 有 [把 5, 解释 成 积分 


ed 
的 通 近 和 . (提示 ; 把 区 间 [0.]] 划 分 成 = 个 长 诬 
相等 的 子 区 间 ， 并 且 写 出 内 接 秆 形 的 通 近 和 . ) 
39. 类 晶 线 y=20Jng2x)“x 和 2fugxryxx dx 轴 之 问 
全 xx=1 到 *=e 的 面积 较 大 面积 和 园 小 面积 
的 比 是 多 少 ? 
机 . 什么 Y>0 满足 方程 王 ”= (xz 提出 答案 的 
理 册 ， 


4 今 六 rz = 和 g(r = 于 环宇 ,类 六 27 
2 
42. 令 


: ("7')] 


fr) = ta 
( 8) drrar 
[bj) Rf). 
[ec} 关于 了 的 图 形 可 以 得 出 什么 结论 ?所 出 答案 
的 理由 . 
43.， 用 积分 定 突 的 函数 ”函数 /的 图 形 包含 如 附 疼 所 


示 的 “个 半圆 和 两 条 线 颖 . 今 gfz) = Anod 


{a} 或 g(1). 

tb) 求 g(3). 

tt] 求 gt 一 1). 

(0) 求 开 区 辐 ( -3,4) 上 gt{x) 取 相对 极 大 值 的 
全 部 x 值 . 

te) 写 出 同 g 的 图 形 在 x = -{ 相 切 的 切线 方程 . 

(了 ] 求 g 的 图 形 在 开 区 间 ( -3,4) 上 的 每 个 拐点 
的 < 坐标. 

{g] 求 g 的 值 域 

44. 搬 分 方程 ”证明 ; 微分 方程 


y= sinx + ons 2t de + 1 
满足 下 列 条 忻 ; 


积 分 法 


(i) = -ainz+2 sin 2x., 
[| 着 = 证 有 =1。yr = -2. 
牟利 用 附 拓 证 明 : 


再 袜 

， T ， 1 
| sin x lr = sin x lr 
I Lil 


2 
下 
区 
21 r= sin Ir. 
下 -=-， 
下 
| | 
0 
条 纳 皮 尔 不 等 式 上 而 是 对 


上 > TD 一 < na ! 
hb-n 本 


的 两 种 图 式 证 有 明 ， 解 群 经 种 证 明 二 如 箱 进 行 的 ， 


(al) ， 工 》 


{b] 机 


CH bp 


【来源 ; Mer BB. Nelson, Coliege QMathematics 
Joumrmmalfl 纪 大 学 数学 杂志 3》), 第 对 次 ,第 
期 、1993 年 3 月 ，165 由. ) 


莱 布 宕 荧 法 则 ”在 应 出 问题 中 ， 有 时 会 明 到 像 
Ma} = rd 和 gts) = fsin ed 


这 样 的 两 数 ， 它 们 是 由 癌 时 具有 可 变 积 分 上 限 和 可 
变 积 分 下 限 的 积分 定义 的 ， 第 一个 积分 可 以 直接 计 
算 ， 但 是 第 一 个 积分 不 能 直接 计算 然而 ， 我们 可 
以 通过 称 为 莱 布 尼 藻 法则 的 公式 求全 个 积分 的 
导数 . 
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| 蕉 布 尼 荡 法则 | 
| 如 内 六 是 区 间 上 a 和 上 的 连 线 陋 数 , 认 nit) 
| 在 [内 到 值 的 可 浇 陋 数 ， 温和 友 


| 让 fm di = nx)) fur)) dn | 


rr ‘ss | 

图 5.34 给 出 菜 布 此 蕊 法 则 的 儿 柯 钥 脱 ， 二 时 
小 一 条 县 有 可 宝 宽 度 声 由 的 地 秸 ， 当 在 厂 端 傅 开 地 
梯 的 同一 时 刘 * 在 左 端 郑 起 地 萨 . 《在 这 个 解释 中 
玫 Y 商 不 用 :表示 时 疝 . ) 在 时 间 x 地板 由 地 合 从 
xx 粮站 到 et， 不必 娄 求 卷 起 地 全 的 巡 论 dAx 
栖 鲁 生地 熏 的 速率 由 Aidr 相同 ， 在 任何 结 定 时 刻 
由 地 匡 落 芝 的 调 央 为 


Atx) = [Ao 


在 起 


Futrly 
si 下 
AD 铺 


Mh 


uc) 一 


um 
Mth fine 


wr 


ua) 


-Tr 
轩 5.34 郑 战 和 铺 开 -条 了 地毯 : 贰 布 尼 莫 法 则 
二 ， ‘jp WE 
本 = r(x)) 二 一 成 as) 到 
的 几何 解释 


地 娃 社 六 而 和 亦 化 的 速率 是 什么 ”在 时 刀 460s) 
号 按 铺 斤 地 革 的 宽度 .Frtz)) 科 铺 斥 了 地毯 的 速 举 
xdr 增加 的 ， 就 有 是 说 ，A{x) 以 速率 


YI 于 


与 此 同时 .40z) 以 速率 

Hto) 于 
减少 ， 这 个 速 尝 是 在 左 端 卷 由 地 矶 的 宽度 ftu( xr]] 
同 郑 起 地 统 速 率 du 的 舌 和 ，4141} 改变 的 净 这 
率 六 


增加 . 


到 = Hoto 下 -auto) 电 
这 正 是 业 布 尼 忒 法 则 


为 了 证 明 这 个 法 则 ， 令 记性 丰 区间 a.5 7 上 
的 -一 个 反 导 数 ， 二 是 


f An = CE) 一 far) 
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在 这 个 公 趟 两 端 对 微分， 给 出 我 们 需要 的 公式 ; 
Ef A 

= 生 [F(e(o) - POu(#))] 
三 上/ 


Ca) 于 - Pita(z)) 蛛 ( 链 式 法 则 ) 


= /vz)) 于 -Ku(z)) 党 


在 习题 条 ~ 54 中 ， 利 用药 布 尼 茨 法 则 求 泉 数 的 
导数 . 


d7. f(z) = 「 二 出 . 


ine 


了 3 好 er 
49. gl7) = Fain di SO. g(y) = 全 dr 


第 5 章 


UY 
s2y -= mi 


53. 7 = 「 ‘sin ec 54.7 = 所 [1 
4， 利用 革 布 尼 蒋 法 则 , 求 使 积分 值 

Fs -ne 
达到 最 大 的 x 值 . 像 这 样 的 问题 出 现在 政治 选举 的 
数学 原理 中 . 请 大 见 leven 本 Bramns 和 Philip 
D. Straffin, Jr., “The Entry Pruhlem in a Bolitical 
Rarce" {政治 竞争 中 的 贿选 癌 题 )， 载 于 Peer 
Urdeshook 和 Kenneth Shepne 主编 Potiticut Eguiibnium 
政治 均 势 ))】 ，Kluwer-Nijbhoff 出 版 ， 波 十 顿 ，1982 
年 ，181-195 贞 . 


六 
sl.y = fn 和 由 


第 6 章 定 积分 的 应 用 


概述 第 5 音 已 经 见 到 ， 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 有 共有 室 积 分 ， 它 是 这 种 函数 任何 柳村 和 的 极 
隧 ， 我 们 证 明了 可 以 利用 微 积分 基本 定理 求 定 积 分 ， 同 时 发 现 ， 一 条 曲线 下 方 区 域 的 面积 或 者 两 
条 昌吉 之 间 民 域 的 面积 可 以 作为 定 积分 计算 . 

在 这 一 章 ， 把 定 积分 的 应 用 扩 晨 到 求 立 体 的 体积 ， 平 面 曲线 的 长 度 以 及 就 转 曲 面 的 表面 入 
此 外 ， 还 要 利用 定 积分 求解 其 他 问题 ， 其 中 包括 凡 指 数 增长 与 指数 寞 减 ， 册 力作 的 功 ， 物 体 的 质 
心 位 置 ， 以 及 解 简单 的 微分 方程 . 


6. 1 通过 绕 轴 切片 和 旋转 定义 体积 


年 这 一季， 我 们 对 模 截面 为 平面 区 域 的 立体 定义 体积 立体 5 的 横 截 面 是 由 平面 与 个 $ 相 
变形 成 的 平面 区 域 ( 见 图 6 0)， 

假定 常 要 对 像 图 6 1 中 那样 的 立体 5 求 体 积 我 们 从 ， 
排 广 区 柱 体 的 定义 开始， 把 经 典 所 何 学 小 圆 杜 体 体积 的 定 
祥 扒 三 到 底部 为 任意 形状 的 柱 体 ( 见 图 5,2)， 如 果 柱 体 具 
有 已 若 的 左面 积 4 和 高 ， 那 么 柱 体 的 体积 为 

体积 = 底面 积 x 高 =A4x 

这 个 公式 构成 许多 立体 通过 切 凸 方法 定义 体积 的 基础 ， 这 
此 并 体 弄 不 是 柱 体 ， 


和 有 有 面积 Alx) 
= 的 模 齿 而 六 


如 打 立 体 $ 在 区 间 Le，51 内 每 个 点 x 的 横 截面 是 面积 -2 
为 A(x) 的 区 域 下 x)， 并 且 4 是 * 的 连续 列 数 ， 那 么 可 以 TO 
按 下 面 提 出 的 方法 把 立体 $ 的 体积 作为 定 积分 米 定 义 和 


图 5.1 立体 5 的 横 截面 由 经 过 区 辐 
[a.#] 内 的 点 x 枉 直 于 x 轴 的 
平面 P, 辐 立 体 5 相交 构 碱 


计算 . 

我 们 把 区 间 [a ,四 划分 成 宽度 (长 度 ) 为 As, 的 子 区 
间 ， 并 日 像 对 一 条 面包 切片 于 样 ， 以 在 划分 点 ae =x < 
2 < < = 才 同 zx 轴 重 让 的 平 耐 对立 
体 切片 ， 在 旭 分 点 垂直 于 * 轴 的 平面 
P, 把 S$ 切 成 "薄片 "{ 像 一 条 面包 的 切 
片 )， 一 所 洪 型 的 薄片 如 图 6.3 所 示 . 


仿 们 用 底面 积 为 4(%,) 和 高 为 Ax = 。 而 了 为 已 台 的 下 而 区 以 多 城 为 良 的 杜 体 

x 一 x.1 的 柱 体 融 近 在 4 的 平面 入 体积 = 底 面积 x 高 = 
的 半 面 之 问 的 薄片 ( 见 图 65.4) 这 个 村 图 6.2 柱 侍 的 体积 妈 终 定义 为 它 的 底面 积 节 高 
体 的 体积 二 为 A(x,) at， 它 近 似 等 

于 游 片 的 体积 : 


第 个 薄片 的 体积 = VW = 4(x Ax 
因此 ， 整 个 立体 $ 的 体积 下 由 这 些 柱 体 的 体积 之 和 滔 近 ， 即 


V~ Dr = AC Axis 
=1 = 
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3 授 近 以 用) 为 猎 和 商 
YY 下 [ 帮 NA 二 村 体 
1 


0 


并 帮 的 本 而 


/A 


扯 栖 的 磋 旺 调和 各 为 
pl 的 [区 城 RLxp} {不 按 比 酌 ) 
图 5.3 并 栖 3 内 的 曲 量 薄片 疼 避 4 图 所 3 中 的 立体 薄片 出面 租 为 4(x 的 抵 


和 商 为 ar =x -1 的 柱 析 着 近 


这 是 中 数 4(z) 在 [a,8] 上 的 获 量 和， 我 们 要 求 当 5a,81 的 划分 的 范 数 超过 零 时 这 些 和 的 表 近 
得 到 改进 ， 取 一 个 把 fa,51 分 成 & 个 子 区 间 的 划分 PP， 当 PH 一 0 时 给 出 
lim S A(x ) Ax, = [Atx)d 
所 以 ， 把 它们 琅 极 限 的 定 积分 定 六 为 立体 $ 的 体积 . 


定义 “已 知 可 积 机 截面 积 4(x) 的 立体 的 体积 是 4(xz) 从 xz =e 到 x=4 的 积分 即 
| ， = [ AC) ds 


只 要 4(x) 蚌 连续 了 现 数 或 者 更 一 般 的 可 积 函数 ， 这 个 定义 就 是 适用 的 ， 为 应 用 定义 中 的 公 
式 计 算 立 体 的 体积 ,采取 以 下 步 又 : 


计算 立体 的 体积 


(1) 总 出 立体 和 典型 的 祺 项 面 的 草图 . (32) 求 典型 横 截面 面积 A(x) 的 公式 . | 
(13) 求 积分 限 . (4 利用 隆 积 分 基本 定理 求 4(x) 的 积分 . | 
例 1 一 个 3 米 高 的 棱柱 体 的 底部 正方 形 的 边 长 为 3 * 

米 ， 棱 柱 体 在 距离 顶点 * 米 处 同 项 骤 线 垂直 的 横 截面 是 i 

边 长 为 * 米 的 正方 形 ， 求 酚 柱 体 的 体积 . 1 
解 全 i 


(1 函 草图 : 画 出 顶 垂 线 沿 x 轴 和 以 原点 为 顶点 的 棱 
杜 休 ， 在 图 中 包含 典型 的 横 截 面 ( 见 图 6.5). 
(2) 示 A(x) 的 公式 :x 的 模 截 曾 是 边 长 为 x 洲 的 正 
方形 ， 所 以 它 的 面积 为 
dr) = x 
(3) 求 积分 限 : 横 截 面 的 正方 形 位 于 从 x=0 到 x=3 
的 平面 上 . 图 5.5 例 1 的 楼 柱 体 的 横 截面 为 正方 形 
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(14) 计算 积分 求 体 积 : 
Y = ato = fas = 所 |] = 9 mm 国 
人 人 物 传记 例 23 卡 所 列 里 原理 指出 ， 高 度 相等 和 在 每 个 席 度 上 模 


截 功 积 相 等 的 立体 其 有 相同 体积 ( 见 图 5.6)， 这 个 结论 直接 
吉 纳 凡 丘 尔 - 卡 矶 列 里 


从 体积 的 定义 推出 ， 因 为 两 个 立体 的 横 截面 积 耳 数 4(x ) 和 
{ Bonaventura Cavalieri, 1598—1647) [x 疝 fs 51 是 相同 的 . 加 


例 3 用 两 个 平面 从 半径 为 3 药 圆柱 体 切 割 于 一 个 曲面 
槐 形体 ， 第 一 个 平面 垂直 于 圆柱 体 的 轴 ， 第 个 平面 在 圆柱 体 的 中 心 以 45" 角 和 第 一 个 平面 相 
交 ， 求 栅 形 体 的 体积 
解 ” 喇 出 横 形 体 并 且 吓 出 对 直 于 x* 轴 的 典型 横 规 面 的 草图 ( 见 图 6.7)，zx 的 横 截 面 是 面 稳 为 
ACK) =( 商 )( 寅 ) = fr)(2 碳 -aa)=2rv9 -x 
的 审 形 ， 这 些 给 形 从 * =0 延伸 到 * =3， 所 以 有 


Vy = aC) dx = [ 2xv3 - x de = - 349 -9] 


{ 令 w=9-x du = -2xdx, 积 分 ,并 共 代 入 积分 限 ) 


= 0 + 409)” = 18 国 
外 _- 一 一 体积 机 同 
~ ~ 
i A _ ~ 


证 尽 横 芍 碳 

面积 相间 

图 6.6@ 卡 瓦 列 里 原理 : 这 了 个 立体 具有 相同 的 体 各 ， 可 以 。 图 6.7 例 3 的 模 找 体重 直 于 + 轴 
把 它们 甫 又 成 释 在 一 起 的 一 侄 硬币 切片 ， 横 截面 是 矩形 


6.1.1 旋转 体 : 贺 盘 方法 
硬 平 面 内 绕 一 条 轴 旋 转 平面 区 域 产生 的 立体 称 为 旋转 体 、 为 了 求 如 图 6.8 所 示 旋 转 体 的 体 


积 ， 我 们 只 需 注意 柳 切 面 的 面积 4A(x) 是 半径 为 R(x) 的 圆 盘 的 面积 ，R(x) 蚌 从 旋转 轴 到 平面 区 
域 边 界 的 距离 ， 十 是 ， 模 截面 的 面积 为 


A(x) = zr( 兴 径 }* = mER(Gz)]? 
所 以 栖 积 的 定义 给 出 体积 公式 ;: 


= [ aCe) = f rlRes) ld 
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这 种 计算 旋转 体 体 积 的 方法 通常 称 为 国 盘 方法 ， 因 为 模 截 面 是 半径 为 中 *) 的 阿 盘 . 


Re = Wx 
wa. 


引 区 城 by 旋转 体 
图 所 8 例 4 中 的 区 域 和 旋转 体 


例 4 绕 x 轴 旋转 曲线 y=yx(0 专 x 万 4) 和 * 轴 之 间 的 区 域 产生 -个 旋转 体 、 求 它 的 体积. 
解 ” 夯 出 显示 区 域 ， 典 型 半径 和 所 产生 旋转 体 的 图 形 { 见 团 5.8).， 旋转 体 体积 为 


性 = rTR(o rd 
=「rCAlid (Re = Ye) 
= dz = re] =- = -= sr 国 
例 5 绕 x 轴 旋转 圆 x+y =a’ 产生 一 个 球体 求 它 的 体积 
解 ” 我 们 想象 用 重 直 于 * 轴 的 平面 把 球体 切 成 潭 片 { 见 图 6.9). 在 -a 种 a 之 间 一 个 典型 点 
zx 的 横 截面 的 面积 为 
ACx) = 77 = Ta -x ) 
因此 ， 球 体 的 体积 等 于 


人 5 


Ar = Ia — 2} 


图 6.9 绕 z* 轴 旋转 国 守 + 天 =P 产 生 的 球体 ， 半 三 为 RUr) =y= wer -x ( 例 5) 曙 
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在下 面 的 例子 中 ， 施 转轴 不 是 x 轴 ， 但 屁 计 算 体 积 的 浴 则 相同 : 求 (第 徐 证 相应 积分 限 
之 问 的 积分 , 


例 6 绕 直 线 y=1 旋转 以 y=yx 与 直线 y=1 和 *=4 为 界 的 区 域 ， 求 产生 的 旋转 体 体 积 . 
解 ” 呈 出 电 示 芝 域 、 典 剧 半 径 和 所 产生 族 转 体 的 图 形 ( 见 疼 6. 10)》， 旋 转 体 的 体积 等 于 


V = fs Rx) Jida = [rt -ldr = nf a -2yx +1ldx = [二 一 了 ， 了 +z] = 人 
1 了 2 L 


bj) 座 转 体 
图 6.10 例 5 中 的 区 域 和 旋转 体 


对 于 绕 y 轴 旋转 在 7 轴 和 曲线 * = REY) (esysd 中 之 间 的 区 域 产 生 的 旋转 人 钵 ， 为 了 求 其 体积 . 
我 们 采用 同样 的 方法 ， 其 中 用 yy 代替 x， 在 这 种 情况 ， 出 形 机 截面 的 面积 为 
4fy) = 可 [ 半径] = 5s[ RY) ]? 
例 7 绕 y 轴 旋转 在 y 轴 和 曲线 *=2yy(1<y 反 4) 之 间 的 区 域 ， 求 产生 的 旋转 体 体 积 . 
解 面 出 显示 区 域 、 wo fal) 见 图 5. 11).， 旋转 体 的 体积 等 于 


V = rR Lay = (2 -一 = 直入 由 = 4 -二 ] = 4| +] = 了 3 将 


引 区 域 b) 部 分 旋转 体 
图 6 1 例 ? 中 的 区 域 和 部 分 旋转 体 醒 
例 8 绕 直 线 *=3 旋转 在 抛物 线 x =7 +1 和 直线 * =3 之 间 的 区 域 . 求 产生 的 旋转 体 体积 


解 画 出 显示 区 域 、 典型 半径 和 所 产生 旋转 体 的 图 形 ( 见 图 6. 12)}， 注 意 横 截 面 垂直 于 直线 
* =3， 旋 转 体 的 体积 等 于 
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v =f RG) J 
三 
=f rl2 -7 Pay (REYY = 3 -74+1) =2-y) 


， 4 51 M4 
= 4 dy 4 Jy = Yt 了 = MY 
"| YY + | dy =|4y 31 + 5 | 15 


y R=3-(y + 


了 二 


相 TI 一 3 
war 四 
旺 四 


bi 族 转 体 
图 G12 例 站 中 的 区 域 和 旋转 体 图 


6. 1.2 旋转 体 : 垫圈 方法 

如 果 几 来 旋转 产生 旋转 体 的 区 域 同 旋转 轴 不 邻接 或 者 不 相交 ， 那 么 旋转 体 中 有 -个 空 润 ! 见 
图 6.1). 了 重 直 于 旋转 轴 的 横 截面 的 形状 慧 垫 图 ( 网 图 6 13 中 的 环 状 曲面 ) 击 不 是 圆 盘 ， 典 卉 块 阳 
前 尺寸 为 


外 径 : R(xr) 
肉 径 ; r(x) 
故园 的 面 程 为 
4(x) = [REx}] -nr(a)] = TIRz 一 Trr)y] ) 
, + f [| 
: ! ， or 
0 0 六 一 -~ ] 
站 YY ¥ = Rr 


二 团 


图 6.13 。 产生 图 由 旋转 体 的 横 截 面 基 涩 图 击 不 是 网 盘 ,所 以 积分 让 4 zjdx 导出 略微 不 同 的 公式 


所 以 ,体积 的 定 关 给 出 体积 公式 : 


Y = faa 一 Jean ]* lrtx)y]: ydzr 


计算 旋转 体 体 积 的 这 种 方法 称 为 垫圈 方法 ， 央 为 横 截 曾 薄 片 旦 外 径 为 只 (xy 和 内 径 为 (xi 的 


定向 分 的 三 用 


贺 形 执 辕 ， 
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例 9 绕 x 轴 旋 转 以 曲线 y=x* +1 和 直线 y= -x+3 为 宅 的 这 域 产 生 旋 转 体 ， 求 这 个 旋转 体 


的 体积 . 
解 
{ 咖 册 区域 的 图 形 ， 并 昌 商 -条 穿 过 区 域 辣 旋转 轴 答 直 的 线段 ( 见 疙 6 14)、 
(2) 求 扑 图 的 外 所 和 内 和 失 ， 热 团 是 由 线段 剧 区 域 -- 道 绕 4 轴 旋 转生 由 的 ， 
外 祥和 内 径 是 从 旋转 轴 到 线 外 两 个 庙 点 的 虐 离 ( 见 图 6 14). 
外 福 : R(x) = -和 二 
内 黎 ; r(x} = x +] 


FT 
-21 
r+l 
a. . | 
牛 轿 习 眠 库 
外 福 Re = -+ 
内 衬 :rt= e+1 
a) 目 毯 坎 开 许 转 灿 的 线段 生成 的 区 城 bj 当 绕 z 轴 旋转 区 域 时 线段 产生 一 个 乙 圈 


图 6.14 例 9 中 的 区 域 和 垫 图 
{3) 通过 求 图 6. 14a 中 曲线 和 直线 交点 的 x 坐标 ， 求 积分 限 ， 


x + =-xr+3 
+r-2-0 
(x +2)(x-1)=0 
*=-2,.x4=1 


(4] 求 体积 积分 ， 
Y =f (RE) [r(x) :yds 


| 


= nt( -z+3)* (x +1)*) 和 x (由 第 (2) 步 和 第 (3) 步 效 得 的 值 ) 


1 是 人 
= -6xz -4 -x )dx = 1:_x* _x] = lin 
= m8 x 一 和 -x dx = | 8 - 3x -3 -5 , = 5 


为 了 求 绕 7 轴 旋 转 一 个 区 域 构成 的 立体 体积 ， 我 们 采用 例 9 中 的 同样 步 驼 ， 但 是 计算 体积 是 
对 y 积分 而 不 是 对 * 积分 ， 在 这 种 博 况 ， 线 段 扫 出 的 典型 垫 围 垂 直 于 了 轴 ( 旋转 轴 ) ， 垫 圈 的 外 径 


和 内 径 是 7 的 函数 ， 


例 10 绕 7 轴 旋 转 第 一 象限 内 以 抛物 线 y = 党 和 直线 y = 2x 为 界 的 区 域 产生 一 个 旋转 体 . 求 


它 的 体积 . 


解 ”首先 画 出 区 域 的 草图 ， 并 且 作 一 条 穿 过 区 域 同 旋转 辅 {y 轴 ) 垂直 的 线 蜂 ( 参见 图 6. 154). 


由 线段 扫 出 的 垫圈 的 外 径 是 R(x) = 了 ， 内 径 是 r(y) = y/2( 见 图 6.15). 


线段 同 抛物 线 在 y=0 和 y=4 相交 ， 所 以 积分 限 是 .=0 和 4 =4， 计算 积 分 求 体积 ， 
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y = rl RT - [ry dy = Jr - 上] )w 


a 媒 * 埋 许 转 的 区 域 . 昌 辆 的 多 和 社 和 外 入 以 基 和 他 良 


bY Et 健儿 要 于 全] 失 图 


图 6.15 出 训 中 的 区 域 和 志 阐 时 


习题 6. 1 


1. 


Ea 


上 


看 习题 1 ~10 中 ， 求 立体 的 体积 . 

立体 位 于 在 x =0 和 xz =4 回 * 轴 系 直 的 两 个 中 面 
之 问 ， 丰 区间 Dsxs4 上 每 直下 x 轴 的 棋 埠 面 是 
下 方形 .它们 的 对 角 线 从 抛物 线 y = - 泵 伸展 到 
抛物 线 y=. 

六 体位 于 在 xs -1 和 x*=1 同 * 轴 夏 直 的 两 个 半 
而 之 问 ， 垂直 二 * 轴 的 横 截 而 是 出 盘 ， 它 们 的 旧 
径 从 拖 物 线 7=*x 伸展 到 抛物 线 y =2 一 


立体 位 于 在 <= -1 和 x=1 回 z 轴 垂直 的 两 个 平 
面 之 问 ， 硅 这 西 个 平面 间 生 上 直 于 x 铀 的 横 截 面 是 
正 齐 形 ,它们 的 底 边 从 半 加 7y = - w1 -六 伸展 
到 半 困 = 1 - 屏 ， 


.立体 位 于 在 x= -1 和 x=1 同 x 轴 垂 直 的 随 个 平 


面 之 间 ， 在 这 两 个 平面 间 素 二 十 * 轴 的 横 截 面 是 
正方 形 ， 它 们 的 对 角 钱 从 半 回 y= - v1-x 伟 


展 到 站 贱 y= V1 -x 
5S， 立体 的 底 妆 是 x 轴 上 上 介 寺 曲线 vY=2 vinx 和 区 
间 [0.a| 之 竟 的 区 域 ， 算 直下 x 轴 的 横 截 而 是 ， 
{aj 底 边 愉 x 轴 伸 展 妈 如 附 图 所 示 山 线 的 等 边 
和 角形 ; 


198) 谋 边 从 = 轴 悼 展 到 所 本 曲线 的 正方 天- 

， 立 体位 于 在 x= -mx3 和 xzx=mx3 卫 上 天 x 轴 的 呵 
个 平面 之 问 ， 垂 直 寺 x 轴 的 横 截 面 扰 ， 
1a) 直 符 从 曲线 y=tanx 俯 展 到 曲线 4 = sec x 的 

圆 盘 ; 
[b) 底 边 从 曲 旨 Y= tan x 伸 虑 到 曲线 y = sec x 的 
正方 形 . 

。 闻 体位 于 在 Y=0 和 Y=2 垂直 于 y 轴 和 约 两 个 平面 
之 间 ， 乘 上 自 于 y 轴 的 模 裁 南 是 直径 从 » 轴 伸 展 到 
抛物 线 *+ =Yy5y 的 贺 盘 . 

8. 立体 的 底部 基因 盘 +* + 所 1。 通 过 在 Y= -上 和 


- 


= 
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y=1 之 问 重 直 于 7 轴 的 平面 切 出 的 横 规 面 是 那些 
一 架 边 在 圆 盘 上 的 等 肋 直 角 二 角 撒 ， 如 附加 所 示 . 


2 立体 位 于 在 += -1 和 =*= 工 答 直 于 * 轴 的 两 个 平 
面 之 间 ， 垂 直 于 * 轴 的 横 截 面 是 : 

(a8) 直径 从 曲线 y = -17 wT+ 远 伸 履 到 曲线 y = 
17 vv 三 的 国 面 ; 

(bj) 底 边 从 申 线 y = - 17 v1L + 过 伸展 到 遇 线 y = 
1 w1+ 辣 的 垂直 正方 形 . 

10. 立体 位 于 在 x= -如 /2 和 x = 全 /垂直 于 * 轴 
的 喝 个 平面 之 间 ， 垂 直 于 x 轴 的 檬 截面 是 : 
(a) 直径 从 x 轴 伸 展 到 钵 线 y =2x YL 二 的 

贺 面 ; 
{b] 对 角 线 从 x 轴 伸 展 到 曲线 y =27 YL 一 记 的 
正方 形 . 

11. 措 曲 惊 ”一 个 边 长 为 :的 让 方形 位 于 辣 直 线 上 简 
直 的 平面 上 ， 正 方形 的 一 个 顶点 在 上 上 ， 当 正方 
形 沿 直 线 上 移动 一 段 距离 上 时 绕 上 转动 一 周 ， 产 
生 -个 具有 止 方形 模 截面 的 类 似 螺旋 形 的 柱 体 
(a] 求 柱 体 体积 . 

(b) 如 果 正 方形 绕 直 线 工 转动 两 周 而 不 是 一 局 ， 
其 体积 是 多 少 ? 提出 答案 的 理 让. 
12.， 卡 豆 列 昌 项 理 ”立体 位 寺 在 z= 和 x=12 同 x 
轴 垂 直 的 两 个 平面 之 间 ， 通 过 垂直 于 + 轴 的 平 
面 切 出 的 横 截面 为 圆 盘 ， 它 们 的 直径 从 直线 y = 
xz2 伸展 到 直线 y =x， 如 附 图 所 示 ， 解 群 立体 
同 底 半 径 为 3 和 高 为 12 的 直 辆 锥 体 为 件 么 有 相 


同 的 体积 . 


在 当 题 3 ~ 6 中 ， 闫 绕 缚 定 轴 族 转 阴 影 以 域 
产生 的 旋转 体 体 积 . 
13. 膏 x 轴 . 


15， 绕 7 轴 . 


16, 绕 x 四 . 


到 
5 


在 刁 题 17 -26 中 ， 求 绕 z 轴 旋 转 以 给 定 直 线 


各 曲线 为 界 的 区 域 产 生 的 旋转 体 体 积 . 
19.+ = 和 妇 .7 = 由 , +=2. 1 y=5, y=0. x=2. 
y= 9-r ,r=0. 20.7=r-r ,v=0. 


21.y = vcos x, Orn y=0, x=0. 

2 =ser 4, Y=0, r= 4, r= 74. 

1.y=e 

24. 在 曲线 y= veas 和 >Y 轴 之 问 从 x= 6 到 x= 
Tc2 的 区 域 . 

25, 在 曲线 y=1A2vyx) 和 x 轴 之 间 从 x=14 到 x = 
4 的 区 域 . 


， = = =1. 
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2&， 以 x 输 和 摆 线 xx= 昌 -sin8y=]-eos 昌 的 -个 
拱 形 为 界 的 区 域 ， 
{提示 ; dV = mr dx = Ty dr/d8Yd8. ) 
在 习题 2 和 23 中 ， 求 绕 给 定 直 线 旋转 区 域 产 
和 的 旋转 体 体 积 ， 
27. 第 一 象限 内 小 方 以 直线 7 = 岂 为 界 、 下 方 以 曲 
线 y=seecztanx 为 界 和 左 进 以 了 轴 广 界 的 区 域 ; 
娆 直线 了 = ,了 旋转 ， 
28. 第 一 象限 内 上 方 以 直线 y=2 为 界 、 下 方 以 曲线 
= 为 民利 左边 以 了 轴 为 办 
的 区 域 ， 绕 直线 Y=2 旋转 . 
企 习 是 29 ~34 中 ， 求 绕 y 轴 话 转 以 直线 和 出 
钱 为 界 的 区 域 产生 的 旋转 体 体 积 , 
39 由 x = 六 +=0,， y= -1, Y=1 包 亲 的 区 域 . 
3 用 x=y” ,+= 人 ,y=2 包围 的 区 域 
31 由 4#= v2 sin 2y ,0 所 y 和 所 tt 人 2， x = 人 包围 的 区 域 
32. 由 x = veos (mx4) ，-2<y<s0，xz =0 包围 的 区 域 ， 
33. 第 -象限 内 以 坐标 轴 以 及 直线 y =3 和 基线 x= 
27 WY+[ 为 界 的 区 域 . 
34, 由 x= v2yA7 +1)， x#=0, y=1 包围 的 区 域 . 
在 习题 35 和 36 中 ， 求 绕 指 定 轴 旋 转 阴 影 区 域 
产生 的 旋转 体 体 积 . 
35， 绕 = 轴 . 


6.2 用 圆柱 壳 定 多 体积 


在 刁 题 3 -42 由 ， 求 绕 x 轴 旋 转 以 直线 和 曲 
线 为 界 的 区 战 产生 的 旋转 体 体 程 

38.7 =2 7 =2, x=0. 
和 .7 =+4 x， T=2-4, 


37.y=x, Y=, x=0. 

.= + 二 1 一 开赴 

dl 7y = sef t, y= ， -Tr 

d2.F=ser rt, F=tan x, x=0, #=]. 

在 习题 和 ~ 条 中， 求 绕 7 轴 旋 转 每 个 区 域 产 

生 的 旋转 体 体 舱 . 

43. CO)，({2,1) 和 (1 ,1) 为 顶点 的 角 形 亿 轩 
的 区 战 . 

.0.0) 和 (L117) 为 什 点 的 王 角 形 也 痢 
的 区 域 . 

45. 第 -象限 内 上 方 以 抛物 线 Y=x 界 、 下 方 以 
轴 为 界 和 右边 以 直线 = =2 为 界 的 区 域 . 

4 第 -一 每 限 内 左边 以 圆 科 + 天 =3 为 界 、 和 有 按 以 
直线 x = 二 为 短 和 上 方 以 直线 了 = 号 为 界 的 
区 域 . 

在 习题 和 7 和 4 中 ， 求 绕 缩 定 轴 旋 转 每 个 民 域 

产生 的 旋转 体 体 积 . 

47. 第 一 象限 内 上 方 以 执 物 线 =x 为 界 、 下 方 以 x 
轴 为 界 种 右边 以 直线 x =1 为 界 的 区 域 ; 绕 直 线 
*= 一 1 旋转 . 

欠 第 二 和 象限 内 上 方 以 曲线 y= -x 为 界 ， 下 方 以 x 
轴 为 界 和 左边 以 直线 x = -1 为 界 的 区 域 ; 绕 自 
线 *= -2 旋转 . 

49. 求 绕 下 列 轴 旋转 以 抽 物 线 了 = 号 以 及 直线 y = 2 
和 x=0 为 界 的 区 域 产生 的 旋转 体 体积 ; 

(a) 绕 : 轴 ; tb) 绕 }y 轴 ; 
ic) 绕 直线 y=2; 1d) 绕 直线 =. 

50. 类 绕 下 列 轴 旋 转 以 直线 y=2xz. Y=0 和 x=1 为 
界 的 一 角形 区 域 产 生 的 旋转 体 体 积 ; 

【al 绕 直 线 = 一 1 {b} 纯 直线 x =2. 

51, 求 绕 下 列 轴 族 转 雇 抛物线 y =x* 和 直线 y= 1 为 
界 的 区 域 产生 的 旋转 体 体积 : 
ta) 绕 直 线 y=1; (hb] 绕 直线 了 = 2; 

【el 绕 直 线 了 = -1. 

双 . 通过 积分 , 求 绕 下 列 轴 族 转 以 {0,0) (5.0) 和 
(0 为 顶点 的 三 角形 区 域 产 生 的 旋转 体 体 积 : 
[ajs 辅 ; [bjy 四 


在 6.1 节 把 立体 的 体积 定义 为 定 积分 Y = | 4(x)dz, 其 中 4(x) 是 立体 从 + = a 到 * = 的 机 
堆 面 面积 的 可 积 函 数 . 面积 4(x) 是 通过 用 垂直 于 * 轴 的 平面 对 立体 切片 得 到 的 . 然而 ,这 种 切片 方 
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法 有 时 难以 应 用 ,正如 在 下 面 第 一 个 例子 中 说 明 的 九 样 . 为 了 克服 这 种 困难 ,我 们 对 于 立体 的 体积 
采用 问 样 的 积分 定义 ,但 是 利用 -一 种 不 同 的 切片 方法 获得 面积 . 

在 这 一 节 ,我 们 用 像 阐 包 模 子 了 那样 半 徐 乏 步 增加 的 圆柱 而 对立 体 团 片 , 我 们 向 立体 让 下 方 切 
片 ,所 以 等 个 辐 柱 面 的 轴 问 了 轴 平 行 . 所 有 圆柱 面 的 仆 直 轴 是 同一 条 直线 ,但 是 每 个 切片 的 加 柱 面 
此 入 依次 增加 . 采用 这 种 方法 ,把 立体 切 成 厚度 固定 的 洲 吻 柱 壳 , 它 们 的 半 移 由 共 癌 的 轴 从 内 向 外 
增加 , 像 树干 上 的 环形 年 轮 那样 . 把 一 个 圆柱 壳 展 下, 显示 它 的 体积 同 面积 为 4(x) 和 厚度 为 Ar 的 
涟 短 形 片 的 体积 近乎 相等 . 这 使 我 们 能 够 像 从 前 子 样 对 体积 应 用 相同 的 积分 定义 . 在 导出 - - 般 方 
法 之 前 ,下 面 的 例子 为 我 们 提供 某 些 见解. 

例 1 绕 垂 直线 x* = - ! 旋转 由 x 轴 和 抛物线 y = Kxz) = 3x -至 包 畏 的 区 域 产生 如 图 6. 16 所 


上 岂 的 旋转 体 . 求 它 的 体积 . 
pr /oN . 


al 旋转 前 的 区 咸 图 形 中 绕 旋 转轴 x- -1 旋转 a 中 区 域 形 成 的 旋转 体 
图 .16 例 1 中 的 区 域 和 旋转 体 


解 ”在 这 里 难于 使 用 6, 1 节 采 用 的 垫圈 方法 ， 因 为 需要 通过 y 表示 抛物 线 的 左 支 和 在 支 的 x 
值 . 【这 两 种 * 值 是 览 型 碌 圈 的 内 径 和 外 径 . 将 导致 复杂 的 公式 . ) 我 们 旋转 一 个 厚度 为 Ax 的 符 
直 长 条 而 不 是 旋转 厚度 为 ay 的 水 平 长 条 .这 种 旋转 
产生 一 个 圆柱 考 ， 它 的 高 度 是 垂直 长 条 底 边 内 一 点 x， 
上 的 高 度 和 加， 而 厚度 是 Ax， 图 56.17 中 的 中 间 阴 影 区 
是 圆柱 完 的 一 个 例子 .我们 可 以 把 图 中 所 示 的 贺 柱 过 
想象 为 通 近 旋转 体 的 一 个 切片 ， 它 是 通过 围绕 统 近 内 
部 空洞 平行 于 旋转 轴 生 直 向 下 切割 旋转 体 得 到 的 ， 然 
后 围绕 加 大 的 空洞 切割 下 一 个 圆柱 雪 片 ， 接 着 青 切 割 另 
外 一 个 切片 ， 如 此 下 去 ， 获得 = 个 圆柱 切片 .圆柱 切片 
的 半径 逐 狐 增加 ， 而 它们 的 高 度 随 着 抛物 线 的 半 线 改 
变 ; 其 内 向 外 上 让 短 变 长 ， 然 后 再 由 长 变 短 { 见 图 6. 16a). 

每 个 圆柱 切片 位 于 * 轴 上 一 个 长 度 ( 赏 度 ) 为 Ax 
的 子 区 间 上 ， 它 的 半径 近 亿 等 于 (1+z)， 而 其 高 度 
近似 等 于 3x, - 妇 ， 如 果 铺 开 在 x, 的 圆柱 切片 ， 并 且 
把 它 展 平 ， 就 (近似 ) 变 成 厚度 为 hx 的 矩形 蒲生 ( 见 图 6 18)， 第 大 个 圆柱 切片 的 外 部 周 长 为 2 x 
(半径 ) =2w(1 +x)， 而 这 是 展开 后 的 矩形 薄片 的 长 度 ， 它 的 体积 近似 等 于 一 个 长 方 体 的 体积 : 

AV ={ 周 长 ) x (高度) x ( 厚 诬 ) = 2 和 (1 + x) (3x, -好 ) -Ax 

把 区 间 [0,3] 上 各 个 圆柱 过 的 体积 AW, 加 在 一 起 ， 给 出 黎 曼 和 


图 6.17 绽 直 线 *= -1 旋转 厚度 为 Ar 
的 垂直 长 条 获得 高 度 为 y, 的 
圆柱 过 ， 辆 壳 柱 的 外 径 出 现在 
,抛物线 在 那里 的 高 度 为 
3 一 (网 7) 
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ar = 并 2rtx + 17(3x，- x Ax 


有 外 部 间 长 : 28 4 事 往 )- 20 + 
加 和 


a - 际 度 


antl+te 
图 6.18 设想 切 审 并 有 昌 尾 开 贺 林 志 获 得 {接近} 局 平 的 长 方 体 ( 例 1) 
拱 当 厚度 ax 一 oo 时 的 极限 给 出 体积 积分 


Y =lim 27 + 1) (3x, — Xi ) Ax = [2 + (ar -x dr 
| n 
+ 
= [25(3* +3x—x x)dxr = 2 (2x° + 3x -x }dr 
0 1 
_ 2 3.: 1， ， -$5 
=27| 3 + 4* | = -一 下 国 


本 2 
下 面 我 们 来 推广 例 1 中 梁 用 的 方法 . 
面 柱 壳 方法 
假定 在 在 限 针 区 间 [a,8] 上 以 非 负 连续 函数 y= 六 x) 的 图 形 和 x 轴 为 界 的 区 域 位 十 简直 线 * = 
上 的 右边 ( 见 图 6. 19a)， 假设 e 尖 ， 所 以 垂直 线 可 能 接触 区 域 ， 但 是 不 穿 过 它 ， 我 们 绕 垂 直线 工 
旋转 这 个 区 域 产 生 旋转 体 5 


垂 百 许 转轴 


al 


图 6.19 当 绕 竺 直线 * = 工 旋 转 a 中 所 示 的 区 域 时 ， 产生 可 以 访 片 成 
况 柱 这 的 族 转 体 ; 一 个 典型 的 圆柱 过 显示 在 b 中 


令 P 是 区 间 [a,8] 上 由 点 a =x。 <x < <x, = 构成 的 划分 ， 并且 令 c 是 第 不 个 子 区 间 
[xz zj 的 中 点 ， 我 们 用 基于 [a,5j] 这 个 划分 的 矩形 集合 过 近 图 6. 19a 中 的 区 域 ， 一 个 典型 的 
逼近 矩形 具有 高 度 赤 ec, ) 和 宽度 ar =x; - 居 -，， 如 果 绕 垂直 线 x = 旋转 这 个 和 矩形， 那么 扫 出 如 
图 6. 19b 所 示 的 辐 柱 过 ， 由 几何 公式 可 知 ， 由 矩形 扫 过 的 贺 柱 沉 的 的 栖 积 为 


定 积分 的 应 用 了 


A =2m X 《和 均 完 半 牢 ) x【 宇 商 度 ) x 【下 记 度 ) = 2m (ec -站 Fr) ya 
我 们 通过 对 基于 划分 忆 的 个 年 形 条 过 的 较 柱 党 的 体积 求 和 和 道 近 旋转 体 5 的 体 得 ， 
这 个 黎 急 和 当 | PI -0 时 的 极限 给 出 和 作为 定 租 4 分 的 旋转 体 的 体 下 
= lim 和 AV, = {210% 半 逢 )( 吧 暗 应 )dx = [2rts — Lr) dx 


lpll 四 
于 式 的 积分 变 需 * 称 为 厚 庚 度量 我 们 用 第 一 个 积分 而 不 用 第 :个 包含 被 舱 状 数 公 式 的 和 分 ， 作 
上 强调 殴 丰 党 方法 的 过 程 ， 这 样 也 容许 绕 水 平 线 工 旋转 . 


| 绕 垂直 线 旋转 的 加 柱 赤 体积 公式 | 
通过 绕 重 直线 x = 上 诈 转 在 x 轴 和 连续 果 数 ， = 让 x 守 D(L 和 a 所 + 丢人 之 加 的 区 域 产生 的 旗 
转 体 体积 为 


| 上 = 六 开 弟 径 并 党 商 度 )dx 


例 ? 绕 y 轴 旋转 以 申 线 y=Yrt 以 及 x 轴 和 直线 x =4 为 界 的 区 域 产生 旅 转 体 ， 尿 它 的 体 可 . 
解 闻 出 区 域 的 草图 ， 玫 是 作 一 条 平行 于 旋转 轴 开 穿 过 区 域 的 线段 ( 见 转 6 20a). 标明 线段 的 高 
度 { 壳 高度 ) 和 到 旋转 辅 的 距离 (过 半径 ). (我 们 在 图 5 20b 中 唔 站 疯 柱 这 ， 但 是 读者 不 必 这 样 做 ) 


省 


积分 区 间 
引 j 施 转 区 域 . 片 相 过 共计 帮 寺 从 区 问 bj 汕 ad 寅 度 为 ar 的 匿 直线 段 在 的 | 中村 让 
峰 6.20 例 2 中 的 区 域 和 和 圆柱 过 


圆柱 过 的 厚度 变量 为 x<， 所 以 过 体积 公式 的 积分 限 是 a@ =0 和 占 =4( 见 图 6 20)， 于是 体 和 为 
r fon eR) = [ 2nd = 25] dx = 27[ 3] = 2 年 


5 
今 为 止 ， 我 们 所 用 的 是 垂直 旋转 负 ， 对 于 水 平 旋转 轴 ， 在 公式 中 用 7 代替. 
例 3 绕 * 轴 旋 转 以 曲线 7 = 以 及 x 轴 和 直线 * =4 为 界 的 区 域 产生 旋转 体 ， 求 它 的 体积 
解 ” 画 出 区 域 的 齐 图 ， 同 时 作 一 条 平行 干 旋转 轴 并 旦 穿 过 区 域 的 线段 ( 网 图 和 2ta)， 标 明 线段 的 
长 度 ( 壳 高 度 ) 和 到 旋转 铀 的 距离 ( 壳 半 径 ). 《我 们 在 图 6 21b 中 画 出 圆柱 壳 ， 旭 昆 读 考 不 必 这 样 散 ) 
人 这 种 情形 ， 守 厚度 变量 为 Y， 所 以 赵 体 积 公 式 的 积分 限 是 a=0 和 =2( 在 图 6.21 中 洛 3 
轴 )， 旋转 体 的 体积 为 


V = 2r( 完 5 站 径 )( 完 高 度 )dy = | 2m(7)(4 7)dr = 12rta -ydy = az[2p -= sr 
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本 
素 这 中 经 
pi 
9) 诅 转 区域、 鸭 村 下 瑟 二 和 得 季 [ 革 加 by THfatii 痪 度 为 Br 的 本 十 拷 禹 二 入 国 挂 二 
图 6.21] 例子 中 的 区 域 和 加 性 老 国 


圆柱 壳 方 法 小 结 无论 旋 转轴 处 在 什么 位 置 ( 水 平 位 置 或 契 直 位 置 )， 实 现 圆 柱 党 方法 的 
步骤 如 下 : 

{1} 蜗 出 区 域 的 草图 ， 回 时 作 一 条 平行 于 旋转 轴 并 日 穿 过 区 域 的 线 向 ， 标 引线 段 的 遍 度 或 
长 度 ( 江 高 论 ) 和 到 旋转 轴 的 距离 (者 半 径 ). 

(2) 来 厚度 宏 荐 的 积分 限 

13) 求 乘积 2r x( 过 半径) x (过 高 度 } 对 厚 座 变量 {x 或 站 的 和 分 计算 体积 . 


当 用 两 种 方法 计算 区 域 旋转 体 的 体积 时 ， 男 术 壳 方法 给 出 与 热 立方 法 相同 的 等 案 ， 我 们 在 
这 里 对 这 个 勿 果 不 作证 明 ， 但 是 在 习题 37 中 给 出 证 明 的 概要 ， 实 际 上 ， 顺 种 体积 公式 都 其 我 们 
在 第 13 章 讨论 二 重 身分 和 三 重 积 分 中 考察 的 一 般 体 息 公 式 的 特例 ，-- 般 体积 公式 也 可 以 用 于 计 
算 那 些 不 是 由 旋转 区 域 扫 出 的 其 他 立体 的 体积 . 
习题 6. 2 

在 习题 1-6 中 ， 利 用 倍 柱 壳 方 法 求 绕 指定 轴 旋 
转 阴 影 区 域 产生 的 禾 转 体 体 积 . 
1. 


ea dh ， 


村 


在 刁 题 ? -12 中 ， 利 四 圆柱 过 方法 求 绕 了 铀 旋 
转 以 曲线 和 直线 为 办 的 名 城 产 生 的 旋转 体 体积 . 
T=x, = -2, t=2. 

yr, Y=/2, X=1. 

= 0 对 于 x 全 0 的 部 分 . 


10.¥=2-7. 了 =x, r=0. 


ly=2r-]1, r=/x, x=0. 
12. Y=3/(2Y%), r=0, x=1, r=4. 


定 积 分 的 应 用 


.55 


{ainx)/x, 站 <x 过 在 


13. 令 /ls) -二 0 


(aj 证明; x f(x) =9in x, Ore 


(b} 求 绕 y 轴 旋 转 附 图 阴影 区 域 产 生 的 旋转 体 


体积 


]. 工 二 心 


点 


必 Tn 


flan x) /x, OO «rn 

0, x+=0 

[8 证 明 : x* gf{x) = (tan x) 1 0 和 x 委 T/ 

{b] 求 绕 y 辅 旋转 附 疼 阴影 区 域 产生 的 旋转 体 


14. 令 g(x) = { 


在 习题 15 ~ 22 中 ,用 圆柱 党 方法 求 绕 * 轴 旋 
转 以 曲线 和 直线 为 界 的 区 城 产生 的 旋转 体 体积 . 
15. t=yy, += -yy, y=2, 
16.x=Y, t= y=2, F720. 
17.x =2y-Yy, 
19.y= |x1, ¥=1. 
By=yx, y=0, y=x+-2. 
22. y=yx, y=0, y=2 ~x. 
在 习题 233 和 24 中 ， 利 用 圆柱 这 方法 求 绕 指定 
轴 旋 转 了 明 影 区 域 产生 的 旋转 体 体 积 . 
23. (alx 轴 . [hb) 直线 y = |. 
(5) 直线 y=8/5. {9 直线 y= -275. 


x=0. 18. x =2y -7, X= 


加 .y =x, Y=2x, y=2. 


ER 
了 


区 


2 


和 了 


24，{aj}x 轴 . 
fe) 站 级 v=5. 


¥ 


fb) 直线 Y=2. 
[站 线 = - 5/8. 


对 于 基 些 区 域 调 言 ， 用 垫圈 方法 和 圆柱 过 方法 
间 样 能 够 计算 并 坐标 轴 旋 转 区 域 产 生 的 旋转 伍 体 
积 ， 线 而 ， 并 非 对 于 所 有 区 域 都 是 如 此 .例如 ， 当 
绕 Y 轴 旋转 区 域 并 且 用 化 阐 方 法 时 ， 我 们 必 妥 对 
积分， 但 是 ， 吕 能 出 现 无 法 用 y 来 表示 补 和 了 蝴 数 的 
情况 ， 这 时 可 以 改 用 圆柱 者 方法 对 * 积分 习题 25 
和 26 提供 其 些 忆 解 . 
5. 计算 绕 每 条 坐标 轴 族 转 以 直线 y =x 和 抛物 线 
7= 为 界 产生 的 旋转 体 体 积 ， 利 用 
[ai 图 柱 过 方法 ; 1b) 垫 团 方 法 . 
站 .计算 旋转 以 直线 27 = +4,， yy =x 和 x=0 为 界 
的 一 角形 区 域 产生 的 旋转 体 体 程 : 
【al1 绕 上 轴 ， 腹 垫 阅 方法 ; 
[Db) 绕 Y 轴 ， 周 圆柱 沈 方法; 
(c} 绕 直线 x =4， 用 圆柱 壳 方 该; 
(可 绕 直 线 y =8， 用 盾 转 方法 . 
在 习题 27 ~ 32 中 ， 惟 绕 给 定 轴 旋 转 区 域 产 生 
的 旋转 体 体 积 ， 在 任何 给 定 的 实例 中 .如 果 你 认为 
最 好 采用 扒 圈 瞩 法 ， 请 随意 使 用 . 
27. 以 (1 41), (1.2) 和 和 (2,2) 为 顶点 的 一 角 
形 ,， 绕 
{fa}x 轴 ; fbjr 轴 ; 
{ce) 直线 + =10/3; 【di 直线 + = 1. 
项 以 抛物 线 7 =x 以 及 直线 y=2 和 x =90 为 界 的 区 
域 ， 绕 
[a}x 轴 ; 【bjy 四; 
{e} 直线 ==4; 【dj) 直线 y=2. 
知 , 第 一 象限 内 以 戎 线 x =y -yy 和 y 轴 为 界 的 区 
域 ， 绕 


[ajx 轴 ; 1b) 直线 = 1. 


了 0. 第 一 象限 内 以 曲线 x =y -如 以 及 直线 x=1 利 


7 了 =1 为 界 的 区 坡 ， 绕 
ta}x 轴 ; 
【e] 直线 x=1; 


(bisy 轴 ; 
【d) 直线 y=]. 


31. 


32. 


33. 


35. 


6. 


6, 


356 
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以 昌 线 = 站 和 Yy=ex8 为 内 的 区 域 ， 绕 

ia)z 轴 ; ib}y 轴 . 

以 曲线 =2r -x 和 直线 7=z 为 界 的 区 域 ， 绕 
[air 加; th) 直线 x=1. 

绕 x 办 旋转 第 象限 内 上 方 以 和 山 线 y=17z “为 
办 加 点 堪 边 雇 泊 线 x = 1A16 为 界 和 上 方 所 让 线 
7=1 为 界 的 区 域 产 后 旋转 人 性、 用 下 询 广 法 求 旋 
转 体 体 相 :; 


1a) 革 图 方 泪 ; 1b) 闭 柱 过 方法 . 


、， 绕 7 轴 旋 转 第 一 象限 内 上 方 以 曲线 = LAz 为 界 以 


碟 左 边 忆 直线 + =174 为 界 和 下 性 以 直线 y=1 为 
界 的 区 域 产 和 旋转 体 ， 用 上 下列 广 法 求 旋转 体 体积 
(a) 失 风 方 法 ; tbj) 圆柱 沉 方 法 . 

绕 * 轴 艇 转 附 图 所 未 区 域 产 生 旋 转 体 ， 你 能 够 
用 贺 航 方法 、 热 图 方法 初 圆柱 壳 方 法 中 的 哪 种 
方法 求 旋转 体 体 积 ” 在 得 种 情况 需 刘 并 多 少 个 
积分 ”了 以 说 明 ， 


. 绕 了 辑 旋 转 附 图 所 示 区 域 产 生 旋 转 体 ， 你 能 够 


用 圆 盘 方法 、 培 图 方法 和 立柱 过 方法 中 的 哪 种 
方法 求 族 转 体 体积 ?在 每 种 情 癌 需 鉴 求 稳 少 个 
积分 提出 管 案 理 由 . 


下 


3 平面 曲线 的 长 度 


37. 


39. 


用 垫 辆 方法 和 圆柱 亮 方法 求 体积 的 等 价 性 没 / 
十 八 问 天 基 < 过 尼 0 >0) 上 的 可 微 换 数 和 增 喇 数 ， 
大 且 息 定 六 存在 串 微 的 反 绷 数 广 '， 绕 7 轴 施 转 
以 了 的 图 形 以 及 直线 * =a 和 了 = 只 四 为 办 的 [x 
战 产生 旋转 体 ， 那 么 ， 由 地 图 户 法 和 贺 术 过 方 
法 给 出 的 旋转 体 体 和 县 有 相等 的 值 : 


hl 由 
fm -ed = maut -Rd 
为 了 证 明 这 个 等 式 ， 定 义 

wn = fC) 


Str) = f 2 = 上 lj 
然后 证 明 哨 数 下 和 5 在 区 间 -a.51 的 一点 -化 ， 
并 在 [e.8] 上 具有 相同 的 综 数 ， 生 如 在 4.8 季 
习题 126 见 到 的 那样 ， 这 将 保证 对 于 ia.6j; 中 的 
所 看 :值钱 tr) = 83t1)， 特别 是 ， 玉 (5) = 
Sth)， (来源: Walier Carlip,， ”Disks and Shells 
Revisited 【再 讨论 圆 盘 方法 和 辐 柱 完 六 法 )， 
erienn Marhematical Monmthly (美国 数 宇 昌 
天》 .第 品 卷 ,第 2 肢 ， 1991 年 2 入 .154 一 
156 页 , ) 

绕 + 轴 旋转 曲线 =see YY 和 xx 轴 之 问 从 x=1 
到 x=: 的 区 域 { 如 附 图 所 志 ) 产 生 旋 转 体 ， 求 它 
的 体积 . 


A 


0| 1 


求 绕 y 轴 旋 转 由 曲线 =e ”以 及 直线 Y=0. = 
0 和 *=1 的 图 形 所 包围 区 成 产生 的 旋转 体 体 各 . 


. 求 缂 上 轴 旋 转 由 井 线 7 = e 叶 以 及 直线 y= 1 和 


*x=m3 的 得 形 所 包围 区 域 产 生 的 旋转 体 体积 . 


我 们 对 十 直线 毁 长 度 的 含义 是 了 解 的 ， 伍 是 如 果 不 用 微 积 分 ， 对 于 一 般 的 弯曲 曲线 的 长 度 
就 无 法 确立 准确 的 概念， 在 这 一 节 ， 首 先 把 从 点 4 延伸 到 点 吾 的 曲线 幼 分 成 许多 眉 ， 并 且 用 走 
线段 联结 相继 的 分 点 .然后 对 所 有 这 样 线段 的 长 度 求 和 ， 取 线段 数目 增加 时 的 极限 ， 并 且 用 这 个 
极限 值 作为 曲线 的 长 度 . 


3.1 以 参数 方式 定义 的 曲线 的 长 度 
邻 人 是 用 侈 数 方 式 由 方程 


= ft) 和 ry = p(t), 


a 和 1 人 
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络 出 的 昌 线 ， 借 定 冰 数 了 和 和 旺 在 区 间 [ep] 上 二 是 连续 可 德 的 ( 圾 寺 它们 其 有 连续 的 导数 1， 此 外 ， 
假定 本数 广 和 g' 不 同时 为 零 ， 册 此 排除 曲线 蕊 包含 任 何 角 点 或 者 尖 点 ， 这 样 一 种 曲线 称 为 光滑 曲 
线 、 出 许 把 这 种 曲线 想象 成 如 图 6.22 中 的 质点 运动 的 路 从 是 有 益 的 ， 厌 点 居 = 时 的 点 4 = 
Ce) ，g(e)) 运 动 到 t= 时 的 点 HH=(f8),， gt(b)). r 

我 们 在 点 =P,，P,，P,，…，P, = 日 拒 路 径 ( 战 者 | 

激 )48 细 分 成 4 段 ， 这 些 点 对 应 二 区间 [a,8] 上 由 a = 
的 一 个 划分 ， 其 中 P= 
CUE) 1#(t))， 用 直线 段 联 绩 这 个 划分 中 的 相继 各 点 
( 吉 图 5622)， 一 个 代表 性 线段 共有 长 座 

by = vA) + (Ay,) 
= A A) + [ett) ~ gla) 

(参见 图 6.23)。， 如果 Bt, 是 很 小 的 量 ， 长 应 玉 近 和 似 靠 


二 并 六 .和 的 长 度 ， 根 据 中 伟 定 理 ， 存 -二 ，, 妆 ] 中 让 和 + 
在 数 1 和 41" ， 使 得 

az = A ) -fle,.,) = At, 网 6 2 川 参数 方式 由 方程 r= 所 D 和 3= 

jo ei) 宇多 的 曲线 局， 

By = BU) ~ BO) = gE AL, 曲线 愉 4 到 器 的 长 度 让 导 4 = 已 


叙 定 当 ! 从 := 增加 到 := 时 、 质 点 恰好 遍历 其 4 到 
号 的 路 径 一 次 ， 其 间 没 有 折返 或 考 倒 退 ， 曲 线 “ 长度 ” 
的 “个 通 近 值 是 所 有 长 度 心 之 和 ; 


开始 经 过 P，P,，-… 到 达 电 = 
让 终 站 的 折线 路 答 ( 直 线段 集 
合 ) 的 长 度 之 各 逼近 


= 这 VM) + ( Ay): 1 


=1 


P= (fl). gt)) 


= AUT [et a 
虽然 上 式 右 端 这 个 利 不 完全 是 黎 曼 和 (因为 产 和 二 是 在 
不 同 点 计算 的 ) ， 但 是 可 以 证 明 ， 当 划分 的 范 数 趋 近 


零 时 它 的 极限 是 定 积分 Pies = (fl gttit) 
Jim DF VE + [ey A 0 
a 网 623 狐 PiPi 用 图 中 所 二 的 
= VOT +[Ie Cn) a 直线 让 逼近 ， 其 长 度 为 


因此 ， 把 曲线 从 4 到 号 的 长 度 定 叉 为 这 个 定 积分 是 人 台 理 的 . b= Vs + AY) 


定义 ”如 朵 曲线 必用 参数 方式 由 方程 x=f 放 1 和 y=gtt) {agi<b) 定 义 的 ， 其 中 f' 和 gg 
是 区 间 [a,b] 上 的 连续 蝴 数 并 且 不 同时 为 零 ， 并 且 当 4 从 二 =& 增加 到 := 时 恰好 遍历 C -- 次 ， 
那么 曲线 忆 的 长 度 是 定 积分 


| L- [rT tg] dt 


一 荣光 滑 曲 线 世 在 时 间 区 间 [a,8] 上 的 质点 运动 方向 不 会 折返 或 者 逆转 ， 因 为 在 整个 区 间 上 
(+ > 
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如 困 x = 由 和 y=gt1)， 那么 使 用 菜 布 尼 获 记 * ! 针 ， 和 


dz 
r= [ {时 ) { 品 ) (1 
如 果 曲 线 有 疝 种 不 问 的 套数 表示 拒 式 ， A 种 表示 形式 是 要 紧 的 事 吗 ”答案 是 
杏 定 的 .只 要 我 们 选 拌 的 参数 表 朱 形式 满足 曲线 长 度 定 叉 中 提出 的 条 件 ( -个 例子 参见 习题 林 ). 
例 1 利用 曲线 的 长 认定 交 ， 求 用 参数 方式 由 方程 
x=reotflry =rsint, Oita27 


定义 的 半 和 所 为 r 的 圆 的 长 度 . 


解 ” 当 1 从 0 变化 到 27 时 、 愉 好 明 廊 圆 一 周 ， 所 以 周 了 
长 为 
_ r dr: dy 
i A) + 
求 出 导数 学 =—r sinit, 字 = reonst 
和 ( 坚 ) 十 ( 业 ) = 天 (ein + cost) =r 
所 以 Li= 三 vd = [it = 2mr | | 


例 2 状 是 形 线 ( 见 图 6.24)x =cos 1yr = antf0 扫 [二 2T1) 
的 长 度 . 
解 ” 册 于 这 条 曲线 对 华 标 轴 的 对 称 性 ， 它 的 长 度 基 曲线 在 第 一 象限 部 分 长 度 的 4 倍 ， 我 们 有 


1 EE] 
T=co0t, Y= Sn 


图 6.24 例 2 中 的 学 形 线 


dy 3 . 四 3 1 
(全 =[3 cost(- sint}]” = 9 eostain! 


=[3 sinit {cos t)]: = 9 sin't cos’rt 


{和 ) + = 9 cos sin (eos't + sin't) = V9 cos't sin:t 


I 
=31cosisint|l {Oi T/Tcostsint 0) 


=3 cost sint 


因此 ， 第 一 象限 部 分 的 长 度 = 三 wos 1 sin rf dr 
-3 sin 2t de (Crost sint = (1/2)sin 2:) 
3 了 3 
三 一 于 cos2d = 本 
信物 传记 星 形 线 的 长 度 是 这 个 长 度 的 4 信 ， 即 4(3/2) -6. 
- 6.3.2 曲线 y= 玫 x) 的 长 度 
格 湖 龙 里 - 圣文森特 给 定 一 个 连续 可 微 消 数 7 =f(x)，a xs5， 我 们 可 以 
{Gregory St, Vincent, 1584—1677) 指定 *=! 作为 一 个 参数 ”这 样 一 来 ， 函 数 / 的 图 形 就 是 以 参 
数 方 式 用 方程 


xa=1 和 Y= Ai), a 人 eb 
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宇 久 的 曲线 右 ， 击 这 个 六 程 是 前 面具 虚 的 参数 疗程 的 特例 。， 于 是 


dx _ dr _ 
dl de A 
从 3.5 节 的 计算 ， 我 们 有 
dy drzdi _ 
dx 由/ 出 = 
1 E32 dy -Ft ~ dyy” -Fer 了 
由 此 给 出 (2) + (PF) =1 r+ (} = 1 + 


代入 公式 (站 给 出 y=/(x) 图 形 的 蝗 长 公民 . 


曲线 y =f{z) [4<* 二 5} 的 长 度 公 
如 果 ./ 二 虹 乞 曲线 (图形 )y= 让 x) 从 x =a 到 z= 的 长 度 


| 为 
a -一 
1 - 「 + (9) dr = { ALF dx (2) | 
例 3 求 曲线 y= (Ce te) Ogxe2 
的 长 度 


解 ” 利 用 公式 (2) 和 a=0, =2, 以 及 


{ew Te -= Le re] 
曲线 从 x=0 全 x = 2 的 长 度 为 
4 06 = 2 


[ee] = (0 -0 ) ~3.63 国 


6.3.3 处 理 dy/dx 的 不 连续 点 
在 曲线 上 ddx 不 存在 的 点 ，drzdy 有 可 能 存在 .在 这 种 情形 下 ， 通 过 把 x 表示 成 y 的 函数 ， 
怕 们 可 以 应 期 同 公式 (2) 类 似 的 下 述 公式 求 曲线 的 长 度 : 


曲线 x = 有 [yj fc 反之 人 的 长 麻 公 式 
如 果 8 是 区 间 [ <， 人 曲线 x=g(7) 从 y=r 到 y=d 的 长 魔 为 


z= 上 i+l Bf MrT (3) 


例 4 求 曲线 y= (x/2) 了 从 x=0 到 x=2 的 长 度 . 


-1 1 


解 导数 和 = 之 ( 字 ) (去 ) = 二 (之 )】 在 *-0 无 定义 ， 所 以 不 能 用 公式 (2) 求 曲线 的 
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[x 
央 此 ， 我 们 把 六 程 故 守成 用 表 沁 的 形 碟 : 


2 


fr y 
y = 人 ; 
六 ”= 3 【《 琴 端 白 笑 3/2) 
x =2y” (求解 z) 
从 这 时 看 出 ， 需要 米 长 度 的 曲线 也 是 x*=2y ?从 y=0 到 
7 了 =1 的 图 形 ( 太 图 6. 25). 


同 6.25 y= (x2) 人 从 z=0 到 x=2 的 
5 dx - 3 L2 Er 了 
导数 dy ( 2 六 = 3 图 形 也 是 > =2p2 从 =0 到 
在 0,1] 上 是 连续 的 ， 所 以 ， 可 以 用 公 蕊 (3) 求 曲线 的 7=1 的 图 撒 ( 例 4) 
长 度 : 
:= Jr (人 中 w= Ty (公式 (3) 地 c=0.d=1) 


= (1 oa ( 令 二 = 1+9,dua9 = dy, 积 分 ,并 HH 代入 积分 限 ) 


2 _ 
= 二 (10v1 - 1)~= 2.27 国 


6.3.4 短 微分 公式 
时 常 把 公式 (1) 写 成 微分 形成 而 不 是 弛 数 形式 . 这 在 形式 上 基 这 样 实现 的 : 在 公式 中 用 根 号 
下 的 (由 入 代 蔡 根 鞭 外 的 中， 然后 把 根 忆 由 的 两 项 表示 成 了 


(¥) (di = {全 qi) = (dx): 
(2) (do = (Ya) = (dg 


按照 惯例 也 要 取消 (dx) 中 的 插 号 而 改写 为 dx*， 所 以 公式 
(0 守成 


了 = | Va + dy (4) ° a} 
为 了 计算 积分 ，ds 和 dy 都 必须 用 同一 个 变量 表示 ,而且 必 
须 提 供 公式 (4) 中 相应 的 积分 限 . 
有 助 于 记忆 公式 (4) 的 一 个 方法 起 把 它 守 成 
ds = vdr + dy (5) 
并 旦 把 ds 当成 弧 长 的 微分 , 它 可 以 在 相应 的 积分 限 之 辣 积分 给 出 2 | 
曲线 的 总 长 度 . 控 照 这 个 观点 ,所 有 的 弧 长 公式 就 是 公式 上 = [Gs 人 


的 不 同 表达 式 . 图 6.26a 给 出 对 应 于 公式 (5) 的 上 由 的 确切 解释 . 
图 6. 265 不 是 完全 精确 的 ,但 是 它 被 视 为 图 6. 26a 简化 的 近似 表示 ， 
习题 6. 3 图 6&26 记忆 公式 出 = 

在 习题 1 -3 中 ， 冰 曲线 的 长 度 . VU 7 的 图 示 


定 积 分 秽 磋 用 
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-2/3 和 E11. 
Zrx=008t, Y=t+ainh i, OEiEn, 
入 = 下 = 下 二 
=, = 2 41 3, Oct 
.x C2) y= Oat. 
.t=8 oomt tt ain t, y=8 in 上 一 到 roa t, ODEtETZ. 
Tx=e ot, y=4e", Ot 
B. t=c0n tf, Y=epint, et 
在 习题 9 -18 中 ， 求 曲线 的 长 度 ， 如 果 你 有 给 
的 如 ， 可 以 绽 制 这 些 曲线 的 图 形 、 观 察 它们 的 形状 
y= 2 人 r=0 到 x=3. 
10.y =x 从 x=0 到 x =4. 
1 z=) + 从 y=1 刘 y=3. 
(提示 ; ] +fdrxdy 六 为 完全 平方 , ) 
12. x= 3) -2 从 7y=1 到 rr=9. 
【提示 :1 +(dzdyr)3 为 完全 平 请 ) 
13. xx= (74) +1A(8Y 从 y=1 到 y=2. 
(提示 : 1 + 【dx/dy)* 为 完全 平方 . ) 
14. x= (7 6) +1A(27) 从 Y=2 到 六 =3. 
{提示 : 1 +Ydrzdyr)2 为 完全 平方 . ) 
15. y= (034) - (3/8) x +5, | sy 二 8 
16. =/3) tx +xr+1/(4xr +4), Dre2. 
17.7= VA -1 sx/2. 


li.x=1l -1, F=2+%, 


18.x = 『 Ver 一 业 ,mA4 二 二 WA4 
tg 


在 习题 19 ~26 中 ， 执 行 下 列 处 理 步 台 : 

【al 建立 曲线 长 度 的 积分 . 

fb] 画 出 梢 线 的 图 形 ， 观 察 它 们 的 形状 . 

{e) 利用 绘图 器 的 或 计算 机 的 积分 计算 器 求 曲线 长 
度 的 值 . 

19.7 =x , 1x2. 

20. y =tan x, -mT/3 和 Ere0. 

21.x=sinY, QEYET. 

22.x = A, -Ars 

23. +2y=2x+1 队 点 ( -1, -1) 到 (7,3)， 


妖 之 站 二 末 
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24.7 = sin x — x cosr, 


25.y =- tant a, Ox em 
[Lil 


326. xz = [se -dt -TS SYS 
外 


27. 是 香 存 在 这 样 一 条 光滑 { 连续 可 微 ) 曲线 , 它 在 
区 间 0 专 x 所 a 上 的 长 度 始 终 等 于 2a? 提出 答 
案 的 理由 ， 

28. 利用 切线 交 片 推导 曲线 的 长 麻 公 式 ” 委 定 了 在 
区 间 [e.2] 上 基 花 滑 的 ， 并 且 用 通常 方法 划分 
[ab 在 每 个 插 区 间 [x is 上 的 点 (x ，， 


让 1)) 构造 切线 炙 片 ， 如 附 图 所 示 . 


[2 证明， 在 区 问 [ ， 呈 ] 上 第 大 个 切线 起 片 
的 长 度 等 于 
(as 
(bj) 证明， 
匣 袜 〈 第 大 个 名 线 户 片 长 度 ) 
= f + YY dr 
这 县 遇 线 y= 捕 引 从 二 到 二 的 长 诬 工 . 


1 
1 
1 
1 
1 
I 
TT 
I 
l 
1 
1 
上 


切线 寺 片 
二 县 丰 儿 府 
oa 
全 
! 一 一 一 
时 -1 了 


{28} 求 一 条 经 过 点 (1.1) 的 秽 线 , 它 的 长 度 积 


分 为 


T 
. = 上 1 + ar 
【bj) 这样 的 曲线 有 多 少 条 ”提出 答案 的 理由 . 


. [a} 求 -条 经 过 点 (0,1}) 的 曲线 , 它 的 长 度 积 


分 为 


_ 了 1 
= | 站 + 让 
ib} 这 样 的 曲 级 有 多 少 条 ? 提出 答案 的 理由 . 


求 一 生 经 过 太平 面 内 原点 的 曲线 ， 它 从 = 
到 x=1l 的 长 度 为 


1 
1 
:= fl + 


. 求 一 条 经 过 点 (1，0) 的 曲线 , 它 从 x=1 到 = 


2 的 长 座 为 


> 1 
z= 1+ 去 业 


求 曲 线 
x =infsectf+tanty - sint 
=cot, OlteEF3 
的 长 度 . 
. 求 附 图 所 示 押 线 


x = aB-ang),r =al cod), 0 0 O27 


-个 拱 形 的 长 产 ， 摆 线 是 出 洛 直 线 ( 例如 * 轴 ) 
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滚动 的 咖 的 网 周 上 
} 


XY 和 


点 吕 措 出 的 轩 迹 . 


b 


0 2x0 
35， 关 曲线 
YY=P+Pe y=3-2, Ose 
的 氏 诬 . 


3 折 ， 长 度 独立 于 参数 赛 示 ”为 了 说 明 我 们 得 到 的 曲 
线 长 度 的 数值 不 依赖 于 参数 表 反 (前面 提 芭 防 
目 晶 线 折 招 的 适 短 限制 除外 ?这 个 事实 ， 用 下 


英 5 重 


fa} 给 制 曲线 以 县 在 闭 区 间 上 取 #=2, 4、8 个 
划分 点 的 折线 通 近 赌 入 的 图 形 ( 和 参见 


用 6.22). 


{bj 通过 计算 线段 长 度 之 和 求 相 尺 的 曲线 长 度 


过 近 . 
tc) 利用 积分 求 曲 线 的 长 座 ， 把 n=2， 
折线 通 近 同 由 各 分 给 出 的 实际 长 度 做 比 较 . 


党 5 增加 时 实际 长 度 同 道 近 的 比较 结果 如 


何 ” 对 你 的 答案 作出 解释 , 
3 = VA 
8A) =T + , Oure2. 
.Fs = n(n, 
.让 xr) = 


+, 8 的 


面 两 种 不 同 的 参数 开具 计算 半圆 y= wL -中 的 4 和 .xz) =-=-1 ， -serel. 
dx 十 ] 2 
长度 4 = -x lex 人 el 
(al = ooe 21, Y= sin 2, Qeie 和 Tn. “Ar Tx, Terel. 
【bjxs = sin Tt, Fy=em Ti 一 |/2 拓 ! 二 122. 3. r= r= DD 址 1 起. 
计算 机 探究 、 dd, + =21 -16P +251+5, y=r +t-3, Ogre6. 
在 习题 打 ~ 屿 中 ,用 -种 CAS( 计 算 机 代数 系 8. = 一 os 1 Y= + 一 TI 


统 } 对 于 在 闭 区 间 上 纵 定 的 曲线 执行 下 列 处 理 步 又 ; 


[3 


6.t=lnt, r= +， 
6.4 旋转 曲面 的 面积 


当 人 在 跳 强 时 ， 绳 子 在 空中 环绕 人 性 扫 过 的 曲面 同 所 谓 的 旋转 曲面 相似 .这 种 曲面 的 “ 面 
积 " 取 决 于 绳子 的 长 度 和 它 的 每 一 段 同 旋转 轴 的 距离 ， 在 这 一 节 ， 我 们 定义 旋转 曲面 的 面积 更 
复杂 的 曲面 将 在 第 14 章 讨 论 . 
6.4.1 定 兴 曲 面 面 积 

我 们 村 求 对 旋转 曲面 定义 的 面积 同 经 典 几 何 学 中 对 于 球面 、 贺 杜 面 和 阿 锥 面 这 样 一 些 曲 面 
面积 的 已 知 绪 果 一 致 ， 所 以 ， 如 果 此 处 讨论 的 跳 强 所 取 的 形状 是 绕 x 轴 旋 转 的 半径 为 e 的 半圆 
( 见 图 6.27)， 它 产生 的 是 曲面 面积 为 4ma” 的 一 个 球面 . 

在 考究 一 般 曲 线 之 蕴 ， 我 们 先 从 绕 x 轴 旋 转 水 平 线段 和 倾斜 线 眉 开始 ， 如 果 绕 x 轴 族 转 长 度 
为 Az 的 水 平 线段 48( 见 图 6.28a)， 产 生 一 个 面积 为 2wyAx 的 并 柱 面 ， 这 个 面积 同 边 长 为 ax 和 
2my 的 矩形 的 面积 相等 ( 见 图 6. 28b)- 长度 2my 是 由 绕 * 轴 旋 转 线段 4B 上 的 点 (x,y) 产 生 的 半生 
为 + 的 加 的 周 长 ， 

假定 长 度 为 as 的 线段 48 是 倾斜 的 而 不 是 水 平 的 ， 这 时 绕 * 办 旋转 48 产生 一 个 圆锥 平 截 头 ( 见 


图 6 29a)。 按 照 经 典 几 何 学 ， 这 个 平 蕉 类 曲面 的 面积 等 于 2ny* As， 其 中 3”=+ > 站 是 倾斜 线段 48 


在 x 轴 之 上 的 平均 高 度 ， 这 个 曲面 的 面积 同 边 长 为 Ax 和 2my 的 短 形 的 面积 相等 ( 见 图 6. 29b). 

让 我 们 在 这 些 几 何 原则 的 基础 上 定义 绕 x 轴 族 转 更 一 般 的 几何 图 形 扫 过 的 曲面 面积 假定 需 
要 求 绕 x 轴 族 转 非 鳞 连续 函数 y=A(x)，a 志 x 所 bb 的 图 形 要 过 的 曲面 面积 用 通常 的 方法 划分 闭 
开间 ia,b1， 并 且 用 划分 中 的 点 把 图 形 细 分 成 一 些 短 匠 段 ， 图 #6. 30 显示 一 个 典型 扳 自 PQ 以 及 它 
作为 函数 /图 形 的 一 部 分 扫 出 的 环 带 . 
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(不 按 比 例 ) 


3] 纤 x 轴 旋转 长度 为 ax 的 b) 切 开 山村 而 并 把 
水 平 绑 段 8 产生 的 贺 它 展 平成 旭 肛 
在 耐 毕 行 而 和 32rAr 
图 6.27 旋转 半径 为 上 中 心 在 不 点 的 半 国 y = 图 6.28 


we 一 产生 面积 为 4xa’ 的 球面 


(不 按 比 例 ) 


al 绕 x 轴 旋转 长 度 为 As 的 精 创 线 用 48 产生 b 以 48 人 在 x 轴 之 上 的 平均 高 度 
的 山 锥 半截 汪 ， 其 而 和 为 Ztv*Ar 和 | 
这 长 的 相形 的 面积 


图 6.29 


当 弧 段 PO 绕 x 轴 旋 转 时 ,联结 了 和 8 的 线段 扫 出 一 个 圆锥 平 截 头 ， 它 的 轴 在 x 轴 上 { 见 
图 6. 31)， 这 个 贺 锥 平 截 头 曲面 的 面积 通 近 由 弧 段 PQ 扫 出 的 环 状 带 的 面积 图 6. 31 中 显示 的 贺 
锥 乎 截 头 曲面 的 面积 为 2wy' 上， 其 中 y" 是 联结 PQ 的 线段 的 平均 高 度 , 工 是 它 的 长 度 ( 辣 前 面 完 
全 一 样 )， 由 于 .0， 从 图 6. 32 看 出 ,线段 的 平均 高 产 为 了” = (f(x 1) 4/(x,))/2， 而 倾斜 线段 


图 6.30 绕 x 轴 旋转 非 负 函 数 y = 上 访 z)fasx 拓 妇 的 
图 形 产生 的 曲面 : 这 个 曲面 由 像 PQ 那样 用 6.31 联结 P 和 的 线段 扫 
的 弧 眉 扫 过 的 环 状 带 合 并 而 成 出 一 个 圆锥 形 截 头 
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的 长 度 为 L= (Am + (Ay,) 
平 截 头 曲面 面积 =25 /A 


= mf HD)) Car + (Ar 
原来 曲面 的 面积 是 像 Po 这 样 的 驻 段 拉 坦 的 环 状 带 面积 的 和 ， 由 平 截 头 曲面 面积 的 利 
Dr Fx VA) + (AY) (1) 


允 近 ， 我 们 要 求 这 个 通 近 当 [ a,] 的 划分 变 得 更 细 时 得 到 改进 ， 此 外 ， 如 果 消 数 / 引 可 微 的 .， 那 
么 由 中 值 定理 ,在 曲线 上 的 了 和 0 之 间 存 在 一 点 (6, 上 co) )， 此 处 的 切线 门 线段 PQ 平行 ( 见 
图 6.33)， 在 这 个 点 ， 


Ay, 
A fc) = Ax, 
一 = 【 ) 点 Y 
线 自 长度: 
p EL= Vbn) + {Ay teflcah 
a BNW 9 a i 加 纺 下 行 
十 se | 
ftw-_1) ! 
3 = LL) ! 
| 
-1 全 如 er A 
OQ a 
岗 6.32 同 弧 段 PQ 和 线段 PQ 相关 的 尺寸 图 6.33 如果 是 光滑 的 ， 中 值 定理 保证 存在 


-点 后 ， 此 处 的 切线 同 线段 PQ 平行 
用 这 个 结果 代 换 Ay, ， 公 趟 (1) 中 的 平 截 头 曲面 面积 取 下 述 形式 : 
Dn) + An)) VU + Ce hay 


= Bn) Fm) AT Te YT Ax (2) 


这 种 和 不 是 任何 蚂 数 的 黎 曼 和 ， 因 为 z,，，zx, 和 5 是 不 同 的 点 .然而 可 以 证 明 ， 当 -ae,2] 划 分 的 
范 数 趋 近 零 时 ， 公 式 (62) 中 的 和 收 化 于 积分 


Js v1 + FEx)) dx 
因此 ， 我 们 把 这 个 积分 定义 为 由 y =/(x) 从 & 到 避 的 图 形 绕 zx 轴 旋 转 扫 出 的 曲面 面积 . 


定名 ”如果 函 数 认 x) 0 在 区 间 [2,6] 上 是 连续 可 微 的 ， 由 绕 x 轴 旋 转 曲 线 y =Ax) 产 生 


的 曲面 面积 为 
5 = {2 f+ ( (至 ) = [2 fs) VT FRY) dx (3) 
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公式 (3 中 平方 根 同和 3 节 公 式 (2) 中 出 现在 计算 曲线 长 度 公 式 的 平方 根 是 一 样 的 . 


例 1 求 绕 * 轴 旋 转 曲 线 y =2flsz<s2) 产 生 的 曲面 面积 ( 见 
图 6.34》， 
解 ”在 计算 而 积 公式 


$= 2m f+ [6 dx (公式 (3)) 


' 


时 服 a=-1b=2y-25, 业 - 工 
dx vx 

—_ _ 1 一 

+ 时) + () 
a 图 6.34 在 全 1 中 计算 这 个 


利用 这 些 代 换 ， 曲面 的 面积 
S = 2 tL dx =45f Vx TT dr = 4r -2 +1)"7] = (35-25) 图 
1 vx | 和 3 i ， 了 


6.4.2 绕 y 轴 旋转 
为 了 炒 绕 y 轴 旋转 的 曲面 商 积 .在 公式 (3) 中 交换 x 和 小 


对 于 绕 y 轴 旋 转 的 曲面 面积 
如 果 疯 数 x*=g(y) >0 在 区 间 [c,d] 上 是 连续 可 徽 的 ， 申 绕 y 轴 旋 转 曲线 * =gft7) 产 生 的 曲 


面 面 舱 为 
二 
5 = re + (EE) ay = [2ret0) I+ C8 (I dy (4) 
r Y _ 有 - 


例 2 绕 y 轴 旋转 线段 *=1 -y(t0<y<1) 产 生 图 6.35 中 的 圆锥 面 . 求 它 的 侧面 积 ( 其 中 不 包 
括 底 面积 ). 
解 ” 在 此 ,我们 有 一 个 可 以 用 几何 中 的 公式 作 检验 的 计算 : 


侧面 积 = ( 窟 到 同 长] x ( 余 高 ) = mv 
为 了 看 出 公式 (4) 怎样 给 出 同样 的 结果 ， 取 


c=0, d=1, x=[1-y. 下 > -1 
1 = v1+(-1 = 
并 且 计 算 
3 -= = +( $$) 由 = f 2761- Vidy 
=27v2 [7 - 中 =2m(1- 冯 ) 图 6.35 绕 ; 轴 艇 转 线段 1 产生 … 个 加 
_ 锥 面 ， 它 的 合 面积 如 今 可 以 用 


正如 应 有 的 那样 。 两 个 结果 一 至 四 两 种 不 同 的 方法 计算 ( 例 2) 
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6. 4. 3 参数 化 曲线 

不 管用 哪个 坐标 轴 作 为 旋转 轴 ， 在 公式 13) 和 相公 式 (4) 中 出 现 的 平方 根 ， 辣 6.3 节 纤 长 公式 
中 出现 的 平方 根 一 样 。， 如 虚 曲 线 娠 由 方程 +=) 和 yy =g(1) (a 和 所! 所) 家 示 的 参数 化 曲线 ， 其 中 
了 和 基 区 间 [e,b] 上 的 连 急 订 微 晒 数 ， 开 EC + te 20， 耶 么 出 琉 在 天 长 公式 中 的 对 应 平 
方 根 是 


“OT + [Le = A =] + (2) 
这 个 观察 结果 ， 对 于 光 谓 参数 化 曲线 的 旋转 曲面 尘 致 下 述 面积 公式 . 


参数 化 曲线 的 坪 转 曲面 的 而 积 
如 果 光 滑 曲 线 == At》 ，y =&(0 astsp ft 从 a 增加 到 5 时 恰好 省 历 -次 ， 那 么 绕 丙 
条 坐标 轴 旋 转产 生 的 此 面 的 面积 如 下 . 


(1) 绕 x 轴 (y 宇 0) 旋 转 : 
fa dy 
s = [2ry { 蛙 ) + {时 ) 出 (5) . 
(2) 绕 7 轴 (* > 0) 旋转 ; 
s = 2m A(E) 一 Mo {6) ， 
同 计算 曲线 长 府 一 样 ， 我 们 可 以 用 满足 所 述 条 件 的 任何 加 ， 
方便 的 参数 表示 计算 曲面 面积 , es 


1 ~ nn 


例 3 了 平面 内 圆心 在 点 (0,1) 半径 为 1 的 圆 的 标准 参数 zx, 二 这 
表示 为 
x= cosit, y=1l+anit, Ot 人 <27 
利用 这 个 参数 表示 求 绕 x 轴 旋 转 这 个 圆 扫 出 的 曲面 的 面积 ( 见 
图 6 3656). 
解 计算 面积 公式 ; 


+ (uy ( 绕 x 轴 旋转 的 面积 公 
$= Jay/ + 【全 dt 式 (5S);y = 1 +sint > 0) 


- 厂 2mf1 + sint) vO- sint)’: + (cos 1): dt 
由 ~ 
1 


图 36 在 鲍 3 中 计算 申 这 条 
参数 化 遇 线 扫 出 的 旋 


=25 "(1 + sin zt 虹 
0 


=25[t -cos 上。 = 4 | 转 曲 面 面 积 
习题 6. 4 

在 习题 1 ~& 中， 四 {e) 利用 绘图 圳 的 或 计算 机 的 积分 计算 器 求 肌 面 面 
(8 建立 绕 指定 轴 旋 转 给 定 曲线 产生 的 曲面 面积 的 积 的 数值 . 

积分 . 1y=tanr，D0sx*sT4i x 轴 . 


加 1b) 融 出 曲线 的 图 形 ， 驶 察 它 的 形状 ”如 果 可 能 ,2.7+=*x 07 所 2; 5 轴 . 
同时 也 画 出 曲面 的 图 形 . 3 好 =1. 1 二 二 2 Y 轴 . 


定 称 分 揭 磋 用 


4.x = sin 7 0 到 y 近 Ti fF 轴 . 
5 + = 从 点 (4 到 (1.4): = 轴 . 


ft =x 172; 四 . 


Tx = [unido ey T“3i 7 轴 ， 
1 


和 7= | vE-T 册 ,sx 乓 奉 ,* 轴 
上 


和 求 绕 x* 轴 旋 转 线 段 y = xr2， 1 二 zs 二 4 产 牛 的 圆 欠 
面 的 全 面积 ， 利 用 几何 公式 


侧面 积 = .x {底面 居 长 》x 《位 商 ) 


检验 答案 . 
10. 米线 + 轴 旋 转 线段 六 =x/2, 0 二 x 所 4 产生 的 加 
儿 面 的 伍 面 积 ， 利 用 几何 公 式 
出面 积 = 去 x 《谋面 周 长 》 x ( 斜 高 ) 
检验 答案 , 
11. 求 线 + 轴 旋 转 线 肌 7 = (zx23 + 1172), 1 sxe3 
产生 的 圆锥 平 截 志 遇 面 面积 ， 利 用 几 条 公式 
平 载 头 曲面 面积 = mr(n +m) x (身高 ) 
检验 结果 . 
12. 冰 绕 7 轴 旋 转 线 颇 y = (2) +(1A2), 1 和 tr 和 3 
产 牛 的 圆 愉 半截 头 的 晤 向 面积 ， 用 几何 公 晤 
平 虐 头 曲面 面积 = wr{r + mm) x { 笑 高 ) 
检验 站 黑 . 
在 习 是 13 ~ 23 中 , 求 绕 指定 轴 旋 转 曲 线 产 生 
的 曲面 上 面积， 如 果 体 有 振 图 器 ， 吕 以 绘制 这 些 申 线 
的 多 天 ， 现 察 它们 的 形状 . 
1 = 0 和 x2: + 轴 . 
14.7 =vr ，3/4 Er 和 1544; x 轴 . 
15.y= v2x -x ,0.5<rel.5; x 轴 . 
i y= vr+l, {<re5; « 轴 . 
17.x = 4, DerYs1: 7 轴 . 
18.x=01Ar 43: 7 轴 . 
19.7=2/4 7, DeyE15/4; y 轴 - 


20.z = vy -1, 5/8<ys1; y 轴 . 


24.x=(e ++ 2 0srsln2; * 轴 . 


etre 


7 


Ea 
+ 
二 
二 可 


22.， = (13)(x +2)0 和 7 和 这 ;3 轴 . (提示 
用 dx 表 二 由 = vde + 中 7, 并 日 计算 带 相 应 积 
分 限 的 积分 3 = | 2 x ds. ) 

23. xz = (4 + 轴 (提示 
贞 由 表示 由 = vd + dr .并且 计算 带 相应 积 
分 限 的 积分 = | 2mr 由 ) 

24， 气 出 绕 x 轴 旋转 曲线 + = cos x, -m2 有 x 和 TT2 
产后 的 曲面 面积 的 积分 . 在 7.3 节 将 会 看 到 如 何 


求 这 样 的 积分 . 

25. 检验 新 定义 。 证 明 , 利 用 公式 (3) 求 绕 + 轴 许 
转 有 曲线 y= va -* ,~a 寺 x 所 a 产生 的 有 面 
面积 ,结果 依然 是 半径 为 a 的 奈 面 的 面积 4ma:. 

站 . 检 驻 新 定 必 ” 商 为 六 和 底 半 径 为 r 的 圆锥 面 的 侧 
面积 等 于 mrv 关 + 大 , 即 底 面 的 半 周 长 乘 料 商 . 
证 明 , 求 绕 + 轴 族 转 线段 y= (rphjxr, 昌 SYSE 旺 
产生 的 曲面 面积 也 是 这 全 结果 . 


四 27. 上 资 焊 ”设想 你 的 公司 决定 在 你 设计 的 炒 钢 上 上 


族 一 基 资 釉 . 计划 在 句 的 内 辟 准 白 帘 ,外 壁 涂 时 
姿 . 在 烧 制 前 把 每 层次 釉 的 厚度 喷 到 5 mm 网 
附 疼 }. 制作 车 季 概 求 了 解 批 量 生 产 5000 只 起 
锅 需要 准备 儿 少 次 车 . 你 如 何 回 答 他 们 ? { 知 赂 
浪费 和 未 用 的 材料 ,在 答案 中 用 公升 作为 单位 ， 
记 住 1 ecm” = 1 mL ,所 以 1L = 1000 cm’. ) 

如 .切面 包 片 ”你 是 天 知道 , 当 把 球 顶 形状 的 面包 
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和 
机 


下 -- 


| Ti 


切 战 宽度 相等 的 薄片 时 ,和 犹 片 含有 等 最 的 而 也 
皮 "? 为 下 清 原因, 假定 绕 z 轴 旋转 附 疼 所 示 半 喝 
7 = vr -六 产生 个 球面 . 今 4 有 是 水 辆 在 x 
轴 上 长 度 为 二 的 区 间 上 的 “ 自 新 .证明 :4 有 二 
出 的 面积 同 区 向 的 位 置 庆 天 , (这 个 面积 只 依 巾 
于 区 和 癌 的 长 度 . } 


上 代 
一 4 一 
29 附 图 所 示 阴 影 环 展 带 是 甫 两 个 相 虐 六 单位 的 平 
行 平面 惧 半 径 为 此 的 球面 切割 出 来 的 ， 证明 这 
菜 懂 曲面 面积 为 2mmRA 


一 加 


30. 附 图 是 芙 国 央 家 气象 局 在 莹 大 辣 州 流花 蝇 建 立 
和 投入 使 用 的 气象 雷达 的 fi 容 顶 示意 略 . 

{aj} 容 项 外 部 表面 的 油 染 面积 5 不计 底 部 ) 是 
多 少 ? 
四 (pb] 用 最 接近 的 平方 次 尺 数 表 示 管 案 . 

31， 曲面 面积 公式 的 另外 一 种 推 司 方法 假定 /在 
区 间 [e,#] 上 是 光滑 的 ， 并 旦 以 常用 方式 划分 
[a 如 附 图 所 示 ， 在 第 上 个 于 仪 间 ixs.1， 
fj] 的 中 点 ms = (z+ 加)72 而 出 曲线 的 切线 - 


第 6 洽 


[a 还 好 |; 


| =Am) — F(tm,) 和 
=m) + 大 nb) 了 
(hj 证明; 第 上 个 子 区 回 的 切线 线段 的 长度 为 


Li= VM) +(f (ma). 


=A 


T 
nl 1 
! 1 本 
| Ti -下 
上、 一 一 
fc 证 明 : 绕 = 轴 旋转 切线 线段 扫 出 的 圆锥 平 截 
头 的 侧面 积 为 


ZTfm) V+ Fm Jar 
{dj 证明， 绕 ie,5] 上 的 x 连 旋 转 y =f(x1 产 生 
的 曲 画 面积 为 


Im 六 (第 个 平 堆 关 侧面 积 ) 


= [2n fix) w+ Fx) de 


32. 星 状 线 的 曲面 ” 术 绕 x 轴 旋 转 附 图 所 示 的 里 状 线 
+ =1 -- 部 分 所 产生 的 曲面 次 积 (提示 : 
绕 x 轴 旋 转 星 状 线 第 一 条 限 部 分 y = (1 一 x *) 
0s<xr 生 1. 然后 对 结果 加 人 悦 )， 

在 洒 题 33- 强 中 ， 求 绕 指 定 轴 旋转 曲线 产生 的 

曲面 面积 . 


定 积 分 的 应 用 .西昌 


8, =lIntsror+tanh 站 一 asinr Y=m 1, er, 
+ 轴 ， 

39， 圆锥 平 截 头 ” 绕 + 轴 能 转 联结 上 10.1) 和 (2.2) 
的 线段 产生 一 个 园 锥 于 南 丈 ， 利 用 线段 的 瞪 数 
开本 =21 =t+1, 思 ? 生 | 上 求 这 个 下 直 头 的 
表面 程 ， 出 几 条 公式 面积 = rn + 7) x{ 射 高) 
检验 结 灯 . 

可. 贺 锥 面 ” 绕 * 轴 旋转 联结 夯 点 和 点 ( 计 ， 中 的 线 
段 产生 “个 商 度 为 二 和 弃 半 经 为 的 困 雏 而 . 


337=tmnfr y=a+qni psis2rx 轴 . 


Mx = p=, 0sts;，y 轴 . 


35 xy YY vsS1s 7Y 轴 利用 线 成 的 参数 方程 <= 各 ，y = .0 所 1 所 1 求 
6 ai a O12 办 网 馈 向 的 表面 程 ， 骨 几何 公式 击 积 = mr x { 笑 
37, x = 1] x 四， 高 } 检 怕 辣 果 . 


6.5 指数 变化 与 可 分 离 微分 方程 


在 下 4 节 用 图 形 方 式 介绍 了 指数 缮 如 和 指数 误 减 的 概念 ， 我 们 用 明 数 ，= re 作为 这 种 亦 化 
的 模 异 ， 如 此 上 >0。 表示 按 指 数 瑞 加 ; 如 果 关 <D0， 表示 按 指 数 表 减 ， 现在 ， 通 过 对 定 广 变化 
由 zat 的 一 个 方程 的 积分 来 普 罕 这 个 概念 ， 这 使 我 们 能 够 重新 兢 得 对 十 Y 的 指数 表达 上 区. 
6.5.1 指数 变化 
在 对 现实 所 界 所 境 建 并 的 许多 模型 中 .存在 这 样 一 种 基 *， 它 的 增加 或 者 碱 少 的 速率 同 它 在 
给 定时 间 的 数量 成 比例 ， 这 种 基 的 例子 包括 放射 性 物质 的 赛 变 情 ， 生 物种 样 的 数 季 ， 以 及 热 物 
体 辣 它 周 力 介 质 之 问 的 温 凑 .把 这 样 的 其 称 为 经 爱 指 元 变化 的 及 
如 果 把 在 时 间 1 =0 存在 的 其 称 作 那么 通过 炒 解 下 面 的 初 值 问题 可 以 沙 出 Y 作为 时 间 的 
顺 数 : 
微分 方程 ; 党 = 与 
初 值 茶 件 : 当 上 = D 时 7 = % 
如 果 > 最 正 值 并 日 基 增 病 数 ， 那 么 二 为 正 数 ， 我 们 几 方 竹 f1) 说 明 y 的 增加 速 府 同 已 有 的 累积 量 
成 正比 ， 如 提取 正 值 并 有 旦 是 减 琢 数 ， 陡 么 二 为 负数 ， 我 们 用 方程 (1) 说明 ， 的 痊 减 速率 阿 还 存 
留 的 春 成 正比 . 
立刻 看 出 ， 如 果 %% =0， 方 程 的 一 个 解 是 常 值 旺 数 y = 站 为 了 求 非 零 解 ， 用 除 方程 (1) : 
一 ,人 = 人 0) 
了 


Cl} 


工业 二 =[# dt 《对 + 积分) 


Fr 
lnlyl=kt + fil de = Inlult C) 
1y1=e*” 【 取 指 数 ) 


[yl=e re (et = ee-.e) 
= 二 te (车 I¥1=7r, 则 y= 土 r) 
y =4e” (4 代表 +te) 
如 果 4 除开 取 全 部 可 能 的 值 e 以 站， 还 充 许 取 0， 那 么 可 以 把 y =0 这 个 解 包括 让 方程 中 . 
遂 过 在 y=y, 和 4=0 时 求解 4， 对 于 初 值 问题 求 出 4 的 值 : 


因此 ， 塌 值 问 题 的 解 为 
了 (2) 

如果 上 >0， 把 按 这 种 方 式 变化 的 振 称 为 经 受 措 数 增加 的 彤 ; 如 条 二 <0， 把 这 种 儿 称 六 经 受 
指数 惠 减 的 页， 数 天 称 为 宇 化 的 速率 常数 ， 

方程 (2) 的 导数 还 说 明 ， 这 种 常数 倍 指 数 蝴 数 叱 等 主 它 们 月 身 慎 数 的 公有 了 晒 数 ， 

在 举 出 指数 变化 的 若 和 二 例子 之 前 ， 让 我 们 考 窒 和 肘 十 推 学 它 的 这 得 . 
6. 5.2 可 分 离 微 分 方程 

指数 变化 用 形式 为 帆 xdz = 好 的 微分 方程 建立 模 覃 ， 其 中 大 为 某 个 非 堆 常数， 更 一 般 地 假定 
有 一 个 形式 为 
= /xr.r) (3a) 
的 微分 方程 ， 其 中 了 同时 是 自 变 量 和 岗 变 其 这 两 者 的 国 数 ， 方 得 的 一 个 解 是 ， 定 六 存 < 值 的 某 个 
《可 能 无 限 的) 区 间 上 的 一 个 可 微 函 数 y=ytx)， 在 芝 间 上 上涨 足 方程 

和 = (Yiyrft) 1 


就 是 说 ， 当 把 y(z) 和 它 的 导数 ?(z) 代 人 微分 方程 时 ， 得 到 的 方程 对 于 求解 区 间 内 所 有 > 成 立 
方程 的 通 解 是 包含 全 部 可 能 解 的 一 个 解 Y(x) ， 并 且 始 终 带 有 一 个 任意 常数 
方程 (3) 是 避 分 离 的 ， 是 指 f 可 以 表示 成 -个 x 的 函数 和 一 个 的 哺 数 的 乘积 、 这 时 ， 微 分 
方程 具有 下 述 形式 ， 
衬 = g(x)H(Y) (8 是 x 的 沙 数 ,Hf 是 7 的 史 数 ) 


当 我 们 把 这 个 方程 改写 成 


dy _ eftx) yl 
dx A{y) (Hn) 一 Bre 


的 形式 时 ， 在 它 的 微分 形式 中 可 以 把 所 有 yy 项 和 dy 合 开 在 一 起 ， 而 所 有 x 项 和 dx 会 是 在 :起 : 
h(YIdy = gx) ds 
现在 直接 对 这 个 方程 的 两 端 积分 : 
JoDdr = ed (4) 
求 积分 后 得 到 解 了 ， 这 个 了 足 隐 式 定 义 的 x 的 耳 数 . 
我 们 可 以 直接 在 方程 (4) 岗 端 积分 的 理由 是 基于 代 换 法 则 (5.5 节 ): 
JoDd =f hty(#)) PY dx 


= tye) ye 时 = 全) 


= gtx}dx 
例 1 求解 微分 方程 


= 【1 + )e' 


解 由 于 t+y 不 可 能 为 淮 ， 我 们 可 以 通过 分 离 变 量 求解 方程 ; 
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= +y)e' 

dy =(L +Y)r"dx 把 dyzdz 作为 贞 个 浅 分 的 商 并 且 对 两 吴 屯 dx】 
4 -ecx 【( 队 以 (+ 

7 


玫 生 -; = [edx 《对 两 请 委 分 ) 

an =t+C CC 代 表 合 并 的 积分 带 数 ) 
广 姐 any= 马 + 和 给 出 了 作为 zx 的 隐 丽 数 ， 当 -micee+eecmo2 是 通过 对 黄 端 陪 正 荔 可 以 
解 出 了 作为 * 的 加 帅 数 : 


tan {tan yy) =tan foe +) 


r=un (ee +O) |] 
例 2 灶 解 方程 
(r+ 
tx 


解 把 声 程 改 写成 微分 形式 ， 人 分离 变 量 ， 玉 日 积分 ; 
{xz +1)dy = 和 ef + 1)dx 


x 
Ft +l (ts-1)} 
dr _ __l. 
ee (1 让 由 
tan 5y =X 一 Inlx+1ll+C 醒 
切 值 同 题 
业 - rn0y 
0) = 


包含 一 个 可 分 离 微 分 方程 ， 它 的 解 ”=yoe* 表 示 指数 变化 ， 下 面 举 出 这 种 变化 的 几 个 例子 ， 
6. 5.3 无 限制 的 种 群 增长 

严格 地 说 ， 在 一 个 种 群 (例如 人 人 、 和 植物， 动物 上 或 者 细菌 的 种 群 ) 中 , 个体 的 数量 是 时 问 的 非 
连续 函数 ， 因 为 这 种 个 体 数 量 良 离散 值 ， 然 而 ， 当 个 体 数量 达到 足够 大 时 ,种群 可 以 用 一 个 连续 
消 数 遂 近 在 许多 环境 下 ， 另 外 一 个 合理 的 假设 是 这 种 通 近 函数 具有 可 微 性 ， 这 样 便 可 以 利用 微 
积分 建立 种 群 规模 的 模型 ， 并 卫 用 来 预测 种 群 的 数量 . 

如 朵 繁殖 个 体 的 比例 保持 为 常数 ,并且 表现 为 一 种 伍 定 的 生殖 通力， 那么 在 任何 时 刻 1. 
出 生 率 同 秽 存 个 体 数量 成 正比 ， 如 果 进 一 步 忽 梧 脱离 种 群 和 加 人 种 群 的 个 体 ， 增 长 率 dhivdi 等 
于 出 生 率 减 去 死亡 率 ， 这 是 在 我 们 的 假设 条 件 下 两 个 比值 的 差 ， 换 铝 话说，dyzd = 入 ， 所 以 
y= 基 的， 其 中 加 是 种 群 在 时 间 1=0 时 的 数量 ， 正 如 所 有 类 型 的 增长 一 样 ， 种 群 增长 可 能 受 
到 周围 环境 的 限制 ， 但 是 我 们 在 此 不 考虑 这 种 因素 ， 比 例 式 dy/dt = 征 是 元 限制 种 群 增长 的 
模型 ， 

在 下 面 的 例子 中 ， 用 这 个 种 群 模型 考察 在 一 个 温 延 疾病 的 已 知 种 群 内 。 个 体 传染 疾病 的 数 
量 在 疾病 得 到 适当 治疗 的 条 件 下 是 如 何 碱 少 的 . 

例 3 考虑 一 种 在 妥 普 治疗 下 疾病 消失 的 模型 ， 假 定 疾 病 传染 人 数 的 变化 率 dy/dt 同人 数 ， 
成 正比 ， 爱 治疗 的 人 数 同 传染 疾病 的 人 数 y 成 正比 ， 假 定 在 任何 已 知 的 一 年 中 ， 一 种 疾病 的 患 病 
人 数 减 少 20%， 如 打 当 前 有 10 000 个 病例 ， 虑 病人 人数 将 在 多 少年 后 减少 到 1000 人 ， 
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解 “我们 和 用 方程 y = 加 es。， 需 要求 :个 值 ，m 的 值 , 圭 的 值 ， 以 及 当 = 1000 的 时 间 上 
7 的 什 ， 开 雄 时 间 是 我 们 随意 起 要 设 定 前 任何 时 间 ， 旭 果 想 从 今天 开 抬 .那么 当 基 = 日 时 ， 
y=10000， 所 以 为 =i0000， 这 时 的 方程 是 
7 = 10 000e” 4S1 
让 的 值 : 当 :， =] 年 时 ， 患 病人 数 将 大 当前 人 数 的 80 公 ， 或 者 说 是 8000 人 ， 央 此 ， 
8000 = 10 000e"™ 
eo =0.8 《在 方程 (5) 中 代入 + = | 和 = 8000) 
lInte*) =]n 0.8 (两 端正 对 数 】 
EE =Jn0.8 < 人 0 
在 任何 给 定时 间 
= 10000e (6) 
使 y=1000 的 上 值 : 在 方程 (6) 中 令 y= 1000， 上 于 日 帮 解 ti: 
1000 = 10 000e™"*" 
emo = 站 i 
(jn 0,.8)t= In0.1 {两 端 肥 半数 】 
1 = ~ 10.32 年 
使 患 病人 数 减少 到 1000 人 需要 10 年 多 一 点 时 间 ， 加 
6. 5. 4 ”放射 性 衰变 
自然 界 中 某 些 元 素 的 原子 是 不 稳定 的 ， 它 们 能 够 自动 辐射 项 量 或 者 射线 ， 这 个 过 程 称 为 放 
射 性 齐 变 、 原 于 自动 经 历 这 个 过 程 的 元 素 称 为 放射 性 的 元 带 ， 有 了 时， 当 一 种 元 素 移 原子 通过 这 个 
过 程 辑 射 它 的 巢 些 质量 时 ， 原 子 剩 余部 分 转化 成 某 种 新 元 素 的 原子 ， 例 如 ， 放 射 性 碳 14 误 杰 
为 氮 ; 镭 经 过 - 些 中 卫 放 射 步 骏 误 变 为 年 
实验 证 明 ， 放 射 性 元 宗 在 任何 给 定时 间 的 误 变 速率 ( 用 单位 ” 漠 竺 
时 间 肉 原子 核 变 化 的 数目 测定 ) ， 近 似 同 放 射 性 原 地 核 的 现存 数 。 天 居 鸡 下 汪 优 开 2 多 
日 成 正比 ， 内 此 ， 放 射 性 元 素 的 赛 灾 用 方程 dy/df = -好 (>0) 描 。 对 年 葵 206 8 和 年 为 度 : 
述 ， 按 照 惯例 ， 使 用 -和 上 >0 表示 ， 在 于 强调 y 基 在 减少 ， 如 。” 羡 f 下 = 东 3x 扫 -1 这 种 
果 % 是 1-0 时 的 放射 性 原子 核 的 数 日 ， 那 么 在 以 后 任何 时 间 (， 逢 当 入 呈 其 训 克 天 
估 扩 存 在 的 听 了 入 数目 相 。 (二 全 村 的 车 方 式 ) 
回忆 1.5 节 ， 放 射 性 元 素 的 半 训 期 是 一 份 样品 中 的 放射 性 原子 核 衰 变 一 半 所 需 的 时 间 ， 人们 
发 现 -一 种 元 素 的 半衰期 仅 依赖 于 衰变 速率 常数 的 值 ， 并 且 由 公式 


半 意 期 = 号 (7) 


给 出 ， 例 如 ， 和 所 222 的 半衰期 为 


半衰期 = 天 半 = 3.9 天 


例 4 帮 射 性 元 素 的 训 变 有 时 可 以 用 来 测定 地 球 上 过 去 发 生 事 件 的 年 代 ， 在 活 的 有 机 体 中 ， 
磋 14 这 种 放 性 碳 同 普 通 碳 之 间 的 比 在 有 机 体 的 生命 期 中 完全 维持 不 变 ， 近 似 等 于 当时 周围 环境 
中 这 两 种 碳 的 比值 ， 但 是 有 机 体 死亡 后 不 再 摄取 新 的 左 ， 而 进 留 在 有 机 体 中 的 碳 14 却 由 于 膏 变 
而 减少 
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用 机 14 测定 年 代 的 科学 家 们 确定 磋 14 的 灶 误 期 为 5700 年 ， 这 确定 一 份 标本 存在 的 年 代 ， 
其 中 10 包 的 原 有 放射 性 原子 核 已 经 误 变 . 

解 ”我 们 利用 穴 蛮 方程 y= yne…“， 需 要 求 两 个 值 ; 大 的 值 以 及 当 等 十 0.976( 尚 椰 90 扣 放射 
性 永 子 核 ?) 时 的 值 ， 就 是 说 ， 灶 当 7 “=0.9m 或 e“= 妨 9 时 的 : 值 . 

的 值 : 利用 半 穴 期 方程 (7)》 ， 


-in2 -In2 就 4 
k= 半音 期 ”57060 (的 为 ].2x107) 
使 “=0. 昌 的 + 值 : 
tw” =0.9 
em =0,9 
]n 2 
一 5700 =ln0.9 《两 靖 取 对 数 ) 
_ 5700 In 0.9 ~ 866 年 
In > 
标本 人 存在 的 年 限 大 约 为 866 年 . 加 


56. 5.5 热 传 递 : 牛顿 冷却 定律 

一 只 马口铁 杯 中 盛 的 热 济 液 会 冷却 到 周围 空 气 的 湿度， 一 块 当 人 大 水 村 中 的 热 银 锭 会 冷却 
到 周 灶 的 水 温 ， 像 在 这 样 一 些 场合 ， 物 体 在 任何 给 定时 刻 的 选 度 变 化 ， 大 体 同 白 身 温 度 与 周 畦 环 
境 温 度 之 问 的 差 成 正比 ， 这 个 观测 结果 称 为 牛顿 冷却 定律 不过, 它 也 适用 于 物体 诗 热 的 
现象 . 

如 果 开 屁 物 体 在 时 间 +! 的 温度 ,上 基 恒 定 的 环境 温 永 ， 那 么 物体 温度 变化 遵守 的 微分 方 
程 是 


ds 
A (8) 
若 用 y 代 换 (上 #-H,)， 则 
dy_dn, Hd 
dt = rt Hs}) = dt de ts? 
= -0 《及 屁 常数 ) 
-di 
dr 


= 上- ) (方程 (8)} 
=-ky {HH-H,=7Y) 
现在 知道 方程 dy/di = -和 后 的 解 是 7=yoe““， 其 中 00) =m， 用 ( 吾 - 下) 我 换 y， 这 说 明 
H-H, = (H,— He (9) 
其 中 部 是 :=0 时 的 温度 ， 这 个 公式 是 年 顿 冷却 定律 的 解 . 
例 5 把 在 台所 者 识 的 一 个 鸡 慢 投入 185 的 水 槽 中 .在 5 分 钟 后 。 丽 弓 的 温度 隆 到 389% ， 
假定 水 模 中 的 水 没有 可 察觉 的 升温 ， 使 鸡 重 降 到 20 乞 需 要 争 长 时 间 ? 
解 ”求解 鸡蛋 需要 多 长 时 间 从 38 和 冷却 到 20 和 ， 青 减 去 已 经 过 去 的 5 分钟， 利用 塘 程 (9)， 
了 腾 晶 ,=18 和 到 =98， 鸡 重 在 投 人 人 水槽! 分 钟 后 的 洲 度 为 
=18+(98 -18)e" =18+80e” 
为 了 求 *， 利用 +=5 时 和 右 =38 这 个 条 件 : 


了 74 种 6 准 
38 = 18 +80。 
局 bb ] 
4 
k=ln-l =_In4 
= 4 = n 
k= 5 In4 =0.21n4 ( 约 为 避 28) 
娩 直 在 时 间 的 测度 航 睛 =18+80e 0 现在 求 当 开 =20 时 的 时 间 
20 = 18 + BOe 3 
Sr} e TH lw do = 2 
nr = J 
40 


- {0.2 1n4): = J]n 1 


_ ln 
~ 0.21n4 


鸡蛋 的 温度 在 投入 水 槽 冷却 大 约 13 分 钟 后 将 达到 20 气 . 


它 大 约 需要 8 分 多 钟 达到 20 


习题 6. 5 
在 习题 1 和 2 中 ， 证 明志 个 明 数 = 上 靖 x) 是 件 
随 微 分 方程 的 解 . 
1. 27 十 37 二 下 
【ay = 一 . {hjy=e “+e 3 
tejy=e "+Ce 
2 y= 
(a)y= - 上 [bjy = -了 (er= 一 er 
在 习题 3 和 4 中， 证 明治 数 7Y= 几 *) 是 给 定 微 
分 方程 的 解 . 
3 y = 二 之 出 ， r+ = ec 


- 2 

入 Y = 一 二 | l+r dt. +t 
在 习题 5 ~8 中 . 证 明 每 个 唱 数 逢 给 定 初 值 站 

是 的 解 . 

短 分 方程 初 值 条 件 姓 选 解 
5 YY 二 HIn2)e 轩 ye tan "(2e') 
6. ye™ —2xy 和 了) =0 y= (x -2)e 
x + +{ 至 ) = 了 = 2 


= 一 5in xXx, x»0 


1ie)=e Y= 


a0 = - jn 4 
= 13 min 
四 于 鸡蛋 花费 站 5 分 钟 达 到 38 入 ， 所 以 
国 
在 习题 9 ~ 13 中 。 求解 微分 方程 . 
2 0 ,>0. 
11l. 守 = , 12. 3 . 
13. 全 = rom +. 14. rr 中 =1, 
i dr _ 
1§. /x i * ft > 16. (ser xz = 
x 
17. 业 2 A laral, 
dy 
i dr ee 


| 下 面 大 多 浆 习 题 的 答案 是 通过 指数 闲 数 和 对 数 
盟 数 表示 的 .使 用 计算 黑 可 能 有 了 须 于 使 你 把 答案 去 
未 成 小 数 形 式 . 

19、 人 类 进 北 在 继续 ”由 密 鞭 彬 大 学 人 类 学 博 覆 馆 

ff 田 伦 ' 布雷 斯 其 其 同事 们 对 人 类 牙齿 缩小 

所 作 的 分 析 表 明 ， 人 类 的 牙齿 壕 在 继续 变 小 . 

不 像 许 驳 科学 家 所 争 办 的 那样 ， 这 个 过 程 大 约 

在 3 万 年 以 前 已 到 停止 ， 鲍 如 ， 在 北欧 地 区 ， 

大 类 牙齿 的 大 小 当今 正 以 每 千年 1 务 的 速率 
焉 少 . 

1a1 如 果 上 表示 以 年 为 单位 的 时 间 ，* 表示 政 具 

的 大 小 ， 利 用 当 := 1000 时 7 =0 .99 的 荣 

件 ， 求 方程 y=)yoeo 中 的 大 倩 ， 然 后 用 这 个 


21. 


2 


定 椒 分 的 顾 用 

作答 上 下面 (5) 和 (te) 中 的 向 题 . 

fb) 人 人 类 于 册 的 小 太 约 在 澡 少 年: 后 将 起 现今 
牙齿 的 后 各 了 

[多 有 叱 今 2 万 年 后 ， 我们 语 代 的 年 上 沧 的 去 小 将 
是 多 上 涂 { 熔 我 们 现在 站 内 大 小 的 百分数 计 
算 ) 7 


(来 源 ;， 154 Wagasine ( 芋 LSA&A 休 志 》) ，1989 证 : 
存 和 到 ,第 12 郑 ,第 2 期 ，19 页 总 nn 各 For ， 
M1. ) 


,大 学 压力 ”地 款 的 大 气压 力 天 通常 采用 的 模型 


基 : 报 定 户 随 诲 平面 之 上 的 遇 度 天 的 变化 率 
dpzd& 加 5 成 正比 ， 殷 定 在 海平 面 的 压力 是 


1013 毫 忆 5( 约 147 了 磅 评阅 方 莫 中 )， 在 六 投 20 
会 里 处 的 商 度 是 90 毫 巴 
(a 求解 初 值 问题 

微分 方程 : 由 Ak = 印信 是 常数 ) 


初 值 条 忻 ; 于 = 08p = po 

通过 让 肯 示 p， 从 给 定 的 六 拨 高 度 的 扩 才 数 

据 铺 定 ps 和 天 的 值 . 
(bj 在 k=30 公里 的 大 气 术 力 是 湖 少 ? 
{e) 大 气 在 什么 海拔 商 度 的 压力 等 于 900 毫 巴 ? 
一 级 化 学 反应 ”在 革 些 化 学 反应 中 ， 反 应 物质 
跑 时 间 变 化 的 速率 问 物 质 当 时 的 数量 成 正比 . 
例如 ,6 葡 欧 梳 酸 内 脂 变 成 莉 葡 精 酸 的 速率 为 


dr 
d= DO, OF 


其 中 主 以 小 时 上 度量， 如 果 t=0 夺 存 在 100 上 5 
芥 芍 糖 酸 内 脂 ， 在 第 一 小 时 后 还 剩 下 多 少 克 ? 
智 的 转化 ”粗粮 加 [中 有 … 道 工序 称 为 " 转 
化 "， 就是 改变 糖 的 分 子 结构 ， 有 山本 一 各 开始 ， 
蔚 糖 数量 改变 的 带 率 同 粗 精 剩 余 量 成 正比 ， 如 
果 在 上 前 1 小 时 内 租 糖 让 1000 公斤 减少 到 800 
会 和 三， 十 过 14 小 时 后 将 会 剩余 多 少 粗 糖 ? 


. 水 下 作业 ”在 海洋 表面 下 * 英尺 的 光 级 强 府 


Exz) 满 中 微分 方程 


下 =— 
洪水 员 纤 到 验 知 遂 ， 在 加 勒 比 兹 下 潜 18 英尺 ， 
光线 强度 喊 少 一 半 ， 当 光线 强 庆 降 到 低 于 海洋 
表面 强 庆 的 十 分 之 -时 ， 如 果 渡 有 大工 晤 明 将 
克 法 进行 水 下 作业 ， 在 诲 洋 寥 深 的 地 方 能 名 在 
不 用 人 工 照 明 的 条 件 下 工作 * 


。 放 电 电 容 吹 的 电压 ”假定 电容 器 放电 的 速率 同 


跨 趣 它 两 端的 电压 了 成 正比 ， 并 且 如 果 村 间 : 
以 秘 度 量 ， 那么 有 


27. 


29, 


di | 
di 40 

求解 这 个 方程 中 前 站， 用 后 表示 当 1=D0 时 的 
值 . 电容 只 的 电压 将 涡 归 化 费 基 长 时 间 下 降 到 
它 原 有 什 的 10% ?3 
夫 乱 菌 ”假定 在 : -个 芯 落 由， 条 乱 菌 在 不 受 控 
制 的 菜 件 上 按 指 数 蛮 化 繁殖 ， 了 哨 落 以 个 获 庶 
寺 嫉 ， 络 正 等 半 小 时 一 -~ 蒿 -24 小 时 后 菌落 中 
和 将 包谷 多 少 细 区 ?> {和 企 有 有 有利 开 细 菌 繁殖 的 实验 
定 条 件 下 ， 才 乱 基 的 数 季 能 况 在 每 30 分 钟 一 
一， 在 受 传染 的 病人 身上 上 ， 注 凶 细 巷 被 消 火 ， 
得 是 这 个 网 子 有 助 二 解释 病人 为 什么 在 虐 午 二 

党 良好 ， 调 在 傍晚 叮 能 征 状 如 重 . ) 
细菌 的 增长 .种 菌落 在 实 驻 富 的 理想 环境 下 
村 和 销 、 所 以 获 群 随时 间接 指数 增加 ， 细 菌 在 3 
小 有 时 后 达到 10 000 个 ， 在 5 小 时 后 达到 
委 000 个 ， 实 驼 之 雪 的 细菌 数 日 是 多 少 * 
发 病 率 ( 续 鲍 3) 假定 在 任何 已 知 年 份 ， 卡 病 
人 人数 能 够 降低 25% 而 不 是 20 和 . 
{ajl 昌 病人 数 将 在 铬 长 时 间 内 减少 到 1000 人“ 
{bj 疾病 需要 经 过 多 长 巴 回 才能 根除 ， 就 是 说 ， 

患 病人 束 降 低 到 1 入 以下? 


.美国 人 口 ”该 二 地 和 月 然 科 学 博物 馆 展 览 美国 总 


大 口 的 演变 ， 到 1993 年 5 月 11 日， 人口 总 束 
技 每 14 秒 一 人 的 速率 增加 ， 在 这 -- 天 上 午 3 点 
45 分 最 示 的 人 人口 数字 为 257 313 431 人 . 
{a) 假 计 人 人口 接 恒 定 回 率 的 指数 增加 ， 阔 人 人口 
增长 (每 365 天 年 的 人 数 ) 的 这 个 速率 宽 数 . 
(8 按照 这 个 速率 ， 美 国 在 波士顿 时 间 2008 年 
5 月 1 日 上 下午 3: 行将 达到 针 少 人 口 ? 
石油 产量 的 医 缩 ”很 定 从 加 利 福 忆 亚 州 惠 蒂 尔 
地 区 - 苛 屿 符 油 井中 担 弄 的 石油 以 每 年 10 名 的 
速率 持续 下 降 ， 油 井 的 石油 产量 将 在 扑 么 时 候 
降 至 当前 产量 的 五 分 之 一 ? 
连续 价格 折扣 ”为 了 就 励 顾 客 采 用 100 件 方 式 
定购 商品 ， 你 的 公司 销 告 部 采用 连续 拆 扣 的 错 
售 兴 法 使 商品 单价 是 订购 性 数 x 的 一 个 两 数 
ptx}， 这 个 折扣 以 每 件 订 购 商 品 1 美 分 的 速 淘 
降低 价格 ， I08 人 忻 订 单 的 每 件 商 草 价 格 是 
pLI00) =20. 09 美元 . 
ia) 通 过 求解 下 的 面 初 值 问 题 ; Rel) 


时 
油分 方程 : = -高 


韧 值 杀 件 : p00 = 20. 09 
{b) 冰 10 件 订 单 的 单价 pt10) 和 名 件 订单 的 单 
价 pt 90). 
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1. 


32. 


33. 


35. 


6. 


{} 销 舍 部 旧 求 冻 查 有 明 ， 尘 100 件 定 单 这 样 天 
的 折扣 起 省 全 入 公司 的 收入 rir) =x PC 
特 实际 低 于 例如 采用 如 件 订 单 的 收入 ， 通 
过 证 骨 r 在 x=100 时 存在 最 大 值 使 他 们 | 
战 心 :. 
[出 收入 明 数 x) =xptx) 寻 于 Dx 和 200 
的 财 席 . 
外 239 这 种 外间 位 宗 的 灶 非 期 为 24 360 年， 
如 果 在 -次 核 事 故 中 有 有 10 g 外 县 放 到 天气 中 ， 
需 到 多 少年 才能 使 这 种 同位 案 诬 变 册 全? 
赴 2t0 外 的 半 装 期 为 139 天 ， 们 是 送 达 的 样 
品 在 放射 性 核 典 变 品名 后 才 是 有 月 的 ， 在 样品 
到达 多 小 天 后 你 才 能 用 这 种 赴 ? 
放射 性 原子 核 移 平均 压 命 ”利用 放射 性 方程 
Y=yoe “的 物理 学 家 们 把 1 履 这 个 数字 称 为 放 
射 性 原子 核 的 平均 玫 命 ， 氧 历 闻 核 的 平均 寿命 
约 为 170.18=5.5 天 . 左 14 掠 于 核 的 平均 春 命 
超过 8000 年 。 证 明 ; 在 一 份 放 对 性 志 康 的 样 贞 
路 最 切 放 射 性 看 子 核 的 95 名 将 在 平均 寿命 3 信 
长 的 时 间 内 剖 变 ， 即 所 需 的 时 间 为 := 3 因 
此 ， 原 子 核 的 平均 寿命 给 出 估计 - - 份 元 喜 样 各 
的 放射 性 能 够 维持 过 长 时 间 的 -种 快速 方法 . 
钢 252 什么 物质 的 价格 能 各 高 达 每 克 2700 万 
美元 ， 并且 订 以 用 于 话 涪 脑 癌 ， 分 析 煤 磋 的 仿 
获 晤 ， 以 及 检测 行李 中 的 煤 炸 物 ? 这 种 物质 就 
是 网 252， 它 是 一 种 极其 稀有 的 放射 性 同位 素 、 
自从 格 伦 . 西 博 格 于 1950 年 发 现 它 以 来 西方 
世界 已 经 制备 的 这 种 元 素 仅 在 8 克 - 这 种 同位 
泰 的 半 先 期 为 2.645 年 一 一 这 个 时 段 长 到 是 以 
用 来 维持 大 的 生命 ， 短 到 使 每 单位 物质 基石 号 
况 高 的 放射 性 ，! 微克 钢 同 位 素 每 秒 释放 出 1 
亿 了 于 万 个 中 子 . 
{a) 在 这 种 同位 素 的 舟 变 方程 中 . 无 的 倩 星 
什么 ? 
1b) 这 种 同位 素 的 平均 寿命 是 多少 ? 【参见 要 
题 33). 
(ec 在 - 份 样 癌 中 衰变 5 各 的 放射 性 阅 子 核 需 
要 密 长 时 间 ? 
冷却 溶液 ”假定 放 在 室温 20 乞 的 屋子 内 的 一 杯 
洲 液 ， 在 10 分 钟 后 从 原来 和 和 冷却 到 的 乞 . 
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39. 


41. 


逆 6 六 
用 和 华 秆 冷却 定 重 回答 下 到 问题 : 
[a) 海 液 将 在 笠 长 时 间 冷 却 间 335. 
[bj} 如 果 把 浴 流 放 在 湛 度 为 -15 乞 的 冰箱 中 而 
不 窜 内 ， 册 和 和 准 却 到 35 和 需要 名 长 时 间 ? 


加 杂 的 未 知 通 度 “把 一 根 铀 条 从 塞 疹 的 宣 外 好 


进 温度 保持 在 和合 下 的 车 间 ， 在 10 分 钟 乒 ， 锁 
条 的 湿度 圭 升 间 45 下， 再 过 10 分钟 诅 度 于 片 
到 50 下 ， 利 册 和 牛顿 险 却 定律 估计 原 米 名 条 的 
许 度 . 


环境 介质 的 未 知 湿度。 拒 冀 温 水 (46 蕊 ) 放 进 


洒 和 着 ， 在 10 分钟 后 ， 水 湿 降 到 39 人 ;本 过 10 
分 钟 ， 水 温 为 她 守 ， 用 后 辆 冷却 定律 估计 冰箱 
低 到 什么 温度 . 


,在 空气 中 冷却 的 银锭 ”假定 “ 块 银锭 的 进度 


前 比 室 湾 二 旬 乞 . 

室温 高 70 乞 . 

[a} 虑 埠 在 15 分 钟 后 ， 委 乌 的 漫 麻将 比 定 汤 高 
出 多 消 ? 

[bj 中 现在 2 小 时 后 ， 它 的 温度 将 比 宁 衣 商 出 
和 多少” 

{0 银锭 的 温度 将 在 什么 时 柳 比 室 湛 病 出 109 7 

类 山口 湖泊 的 年 龄 ”在 科 勒 罗 放 由 火山 爆发 形 

上 成 的 火山 口 潮 浪 中 ， 发 珊 - 棵 被 排 贰 树 本 的 生 

物 磋 含有 话 生 物体 44. 5 尝 的 厂 14， 这 个 火山 口 

湖泊 的 年 龄 大约 是 多 少 ? 


在 20 分 钟 前 ， 它 的 温度 比 


用 碳 14 测定 年 忧 的 栅 教 度 ”在 用 于 测定 年 代 的 


标本 中 ， 为 了 看 出 怖 计 碳 14 售 量 比较 小 的 渴 英 

的 影响 ， 考 虑 下 面 的 假想 情 鞭 : 

【ai 在 搜 利 诺 依 州 中 部 发 更- - 块 公元 前 2000 年 : 
的 动物 化 石 ， 它 保存 原 有 厂 14 含 其 的 
17 台 ， 人 个 计 这 个 动物 死 广 的 年 代 . 

fb) 重 做 (ai 中 的 和 杆 计 ， 息 定 动物 化 石 的 研 14 
含 最 比 鲍 汶 18 狗 而 不 是 17 问 . 

fei 重 获 (4a) 中 的 估计 ,假定 动物 化 右 的 碳 福 及 
比例 为 16 忽而 不 是 17 沈 . 

艺术 古 品 - 幅 被 当 作 荷兰 画家 砷 美 尔 

(1632 一 1675) 创作 的 油 晤 ， 含 有 的 苹 14 为 原 

有 含量 的 验 . 35 名 ， 而 不 是 真品 应 该 有 的 涉 趋 过 

原 有 含量 的 96. 2 鳃 .这 件 艺 术 厢 品 大 约 存在 了 

事 少 年 * 


在 口 常生 活 中 ， 荔 意味 着 某 种 需要 消耗 体力 或 者 脑力 的 活动 在 科学 技术 中 ， 功 这 个 术 庄 特 
别 用 填 指 作用 在 物体 (或 者 对 象 上 ) 的 力 以 及 随 之 引起 的 位 称 、 这 一 节 讨 论 如 何 计算 功 、 功 的 应 用 
范围 很 广 ， 从 压缩 铁路 调 腊 上 的 弹 赞 和 清除 地 下 室 油 库 . 到 迫使 电子 聚集 和 把 人 造 卫星 送 人 雪 道 . 
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6. 6. 1 由 恒 力 作 的 功 

如 染 物体 消 直 线 移动 一 段 是 离 由 时 由 大 小 伺 定 的 访 才 作用 和 于 物体 移动 方向 上 引起 的 ， 那 和 
我 们 用 公民 

不 = Fd { 功 的 己 力 公式 ) C1) 

定义 作用 于 物体 上 的 万 所 作 的 功 . 

从 公式 (1) 看 出 ， 在 任何 单位 制 中 ， 功 的 单位 是 力 的 单位 乘 王 证 
是 离 的 单位 ， 在 国际 单位 制 SECSI 代表 Systeme Jntermational 或 ， 镶 醒 (jouis} 负重 虑 J， 
hternationa] System) 中 ， 力 的 单位 是 牛顿 ， 距离 的 单位 是 米 ， 因 此 站 作 "jewrel”" ， 是 用 匡 国 特 理 
功 的 单位 是 牛顿 - 米 (N . m)， 这 个 组 合 单位 经 常 出 现 ， 所 以 它 有 。 殖 家 租 掺 斯 " 普 甸 所 科 竺 ， 
一 个 特殊 的 人 称 条 耳 ， 在 英 单位 制 中 ， 功 的 单位 是 英 凡 - 瑚 ， 这 是 ME ee tee 
工程 师 们 常用 的 一 种 单位 . 单 性 “定义 洁 卫 的 公民 是 

例 1 在 更 换 汽 车 的 轮胎 时 ， 如 果 凡 后 斤 项 挫 起 一 辆 重 2000 1 入 尔 = (1 牛顿 ) 


嫉 的 汽车 半边 匠 身 125 在 ( 必 有 锁 对 汽车 重 直 施加 约 1000 tb 的 便 用 丢 村 家 东 启 ” 《1 米 》 
0 ， 将 对 汽车 作 功 1000 x 1.25 = 1250 ft-lb， 存 可 单位 制 中 , 所 … 1JeiN.m 
用 的 万 为 4448 N， 移 动 的 距离 为 0.38l m， 所 作 的 芒 为 4448 x 
0. 381 = 1695]. 国 


6. 6.2 由 可 变 力 沿 直线 作 的 功 

如 果 对 物体 施加 的 作用 力 是 可 变 的 ， 像 用 力 扑 缩 弹 徐 子 样 ， 公 式 下 = Fd 必须 用 一 个 积分 公 
式 代理 ， 其 由 把 天 的 变化 考虑 进去 . 

假定 作 功 的 力作 用 在 浴 直 线 运动 的 物体 上 ， 我 们 把 直线 取 为 x 轴 ， 假 定 作用 力 的 大 小 是 物体 
位 置 * 的 连续 消 数 下 我 们 需要 求 正在 从 x=a 到 x =4& 的 区 问 上 所 作 的 功 ， 用 通常 的 方法 划分 
[o,b]， 并 且 在 每 个 于 区 间 [% .1 ,x ] 选 拌 任意 一 点 c;:， 如 果子 区 间 足 够 地 短 ， 连 续 函 数 玉 从 x，， 
到 x 的 变化 是 很 小 的 越过 这 个 区 间 所 作 轨 的 大 小 接近 于 ECes) 乘 下 元 Ar ， 就 像 严 是 合力 - 
样 ， 于 是 可 以 应 用 公式 (1)， 央 此 ， 玉 从 a 到 上 所作 的 总 十 用 获 曼 和 


荔 = by [A 


逼近 .我们 更 求 这 个 通 近 当 划分 的 范 数 接近 零 时 得 到 改进 ， 所 以 把 力 下 从 a 到 上 4 所作 的 功 定 六 为 
下 从 a 到 上 的 积分 : 


lim DFOc As = f rom 


定义 可 变 力 F(x) 在 汪 x 轴 的 运动 方向 从 x =a 到 x=8 所 作 的 功 为 
r= roouz (2) 


如 桌 志 的 单位 用 牛顿 和 x 的 单位 用 米 ， 功 积分 的 单位 是 焦耳 ; 如 果 严 的 单位 用 厂 和 x 的 单位 用 英 
尺 ， 功 积分 的 单位 是 英尺 - 磅 ， 所以， 由 力 F(x) = 1 牛顿 沿 * 轴 从 zx=1m 到 *=1Ibm 移 动物 
体 所 作 的 功 为 


1 LN 1 
= 一 一 +1 =0.9 
1 半 2] 10 


6.6.3 弹 禾 的 虎 克 定 律 ， 


虎 克 定律 指出 全 阐 关 从 的 和 然 ( 不 受 外 力作 用 的 ) 长 度 伸 长 或 者 压缩 x 个 长 度 单 位 的 力 上 


i ! 
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问 x 成 正比 ， 用 符 续 赤 夏 ， 
站 = kr { 3》 
常数 芭 弹簧 的 -个 特性 ， 称 为 弹 签 的 力 常数 ( 或 者 璋 得 常数 ) ， 以 每 单位 长度 的 力 单 位 数 
度 若 、 虎 完 定神 (公式 (3) ) 能 够 给 出 很 精确 的 结果 ， 吕 可 外 力 不 使 弹 逢 的 金属 变形 ， 在 不 药 我 们 
假定 作用 万 是 很 小 的 ， 木 至 于 中 起 金属 睛 变 
例 2 求 把 弹 咎 从 自然 长 度 1 代 不 缩 到 0.75 f 涯 要 | 和 
作 的 功 ， 假 定 力 常数 为 上 = 16 by 和 / 
和 解 ” 泗 出 米 压 编 的 弹 扯 沿 x 轴 置 放 的 图 形 ， 把 它 teers 
的 可 移动 端 置 于 原点 ， 固 定 端 置 于 x=1 诗 处 ( 见 ffs 
四 


下 1 
i 


因 6 打 }， 这 样 司 我 们 能 够 用 公式 = 16x 描述 把 弹 徐 ! 林 下 缩 
从 0 压缩 到 所 需 的 力 ， 为 了 把 暗自 从 0 本 缩 到 | 1) 
0.25 所， 力 必 须 从 ’ ' 
F(0) = 16x0 =01b 
增加 到 Fr(0.25) = 16 x0.25 =41b 到 ' i 
由 天 在 这 个 区 间 上 作 的 功 为 一 ， 
Wy fe de sz] - 0. 5 fllb 4 i 
{在 公式 (2) 中 到 a = 0,5 = 0.25,F(x) = 16x) 国 nm A en 
例 3 一 条 弹簧 的 自 锥 长 应 为 1m, 用 24 8 力 近 压缩 的 长 度 
长 到 1.8 m. 机 
(a) 求 力 常 数 大 网 6.37 为 了 保 桂 弹 往 处 于 奈 缩 下 . 
tb} 把 弹 签 拉 到 超出 自然 长 度 2 m 需要 作 和 多少 功 ? 所 需 的 力 随 弹簧 的 压缩 而 
(€] 用 牺 N 力 能 驶 把 漳 咎 拉 长 多 少 ? 线性 地 增加 ( 例 2) 


和 解 ia}) 力 常数 ; 从 公式 {3) 求 力 膏 数 ，24 N 力 使 弹 知 控 长 0.8 m， 所 以 
24 =k(0.8) 《在 公式 (3) 中 肥 严 = 24,x = 0.8) 
k=24/0.8 = 0 N/m 
tb) 拉 长 弹 笑 2 m 所 作 的 功 ， 设想 沿 x 轴 县 挂 不 受 力 的 蝉 血 ， 其 自由 端 位 于 x =0( 见 
图 5.38).， 把 漳 算 拉 长 到 起 出 白 灼 长 度 x m 的 力 等 于 把 弹 先 白 由 问 从 原点 拉 长 x 单位 所 需 的 省 . 
对 于 弹 篱 常数 上 =30 的 漳 息 。 外 多 定律 表明 这 个 力 为 
F(tx) = 30x 
由 下 对 弹 答 从 *=0 m 到 *=2 m 所 作 的 功 为 


w = [ 30 dx = 15z] = 60J 


te)45 N 力 振 把 产 黄 拉 长 多 少 ? 在 公式 下 =304 中 代 和 三 = 特 ， 得 到 
45=30x 或 x=1.5m 


45 N 力 把 弹 复 拉 长 1.5 m， 求 出 这 个 结果 不 需要 用 微 积分 . 国 
计算 功 积分 对 于 求 握 升 物 体 所 作 的 功 是 很 有 帮助 的 ， 在 这 种 提升 中 物体 的 重 基 随 它 们 离 地 
面 的 高 度 而 变化 . 


例 4 一 只 重 5 lb 的 桶 由 一 根 20 i 长 的 吊 强 从 地 面 以 恒 速 抑 动 升 和 到 空中 ( 见 图 6.39)， 绳子 
的 重量 为 0.08 lb/f， 提升 桶 和 吊 强 需要 必 多 少 功 * 
解 ” 桶 的 重量 为 常数 ， 所 以 单独 提升 它 所 作 的 功 为 
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i I 
TY LE = 


出 638 守重 最 的 力 把 阐 敌 拉 到 超出 疼 56 393 提升 例 4 中 的 桶 
它 的 不 受 力 长 度 0.8 米 ( 例 3) 


(重量 ) x (距离 ) = 5 x 20 = 100 ft-lb 
闻 强 的 重 若 随 桶 提升 的 高 度 而 变化 ， 内 为 它 的 白 由 甚 挂 郎 分 在 磊 少 ， 当 桶 离 地 面 x 下 时， 吊 强 继 
续 提 升 的 剩余 部 分 的 重 贡 为 (0.08) x (20 -*) lb， 所 以 提升 刷 弹 所 作 的 功 为 


对 吊 纺 作 的 功 = (0.08) (20 —x)dx = fns ~ 0. QBx ) dx 


= | ex -oo ]. =32-16 = 16ftlb 
对 桶 和 吊 绳 所 作 的 总 切 为 
100 + 16 = 116 ft-lb 国 

6.6.4 从 容器 抽出 液体 

从 一 个 容 获 中 抽出 金 部 或 者 部 分 液体 需要 作 铸 少 功 ”为 了 寻求 答案 ， 我 们 设想 一 次 从 液 面 
向 外 提升 一 个 湾 层 液体 ， 并 和 且 对 每 个 注 层 应 用 公式 下 = Fd. 然后 计算 当 每 层 趟 来 越 昔 和 尼 数 接 
来 越 志 时 由 此 导 殖 的 积分 , 每 次 获得 的 积分 依赖 于 液体 的 重量 和 容器 的 尺寸 ， 但 是 求 积分 的 方 
法 始终 是 相同 的. 下面 的 例子 说 明 如 何 进行 ， 

例 5 在 图 所 4 和 的 圆锥 体 容 器 的 顶部 2 王 之 下 注 
大 重 57 lhzf 的 橄榄 油 ， 把 油 从 容器 项 部 抽出 需要 作 下 
过 少 功 ? i 
解 ” 设 想 通 过 y 轴 上 区 和 则 [0,8] 的 划分 点 ， 用 季 | 
直 于 YY 办 的 平面 把 容器 中 的 油分 成 薄 层 . 

在 y 和 y+Ay 的 平面 之 间 ， 虞 型 油层 的 体积 约 为 


AV = (半径 )*( 厚 度 ) = 了 (了 7 ay = 了 Pay 人 
提升 这 个 油层 需要 的 力 F(Y) 等 于 油层 的 重量 


may I 图 6. 和 0 例 5 中 的 容器 和 机 槛 油 
( 重 基 = 每 单位 体积 重量 x 体积 ) 

FY) 必须 把 这 个 油 屋 提升 到 圆锥 容器 顶部 平面 的 距离 约 为 (10 -y)fR， 所 以 提升 这 个 油层 所 
作 的 功 近似 等 于 


1 31 或 5， - 上 


45, 101 


F(ty) = 57 AVY = 


A = 3 (10 - JaAy ft-lb 


380 茵 5 辣 


假设 有 个 注 民 与 [0,8] 的 划分 相关 ， 并 量 Y=y 才 下 同 第 才 个 注 层 相关 的 平面 .这 个 居 的 际 庆 
为 4， 我 们 可 以 用 黎 曙 和 


"57 3 
让 = 过 10 - 加) Ay, ft-lb 


近 近 提升 所 有 这 些 葵 油层 所 作 的 功 ， 从 容器 顶部 抽出 榄 油 所 作 的 功 是 这 些 和 当 划 分 的 范 数 欧 近 
零 时 的 概 限 ， 


,57 : 57 
p= lim 2 4 (10 -ya = [ 4 C10 -yydy 


= ef 10y: -ydy = 3 [- - 3 = 30 561 ft-lb 加 
习题 6.6 
1. 弹 短 常数 耗费 1800 J 的 功 把 -条 弹 篇 从 此 由 的 小 揽 ， 在 沙 禾 升 高 的 过 姓 中 ， 沙 子 同时 以 本 
热 长 度 2 m 拉 长 妈 5 m， 求 这 个 弹 茹 的 力 常 数 ， 定 的 速率 泄漏 ， 当 沙 僵 土 升 到 18 英尺 时 .省 千 
2. 拉 长 弹 玫 ” 弹 管 的 和 白 绑 长 度 为 10 in， 用 800 jb 漏出 了 一 六 .把 沙发 提升 到 这 个 高 度 作 本 束 少 
力 把 弹 血 拉 长 到 14 in. 功 ” (和 拓 上 略 小 所 本 身 和 提升 设备 的 重 柚 . ) 
{aj} 求 力 常数 ， 3, 提升 电梯 线索 一 架 在 硕 端 安装 电动 机 的 电梯 
1b} 把 弹 签 太 10 in 拉 长 到 12 in 作 也 少 助 ? 使 用 重 4.5 lbifi 的 多 股 强 索 .， 当 电梯 梯 箱 在 屡 
1e} 用 1600 jb 为 将 把 弹 篇 拉 长 超出 自然 长 度 的 底层 时 ， 外 辟 的 续 索 长 度 详 际 为 0 丰 在 电动 
Ed 机 把 电梯 从 楼 的 底层 更 升 到 项 层 时 ， 公 对 提升 
3. 拉 长 橡皮 带 ”用 2N 力 将 使 一 条 橡皮 带 拉 长 线索 作 的 功 昆 和 多少? 
2 em (0.02 mm)， 仍 定 适 用 虎 克 定律 ，4 N 力 将 10. 吸引 力 ” 当 一 个 质量 为 m 的 质点 位 于 点 tx,0) 
把 橡皮 带 拉 长 和 多少 ?” 这 个 力 把 术 皮 带 拉 到 这 个 时 ,受到 来 自 原点 方向 大 小 为 ix? 的 力 的 哄 
长 度 要 作 韦 少 功 ? |， 如果 质 点 在 xz = 从 静止 状态 开始 移动 .六 
4. 拉 长 弹 竹 ”如 果 用 90 力 把 一 条 弹 知 从 它 的 白 且 不 受 其 他 力 的 作用 , 求 在 它 到 达 + =al0 <a 
级 长 度 拉 长 ] 下 ， 需 要 作 多 少 功 才 能 把 它 从 自然 < 忆 ) 时 暖 引力 对 它 作 的 功 . 
长 诬 拉 长 5 m? 11. 压缩 气体 ”假定 在 横 截 面积 为 4 的 圆柱 本 中 的 
5 地 铁 车 巴 弹 兽 ”对 纽约 市 公交 局 地 铁 车 朋 上 的 气体 被 活 塞 压制 ， 邵 果 p 是 气体 受到 的 以 bvin 
盘旋 弹 咎 部 件 ， 用 21 714 磅 力 将 其 从 自由 高 度 8 为 单位 的 压力 ,WF 是 以 in? 为 单位 的 体积 ， 证 明 
英寸 压 第 到 完全 于 缩 的 高 度 5 英寸 . 把 气体 由 状态 tpi ,VF }) 压缩 到 状态 (pn: .Ps 作 的 
La) 漳 答 部件 的 力 常数 是 多 大? 功 由 公式 


{b] 把 弹簧 压缩 到 第 一 个 半 英 十 需要 作 煞 少 巧 ? 
上 骨 压 缩 到 第 二 个 半 匡 寸 需 杰作 多 少 功 ? 答案 
精确 到 最 接近 的 英寸 - 矿 . 

( Bombardier 公司 公共 交通 部 惠 允 许 使 用 从 1985 

到 1987 年 提交 纽约 市 公交 局 的 她 铁 车 彩 弹 短 部 

件数 据 . ) 

不 潜 宣 磅 秤 :位 体重 150 磅 的 人 站 到 浴室 磅 秤 
上 ， 和 将 秤 压缩 1716 英寸 。 候 设 磅 冬 像 漳 移 一 样 
具有 服从 虎 克 定律 的 特性 ， 如 果 某 人 把 磅 秤 压 
缩 178 英寸 ， 他 的 体重 是 多 少 ? 把 磅 秤 压缩 148 | 
英寸 作 了 网 少 功 ? 

7. 提升 吊 绿 ”一 位 春山 运动 员 向 上 拖 50 m 长 的 吊 2 ( 续 习 题 1 ) 利 用 习题 "| 中 的 寞 分 求 把 亿 休 从 

” VW =243 in' 压缩 和 到 二 =32 ia 所 作 的 功 ， 假设 

强 ， 如 果 绢 子 重 人 624 N/m， 需 要 作 和 多 少 功 ? -50 1b/int， 并 县 和 服从 气体 定律 p14* = 

8、 漏 沙 的 沙 复 ” 以 恒定 速率 提升 初始 重量 为 144 酷 少数 ( 对 于 组 热 过 程 ) 
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13. 涯 水 的 桶 -很 定 例 4 中 的 情 是 河水 的 ， 它 开始 
绝 有 2 加 仑 (16 磅 ) 水 ， 并 且 以 恒定 速率 漆 浙 . 
在 桶 上 逢 到 大 况 时 水 正好 洁 完 ， 单独 提升 桶 中 
的 水 作 了 煞 少 功 ? 【提示 :不 把 吊 纲 和 懋 包括 
在 内 ， 并 且 求 桶 在 x 美 尺 的 高 度 时 所 币 水 的 
比例 . ) 

14.【 詹 司 题 13) 把 例 4 和 习题 13 中 的 柄 换 成 更 
大 的 由 5 加 它 140 磅 ) 水 的 枉 ， 但 是 新 桶 的 泄 油 
涛 大 ， 所 以 在 桶 上升 到 项 端 时 也 洁 完 水 ， 楚 定 
水 以 稳定 的 速率 泄漏 ， 单 独 提升 水 作 了 多 少 
功 ? 【不 把 吊 绳 和 桶 包括 在 内 , ) 


海水 的 重量 

由 于 地 球 的 自转 和 它 的 重力 场 的 变化 ,在 
| 海平 面 上 椒 间 地 点 的 海水 重重 也 是 变化 的 ， 在 
: 赤 遵 上 每 立方 英尺 水 的 重量 大 约 为 62. 26 磅 ,而 
在 接近 南北 极 的 地 方 大 约 为 2. 59 磅 ， 有 将 近 
0.5 忱 的 改 案 ， 在 里 尔 本 和 纽约 市 | 立方 英尺 水 
重 名 .4 矿 ， 商 在 阿 近 斯 加 的 朱 诺 和 斯 德 革 尔 摩 
达到 62.5 磅 .虽然 62. 4 是 … 个 典型 数字 和 教科 
书 中 通常 见 到 的 值 ， 但 是 存在 显著 的 差异 ， 


15. 抽水 ” 附 图 所 示 长 方位 普 水 池 是 用 于 拦截 雨水 
的 ， 它 的 硕 部 与 地 面 持平 ， 假 定 水 的 重量 为 
62. 4 lbft'. 

(a) 当 水 池 莅 满 水 时 ， 从 地 面 把 水 抽空 需要 作 
多 少 功 ? 

[bj} 如果 有 内 {5x11) 此 力 (hp) 电 动机 ( 功 输 轴 250 
f-lbysy， 把 水 抽 到 地 面 ， 抽 空 满 池水 需要 
多 长 时 间 ? 

{c} 证 明 ， 在 前 25 分钟 tb} 中 的 抽水 将 隆 低 水 
面 10 ft( 茧 水 池 的 … 半 》 

(9) 水 的 量 量 在 水 的 重量 为 62, 26 ibhzxfte 的 地 
方 ，(a) 和 tb) 中 的 答案 是 什么 ? 在 水 的 重 
量 为 62. 59 Ib/ 的 地 方 答案 是 什么 ? 


16， 抽 室 受 水 油 附 周 所 示 的 长 方 体 贮 水 池 ( 凡 看 
雨水 的 水 凶 ) 项 部 低 于 地 平面 I0 全 池 中 贮 满 


了 水 ， 为 了 和 检 峰 ， 从 地 平面 抽空 池水 . 

18} 抽 宝生 水 沪 需 要 作 铸 少 功 ? 

{bj} 用 172 hpt 引力 ?抽水 机 ( 炎 定 功率 为 275 有- 
lbxs) 抽 干 贮 水 池 痪 要 多 长 时 间 ? 

{e 用 5b) 中 的 抽水 机 抽 点 一半 池水 需 昌 多 长 时 
间 ?* 这 个 时 间 料 省 于 党 全 抽 定 池水 所 需 时 
间 的 一 灶 . } 

{d}) 水 的 重量 在 水 的 重 最 为 62.26 tf 的 地 
方 ,，《aj 至 (中 的 答案 是 什么 7? 在 水 的 重 
量 为 62.59 Ihzft 地方 答案 是 什么 ” 


~ 地 下 而 


i 12n 


17., 从 容器 抽 油 ”如 果 在 例 5 的 容器 中 区 满 了 相机 
沛 ， 从 容器 顶部 平面 把 油 抽 出 需要 作 名 学 动 ” 
18， 从 半 满 的 容 册 抽 油 ”假定 例 5 容 电 中 所 姓 橄 榄 
证 是 半 满 而 非 全 满 的 ， 从 容器 顶部 之 1.4 英尺 
抽出 油 需 要 作 多 少 功 ? 

19. 抽空 容器 一 个 直立 的 圆柱 体 容器 测 出 高 30 于 
和 直径 20 fi 在 容器 中 到 满 重 51.2 lbyf? 的 煤 
油 ， 从 容 占 顶部 平面 抽出 煤油 需要 作 才 少 功 ? 

20. 附 儿 所 示 阅 柱 体 容 器 可 以 从 低 于 容器 底面 15 英 
尺 的 湖 中 抽水 浇 八 有 两 种 灌水 的 方法 。 -种 
方法 是 通过 同 容 器 底部 一 个 闹 门 连接 的 软 符 抽 
水 ， 男 种 方法 是 把 软 管 接 到 容器 顶部 让 水 广 
大， 哪 一 种 河水 方法 史 快 ” 撕 出 答 尝 的 理由 . 


巨 瘦 蔓 


21. {a 从 容器 抽 牛 奶 ”假定 简 5 中 的 圆锥 拱 容 器 
注 人 的 是 牛奶 ( 重 要 .5 lb } 而 非 微 槛 油 . 

从 容器 焉 部 抽出 牛奶 需要 作 密 少 功 ? 
{b} 从 容器 抽 油 ”在 全 5 中 从 圆锥 形容 器 质 部 之 
上 3 英尺 的 高 度 质 出 机 模 油 需 要 作 密 少 功 ? 
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22. 


23. 


- 动能 


抽 海 水 为 了 度 计 -个 大 型 不 锈 鱼 容器 的 内 
赔 ， 绕 7 轴 旋转 曲线 y = 让. 0 和 zr 和 4 在 以 来 
为 单 答 的 这 个 尺寸 的 容 盟 中 灌注 疼 水 ( 币 
10000 Nm )， 从 容 贞 从 端 把 海水 抽空 需 皮 作 
EA 

抽空 贮 水 器 我们 仿照 从 其 他 容器 抽水 的 方法 
从 球体 由 水 器 所 水 .以 球 的 重 焉 轴 作 为 得 分 
轴 ， 利 由 附 图 、 示 党 壳 作 儿 少 功 才 能 杰 窑 岂 碳 
部 之 1.4 米 高 狂 把 于 入 为 5 求 的 滞 满 水 的 个 奈 
任 贮 水 器 抽 宗 ?水 的 重 民 为 9800 Nm 


i 
| 中 = -* 
A 


| Vs -yi 


-假定 你 被 指定 负 击 清 除 和 修理 附 图 所 示 的 赃 


键 ， 储 如 是 到 径 为 10 攻 的 半球 体 ， 其 中 装 满 重 
和 by 的 炭 ， 你 接 党 的 一 家 公司 表示 能 以 竹 
1 fb 马 支 付 L172 美 分 的 价格 清除 傅 馈 六 在 
信访 顶端 之 上 2 人 的 出 [1 抽空 莱 营 要 作 的 功 . 
如 果 这 项 任务 有 5000 美 匹 的 预算 ， 你 能 办 应 
万 请 这 家 公司 吐 ? 


如 果 大 小 可 变 的 力 x) 沿 x 轴 从 x 到 
+; 移动 质量 为 严 的 物体 ， 郁 去 物体 的 速度 + 可 
以 用 det 袁 泵 (其 中 上 代表 时 间 ]，、 利 用 牛顿 
运动 第 二 定律 = 由 (dd ) 和 链 式 法 则 

dr dr dx di 


rp 
证 上 明 ， 由 这 个 旋 把 物体 从 x 穆 动人 到 x+, 所 作 的 
巧 为 
1 


= ; 1 ， 
La | Fx) rn 


其 中 四 各 5; 是 物体 磷 x*， 和 六 的 加 条 在 物理 


27. 


9. 


31. 


2. 


33. 


， 网 球 


- 橄榄球 


学 中 ， 当 盾 骨 为 的 物体 以 巡 度 vv 运动 时 ， 志 
达 式 (1 人 2) me 称 为 物体 的 动能 ， 因 此 .由 训 过 
力 必 的 功 等 于 物体 动能 的 变化 . 

在 十 题 关 -32 中 ， 利 用 习题 25 的 结 尝 . 

用 160 和 人 的 9 mph} 的 球 诬 有 出 重 卫 
为 2 闪避 的 网 球 ， 鸽 网 球 达 到 这 样 快 的 巡 丰 ， 
对 网 康 作 玉 多 淮 荔 ?为 了 出 网 球 的 重 愤 汶 紫 
质 最 .用 厂 tIh) 心 尖 草本 ， 目 除 以 重力 加 证 
度 科 fw) 

析 球 以 90 mph 的 可 度 投 控 林 球 而 妆 诈 盈 戎 少 
-lb -个 棒球 重 S 秘 品 或 0 3125 蒂 . 

商 尔 去 球 以 280 fst 约 191 mph} 的 速 准 从 
球 座 上 出 出 重 1.6 的 且 的 咒 尔 大 球 ， 使 贞 姑 大 
奈 腾 富 作 了 功名 少 -lb 
网 球 在 1390 人 年关 国 盎 邓 网 奈 公 玫 赛 上 ， 虚 特 
" 妇 普 拉 斯 匡 获 先 军 ， 他 在 :了 歌 发 球 中 市 出 了 

-个 恒信 的 球 ， 记 姑 下 的 球速 为 124 mph， 为 
广 获 得 这 个 速度 ， 欢 人 隆 拉 斯 羽绒 对 重 2 内 可 的 
球 作 老 少 切 ? 

-省 本 分 球 色 以 3 Pest060 mph) 的 球 
连 提 出 重 14.5 交 本 的 栈 横 妹 ， 为 了 获得 这 个 迪 
度 ， 对 概 槛 球 需 要 作 功 于 少 fih? 

软 式 棒球 必须 对 重 6.5 全 可 的 软 世 棒球 作 苔 少 
功 才 能 使 它 的 捞 挪 回 诬 达到 132 ft90 mphy* 
这 珠 把 - 颗 重 > 哩 可 的 铀 演 陈 前 放 在 直立 的 
暗 息 上 、 弹 德 的 力 沼 数 为 上 =18 lyfn， 拒 缠 往 不 
编 2 英寸 后 往 松 于 ,这 珠 大 约 暗 到 沁 太 遍 座 " 

吸 洒 淇 淋 和 牛奶 ” 附 图 所 水 为 截 锥 让 器 ， 兢 满 重 
49 varin' 的 草 玫 冰 涝 淋 和 牛奶 ， 正 如 所 见 的 于 
样 、 窑 器 深 7 in， 底 部 横 畴 2.5 in. 顶部 横路 
3.5 int 在 诚 七 顿 布雷 汉 几 的 标准 规 构 1 吸管 
坚 插 在 穿 喘 上 方 1 in 的 位置 . 通过 咀 管 咀 上 六 
诺 淋 牛 妙 大 约 需要 作乱 少 功 ( 包 赂 摩擦 力 }? 答 
案 以 英 十 : 崔 司 为 功 的 单位 . 


| 25 


以 英 寺 为 单位 的 容器 上 小 
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34. 水 次 侧 定 你 所 在 城市 由 定 控 ---1 旧 增加 水 的 发 射 盘问 和 发 射 以 后 经 受 的 地 球 重力 为 


供应 ， 作 为 市 镇 工程师， 你 已 确定 水 塔 必 须 担 Fr) = HG 
供 为 配送 水 所 需 的 压力 ， 并 用 设 计 出 如 附 针 所 呈 
所 的 系统 ， 水 从 300 英尺 深 的 井中 摘出， 通过 其 由 M = 了 995 x 10 kg 是 地 奈 质 车 ,= 
鼎 称 4 甘 叶 的 禹 活水 薛 注入 柏 径 20 英尺 和 高 6.6720x10 RN -mkg “是 万 有 引力 常数 .以 
25 英尺 的 圆柱 体 由 水 池 赴 ， 水池 的 底部 症 弛 mm 上 度 最 因此， 把 一 颗 1000 kg 的 人 人 造 卫 虹 以 
血 之 上 的 英尺 ， 抽 水 采用 3 马力 抽水 机 ， 额 定 地 茄 送 入 距离 地 心 35 780 km 的 圆 形 轨道 所 党 
动容 为 1650 flhzs， 按 最 接近 的 小 时 计 , 第 - 的 功 由 下 面 的 积分 给 出 . 
次 往 满 贮 水 字 需 要 多 少时 间 ? (包括 注 满 水 管 功 = 三 O00NG ,pf 
所 用 的 时 间 . } 假定 水 的 重量 为 62. 4 lbzfo， "mom 
求 这 个 积分 ， 各 分 下 限 是 地 球 在 发 射 场 位 置 以 
= m 为 单位 的 半径 . 【这 个 计算 不 考虑 运载 火 明 
251 主 升 销 耗 的 能 量 或 者 使 人 造 全 星 获 得 轨 进 连 唐 
清 耗 的 能 莉 . ) 


站， 强迫 电子 靠 搜 ”两 个 相距 7 米 的 电子 相亲 排斥 ， 
斥 力 为 


LE 


-9 
= 好 *10.. 
r 


牛顿 
ia 假定 一 个 电子 被 同 定 在 x 轴 上 的 点 (1, 0) 
( 坐标 轴 的 长 度 以 米 为 单位 ?)， 把 另外 一 个 


TT E {1l.0 动 到 着 点 需要 
党 习 水 上 押 水 机 电 上 沿 * 轴 从 点 ( -1. 0) 移 动 到 原点 需要 


2 作 才 少 功 ? 
{不 按 比 例 ) (bj) 假 慨 在 点 ( -1.0) 和 {1,0) 要 别 周 定 -个 电 
35, 把 人 造 卫 量 送 入 轨道 ”地球 重力 场 的 强度 随 离 子 ， 把 第 三 个 电子 省 = 轴 从 点 (5.0) 移动 到 
地 心 的 距离 7 变化， 质量 为 m 的 人 造 卫 星 在 其 (3.0) 需 要 作 儿 少 助 ? 


6. 7 矩 与 质心 


许多 结构 和 机 械 系 统 呈 现 这 样 一 种 特性 它们 的 质量 仿佛 集中 在 一 个 称 为 质心 的 点 见 
图 6.41)》， 重 要 的 是 要 知道 如 何 确定 这 个 点 ， 而 求 质心 基本 上 是 一 个 数学 上 的 问题 ， 我 们 暂 晶 处 
理 一 维和 一 维 对 象 的 质心 问题 ， 全 于 三 维 对 象 ， 最 好 是 用 第 13 章 讲述 的 多 重 积分 解决 . 


eo 2 PP “A ‘et Ws. e, 


图 6.41 在 冰 面 上 滑动 的 扳 钳 绕 质 心 的 转动 就 像 质 心 在 -- 条 直线 上 滑动 


6.7.1 沿 直线 分 布 的 质量 
我 们 用 分 阶段 的 方法 建立 求 质心 的 数学 模型 ， 第 一 阶段 ， 设 想 质量 mm ，m, 和 mm 像 下 图 那 
样 分 布 在 一 条 刚性 的 x 轴 上 ， 这 条 轴 由 在 原点 的 支架 支撑 . 


二 | 人 3 Ty 
x 
wd Pity ma 


在 原点 的 支 驾 
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这 样 形成 的 系统 可 能 是 平衡 的 ， 也 可 能 是 不 平衡 的 ， 取 块 十 这些 质 量 的 大 小 以 及 它们 如 何 排列 . 

但 个 质量 ms 对 轴 产 生 :个 向 下 的 大 小 为 质证 m 乘 重力 加 速度 g 的 力 mig( 即 mz 的 重 城 ). 
估 个 这 样 的 态 具 有 乌 原 点 转动 天 轴 的 趋势 ， 是 转动 村 村 的 一 -种 方式 .这 种 转动 效应 称 为 转 蝶 ， 川 
万 亚 逐 问 力 作用 点 到 原点 的 带 符 导 叫 离 的 磁 积 庶民 ， 在 原点 左边 的 质量 产生 负 的 (成 时针 方向 ) 
转生 ， 在 原点 有 过 的 质 贡 产生 正 的 ( 顺 时 针 上 方向 ) 转 于 

转 短 的 和 是 对 系统 绕 原 点 转动 赵 势 的 度 二 这 个 和 称 为 系统 转 甜 : 

系统 和 转 算 | = max + mg + HEX 【1]7 

系统 将 是 平衡 的 ， 当 时 仅 当 它 的 转 咎 为 罕 . 

如 果 在 公式 (1) 中 提出 因子 g， 看 出 系统 转 捧 为 


8 Cm + mt + mr ) 


和 
挤 性 系 枕 特性 


因此 ， 转 第 是 重力 加 速度 ge 同 数 (mx + mx; + mx 的 洪 积 ， 前 者 是 产生 系统 的 环境 特性 ， 而 上 
是 系统 自身 的 特性 (这 是 … 个 常量 ， 无论 系统 出 现在 什么 地 方 都 保持 相同 ). 
数 (mizi + mx; +) 称 为 系统 对 原点 的 矩 ， 它 是 疹 个 质 重 的 得 由 ，mars，maxr 之 和 : 
有 ,= 系统 对 原点 的 和 = 工 mix 
(这 里 改 措 成 五 沁 叶 时 为 表示 可 以 对 更 儿 的 项 求 和 , ) 
通常 我 们 需要 知道 何 处 是 置 放 支 混 使 系统 达到 平衡 的 位 置 ， 就 是 说 ， 在 什么 点 荆 置 放 它 使 转 
夭 之 和 和 等于零 。 请 看 图 撒 


l 达到 平衡 的 # 世 位 置 
在 图 中 这 个 特定 的 位 置 ， 每 个 质量 对 支架 的 转 托 为 
m, 对 :的 转 惠 = (ms 到 zx 的 带 符号 第 离 }( 向 下 的 作用 力 ) 
= (x -XI mE 
当 我 们 写 出 说 明 这 些 转 扎 之 和 为 零 的 方程 时 ， 得 到 一 个 可 以 求解 z 的 方程 : 
zx -zz)meg=0 (转生 之 和 等 于 零 ) 


mx 
Tm, 
上 面 这 个 公式 表明 ， 用 系统 的 总 质量 除 系统 对 原点 的 重 求 出 xX: 


工本 ts 一 系统 对 康 点 的 延 
二 mx 系统 质量 


T= 


《 冰 解 x) 


T= 


这 个 点 + 称 为 系统 的 质心 . 
6.7.2 在 平面 区 域 上 分 布 的 质量 
假定 有 一 组 分 布 在 平面 内 的 数目 有 限 的 质量 ， 质 量 m, 位 于 点 (x ,7) (参见 图 56. 各 }， 系统 
的 质量 为 
系统 的 质量 ; =m。 

每 个 质量 m, 存在 对 每 条 轴 的 矩 ， 它 对 x 轴 的 逢 为 m3， 对 y 轴 的 矩 为 m,x,。 整个 系统 对 两 条 铀 
的 矩 分 别 为 

对 * 轴 的 窍 :， 王 ,= my 

对 7 轴 的 逢 :天 = mx 
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系统 质心 的 x 举 标定 立 为 
i (3) 


采用 # 的 这 个 选择 、 像 全 维 的 情形 - 样 ， 系 统 对 直线 x = 六 是 平衡 的 ( 见 图 6.43)， 质 其 对 直线 
*= 计 六 生 的 转 知 消失. 


独 6 42 得 个 质量 ms 共有 对 每 条 轴 的 知 图 5.43 质量 的 二 绯 阵列 对 于 它 的 质心 (em ) 是 平衡 的 


系统 质心 的 y 坐标 定义 为 
7= = 2 (4) 

采用 7 的 这 个 选 怪 ， 系 统 对 直线 y = 了 也 基 平 衡 的 、 质 量 对 真 线 = 了 产生 的 转 抑 消失 ， 

因此， 就 平衡 而 论 ， 系 统 显现 全 部 质 明 仿佛 集中 在 点 (二 ,7 ) 的 特性 ， 这 个 点 称 为 系统 的 
质心 . 
6.7.3 薄 平 板 

在 很 多 应 出 问 题 中 ， 需 要 米 泗 平板 的 质心 ， 例 如 钠 圆 盘 或 者 -角形 洲 钢板 的 质心 ， 在 这 样 的 
情况 下 ， 我 们 假定 质量 是 连续 分 布 的 ， 用 来 计算 + 和 F 的 公式 包 。 ， 
售 租 分 而 不 是 有 限 和 ， 积 分 用 下 面 的 方式 建立 . 1 抽 条 的 质量 3 

设想 把 占据 sy 平面 内 一 个 区 域 的 薄板 切割 成 平行 于 一 条 举 
标 轴 ( 在 图 56.44 中 平行 于 } 轴 ) 的 组 条 ， 一 个 典型 细 条 的 质心 是 
( 诗 ,)， 我 们 把 细 条 的 质量 Am 钢 为 仿佛 集中 在 (2 ,75 )、 于 
是 细 条 对 y 轴 的 年 为 守 Am， 对 > 轴 的 矩 为 了 Am， 这 有 时 公 起 (3) 
和 (4) 变 成 


i LiAm -_M TFAm 


有 ”Am HY TAm 
这 两 个 和 是 积分 的 黎 曲 和， 并 且 当 薄板 切割 的 细 条 变 得 越 来 越 ”图 5.44 把 薄板 切 市 成 平行 于 * 


窑 时 作为 极限 值 欧 近 这 两 个 积分 ， 我 们 用 符号 把 这 两 个 积分 表 负 的 网 条 ， 一 个 奥 弄 
示 成 细 条 对 每 条 坐标 轴 产 
_ _ 生 的 算 如 问 它 的 质量 

[ aadm | Fadm sm 集中 在 细 条 质心 


- fam ” 「 am (六, 了 产生 的 姑 
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材 益 za 平 而 内 一 个 区 域 的 薄板 的 乱 、 质 量 和 质心 
对 种 的 逢 ， 好 ,= | 了 dm 
对 了 轴 的 矩 : 和 = 人 :dm 
质 民 于 = | dm (5) 
质心 : 工 = 和 = 可 
微分 dm 旦 细 条 的 质量 .人 定 薄板 的 密度 5 中 连续 帅 数 ， 质 几 注 ， 玲 诬 
二 微分 dm 等 填 葬 各 5 d4( 钳 单 伴 面 积 的 质 其 乘 面积 )， 这 里 电 代 一 “种 竹 板材 料 的 刻度 
表 细 条 的 面积 . 是 它 握 单位 面积 的 质量. 


为 了 求 公 起 15) 中 的 积分 ， 画 出 坐标 平面 内 注 概 的 图 形 ， 并 。 疯 于 卉 村 、 杆 材 和 率 条 形 
描绘 同一 条 坐标 轴 平行 的 质量 纳 条 ， 然 后 ， 通 过 * 或 者 ， 关 示 细 村 三 。 碘 者 昔 位 长 度 的 质 
条 的 质量 dm 和 细 条 质心 的 举 标 ( 二, 了)， 最 后 ， 在 由 平面 内 光板 
位 时 确定 的 积分 限 之 间 求 了 dm，X dm，dm 的 积分 . 

例 1 在 图 6.45 所 示 的 下 骨 形 板 的 密度 为 常数 8=3 gem3， 求 

{a] 板 对 y 轴 的 矩 村,，; (b) 板 的 质量 Wi (ej 上 板 的 质心 (em. ) 的 < 事 标 . 


解 方法 (1) : 用 重 真 细 条 ( 见 图 6.46) 


xtcm) 


图 6.45 例 1 中 的 二 角形 板 


{9) 知 村,: 
和 典 增 的 牌 直 细 条 具有 
质心 Ke m. ). 
长 度 ， 
宽度 : 
面积 : 
质量 : 


从 7 轴 到 “mm 的 距离 : 


细 条 对 轴 的 矩 为 


重 作 为 它们 的 密度. 


细 条 质 民 [cm 
是 半途 点 


人 .一 1 


0 一 ax 一 1 
以 时 米 为 单位 
图 6.46 用 一 些 冬 直 网 条 模拟 例 1 中 的 三 角形 板 


dA4 = 了 之 Y dr 
dm = 6d4 =3:2x dr = 6r dt 


和 二 款 
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Xdm = x :6x tx = Ox: dx 


因此 ， 概 对 y 轴 的 捧 为 
计 ，= | Xdm = J xd = 2x] = 2 gem 
【bj 板 的 质 其 : 
M = fdm = {6x de =3r] =38 
te) 板 的 盾 心 的 x 坐标 : 
em 2 


MY 3g 3°™ 
按照 同样 的 计算 ， 可 以 求 好 . 和 7 = 时 ,AH v (em) 
方法 (2) : 用 水 平 细 条 ( 见 图 6. 47) 中 2) 
{aj 皇 NM,: t= 
典型 水 平 细 条 质心 ce m. ) 的 了 坐标 是 y( 参见 图 加 人 
形 )， 所 以 \ 住 克 = EG +2. "] 
: 4 


7 = 了 
质心 的 x 坐标 是 跨越 -角形 半途 点 的 < 坐标， 这 使 它 + 
取 ?2( 细 条 左 催 的 * 值 ) 和 1 细 条 右 侧 的 * 值 ) 的 平 
均值 : 


Xicm]l 


TDI+l_ 1 _y+2 0 1 
2 4 4 
我 们 也 有 图 65.47 用 -此 水 平 细 条 模拟 例 1 中 的 三 角形 板 
了 二 一 了 
长 度 : 1 = 
宽度 : dy 
面积 ，d4 = 二 = dy 
质量 :dm = 8d4 = 3 dy 
从 cm 到 y 轴 的 距离 ， 二 = 了 
细 条 对 yy 轴 的 矩 为 
Fdm = Ye .3.7 dy = 3 (4 -y}dy 
板 对 y 轴 的 矩 为 
_ 3 3 2 3 6 
MM, = Jzam = 训 (4 -7 [3 引 = 月 (3)=28 cm 
(bj}j 板 的 质量 ， 


3 3 212 3 _ 
Wi -到 人 -由 -半生 -这 -3 = 38g 


{¢}) 板 的 质心 的 x 上 坐标: 
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按照 癌 样 的 计算 ， 订 以 求 前 和 了 = WA 村 国 

加 虚 注 板 中 的 质 帮 分 布 行 - 系 对 称 轴 ， 质 心 将 位 于 这 条 对 称 轴 上， 如 果 存 在 两 条 对 称 轴 ， 贰 
心 将 位 于 它们 的 交点 ， 这 两 个 赃 实 经 常 在 助 王 简化 计算 

例 2 设 薄 板 覆 蓝 上 方 以 抛物 线 y =4 一 x 为 扒 和 下 方 
以 主轴 为 时 的 区 域 ， 求 它 的 质心 { 见 图 6. 各) 假定 泗 板 
住 点 (x. 的 帘 认 为 86=2x* ,这 二 从 点 [x,y) 到 y 轴 的 中 离 
平方 的 呈 僧 . 

解 ” 浅 板 的 质量 分 布 运 对 7 轴 对 称 的 ， 所 以 去 = 0. 
我 们 用 一 些 重 直 细 杀 模 拟 质 必 分布， 因为 密度 是 用 亦 量 * 
的 师 数 给 出 的 ， 昌 而 的 束 直 细 条 ( 参见 图 各 48) 具有 


mm) x) = (4 


一 -dd 一 


长 度 : 4 一生 图 6.48 -用 -此 重 直 细 条 模拟 例 2 中 的 注 板 
宽度 : dx 
面积 ， 4 = (4 一 a Ydx 
质量 ;dm = 8d4 = $04 -x )dr 


太 m 到 # 办 的 距离 : 了 4 


2 
细 条 对 zx 轴 的 类 为 
7 dm = "(4- x)dr = > (4 -x dr 
板 对 x 轴 的 秆 为 
= | 了 -rT 6 22 a 、 5 2048 
4 -| dm = 上 2 (4 “dr = | x (4 rd = | (lex — Bx +x }dr = 105 
M= [am =- [8c4-x)dr = | 2x(4 -de = sc -ae)d = 
因此 ， 
-_ 2048 15 8 
YM 1105 256 7 
洲 板 的 质心 在 
i7) = 
(xy = (0,=) | | 
6.7.4 形 心 


如 果 密 魔 两 数 为 常数 ， 它 从 # 和 了 的 公式 的 分 子 和 分 母 中 消去 ， 因 此 ， 当 物体 的 密度 为 常数 
时 ,质心 的 位 置 表示 物体 的 几何 特性 市 非 它 的 制作 材料 的 特性 ， 在 这 样 的 情形 。 工 程 师 们 可 能 把 
质心 称 为 物体 形状 的 形 心 ， 如 说 “ 求 = 前 形 或 者 体 锥 的 形 心 "， 为 了 求 形 心 ， 只 需 设 86=1， 并 且 
器 前 面 一 样 ， 通 过 用 质量 除 算 求 x 和 F. 

例 3 类 一 条 密度 6 为 常数 的 人 金属 线 的 质心 ( 形 心 ) 、 它 的 形状 像 半径 为 a 的 半圆. 

解 ”用 半圆 y = va ~x 模拟 金属 线 ( 见 图 6.49)， 它 的 质量 分 布 对 3 轴 对 称 ， 所 以 X=0， 为 
了 求 了 ， 设 想 把 金属 线 分 成 许多 小 段 . 典 坦 段 ( 见 图 6. 49a) 具有 

长 度 : ds =ad8 


定 积分 的 应 用 


质 基 : dm = 5 ds = Ba dg 
从 cm， 到 x 轴 的 距离 : 


| ¥ am fasin 9- Sr of 50[-em0], 


| fm 


质心 位 于 对 称 笨 上 的 点 (0,2axm) ， 


在 的 公式 中 如 和 何 消去 8$， 所 以 可 以 处 处 设 六 = ] ， 


企 属 线 的 由 型 小 股 有 
dm = Bds = Badg 


(Ch = 
ta cosd,. a sind) 


了 Br rp 


这 是 从 原点 向 于 大 约 到 半生 长 度 273 的 位 置 ( 
而 对 于 #¥ 得 到 同样 的 什 . 
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(单位 长 鹿 的 质 基 于 长 度 ) 
¥ =asing 


3 
[= 


ba 


见 图 6. 物 hy)， 注 点 


8 用 开关 后 心 乓 及 下 和 区 属 bi 据 必 .不 位 二 金属 线 上 上， 
图 5. 各 例 3 中 的 半圆 形 念 属 线 四 
习题 6.7 
在 当 题 1- 14 中 ， 炒 栈 盖 给 定 区 域 的 具有 常数 为 界 以 及 左边 以 直线 + =1 为 办 和 右边 以 直线 
密 座 的 薄板 的 质心 . 


1. 以 抛物 线 =+* 和 直线 y= 4 为 界 的 区 域 . 
以 抛物 线 + =25 一 x 和 x 轴 为 界 的 区 域 . 
。 以 抛物 线 y =x 一 x 和 直 鲁 了 = ~x 为 界 的 区 域 . 
市 她 物 线 y =x? -3 和 y= ~2x’ 包 图 的 区 域 . 
-以 了 轴 和 有 昌 钱 zx = 了 -和 (0sy 写 1) 为 办 的 区 域 . 
以 抛物 线 z=y -7 和 直线 Y=x 为 界 的 区 域 . 
， 以 二 轴 和 翔 钱 了 = eos x( 一 不 全 生 x 雪人 2) 为 界 的 
区 域 ， 
. 在 * 轴 和 则 线 了 = sec 
四 9. 在 市 线 * =1xx 和 = 轴 之 间 从 x=1 到 x*=2 的 区 
域 . 给 出 到 两 位 小 数 的 质心 坐标 
10. [a 由 国 直 + =9 从 第 一 象限 切割 的 区 域 . 
(bj 以 = 轴 和 半圆 y= v9 一心 为 界 的 区 域 
把 {h) 中 的 答案 向 (a) 中 的 竺 案 作 比较 . 
11. 在 第 一 象限 和 第 四 象限 内 由 曲线 yY=I/(1 +x*) 
和 yr= -l(t1i + 和 以 及 直线 二 =0 和 =*=1 折 围 的 
区 域 . 
t2， 以 抛物 线 y=2r -4r 和 Y=2x 一 x 为 界 的 区 域 . 
13. 在 曲线 7= lx 和 Y 轴 之 问 从 zx=1 到 x=16 的 
区 域 . 
14 上 方 以 曲线 y=17x 为 界 和 下 方 以 曲线 y = 一 Lx 


下 


一 于 委 x 所 4 ) 之 间 的 


19. 


*=6>1 为 界 的 区 域 ， 同 时 ， 求 limz， 


. 求 块 荫 板 的 质心 ， 薄 板 覆 瘟 * 轴 和 遇 线 + = 


2/xe (1 殷 x 筷 2) 之 间 的 区 域 ， 假设 它 企 点 {并 ， 
7 的 密度 为 B(x) =x*. 


. 求 一 块 芋 板 的 质心 ， 洲 板 禾 盖 下 方 以 搜 物 线 + = 


x 和 上 方 以 直线 7 =x 为 界 的 区域， 假设 它 在 点 
(xs，7) 的 密度 为 B(x) = 12x. 


: 求 寺 题 13 中 得 和 板 的 质心 ,假设 密 度 函 数 是 


sx) =4“.xr 而 不 是 常数 . 

绕 *+ 轴 旋转 向 经 }=2/x 和 x 轴 之 间 从 :=1 到 

x =4 的 区 域 ， 产生 一 个 访 转 体 . 

{a] 丑 旋 转 体 的 性 租 - 

(b) 凑 覆盖 这 个 区 域 的 薄板 的 质心 ， 假 设 薄板 
在 点 (xz，?) 的 密 麻 为 训 x) =, 产 . 

fce) 男 出 薄板 的 草图 ， 并 且 在 图 中 显示 质心 . 

钳 了 轴 旋 转 以 曲线 = 上 4 以 及 直线 x=1 和 

zx =4 为 界 的 区 域 ， 产 生 一 个 旋转 体 . 

{a} 求 旋转 体 的 体积 . 

(bj) 求 科普 这 个 区 域 的 薄板 的 质心 ， 
在 点 (x ,3) 的 密度 为 8(x) = 17x 

tec) 加 出 薄板 的 草图 ,并且 在 图 中 显示 质心 . 


假设 薄板 


. 绕 * 轴 旋转 出 线 y=1A{x yx ) 和 x 轴 之 间 从 x+= 


1 人 4 到 *=4 的 区 域 ， 产 生 一 个 旋转 体 . 
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【ai) 炒 旋转 体 的 体积 ， 
{bj 求 这 个 区 城 的 形 心 . 

21. 三 角形 的 形 心 位 于 三 角形 三 条 中 线 的 变 点 ( 多 
图 6.50a) 可 以 回忆 - -下 ， 站 角形 内 位 于 从 生 
条 按 到 对 立项 点 路 钱 上 二 耸立 .处 的 点 基 : 角 
形 “ 杀 中 心 的 灾 点 ， 通 过 证 明 一 角形 的 形 心 也 
位 十 从 每 条 进 到 对 立项 点 路 线 上 := 分 之 一 处 ， 
证 明 形 心 位 于 于 荣 中 线 的 变 点 ， 为 此 采取 下 列 
步骤: 

(把 二 角形 的 -条 边 置 于 * 轴 上 ， 如 
图 6. 50b 所 赤 ， 由 上 和 dy 表示 dm. 

[让 利用 相似 三角形， 证 明 工 = (BAh) (Ch =y). 
在 dm 的 公式 中 用 这 个 表达 式 代 换 工 

{ 旭 ) 证 明 7 =Av3. 

{iy] 把 这 个 论证 扩展 到 其 余 两 条 边 ， 


b 用 于 确定 质 妃 的 尺 才 和 和 态 量 
图 5.50 习题 31 中 的 三 角形 


9) 形 心 


在 习题 22 ~26 中 ， 利 用 习题 21 的 结果 求 给 定 
顶点 的 三 间 形 的 开心 ， 
22.( -1.0), (1.0), (0,3). 
23. (0,0), (1,0), (0,1). 
24. (0,0), Ca,0), (0,a); a>0. 
25. (0,0), ta,0), (0,6); o>0, b>»0. 
26. (0,0), {2,0), (a/2,6); a >0, 二 > 


第 6 童 复习 指导 问题 


. 如 何 用 切片 方法 定 关 和 计算 立体 的 体积 ?” 举 一 
个 例子 . 

如 何 用 切片 方法 推导 计算 立体 体积 的 图 盘 方 法 
和 垫 图 方法 ? 举 出 用 这 两 种 方法 计算 体积 的 一 
些 例子 . 

描述 圆柱 壳 方 法 ， 举 一 个 例子 - 

如 何 定 久光 洛 的 参数 化 的 曲 欠 x* = ，y = 
g(t) ，esis 的 长 庆 ? 光滑 性 同 长 度 有 什么 必 


二 


Be 


Ci 


27， 常数 密 朗 求 . -条 密度 为 常数 的 爹 导线 村 x 轴 
的 病 ， 金 属 线 位 于 从 x =0 到 x* =2 的 曲线 y=y 
上 上 . 

28. 常数 刻度” 求 . -条 密 作 为 常数 的 金属 线 对 x 轴 
的 知 ， 金 属 线 位 于 从 x =0 到 x=1 的 胸 线 Y= 
上 

29. 可 变 刻 讼 ”假设 岗 3 中 金属 线 的 密度 为 5=k ain 
BE 是 常数 )， 求 它 的 质心 

0 可 变 密度 假设 剑 3 中 金属 线 的 密度 为 6=1 + 
上 1 com 昌 1( 是 常数 )， 炒 它 的 策 心 . 

在 习题 31 和 32 中 , 证实 合 题 和 公款. 

31. 可 徽 平 面 曲 线 的 形 心 的 坐标 是 

fs ds 


_ fr 


了 2. 在 方程 y=xA(4p) 中 ， 寺 论 肥 什么 值 p >0. 


附 图 所 示 扫 物 线段 的 形 心 的 Y 洛 标 为 * = 
(3/5)a. 


然 联 系 ” 关 于 用 参数 化 车 来 曲 线 长 度 还 需要 知 
道 什么 ? 举 出 .- 些 例子 

s 如 何 求 闭 区 间 上 光 湾 函数 图 形 的 长 度 ? 举 一 个 
例子 ， 对 于 不 存在 连续 一 阶 导 数 的 函数 采用 什 
么 方法 求 长 度 ? 

6. 对 于 绕 轴 旋 转 光 光 明 数 y=f(z) (oar 和 5b) 图 
形 扫 出 的 曲面 ， 如 何 定 尖 和 计算 面积 ? 举 一 个 
例子 . 


定 积分 的 应 用 


= 


一 
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-对 于 绕 x 轴 和 了 轴 旋 转 册 线 * = ， y=gt1)， 


4 和 ?所 产生 的 有 向 ， 在 什么 条 件 下 5 末 以 计算 而 
竹 ” 举 出 : 些 例 子 


， 如 何 求 解 可 分 离 的 … 阶 微分 方 答 ? 
:什么 是 指数 变化 定律 ”如 何 从 初 值 问题 中 椎 学 


它 ” 这 个 定律 有 -- 些 什么 应 用 ? 


第 6 章 实 习习 题 


Ly 


业 


nn 


By 


-a 


作 习 是 1~16 中 ， 阔 立 性 的 体积 。 


， 立体 位 于 在 zx=0 和 xz=1 何 zx 轴 垂直 的 两 个 平面 


之 间 ， 在 这 随 个 平面 之 问 和 后 直 于 x 轴 的 截面 是 加 
蔓 ， 它 们 的 直径 从 抛物 线 3 =x 延伸 到 抛物 线 
7 =. 


.立体 的 底部 是 第 一 象限 内 位 于 直线 y=z 和 抛物 


线 y=2yx 之 间 的 区 域 ， 立 体 乘 占 于 * 轴 的 截面 
是 等 边 一 前 形 ， 它 们 的 底 边 从 直线 延 钊 到 抛 
物 线 . 


， 这 体位 于 在 xz=m4 和 xx=5ax4 重 直 于 x 轴 的 贞 


个 平面 之 间 . 立体 在 这 两 个 平面 之 间 的 截面 是 
圆 盘 ， 它 们 的 直径 从 曲线 y =2 cos * 延伸 到 曲线 


=2 sin x, 


.立体 位 于 在 x*=0 和 z=5 径直 于 x 轴 的 两 个 平面 


之 间 ， 立 体 在 这 两 个 平面 之 间 的 截面 基 正 方 找 ， 
它们 的 底 边 从 * 轴 向 上 延伸 到 曲线 + 
7 =6. 


让 


立体 位 于 在 x=0 到 zx=4 垂 直 于 * 轴 的 两 个 平面 
之 间 ， 立 体 在 这 两 个 平面 之 间 垂 直 于 x 轴 的 截面 
是 转盘 ， 它 们 的 直径 从 曲线 所 = 4y 延伸 到 曲线 
=dr, 

立体 的 底部 是 好 平面 内 以 抛物 线 六 =4x 和 直线 
*=1 将 界 的 区 域 ， 每 家 于 * 轴 的 每 个 截面 是 一 
条 在 xy 平面 上 的 等 边 二 角形 ，{ 所 有 这 些 三 角形 
位 于 邓 平 面 的 同一 伍 . ) 


， 求 绕 下 列 轴 旋转 以 x 轴 和 曲线 =3x 以 及 直线 


x=1 和 x= ~i 为 界 的 区 域 产 生 的 族 转 体 体 积 : 


10. 


il. 


二 


10. 


1 


Jp 


12. 


13. 


17, 
18. x = , 


如 何 定 交 和 计算 可 变 力 消 上 轴 方 疝 作 的 功 ?” 如 
合计 算 从 容器 中 机 出 液 候 所 需 的 上 y 举 出 -此 
例 产 

什么 基质 心 ? 


- 如 何 确 定 薄 平 板材 料 的 质心 ? 举 ，- 个 例 节 . 


[aix 轴 ; 
[ce) 立 线 x=]， 


tb))y 轴 ; 
14) 直线 了 = 3. 


“ 求 绕 下 人 询 轴 旋转 以 曲线 y=4o0 以 及 直线 zx=1 


和 7 =172 为 界 " 三 角形 " 区域 产生 的 旋转 体 
体积 ， 


(alx 轴 ; {bjy 轴 : 
1c) 直线 x =2; 19] 直线 y=4. 

. 求 绕 下 列 轴 旋 转 左 边 以 抛物 线 x? =y+1 为 界 种 
看 边 拱 直线 x =5 为 界 的 区 域 产 生 的 族 转 体 体积 ; 
{ajx 四; tb)y 辖 ; 

{e] 赤 线 x =5. 

求 绕 下 列 轴 旋 转 凡 抛物 线 产 =4r 和 直线 +=x 
为 界 的 区 域 产生 的 旋转 体 体积 : 

{a}x 轴 ; {bh}y 加; 

{ce} 直线 + =4; {d) 这 线 7 =4. 


: 求 绕 z 轴 旋转 第 - -象限 内 以 zx 轴 和 直线 x = mr3 


以 及 曲线 7 =tan x 为 界 的 “一 角形 ”区域 产后 的 
旋转 体 体 积 . 

求 绕 直 线 y =2 旋转 以 曲线 = siny 以 及 直线 
xz=0,， xz=T 和 和 7= 了 为 界 的 大 域 产生 的 旋转 体 
体积 . 

求 绕 x 轴 旋 转 以 曲线 # =e” 以 及 直线 + =0，zr = 
0 和 3=1 为 界 和 的 区 域 产生 的 旋转 体 栖 积 . 


。 灶 绕 = 轴 旋转 以 曲线 了 =2tan x 以 及 直线 Y=0， 


f= -md4 和 xz=T/4 为 界 的 区 域 产生 的 旋转 体 
体积 . 《区域 位 于 第 -象限 和 第 一 象限 内 ， 像 
一 个 仿 竺 的 蜂 形 领结. ) 


. 球体 贺 洞 的 体积 经 过 半径 为 2 英尺 的 球体 的 


球 心 钴 一 个 半径 为 3 英尺 的 圆 淋 ， 求 从 款 体 中 
点 除 材 料 的 体积 . 


权 樟 球 的 体积 ” 微 槛 球 的 前面 像 下 页 附 图 所 示 


的 福 团 ， 求 枢 榄 球 的 体积 ， 稚 确 到 基 接 近 的 立 
方 英寸 . 

在 习题 17 ~234 中 ， 求 曲线 的 长 度 . 

y= 


1 二 二 多 
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19. 
20, 
21. 


22. 


234. 
24. 


25- 
26. 


27, 
28. 
29. 
3 


31. 


33. 


5. 


y=x: - {ln x)B, | 过 大 反 2. 

= (YA12) + C1/y), Leys2. 

X= no -on Si y= mnt an St ss 
TT 

t= 6, y= +67, Otel, 


T=3 co 0, r=3 sin 8, O00 
求 附 图 所 示 闭 合 环 * = 让 ，y = {A3) -的 长 
度 ， 这 个 环 以 t= -yx3 为 起 点 和 := 好 为 终点 


+ 
1 + > 人 


-1 ,oN 


在 习题 2 ~30 中 , 求 绕 给 定 轴 旋 转 和 曲线 产 生 
的 曲面 面积 . 


y= Vir+l, Ogre3; x 轴 . 

7 = Ox 所 1; ;四 

x = VAy -Yay<2: Y 轴 . 

z= ,276; y 轴 . 

x= 0 四 

r= +1 , y= 4 ,12 sli 7 轴 . 
在 习题 31~34 中 ,求解 微分 方程 . 


立 
= ycon yy. 37(x+1) 


32. Y= yl 


Fy’ = aec 7 sec’x. 34. y cosix dy + sin x dx = 


在 习题 35-38 中 ， 求 解 初 值 问题 . 
业 =e (0) = -2. 


二 让 
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43. 


47. 


dx 


.从 贮 水 器 抽水 


ry yn) = 
| +x 


od dr =, rtly=1. 


在- 件 生 物 与 标本 中 ， 原 有 了 右 14 含量 的 90% 


已 经 冲 灾 ， 这 件 标 本 存在 了 多 少年 


,次 却 馆 饼 ”用 座 盘 增 制 的 蔓 果 馅 饼 从 境 藉 取出 


时 .内 部 温度 为 220 下 ， 和 将 其 别 于 温度 40T 的 
通风 征订 冷却 、 馆 饼 内 部 演 度 在 15 分 钟 后 下 降 
到 180T. 销 民 从 那里 冷却 到 70 千 常 要 多 外 
时 间 * 

提升 设备 -位 女 业 岩 运动 员 回 上 净 运 近 100 
所 的 22.5 由 的 设备 ， 设 备 帅 在 她 下 方 知 的 
继 了 于 上 ， 缠 子 重 0.8 N/m， 运 送 这 些 设备 需 鉴 
作 多 少 功 ? 【提示 : 分 别 对 绳子 和 设备 阔 解 . 
然后 对 结果 求 和 . ) 

油水 的 运 水 车 ”你 驾驶 一 辆 800 加 会 的 运 水 车 
从 华盛顿 山脚 下 开 到 出 看 ， 到达 后 发 现 只 剩 下 
半 车 水 ， 启 程 时 水 车 灌 满 广 水、 以 隐 定 的 巡 度 
向 山上 行 和 者 ， 并 在 50 分钟 内 达到 47 和 0 英尺 的 
高 度 变化 .假定 运 水 车 漏 水 速率 不 灾 ， 把 水 运 
到 山 项 作 了 凶 少 功 ? 不计 把 你 本 人 和 和 运 水 车 送 
到 山上 作 的 功 ， 水 的 重量 为 3 磅 {美制} 加 仑 . 
拉 长 弹 黄 ”如 果 要 使 一 条 弹 签 保 尘 比 不 受 力 的 
自然 长 度 长 1 英尺 需要 20 磅 力 ， 把 阐 乱 拉 长 到 
这 个 长 度 需要 作 考 少 功 ”再 拉 长 一 英尺 需要 作 
密 少 功 ? 


.车 库 门 的 弹 膏 ”假设 200 下 力 使 车 库 门 上 的 漳 


答 伸 长 到 超出 不 受 吃 的 自然 长 度 0.8 m，300 
力 将 使 弹 赞 伸 长 多 少 ? 使 弹 咎 伸 长 到 比 白 然 长 
度 长 这 样 多 需要 作 和 多 少 功 ? 

一 个 贮 :水 器 的 形状 像 项 朝 下 的 
正 略 维 体 ， 顶 部 里 起 20 英尺 ， 诬 3 英尺 ， 在 其 
中 灌 满 水 从 如水 器 顶部 上 方 6 英尺 的 高 秆 抽 
出 水 需要 作 多 少 功 ? 

只 凤 水 器 抽水 [ 续 避 是 45) 在 由 水 器 中 灌 满 到 
5 英尺 深 的 水 ， 并 且 在 项 部 上 方 局 样 高 度 抽水 . 
抽出 水 需要 作 凶 少 功 ? 

从 贺 稚 体 容 器 轴 液 体 一 个 顶 朝 下 的 正 圆 欠 体 
容器 的 颈 部 半径 为 5 在 ， 高 10 表 ， 在 其 中 灌 满 
重量 -密度 为 60 jh 全 的 液体 ， 从 容器 上 方 2 ft 
高 度 的 一 点 抽出 液体 需要 作风 少 功 * 如 果 抽 液 
体 的 么 用 额定 功率 为 275 他 lhysf 172 hp) 的 电动 
机 驱动 ， 抽 空 容 器 需要 多 长 时 间 ” 


定 积 分 时 三 用 

,从 团 柱 体 贮 油 稻 抽 油 和" 油 峰 为 止 虹 柱 体 ， 长 
20 RE， 在 水 平 轴 上 的 直 知 为 8 于， 如 果 由 池 髓 的 

-下 满 澡 满 重 37 lv 的 槛 异 油 ， 冰 通过 从 时 

油 大 底部 通 到 硕 部 上 方 6 和 一 个 出 口 的 管子 机 
空 油 作 的 功 . 

物 . -- 块 薄 事 板报 盖 由 抛物线 y =2x 和 7=3 一 号 
也 闻 的 区 域 ， 汰 它 的 形 心 . 

50， - 块 藏 平板 竹 首 由 x 轴 和 直线 + =2, x*= -2 以 
及 抛物 线 Y=x 包围 的 区 域 ， 炒 它 的 形 心 ， 

sl ，“ 快 薄 平 板 禾 语 第 .象限 内 以 y 轴 和 抛物 线 y = 
妇 /4 以 基 直 线 了 =4 为 界 的 "二 角 版 "区域 ， 求 


第 6 章 补 充 和 提高 习题 


1 假定 旋转 体 是 绕 z 轴 放 转 以 正 连 续 丙 数 y = 环 z) 
的 图 形 和 xz 轴 以 及 国定 直线 * =a 和 可 变 直 线 * = 
bt >a) 汶 界 的 区 域 产生 的 .对 于 任何 5,， 它 的 
体积 等 于 大 -ob 求 所 <)， 

2 假定 旋转 体 是 绕 x 更 旋转 以 下 连续 是 数 y = 环 x) 
的 图 彤 和 xz 轴 以 及 直线 x* =0 和 *=a 为 界 的 区 域 
产生 的 ， 对 于 在 何 a >0， 它 的 体积 等 于 a? + a. 
求 拓 xz). 

3. 假定 增 丽 数 =J(x) 对 于 xs0 是 光 汪 的， 并 所 
0) = 人 邻 stx) 表示 下 的 图 形 从 点 (0，a) 到 
(rz， 天 4) 的 长 度 , * >0， 如 困 对 于 某 个 常数 忒 
有 stx) =Cx， 求 所 x). 万 允许 取 什 么 值 " 

个 1a) 让 有明， 对 于 0 <a 和 2， 

「 A + oe dB > va + im er 
fb] 推广 5a) 中 的 结果 . 

5. 在 曲线 y=2 冯 的 各 点 上 ， 作 长 度 =y 并 且 同 办 

吾 面 垂直 的 线段 ( 参见 附 图 )， 求 曲线 上 由 点 (0， 


咏 到 (3，2 号 ) 的 这 些 垂直 线 胡 构 成 的 曲面 的 
面积 . 


6。 仕 半 径 为 ga 的 贺 上 各 点 ， 作 垂直 于 痢 的 平面 的 
线段 ， 在 每 sz P 的 愉 吉 线段 长 度 为 避 ， 其 中 s 是 


它 的 形 心 . 
52. 一 抉 游 平 板 枯 薄 巾 抛物 线 YY =x 和 直线 x = 2 
包 前 的 区 域 ， 求 它 的 形 心 . 
53， _- 块 薄 平 板 巷 其 由 抛物 线 六 = z 和 直线 + = 2 
包围 的 区 域 ， 假 设 板 的 密度 隐 数 为 8(Y) = 1 + 
六 ， 求 它 的 质 记 ， 利用 水 平 细 条 . ) 
54. (al - 块 具有 常数 帘 度 的 薄 平 居 禾 盖 曲 线 1 = 
3 得 轴 之 间 从 =1] 央 x=9 的 区 战 . 
灶 它 的 质心 . 
{ tb 如 果 (a) 中 板 的 密度 函数 是 514) =x 向 木 是 
常数 . 求 它 的 质心 ，{ 利用 重 直 组 条 . ) 


依 反 时 针 方 向 从 点 ta，0) 到 中 测 出 的 圆 弧 长 度 ， 
是 - -个 正常 数 ， 如 附 图 所 示 ， 求 从 点 (a. 0) 玫 
始 围绕 呵 猎 伸 一 周 由 演出 绝 的 重 直 线段 构成 的 
曲面 面积 , 


二 


. 通过 细胞 膜 的 物质 传输 “在 其 些 条 件 下 溶解 
物质 道 过 细胞 膜 传输 的 结果 由 方 各 
虹 = 上 和 (ec - 


di 
描述 ， 在 这 个 方程 中 , 7 基 细 胞 内 部 物质 的 浓 
度 ，dyx 生 是 7 随时 间 的 变化 率 ， 字母 卡 4 下 
和 和 代表 常数 ， 其 中 上 * 是 梁 千 系数 { 一 种 细胞 脱 
特性 ) ,4 是 细 紫 膜 的 表面 积 , 上 是 细胞 的 体 和 
“是 细胞 外 部 物 策 的 深度， 这 个 方 竹 表明 ， 少 胞 
内 部 物质 浓度 的 变化 率 同 它 与 细 胸 外 部 物质 请 
度 之 差 成 正比 - 
ta} 从 方程 瞧 解 Y(1) ， 用 jy 表示 人) 
fb) 求 稳定 状态 下 的 细胞 内 部 物质 的 浓度 im y(1). 
(根据 Some Yarhemarical Models in Biology{ 《生物 
学 中 的 其 些 数学 模型 3))， 市 RR Thmli， 
丁 上 划 orimer， 及 R. Rebman 和 R.F. Baum 编辑 ， 
1967 年 12 月 收 订 版 ，PB-202 364，101-103 页 ; 
由 美国 商务 部 N. T.T S， 发行 . ) 
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卉 气流 混合 ”氧气 通过 一 条 软 管 流 人 充满 空气 
的 | 升 模版 ,混合 的 第 气 和 空气 { 零 认 为 经 过 充 
分 捍 动 语 ) 从 男 外 -一 条 软 管 排出 ， 要 定 空气 中 含 
有 2i 听 氧气 ， 当 5 升 氢 气 通过 输入 软 管 后 ， 烧 
鞭 合 有 氢气 的 百分比 是 儿 少 ? 


.质量 为 mm 的 质点 在 大 小 为 疡 (2) = 的 可 蛮 力 的 


作用 下 ， 在 时 间 t=0 从 租 正 状态 开始 ， 语 * 轴 
以 慨 定 加 速度 a 和 南 x=0 移动 到 x=4k 求 力 做 
的 坊 . 

功 与 动能 “假定 把 重 1.€ 盘 司 的 高 尔 夫 球 侣 于 
内 常数 上 =2 [bin 的 午 直 弹 篷 上， 把 弹 咎 太 缩 所 
in 后 松 开 ， 高 尔 大 碌 这 时 上 弹 大 约 多 高 {从 弹 
篇 的 静止 位 置 算 起 )* 


. 炒 下 方 以 x 贺 为 界 和 十 方 以 曲线 Y=1 -x*(tn 导 


侦 正 整数 ) 为 界 的 区 域 的 形 心 .这 个 形 心 当 
+ 时 的 极限 位 置 是 什么 ? 


， 如果 你 用 挂 在 卡车 后 的 二 轮 拖 车 拖 运 一 根 电 话 


线 杆 ,打算 让 车 轮 处 在 电话 线 杆 质心 之 后 约 3 
英尺 的 位 置 ， 以 便 提 供 相 应 的 “ 瑞 移 "重量 . 
NYNEX 的 1. 物 让 型 木质 电话 线 杆 的 项 端 岗 长 
27 in， 底 端 周 长 43.5 in 这 种 电话 线 杆 的 质心 
虐 离 横山 的 长 度 是 和 多少 ? 


13. 


16. 


夺 5656 草 
假定 面积 为 4 和 具有 常数 密度 5 的 注 金 司 板 省 
据 x 平面 内 的 公 域 趾 ， 并且 邻 本 是 金属 板 对 
轴 的 生 ， 证 明 : 
(al 如 果 金 前 板 位 于 直线 x = 的 右 撞 ， 板 对 站 
线 的 算 基 计 , - B64; 
{b) 如 果 金 局 板 位 于 直线 =# 的 左 樟 ， 板 对 直 
线 的 所 是 b84 - 好 


- . - 快 薄 板 币 盖 以 曲线 ” = 4ar 和 直线 x+ = sle 是 


止 常 败 ) 为 界 的 区 域 ， 疏 薄板 在 下 列 条 件 下 的 
质心 : 

(1a] 东 板 在 点 (x,7) 的 密度 回 * 或 正比 ; 
[DI) 注 概 在 点 (x，7) 的 密度 同 1y 1 成 正比 . 


{8] 业 第 - 象 眼 内 以 两 个 同心 加 和 两 条 坐标 轴 


为 界 的 区 域 的 形 心 ， 假 谈 这 两 个 加 的 半 徐 
为 s 和 ,<a < 了， 它们 的 圆心 在 说 点 . 
[bb 并 十 述 区 域 的 形 心 的 坐标 当 9 趋 近 上 时 的 
极限 ， 并 且 讨 沦 结果 的 含义 . 
从 边 长 为 1 从 的 正方 形声 去 一 个 二 角形 的 角 . 
切 去 一 角形 角 后 的 面积 为 36 jm， 如 果 剩 余 区 
域 的 形 心 旺 离 原 正 方形 的 一 过 是 了 in, 这 个 形 
心 同 其 余 边 的 距 元 是 多 少 "” 


第 7 章 积分 方法 


概述 微 积分 基本 定理 告诉 我 们 ， 在 求 出 被 积 函 数 的 反 导 数 后 如 何 计算 定 积 分 ， 表 4.2 时 示 
次 今 我 们 讨论 这 的 函数 的 反 导 教 形式， 而 代 痪 方法 有 助 于 利用 表 中 的 反 导 数 对 更 复杂 的 包含 基 
本 函 救 的 函 玖 求 反 导 效 ， 在 本 章 我 们 要 讨论 对 更 当 函 教 求 反 导 教 (或 者 不 定 积分 ) 的 一 些 其 他 重 
黑 方 法 
7. 1 分 部 积分 法 
分 部 积分 法 是 用 于 简化 形式 为 
[fas) dr 


的 积分 的 方法 ， 在 /能够 重复 微分 和 g 能 够 重复 积分 而 无 困难 的 情况 下 ， 这 种 方法 是 很 有 用 的 . 
积分 


f xedx 
就 是 这 样 一 种 积分 ， 因 为 太 x) =x 可 以 微分 其次 变 成 替 ， 而 gtx) =e' 可 以 重复 积分 而 无 困难 . 
分 部 积分 法 也 适用 于 像 
esin x dr 
这 样 的 积分 ， 其 中 被 积 沙 数 的 两 部 分 在 重复 求 微 分 或 者 求 积分 后 肯 次 册 现 . 


7.1.1 积分 型 积 法 则 
如 果 了 积 5 是 * 的 可 微 函 数 ， 积 法 则 表明 


EA ] = f(r gs) + f(r)g'() 

用 不 定 积分 表示 ， 这 个 等 式 变 成 

[EVD et ld = Gog(o + A) g(r) Jd 
或 者 

[二 aeloD]d = [fg de + [f(r) da 

2 

重新 整理 上 而 等 式 中 的 项 ， 得 到 

Jose = {FLA ds - {f(g(r) de 
由 此 导出 分 部 积分 法 公式 


[A EA (1) | 


如 峻 把 这 个 公式 写成 微分 形式 ， 有 时 更 容易 记忆 邻 w=f(x) 和 v=g(x). 那么 du = 
(x ydz，dv=g'(x) dx， 利 用 代 换 法则， 分 部 积分 法 变 成 
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分 部 积分 公式 
| 和 (2) 


这 个 公式 在 表示 … 个 积分 | u dv 时 利用 另外 -个 积分 | du， 选择 适当 的 ， 和 ww， 第 一 个 积分 


亲 能 比 第 一 个 积分 更 容易 计算 ， 蛮 使 用 这 个 公式 的 过 得 中， 可 以 对 & 和 中 作 不 同 的 选择 ， 下 而 
的 例子 说 帅 选 择 的 技巧 . 
例 1 发 积 
[x A 汪 dx 


解 ”使 用 公式 | ge = uw -wdu 时 选择 
县 一 x， dy = eos x dy 
du = dx， = sin x(eosz 的 最 简单 反 导 数 ) 
于 是 得 到 
[rcosx dr =xsinx- [sinr dr = xsinx+tcosr+C | 


在 例 1 中 ,对 于 4 和 dv 可 以 采用 4 种 选择 : 

(11) 售 =1 和 v=x coa x dx. (2) 令 uw=x 和 dv = cos x dx 

(3) 售 =x cont 和 v= dx. (4 仿生 = cos x 和 dy=x dr. 

第 (2}) 种 选 返 是 我 们 在 例 1 中 使 用 的 ， 其 他 -: 种 选择 导致 我 们 不 知道 如 何 求 积分 的 积分 ， 例 
如 ， 第 (3) 种 选择 得 到 积分 


| fr cos x -xsin r}dx 
分 部 积分 法 的 日 标 在 于 从 一 个 我 们 不 清楚 如 何 计算 的 积分 | u gr, 到 达能 够 计算 的 一 个 积分 


及 du. 通常 ， 首 先 在 包括 dx 在 内 的 被 积 晴 数 中 选择 容易 求 积分 的 尽 可 能 多 的 部 分 作为 dr; 把 剩 


余部 分 作为 n。， 请 记 住 ， 分 部 积分 祛 并 韭 总 是 适用 的 . 
例 2 求 积分 
| ln x dx 


解 由 于 可 以 把 fm x dx 写成 [Inx "1 dx, 使 用 公式 | dy = ur 一 fz du 时 选择 : 
4 = ln x( 求 微分 时 简化 ) ， du = 十 dx 


dy = dx( 容易 积分 )， + = x( 最 简单 稀 反 导数 ) 
于 是 
[mxzdt=xrnmzr-fr rdz=znxr-|d=-rmr-z+rc | 
x 
有 时 ， 我 们 必须 不 止 一 次 地 使 用 分 部 积分 法 . 
例 3 求 积分 
[sedx 


解 选用 uw=x ,dr=e'dx，du =2x dx 和 +»=e ， 得 到 
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; ’ 
ee = te 一 ?| 区 和 tx 


新 的 积分 不 如 床 有 积分 复杂 ， 因 为 + 项 的 指数 减少 广 1， 为 计算 右边 的 积分 ， 册 次 使 用 分 部 积 
分 法 ， 选 用 =x， 电 =adx， 于 导 dz= 赋 ,z=*"， 并 生得 到 


[ red = Xt — | adr = rz -+e + 
因此 
ed = re - ?| Xe = we ~ 2x +2e +O (C=20,) | 


例 3 的 求解 方法 适 骨 于 任何 积分 | zedz， 其 中 呈 基 正 整 数 ， 央 为 重复 对 *” 微分 将 役 终 导致 


零 ， 而 积分 e" 是 很 容易 的 . 

像 下 面 后 子 中 的 积分 出 现 页 电工 技术 中 ， 它 们 的 计算 需要 用 两 次 分 部 积分 法 ， 然 后 嵌 求 解 
木 知 的 积分 . 

例 4 求 积分 


| Eons x dx 
解 令 =e, dv=cosr dx 十 是 =edr, r=sin «。 半 旦 
| ereos xdxr = esinr-— f e'sin tx 


上 式 中 第 一 个 积分 同 第 一 个 积分 相似 ， 不 过 以 sinz 取代 cos tz， 为 了 计算 它 ， 我 们 用 分 部 积分 法 ， 选 有 用 
t=e, dy= sinxdr, t=-cosr, du = ecdx 
于 是 
f ecos x r= oe sinx— | -POCOT— | {— cosx}{e ry 】 


= ersinx +eccoax -一 | ecos x dx 
这 时 未 知 的 积分 出 现在 等 式 的 崎 端 ， 对 两 端 加 这 个 积分 并 且 加 积分 常数 ， 得 到 
2| eco rdr = esinrt+ecosr+t, 
用 2 由 除 ， 并 且 重 新 辣 名 积分 常数 ， 给 出 
| ecos wx dr = Sn ecos ti 国 


例 5 对 于 cos”x 的 积分 
cos< dx 
推导 一 个 用 cos x 更 低 才 的 积分 表示 的 公式 . 
解 ”可 以 把 cos'x 看 成 roa" xz， cos x， 然 后 令 
Hs= eo x 和 dy = tosx dx 
所 以 有 
di = (nan-l)eo :ix(-sinxdr) 和 4 = sinx 


因此 


- 了 口 一 
feos"r dx = cos” ‘x sinx + Cn- 1)f sin cos x dr 


= cos" ly sinx+ (nl] ) | (1 - cosix) cos x dx 
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= ens x sinx+t{n- 1 eosc sr dr - (一 | ns x dx 
如 果 在 上 面 的 等 式 现 端 如 
(nm 1) | GON" 对 二 
得 到 
| cngx dx = cos x gin x + (nn- | cog" x dx 
此 遍 除 以 na， 便 得 到 最 后 结果 ; 


m-1 站 
eos x anx -| -2 
| eos dx = + eon x dr 
夫 nt 


这 个 公式 使 我 们 把 cos x 的 指数 碱 小 2， 因 而 是 一 个 非常 有 用 的 公式 扫 虽 为 正 整 数 时 ， 可 以 重 
复 应 用 公式 ， 直 到 剩余 的 积分 成 为 

[eossdr = sinr+C 或 [esrds = {dr =x+C 国 
例如 ， 例 5 中 的 结果 告诉 我 们 ， 


4 coa x sinx 2 1 1 2 四 
cos x dx = -+ cosx dr = rotsinr+ ins+ 


7. 1.2 分 部 求 定 积分 
为 了 分 部 求 定 积分 ， 可 以 把 公式 (1) 中 的 分 部 积分 法 公式 同 微 积分 基本 定理 第 2 部 分 结合 
来 ， 假定 六 和 如 在 闭 区 问 [s,， 加 上 是 连续 的 ， 基 本 定理 第 2 部 分 给 出 


| 定 积分 的 分 部 积分 法 公式 
fae a =Kasto] -ff Vee G3) 


在 应 用 公式 (3) 时 ， 通 常 采用 公式 (2) 中 的 记号 上 和 :，、 因 为 这 样 更 易于 记忆 ， 下面 举 -- 个 
例子 ， 
例 & 求 以 曲线 7 =xe 一 和 =* 轴 为 界 的 区 城内 <=0 到 *=4 的 面积. 
解 ” 这 个 区 域 是 图 7. 1 中 的 阴影 部 分 它 的 面积 六 


站 ed 
0 
令 w=x， 和 =e dr 而 有 qd= 业 ,= ~e '. 于 是 . 


f re dr=— se” ] -fe edx 


= [-4e -C0}] + {ed 


a 


-4 -5 
= 一 4e —e ]. 
=-4e” -ef(-e)=1-5e 
= 0.91 国 图 ?7.1 和 例 5 中 的 区 域 
习题 7.1 
在 习题 1 ~24 中 ， 求 积分 . 
L sin 去 dm 2. {0 eos re dp 5. fs In x ds. & [ens 


3. [ cas £ dr. 4 | x sin x dx. 7， | tan 1 dy, Jsin dy 


积分 方法 399 
9. fs ner x dx, 10. f 4x Apr2 Da dx, 在 曲线 和 x 轴 之 间 的 遇 积 是 什么 ? 提 册 容 
案 的 理由 


ll. | x ex. 12. J er “dp 
13. fi ~ Sx)e'dz. 14.| (rm + r+ le'dr. 
15. fxr 16. J nett, 


2 末代 
17. f Fuin 28 dg. 18. | TH 2 dr 
n 


19. [ ec dt 20. 三 sin (2° ) dz， 
2 。 33. 求 体积 伐 直 线 * = 2 旋转 第 -- 象 限 内 以 誉 标 


21. f esin 8 dg. 22. | ros y dy. 轴 以 及 曲线 y=e 和 直线 x=in2 为 界 的 区 城 ， 
23， [ecos 3 dx. 24. | im 2x dr. 求 产 后 的 旋转 体 体 程 
4. 求 体积 绕 下 述 直 线 旋转 第 -象限 内 以 坐标 轴 
在 当 是 25 ~30 中 ， 在 分 部 积分 之 前 先 利用 代 以 及 曲线 Y=e 和 直线 x =1 为 界 的 区 域 ， 阔 产 
换 求 积分 . | 生 的 施 转 体 休 程 : 
25, [eT™ ds, 26, [x Tx dx. (ajx 轴 ; (b) 直线 x = !. 
， 35. 求 体积 绕 下 述 直线 旋转 第 .-- 象 限 内 以 汶 标 轴 
27, 上 x tansxr dx， 28. | In tx + x ) dr. 和 有 蝎 线 y = coa x, 了 所 #+ 所 TA/2 为 界 的 区 域 ， 卜 产 
， z 生 的 旋转 佳 体积 : 
29, fuin Ina)d 30.[z (lns)’d (ay 办 ; [直线 mA 
31., 求 面积 ”对 于 区 间 36. 求 体积 ” 绕 下 述 直线 旋转 以 * 轴 和 遇 线 + =x sin x， 
【gj0 反 + 所 三 ， (bjnere2n, 0&x 和 为 界 的 区 域 ， 求 产后 的 旋转 体 体 秩 : 
{Cc)2n re3n, 1aly 轿 ; {bj 直线 x = 
求 由 曲线 y=x sin x 和 x+ 轴 和 包围 区 域 ( 参 中 附 ( 参 岂 习题 31 的 有 图形.) 
图 ) 的 面积 . 37. 求 平均 值 ”在 附 图 中 由 阻尼 器 代表 的 延 媛 力 使 
【9) 你 以 区 域 面积 中 看 出 什么 模式 ? 当 为 任意 加 法 三 弹 息 的 运动 速度 放 塌 ， 所 以 法 码 在 时 间 : 
非 货 整数 时 ， 对 于 区 间 mr 生 z 反 (mr+1)yT， 的 位 置 为 
在 曲线 和 x 轴 之 问 的 面积 是 什么 ? 提出 管 修一 2e ecosif 汪 向 
党 的 理由 . 求 了 在 区 间 0sts2m 上 的 平均 值 . 
1 本 
we 
0 


32. 求 面 积 对 于 区 间 


[1ajmxz2 srs3TA2， (hm 2 和 rn 2 用 尼 器 

【em rTn 2 

求 由 曲线 y=x cos * 和 x 加 包围 区 域 ( 参 见 附 

图 ) 的 面积 

和 9) 你 从 区 域 面积 中 看 出 什么 模式 ? 当 a 为 任 。 38, 求 平均 值 。 在 同 习题 37 相似 的 法 码 - 弹 血 - 限 尼 
意 正 整数 时 ， 对 于 区 向 器 系统 中 ， 法 和 码 在 时 间 ! 的 位 置 为 


(< (Ti) y= 4e (sint—cot), +10 


900 


求 y 在 区 间 0Osts2m 上 的 平均 值 . 
简化 公式 ”在 习题 39 -42 中 ， 利 用 分 部 积分 
法 广 实 简化 公式 . 


. 1 
0， f seon xdx = x Hinx— af x ain x da 


nh. | x"ninadr = -rr r+ | 


x x x, 


i 
41. [x "de = 了 4 | tx 天 站 
42. [ Cn x) "dx = x(t ln zy" ~— | {ln x "dx. 


求 反 栈 数 的 积分 “分 部 程 分 法 蛙 出 求 反 陋 数 积 
分 的 法 则 ,通常 给 出 令 人 满意 的 结果 ，: 


= [rf 09) 
(F=f "(x) ,x = Hx), 
= A) - [ind 
(分 部 积分 法 ,用 4 = y， 
= fx) - ery dy 


思想 是 联 册 积分 的 最 复 当 部 分 ,在 这 里 有 是/ “(x)， 
并 瑟 首 先 简化 它 ， 例 如 ， 对 十 ln x 的 积分 ， 我们 
香 到 


[nx dr- fed ty = lnrx =e ,dr = edyi 


dr = 六 dy 


dr = f(D) 


= ye -ee +C=Iiinry-x+t 
对 于 ens "x 的 积分 ， 得 到 
人 os dr = x eon’ x -~ [eo Ydy (y= enn x) 
= evs 
= cos x -sin (eo x} + 
在 J 题 各 ~ 征 中， 利用 公式 
[fn = rf -Jr 0 =7 7 (x)) 
(4) 


7.2 三 角 积 分 


种 7 从 


灶 机 分， 用 * 表示 答案 . 


43. f ain x oe. 4 和. | tan "x dr. 


d5. | CL x ‘x. 6. [ Le ix. 


准 廊 呈 z) 的 积分 (和 用 和 热 是 在 广 为 叮 程 时 ) 的 加 
外 ,种 方法 是 利用 分 部 和 分 法 . 地 上 = ai 和 
由 = 刁 ， 把 六 “的 积分 改革 成 
请 xryde = rf (tx) -~ fs {ren)) six 
可 题 47 和 43 对 比 利 用 公式 (4) 和 {5} 得 刊 的 
结果 . 
47. 会 或 041 和 (15 对 于 ooa 的 各 分 纵 讲 不 同 的 
人 公民: 
(a) feos-'x dx = zeoa x ~ sinteon x) + 
{公式 (4))】 
【b+ os dx = Yeoartvt - wl- w+ 
{公式 (5)) 
黄种 积分 法 都 可 能 是正 确 的 网? 给 出 解释 . 
地. 公式 (4) 和 (5) 对 于 tan zx 的 积 验 给 出 不 同 的 
公式 : 
{a} an dz =xtan xy Jn sec (1an ry) + 
(公式 (4)) 
[| fan Ixdr =xtan rc-lnvi+te + 
(公式 (5))】 
两 种 积分 法 都 可 能 是 正确 的 吗 ? 给 出 解释 . 
在 习题 和 和 50 中 用 蚌 种 方法 求 积 分 : 
【al} 几 公式 (4)3 1b) 用 公式 (5). 
在 每 一 种 情况 ,通过 求 答 案 对 x 的 导数 检验 你 的 
结果 . 


49， sinh ae S0. | tanh zx dx. 


三 角 积 分 涉及 5 个 基本 三 角 治 数 的 代数 组 合 ， 在 原则 上 . 我 们 总 是 可 以 用 正 汇 次 数 和 余弦 隧 
数 表 示 这 样 的 积分 ， 但 是 通常 用 其 他 晃 数 更 为 障 单 ， 如 在 积分 


tanx+ 心 


| sec x dx = 
中 ， 总 的 思想 是 利用 三 角 恒 等 式 把 所 求 的 积分 变换 成 更 容易 计算 的 积分 ， 
7.2.1 正 莹 函数 和 余弦 函数 冬 方 之 积 的 积分 
我 们 从 积分 形式 


mn a 
f sin x cos'x dx 


开始 ， 其 路 m 和 是非 负 整 数 { 正 数 或 者 零 ). 


可 以 把 相应 的 变换 分 成 三 种 情况 - 


积分 方法 #01 


第 1 种 情况 帮 [ sin"r ros'z dz 中 如 果 严 十 硒 数 .我 们 把 间 呈 成 耻 1, 首 于 利用 仁 等 开 simev = 
1 一 eoax ,得 色 


incY = ins x = 《sinryisiny = (CE -cowlg) sin x tt} 


庆 上 后 在 程 分 由 结合 单独 的 sin x 恒 dx， 于 上 加:in x dx= 一 di eow x). 
第 2 种 情况 在 | sin x wuss dx 中 如 果 tm 基山 数 蛮 i 为 厅 数 ,那么 把 n 可 成 25 +]1 .并 性 利用 
守成 rossz = 1] sin?x, 得 到 


nm 5 2 由 站 中 
Cus os X= ensx) conr = C1 — sin ry ems x 


然后 结合 单独 的 cos x 与 三， 并 用 蚂 eos x lx = dsin x5), 


第 3 种 情况 在 | Sitn7x cns xs dr 中 如 果品 和 #5 前 是 偶数 ,用 化 换 


gi = 1 一 ~ 2 cm = | + oo 2 (21 
把 被 相沿 数 转 化 为 cos 2x 的 较 攻 次 琵 方 . 
下 是 分 别 用 例 季 说 时 每 -种 情况 . 
例 1 发 得 分 
| sinm x eos x dx 
解 | sin x ceossr dx = | sin reas sin x dr (mm 是 有 有数) 


= | {] ~- Cos reog2 — dicos x)) 


= [i 一 -ds Ta = cos tr} 


1 
+ 1 = 
= fw -de = 4+C 
COS rr cos'r ， 
一 5 一 3 + 国 
例 2 求 积 分 
eos'x dr 
解 eos'x dx = f wow'x cos xT dx = | CE sin x) d(ain x) tm = 0 ,rn = 5) 
= | 一 号 2du (um = sin x 
= [0 -2 i) du 


2 ， _ 2 . 1 . ， 
和 -本 全 + Ed 十 和 = sin x ~ 3 sinx + sin zf 世 | 


例 3 求 积 分 
si cos'x dx 
解 f sims cos'x dx = H 1 — 2 <)( 1 + 3 A) ds tm 各 都 是 偶数 ) 


= | (1 - cos 2x} (1 + 2eo0s Dr + Cos 2x ) dr 
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站 


a| {1 + eos x — cos:24 — ros 2x) dx 


3 [> 十 村 sin 2x 一 | (eos 2x 十 cos’2x) dz| 
对 十 包含 cos*2x 的 项 使 用 
| cos 2x dx = 3| {1 + cos dr}dx 


(x + sin 4z] (人 厢 求 出 最 后 结果 之 前 省 上 散 积 分 常数 ) 
对 于 een"2x 的 项 有 
[ cos’2x dx = | (1 -sin2r)econ Dr dr fa = sin2r, du = 2cos 2x dr 


= 方 | -oa)du = 方 (sin 2x - 小 sin2z] (再 次 省 略 积分 常数 ) 


2 3 
合并 各 项 并 且 北 简 ， 得 到 
[sims coa'x dx = (x - ; sin 4x + sin?2z| + 图 
7. 2.2 消去 平方 根 
在 下 而 的 例子 中 ， 利 用 恒等式 cos*8= (1 + eos 26)w2 消去 平方 根 . 
例 4 求 积 分 
三 Te dx 


解 ”为 了 消去 平方 根 ， 利 用 恒等式 
1 + cos 2 日 


3 或 1 +cos 20 = 2 cos:# 


C05 = 


服 8=2x， 这 个 恒等式 变 成 
1 + eos dx = 2 con’2x 


因此 ， 
四 从 | 

| vl +cos dx dr = { v2 eos Zr dr = | J veos:2x dx 
[+ 外 bl 


证 "省 TT 
= .人 [cos 2x |dr = 5 | cos 2x dx (在 [0,m/4] 上 eos 2x 关口 ) 


本 sin 2x]™ _ 2 _ -2 
五 [号 人 0 0] = 和 


7.2.3 tan x 和 sec x 冬 方 的 积分 

我 们 知道 如 何 求 正切 函数 和 正 割 画 教 以 及 它们 的 平方 的 积分 ， 为 了 求 更 高 座 方 的 积分 ， 利 用 恒 
等 束 tanix =secsz -1l 种 sec'x =tanx+1， 并 且 在 需要 时 用 分 部 积分 把 较 高 次 方 化 为 较 低 次 方 . 

例 5 求 积 分 


tan‘x dx 


解 | tan4x dx = | tarmx -tancx dx = { tanix - (secx - 1 ) dx 
= | ianzx see?x dz — f tan’x dr 


一 f ax sec 和 dx -| (sec'x -~ 1)dx 
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= | tan2xr ser3r dr - | sec :x ir + | dx 
在 第 一 个 积分 中， 邻 
u = an 4, di = Ser dx 
证 性 让 
f ada = 3 n+ 
具 余 两 个 积分 为 标准 形式 ， 所 以 
| tan'x dx = 3 tarcx -an + 起 | | 
和 例 6 炒 催 分 
ee dx 
和 解 ” 有 几 分 部 程 分 ， 起 
u= secr, dr = secixdr, r= tanx, di = sec x tan t dx 
号 
f secx x = sec x tanx— | (tan x) (see x tan + dx) 
= sec stanx— | (secix ~ ] Jaecx dr (flanzxy = sec -1Y 
= aec rt tan r+ | ec xT dx — | srt x dx 
台 并 两 个 正 割 晒 数 立户 的 积分 ， 纵 出 
?| SeC 和 dr = sec ttan 世 十 | SP x dx 
和 | 
1 1 ] 
[sec'x dx = 5seeztanx+ 林 nlseczrtanrl+C [| 

?7.2.4 正 强 函 数 和 余弦 函数 之 积 的 积分 


积分 


J sin mx sin rx dx, f sin mx eos nx dz 和 J eos ma cos nx dr 


出 现在 三 角 丙 数 应 用 于 数学 和 自然 科学 问题 的 许多 地 方 、 可 以 用 分 部 积分 法 求 这 几 个 积分 ， 但 
是 在 每 种 场合 需要 两 个 这 样 的 积分 ， 更 简单 的 方法 是 利用 恒等式 


sin mx sin nx = 3 [cos (m -mxz ~ eos (m + n)s] (3) 
sin ms cos nx = [sin (m -A)x + sin (m+ nx] {4} 
CoS Mr COS nz = 六 [eos (四 一 ja + cos (m+n)x] {5) 


这 三 个 恒等式 来 自 正弦 函数 和 余 东 函 数 的 和 角 公 式 ( 见 1.3 节 )， 它 们 给 出 的 函数 很 容易 求 反 早 数 . 
例 7 求 积分 


fsin 3x cos Sx dr 
解 从 公式 (4) 用 m=3 和 n=5， 得 到 


| sin 3x eos Sx dx = 3 fsin {— 2r) + sin Bx ] dx 
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习题 7.2 
在 寺 题 1~ 14 中 ， 
1 [si ax 


5. [ ain7y oy. 


机 ， 二 
7. [a sain’ x rlx. 


= 3 Csin Bx 一 sin 2x)lx 


冰 程 分 


T 


2. J ain 3 tx. 
Tr 

44 | 3 roa Sx dx. 
LH 
Eo] 

看 . [ 7 aou't dt. 
全 


1 
中 . [ B cos42mx dx. 
nt 


A TT 
外. | 16 ainix ez cz. 10. | 中 sin y con:y dr, 
TT 0 


hl. | 35 gin'x east dx. 12. | ain 了 cos’ 27 dx. 
0 


| 人 

13. [ 8 conl26 sin 28 8 14. | sin228 cos128 da. 
[1 
在 习题 15 ~22 中 ， 


"” A cons 
15. [ [CoD x 
5 2 


17. fF wl sine dt, 


19. fe 20. | 


0 


求 积分 


i6. [ vl -ens 2x dx 
0 
18. VT cog da. 


人 


21. 三 0 wT con 30 dd. 22. f {1 cos:t}’? di. 
n nT 


在 习题 23 ~32 中 ， 


23, 2 apc x dx. 
-m3 
下 


本 中 4 
25, | aeC 各 人 
外 


7.3 三 角 代 换 


在 包含 va -x ， 


积分 可 能 是 有 效 的 . 


求 积分 . 


24. [ eraprlp*tx， 


B12 
26, | 3 sec Hr dx. 
Lt 


vaecix -1 dr. 


Cis 2 
二 


cos Bx 2 
16 4 ” 


27. [cord 6 28. | EN 2 组 
， 
29. | dian x dr 0. | 6 tan’ rt clr. 
LL 本 下 
1 二 
31, | cot x de, 32. | 8 rof ci. 
丁 * 必 Ee! 


37, 
39. 


。 [ ain Ax aim 4x dx. 


在 习题 33 ~ 3 提 中 ， 米 积分 . 


, f ain 3r rts 2x dt, 4. 「 ‘sin 2x con Bx le. 
-T™ Th 


2 
36. [ Hn 4 on x rr. 
Li 


Ee 
「 CHR Br oa dx dx. 8. 1. ns x eos Tx lr. 


曲面 面积 ” 求 绕 * 轴 族 转 弧 
x= y= /DSIE2 
产生 的 曲面 面积 . 


和 0. 强 长 ” 求 曲 线 
= neon rt) 由 和 和 
的 长 章 . 
41. 强 长 ” 求 曲 线 
y= nisecr)0 和 daredm 
的 长 度 . 
42， 重 心 ” 站 以 x 轴 积 曲线 Y= sec x 了 雇 玉 直线 x = 


-三 人 和 x = TT/4 为 界 的 下 域 的 重心 . 


. 体积 求 绕 天 轴 旋 转 曲 线 Y=sin x 的 有 段 捞 形 
产生 的 旋转 体 体 航 . 
. 面积 求 x 轴 和 曲线 += .+ceos dr, 0 和 rT 


之 间 区 域 的 面积 . 


VET+Y 和 V2- 可 的 积分 中 ， 用 三 角 代 换 把 它们 变色 成 可 以 直接 求 积 的 


最 常见 的 代 杭 是 x =atan 昌 ， X=2 sn 和 x=a sec H. 它们 来 自 图 7.2 中 的 参 怎 让 前 -: “用 形 


wo 十 让 一 本 Sec 全 


中 
a Val — 2x2 
T= datant 二 Sin# 


Va — rx = alcns#| 


, Vara 
i= dasece 
Vi ai = altan A 


图 ?.2 3 种 基本 代 换 的 参考 三 角形 ， 对 于 每 一 种 代 斤 确定 标记 为 * 和 a 的 两 条 边 


用 *=atan 8, 


2 2 
好 十 于 


= a +astan = afl +tanf) = a'secwgt 
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Hx = sin 8, 
人 in 
Hx=a we 9, 
a a = osec ha = atsce'd - 1) = uitan’8 
我 们 要 求 在 积分 法 中 使 用 的 任何 代 换 是 可 道 的 ， 所 以 能 够 在 以 后 变 回 原来 的 变量 ， 例 如 ， 如 
盯 使 用 代 换 x =a tan 8， 导 么 在 积分 后 必须 能 够 置 #= tan'(xda)。， 如 果 使 用 代 换 + =a sin 8， 积 
分 后 必须 能 铝 秆 8 = sn (xxa)， 对 于 代 属 =asee8 的 下 求 也 基 一 样 . 
下 她 从 1.5 节 所 知 , 这 3 个 代 换 中 的 三 钊 琐 数 仅 对 于 有 选 撞 的 咱 值 存在 反 星 数 ( 见 
图 7.3)， 为 了 可 道 性 ， 


x=atang 有 要求 日 


x=asin 要 求 8 


x*=ascg 要 求 8 


I | 


图 7.3 对 xzva 的 反 止 切 、 反 正弦 和 反正 割 作为 xpa 的 晴 数 是 出 的 图 形 


为 了 简化 使 用 代 换 * =a sec 9 的 计算 ,将 其 使 用 范围 限制 在 x/a 宕 1 的 积分 这样 就 使 8 落 人 区 间 
[90，m7A2)， 并 且 满 足 tan 60， 由 此 而 有 wx -a = Va +tam6= 1altangl=a tan 有 ， 只 要 > 
0， 这 就 避免 在 计算 中 出 现 绝 对 值 . 

例 1 求 积 分 


[ dx 
vv4 + 本 
解 设置 代 换 
x = 2tanp, dr=2 sec 0 dd, -了 <0<F 
4+x =4+4tang = 4(1 + tan:0) = 4 sec’g 
于 是 
sec’ pd 一 一 > 一 
| dx = [+e 0d - sec 如 9 ( VS = |sec |) 
v4+tx v4 seci lsec # 
= [ser 0 dg (seee>0. -三 <9< 卫 ) 


= ln | see 8+ tan 8g|+ 


406 第 7 了 日 


+ 《由 图 7.4) 


In 


2 
=in! are tn 2) 
请 注意 ， 在 这 里 如 何 用 zx 表示 In 1 sec 8+tan 81， 我 们 对 原 代 换 *=2 tanb 而-- 个 参 普 :人才 
形 { 见 图 7.4}， 并 由 这 个 三 角形 确定 tan8 和 sec 8 的 比 . [ 
例 2 求 积分 


ee 
* 2 


x dx 
| 友 
解 ” 设 置 代 换 


x =3sing, dr = 3rcos dd, -了 <9< 玫 


-x =9-9sin6 = 9 -sing) =9cos:8 
于 是 


「 和 _ [3 sin’d "3 cos 站 中 


/Ox 13 cos #1 


= 9| sin'g dg (cus 0 > 0， -7 < 至】 


= 9f: = 2 2 1g9 - 3 (9 - 2 2)+ 四 


于 (8 - sin Brosd) + Csin 26 = 2 sin 8 cos 0) 


-了 


+ 写 (由 图 7.5) 


_ 9 1 本 ， 
= 了 了 Si 3 3 Ox 二 区 
Vd+x 3 rt 
A 
2 Vo 
图 7.4 代 换 *=zitang 的 参考 二 角形 { 例 1): 图 7.5 代 换 x =3 sin 8 的 参考 三 角形 ( 例 2): 
tan # = ger = EE sin 8= 二， ns- 二 国 
2 2 3 3 
例 3 求 积 分 
[一 宇 _，。， 
25 -4 ” 5 | 


解 ” 先 把 根 式 改写 成 


YI5x 十 = fj2s {x - 坟 】 -se (2) 了 


使 被 求 根 的 表达 式 具备 x - a! 的 形式 、 然 后 置 代 摘 图 76 例 3 的 参考 一 角 撒 ， 若 x = 
2 2 Tr (2/5) ace 8, 0 < 日 < m2, 
T= sec 和， dx = 3 sec ftan § de. 0<e<c2 则 8 = sec:et5ur2， 并 且 


, 2 2 4 4 手 。 可 以 从 这 个 直角 三 角形 确 
x = asec = (secH—-1) = tanf a 
| 5 ) 25 25 25 25 定 #8 的 其 他 三 前 函数 的 值 
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**- (二) = |ian 9| = 了 un (ang>00<8< 7/2) 


5 
利用 这 些 代 换 得 到 
dx (2/5)sec Btan de 


| - |; -去 涯 - {4/25 了 5 (2/ 和 ]tan 绸 


1 
5/ ser ode = 5 ln |sec 6 + tan 上 | 十 区 


Hl 


1 v25 -4 
= ln 3 v25 -4|+C (由 图 7.6) 
5 已 5 十 3 十 | | 
习题 7.3 
住 当 题 | ~28 中 ， 求 积分 . 27.「 一 区 . 23. 1 人 一 
1 [出 2 3 (lr Fr 
i VI ro 在 二 题 29 -~ 36 中 ,使 用 适合 的 代 换 后 髓 用 -: 
2 册 :由 角 代 换 冰 各 分， 
3 「 本 4 | 一 此 
站 1 1 20 2 广 e'dt 0 广 ” 
5 | 6 /2 | 6 +9 ma 
0 vo x A a 一 4 31. 「 “ 下 32. [ a 一 
四 ay ' n 了 
7. | vr 8. | VI -Ir de os rvl+tloy) 
9 | ,xz > 工 ， 10, | 3 de ,x zw -1 L+x 
Vx 一 咎 2 VI -9 5 35 [二 3c | a 
11, [oy 7 a Vel A 
了 在 习题 37 ~40 中 ， 解 初 值 问题 求 出 y 作 为 + 的 
dx 
13. [- El a = > 晴 数 . 
* | ve 7, * 业 - V4, x22, y(2) =0, 
15. 和 . 16. | 一 全 一. 
[ 充 生 1 就 38、Vm -9 和 =1，z>3，y(5) =jn 3 
3 du: voO— yw 
1 /= a 18. | wd 39. (x +4) 糙 =3 y(2) = 
2 dx 
19. 三 Te 20. | 5 40. (4 +1 全 = Vx tl, v0}=1 
2 | 1 yx 22.] 这 二 x>1]. 41, 面积 求 第 一 象限 内 由 坐标 轴 和 曲线 = 
2 - 3 l . 
Cr 本 9 一 /3 包围 的 区 域 的 面积 
23. 六 一 一 24. 广 一 二 一 此 42. 体积 求 绕 + 灿 旋 转 第 一 象限 内 由 坐标 轴 以 及 
6 曲线 y=2/(1 + 江 ) 和 直线 *=1 起 围 的 多 城 产 生 
25. J + 1 6 | or 1 的 旋转 体 体 积 . 


7.4 有 理 函 数 部 分 分 式 积分 法 


本 节 讲 述 如 何 把 有 理 晒 数 ( 铸 项 式 的 商 ) 表 示 成 更 简单 的 分 式 之 和 ， 这 些 分 式 称 为 部 分 分 式 ， 
对 它们 更 容易 求 积分 ， 人 和 例如， 有理 函 数 (5x -3}A(x ~2x -3 可 以 改写 成 
5x-3 _ 2 3 
x Ir-3 x+l rx—-3 


这 个 等 式 可 以 通过 对 右 端的 两 个 分 式 取 公 分 母 (x +1) (x -3) 用 代数 方法 证 实 ， 从 把 有 理 函 数 改变 成 


408 种 7 了 二 


这 种 和 的 过 程 中 获得 的 技 蕊 ， 在 其 他 场合 世 蚌 有 用 的 ( 例如 用 某 种 变换 方法 求解 微分 方程 )， 为 了 汶 
上 述 表 达 式 左 喘 的 有 理 吸 数 (5z -3)A(x -2r 一 3) 的 积分 ， 我 们 从 需求 右 端 两 个 分 式 的 积分 之 和 : 


x C3 3 
Ga td =2ltaxz+li+3lnr-3 + 


把 有 理 遇 数 改 呈 成 更 为 简单 的 分 式 之 和 的 方法 称 为 部 分 分 式 污 ， 在 上 述 例子 的 下 例 中 ， 它 
包含 求 常数 和 只 使 得 
3 .4 ,8 
4 一 2 一 了 + 二 一 站 
【假定 我 们 暂 用 不 知道 4=2 和 上 8=3 满足 等 式 , ) 公式 47(x+1) 和 BA(x -3) 称 为 部 分 分 式 ， 轩 为 
它们 的 分 杯 仅 基 原 来 分 全 x -2x -3 的 一 部 分 ， 4 和 二 称 为 未 定 了 系数 ， 直 全 它们 真正 值 被 类 出 ， 
为 了 类 机 和 加 ， 我 们 首先 消去 成 C1) 中 的 分 式 ， 并 用 按 * 的 宕 重新 组 合 ， 得 到 
Sx -3 = Atx -3) + Hix+t]) = (A+ Hr 3A+B 
这 将 成 为 对 x 的 避 等 式 ， 当 则 仅 当 两 端 * 同 次 寡 的 系数 相等 : 
并 + 外 二 $5， -43+ 昌 =-3 
解 这 两 个 联 立方 程 ， 给 出 4=2 和 8B8=3. 
方法 的 一 般 描 述 
能 否 把 有 理 晴 数 记 x}Agtx) 表示 成 部 分 分 忒 之 机、 取决 于 遇 件 漠 情 ;: 
C1)Ax) 的 次 数 演 须 小 于 gt*x) 的 次 数 ， 就 其 说 ， 有 理 旺 数 必 须 是 真 分 式 ， 盏 则 ,fi x) 用 
8 x) 相 队 会 产生 余 项 ， 请 参见 本 小 节 后 而 的 例 3. 
(2) 我 们 必须 知道 g(x) 的 因 式 ， 竹 理论 上 ,任何 带 实 系 数 的 多项式 可 以 分 解 成 实 系 数 的 线 
性 办 式 和 二 次 因 式 的 积 ， 在 实 幅 中 ， 求 多 式 式 的 因 式 可 能 是 很 困难 的 . 
下 而 给 出 当 g(x) 的 办 式 为 己 知 上 时， 如 何 求 真 分 式 fLr) VAgtx) 的 部 分 分 式 的 方法 . 


(1) 


求 部 分 分 式 的 方法 (f(x)/8(x) 为 真 分 式 ) 
{1] 邻 x-r 是 g(x) 的 线性 因 式 .假设 {x -nr” 是 整除 gfx) 的 zx-r 的 最 高 次 寡 ， 那 么 ， 对 
二 这 个 因 式 ， 确 定 m 个 部 分 分 式 之 和 ， 
A A, 4 
x—r Cr 
对 于 g(x) 的 每 个 不 同 的 线性 内 式 懒 这 件 情 . 
(2) 令 x+px+g 是 g(x) 的 二 次 因 式 ， 假设 tx +px +g)" 是 这 个 因 式 整除 gtx) 的 最 高 次 . 
突 ， 并 且 x +px +g 没有 实 根 ， 那 么 ， 对 于 这 个 办 式 .， 确定 n 个 部 分 分 式 之 和 和; 
Bix+C, Bx +C, Bxr+e, 
x +px+g [本 tor +) 7 tn +pr+9)" 
对 十 g(x) 的 每 个 不 回 的 二 次 因 式 做 这 件 事情 . 
13) 算 原 分 式 丰 x) /gtx) 同 所 有 这 些 部 分 分 式 之 和 相等 。 消 去 所 得 等 式 中 的 分 式 ， 并 且 按 
x 的 降 突 排列 项 . 
(4) 邻 x 对 应 宪 的 系数 相等 ， 并 且 对 于 所 得 方程 组 求解 未 定 系数 ， 


例 1 利用 部 分 分 式 求 积分 


| + 人 + 
(x—l)(x+1)(x ray 
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解 ” 把 部 分 分 式 分 解 战 


{rrr +t3) xt 
的 形式 ， 为 了 求 未 定 系数 4， 吾 ,5 的 值 ， 消 除 分 式 ， 得 到 
x tdx +t l= A +1)x+3) + Br -I)(x+3) + Cr- 1)(r+1) 
= (A+B+O)x + (dA + 2B8)x + (3A4- 3B- C0) 
上 式 两 端的 多 项 式 基 恒等式 ， 所 以 从 * 问 砍 输 的 系数 相等 得 到 
xz 的 系数 : 4+H+C=l 
x 的 系数 : 44 +28 = 4 
x 的 系数 : 34 -38- C=] 
对 于 这 样 一 个 线性 方程 组 ， 可 以 用 凡 种 方法 米 解 未 知 数 4. B.C， 包 括 变 元 消 夫 法， 或 者 利用 计 
算 器 或 计算 机 ， 无 论 用 哪 -- 种 方法 ， R434， B=172, 人 = -1x4， 国 此 有 


x +dx+] 4 六 [A 
+ 


好 + dx+1 += | 三 ] 1 
rt rad Fi 二 1 4 73s 


， 1 . 1 - 
= 


其 中 天 是 任意 的 积分 常数 (避免 同 我 们 已 经 标记 为 的 未 定 系 数 混 消 ). i 


例 2 求 积分 
Ox + 
{x +2): 
解 ”首先 翅 被 积 丽 数 表示 成 带 未 定 系 数 的 部 分 分 式 之 和 : 
6z+7 -4 日 
fr+2) x+2 (x+2): 
6x + 了 = A(x +2) +8 (两 端 屠 (x + 2)") 
= Ax + (2A + 8) 


令 x 对 应 坚 的 系数 相等 ,给 给 出 
A4=6. 24+48B=12+B=7 或 4=6, BH--5 


因此 ， 
G2 7 (7) 1 -S| (+2) a 
=51lnlx+2|+5(x +2) 1 二 国 
倒 3 求 积 分 
2x -4t —x-3 
| xX 2x—3 dx 
解 ” 首 先 用 分 母 除 分 子 , 得 到 一 个 多 项 式 利 一 个 真 分 式 : 
2x 
a) de 了 
2 -4x - 6x 
Sx—3 


然后 把 被 积 卫 数 这 个 假 分 式 表 示 成 一 个 多 项 式 和 一 个 真 分 式 的 和 : 


了 1 区 7 间 


2x -4r -xz-3 -5 
Xx x 2 3 
在 本 他 开始 的 例 季 中 我 们 已 经 站 出 右 跨 分 式 的 部 分 分 式 分 解 ， 所 以 


[El 全 3 d= [2 dx + | 3 dx = | 2x dx + 广 


a 2 
=x +2Inlxt+t1ll+3lnlx -31+ 人 i | 
个 二 次 多 项 式 称 为 不 可 约 的 ， 总 指 不 能 把 它 表 示 成 两 个 实 系 数 线 件 因 成 的 积 ， 就 是 说 ， 这 
个 多 项 此 没 右 实 根 . 
例 4 利用 部 分 分 式 求 积分 


-一 二 


【人 十 D(x -1): 
解 ” 分 母 带 有 一 个 不 可 约 的 二 次 因 式 及 一 个 重复 的 线性 央 式 ， 所 以 把 被 积 隆 数 写成 


T2444 _Ai+8B, CC 了- (2) 


{a ri) Carl x Cx) 
消除 方程 的 分 式 形 式 ， 得 到 
-2x+4= (4r + B(x 1) + Cx ~ i)(x +1) + Dx +1) 
= (A+Cx +{-2A+B- C+ Dr 
+ (4-28B+Cxr+(B-C+D) 
令 同 类 项 系数 相等 ， 给 出 
x 的 系数 ， 0=4+C 
x 的 系数 ， 0 =-24+8-C+D 
xX! 的 系数 ; -2=4-2B+C 
如 的 系数 : ， 4 =B-C+D 
求解 这 些 联 立 方程 ， 得 到 4， 玉 ，C, DP 的 值 : 
-4=-24，4=2 {从 第 2 个 方程 减 第 4 个 方程 ) 
C=-A4=-2 {由 第 1 个 方程 } 
B=1 ‘在 第 3 个 方程 中 代入 A4 =2 和 C=-2) 
D=4-B+C=1 {由 第 4 个 方程 
把 这 些 值 代 人 方程 (42) ， 得 到 
一 27 +d -2z+l_ 2 + 1 
{x +litr-1)’ w+l x-l (rl1)’ 
最 后 ， 利 用 上 述 展 开 式 可 以 求 积 分 


一 2r + 二 2xr + 1 1 
(x + (rz 1) = Se re 


之 1 
-| (a) 


=ln(x +1)+tan x—-21nix-1|- 


+ 田 
-1 


例 5 求 积 分 


dx 
[rp 
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解 ”被 积 上 所 数 部 分 分 式 的 形式 为 
1 -和 zt Dr+b 
x{x +1): 于 n+] (Cx + 
川 x{x* + 1) 滋 两 端 ， 得 到 
1= iT + (Hr + Cx(x + 1) + (r+ Ex 
= ACx’ + 2x 4+1) + Bx + x + Cx + x) + Dr + Ex 
= (A+B)x + Cx + (2A+H+D)x + (C4+E)x+4 
令 对 应 系数 相等 ， 得 到 专程 组 
A+B=0, C=0, 24+8+D=0, C+E=0, 4=1 
这 六 守 抽 给 玫 4 =], B= -1, C=0, Dp= -1, EE=0 国 此 ， 
一 于 _ [ x dr 
j = 二 [= + + | | ss 
= [ 昱 - 了 | 坚 - 闻 | 尝 (u=x +l, ds = 2x dx) 
= nxl- da ek In Ln 1) + 1 ok 
2 2u 2 2(x* +1) 
Lx] ] 
TD 四 
习题 7. 4 
在 洒 题 1 -8 中 .用 部 分 分 式 展开 有 埋 画 数 ( 水 19. | 由 
项 式 的 商 )， (x 一 1 
1 3 Sx 一 了 20. | 
x-3)(x-2) x fx 一 全 rp 
4 je 2 企 习题 21 ~28 中 ， 把 签 积 丙 数 表示 成 部 分 分 
{x+1)™ “x2r+l 式 的 和 ， 并 且 求 积分 . 
z+] : 1 二 3 
-去 6 ee 2 + ‘ 
+8 于 户 + 2 二 上 Bx + Bx+2 
“Psre +9 (+): (dx + 
在 习 帧 9 ~ 16 中 ， 拒 被 积 数 表示 成 部 分 分 式 。 25. | 07 多 1 二 2 [ee ye 
的 和 ， 并 且 求 积分 27 [BE + 5 +88+4 jg 
-人 10. es- +2) 
一 4 + 2 
-A +2F -5+] 
1 | 二 二 4 dr 12. | 于 + | (+1) ‘a 
rr x Ix+ 


13, — dy 
a -2y-3 
15. [二 16. [35 
+2 -Bx 
在 习题 19 ~20 中 ， 把 被 积 男 数 表 示 成 部 分 分 
式 的 和 ， 并 和 且 炒 积分 - 
18, fe x i 


1 4x 
17. | = 
上 x +2r+il 


14。 了 +4 4 
凤 + 了 


在 刁 古 2 ~ 关中， 对 被 积 淆 数 散 长 除法 . 把 
所 得 真 分 式 表 示 戌 事 分 分 式 之 和 ， 然 后 求 积分 . 


3 .7.1 4 
29. [3 30. [= 
x 一 时 x —] 


1 3 
3 /= 这 1 de. 322. | _ 16x i 
4x* 一 4x + 1 


33, [一 和 = 54 
T+y Tt 


在 习题 35 ~40 中 ， 殿 积分 . 


A412 


Ei 


上 + Ze 加 pp! 
| 
oxy "ingdg . 
Wh [ss + sins -6 对 am + os 下 一 人 
(x 2):tan (2x) - 12x - 3x ， 
39. | a {x, 
4 | 十 1) an (3z) + 9x +x 
{9x + (x+1}* 
在 习题 条 ~ 笠 趾 ， 求解 梓 值 问题 获得 x 作 为 : 
的 隔 数 . 


41,. {7 -31+2) 侍 =1 (it>2), xt3) =0. 


35. [.; ed 


EY 
+ 3e +2 1" 


全- 


dr. 


42. (C30 +4F 41) 学 =2.5， xf1) = -m4 
43. (7 +21) 至 =2z+2 (ex >0)，x(1) =1. 


44. (1 +1) 时 =z+1 (> 1), x(0) = md. 


在 习题 45 和 4 中, 求 绕 指 定 轴 旋 转 带 阴影 区 
域 产生 的 旋转 体 体积 
45. + 轴 . 


< 
3 
1 
过 
9 


{0.5, 2.68) 


(2.5, 2.68) 


加 47. 对 第 一 象限 内 以 z 轴 以 及 曲线 y=tan 'z 和 直线 
4= 号 为 界 的 区 域 ， 求 形 心 的 * 坐标 ( 准确 到 两 
位 小 数 ), 

加 48.， 冰 附 图 所 示 区 域 的 形 心 的 坐标 (准确 到 两 位 
小 数 ). 


有. 二 阶 化 学 反应 


{3 1. ， 
y= + 
> 


(5 0.98) 


0 3 5 


牧 . 柱 会 扩散 ”社会 学 家 有 时 用 "六 会 扩散 "这 个 J 
惯用 砍 描 述 信 息 在 人 和 群 中 间 传 播 的 方式 ， 传 播 
的 信息 可 能 是 一 则 启 言 ， -种 文化 时 尚 ， 或 考 
- -于 技 术 划 新 的 新 闻 ， 在 数量 足够 大 的 人 群 
申 ， 效 特 信 息 的 人 数 工 被 杭 为 上 时间! 的 可 徽 随 
数 ， 而 假定 扩散 的 速率 dvd 合 装 得 信 筷 的 人 
数 和 上 本 获得 信息 的 人 数 之 积 成 正比 ， 这 就 导致 
方 午 

于 = kx{N x) 

其 中 六 是 大 群 由 的 人 人数. 

假设 1 以 天 数 计 算 . 上 = 1“250.， 并 月 两 人 
从 5 = 并 始 在 人 数 w= 1000 的 大 群 中 间 传 者 一 
则 请 结 . 
1a1 求 上 作为 的 两 数 . 
ib) 什么 时 候 人 群 中 将 有 半数 的 人 听 到 这 个 谣 

育 ? 《这 时 基 谣 言传 播 最 快 的 时 间 . ) 

许多 化 学 反应 是 两 种 物质 分 子 

相互 作用 的 错时 它们 在 反应 过 程 中 经 历 产生 

一 种 新 物质 的 变化 反应 的 连 率 通常 是 依赖 于 

两 种 分 子 的 浓度 .如 果 在 +=0 时 物质 4 的 数 

量 为 a， 物 古 8 的 数 呈 为 8， 并 莫 产 生 新 物质 

在 时 间 1 的 数量 是 x， 那么 x 形成 的 速率 可 以 

由 微分 方程 

dx 


王 = kito 一) 下 一 六 


或 
上 dr 
ta rig- 全 
给 出 其 中 上 是 化 学 反应 常数 ， 在 下 述 条 件 
下 对 这 个 方程 的 两 端 积分 获得 x 和 上 之 则 的 
关系 : 
la}a=b,; thjasb. 
假定 在 每 种 情况 ， 当 t= 时 x*=0. 


= 


积分 六 法 < 了 


7.5 积分 表 与 计算 机 代数 系统 


我 们 在 本 节 讨 如 和 何 利用 和 祖 分 才 和 计算 机 代数 系统 类 积分 . 
7.5.1 积分 囊 

在 本 弛 附 芝 5. 3 中 提供 一 个 积分 简 表 ， 简 表 中 的 积分 公式 用 到 ga,，5，r，m，n 等 常数 ， 这 
些 常 数 通 常 假定 可 以 到 任意 实数 值 而 不 必 是 整 数 ， 存 公式 中 侧 然 提 吧 对 帝 数 值 的 限制 ， 例 如 ， 公 
式 $ 司 求 关 -1， 公 或 1 要求 m 关 2. (范围 更 大 的 积分 表 出 现在 : 些 汇 编 表 中 ， 例 如 CARE 
Mathematical Tables (CRC( 微 积分 复习 卡 ) 数 学 表 》) ， 其 中 包含 数 以 干 计 的 积分 . ) 

对 简 表 中 的 公式 还 假定 ， 常 数 不 能 肥 需 要 用 零 做 除数 的 值 或 者 对 负数 取 偶 次 根 的 值 ， 例 如 ， 
公式 8 假定 a#0， 调 公式 13(a) 和 (b) 在 上 为 负数 时 不 能 使 用 . 

例 1 求 积分 

fxC2x + 5) "re 


解 ” 利 用 公式 8( 不 能 用 公式 7， 因 为 公式 ? 要 阔 4# -1): 


f a( ax + 6) z= 宇 - 沁 Inlar +&l+ 
和 
最 @=2 和 训 =5， 得 到 
J xx+5) dr = 去 -小 In12x +51+C 国 
例 2， 求 积分 
| x 
xw2r -4 


解 ” 利 用 公式 13(a) : 


二 t ) + 


| dx 2 tan | tux 一 看 
wvar-b 山 所 6 


版 =2 和 和 =4， 得 到 


dx 2 .1 x 一 4 "3 
一 一 一 一 = 一 lan + = tan 十 夏 [| | 
] 4 4 2 


例 3 求 积 分 


解 ”利用 公式 9%9: 


| 六 
sin nx dx = sin Gx— -一 ， 且 尖 一 上 
n+l n+l v1 ax 
取 an=1 各 a=1， 得 到 
。 -] x | 1 2 
TSsin xdx= sin 和 一 一 
| 之 | A 一 让 


和 端的 积分 从 表 中 的 公式 33 求 出 : 


】 = 


和 sin (三 )- xval x + 


414 荣 7 了 时 


了 服 4=1， 
_Xdr 1 lr > x 


Vi-x 2 


合并 后 的 结 桌 是 


: 
| x sin x dr = sin x 3 | in 一 了 xxV — x + 


2 
= (sn + 国 
7. 5.2” 归 约 公式 
重复 用 分 部 榴 分 法 所 需 的 时 间 . 有 时 可 以 通过 庶 遇 某 些 积分 公式 而 缩短 .例如 下 面 的 公式 : 
[ane dx = 一 ta an 由 (0 
fn x) "dx = x Cn x)" -可 sa d (2) 


= _ nl rt] 
sain” xcos x no-l 2 
-+ ~ win Tcos"xdr (ns-m) (3) 
m+in m+n 


这 样 的 公式 称 为 归 钩 公式 ， 因 为 它们 把 包含 两 数 某 个 乘 方 的 积分 转化 成 降低 乘 方 后 回 样 形式 的 
公式 ， 重 复 应 用 这 样 的 公式 ,最 终 可 以 把 原 积分 表示 成 乘 方 降低 到 是 以 直接 计算 的 积分 . 
例 4 求 积分 


| 出 
simz cos"™s dx =- 


| an dx 
解 ” 应 用 公式 (1) 和 肥 n=5， 得 到 
[tam dx = tan’x — | tan’ x dx 
然后 ， 再 应 用 公式 (1) 和 取 n=3 求 剩余 的 积分 : 


上 Ianss dr = 了 tan?s 一 | tan x dx = 于 tanix + JInleos xl+ 人 i 


合并 后 的 结果 是 


] 1 ， 
{tans dx = 下 ian’'% — py tanx -ln|lcosxl+t 图 


正如 归 约 公式 形式 的 暗示 ， 它 们 是 用 分 部 积分 法 推导 出 来 的 【参看 7 1 节 的 例 5.) 
7.5.3 用 CAS 求 积分 

CAS{ 计算 机 代数 系统 ) 的 强大 能 力 在 于 它们 具有 几 符 号 方式 求 积分 的 功能 ， 这 种 功能 是 由 特 
定 系统 提 供 的 积分 命令 实现 的 ， 例如， 在 Maple 中 用 int 命令 ; 在 Mathematica 中 用 integrate 
命令 . 

例 5 很 定 我 们 需要 求 函数 

Rr) = x a+r 
的 积分 ， 利 用 Maple， 首 先 定 六 或 指出 函数 的 名 称 : 
> ff: = 2sqrta2 +x2); 
然后 ， 对 函数 了 使 用 积分 命令 认定 积分 变量 : 
> inttf ,x): 


积分 方法 4A15 


Maple 返回 结果 
本 > (a +x) - 言 ax Va +x 5 eatmnfts+ va +x) 
如 果 想 要 查看 答案 能 奋 化 简 ， 输 人 
> simplify( RH ) |; 
Maple 返回 
二 ex Va 好 + ea + 一 二 In (x+ very 让) 
如 果 要 求 对 区 间 0<xs 和 mxz2 求 定 积分 ， 可 以 使 用 命令 格式 
> int (Fx =0. .Pi2); 
Maple 将 会 返回 表达 式 
] 1 


Td + Tm) Epy qmvda + + 训 a’ ln (2) 


G4 
-计时 jn + vv42 + + In 《ay 
也 可 以 对 于 常数 a 的 特定 值 求 定 积分 ， 
>9;=1; 
> int (Ff, x =0..1); 
Maple 返回 数值 答案 


3 1 
EE tg ln {v2 -1) [| 
例 § 用 一 种 CAS 求 积分 
sin’s cos x dx 
解 ”使 用 Maple， 我 们 给 出 输 人 
> Int (Csin 这 Cx) # Cens 3) (x) ,x): 
Maple 直接 返回 


-1 sin(x) cos(x) + ostx) ?sin(x) + 二 sin( x) | 


5 15 15 
计算 机 代数 系统 如 何 处 理 积分 因 系 统 而 异 ” 我 们 在 例 5 和 例 6 中 使 用 了 Maple 使 用 
Mathematica 将 会 返回 革 些 不 同 的 结果 ， 
(1) 在 例 5 中 ， 输 人 
Infi} : = Integrat e[ x“2 * Sqri[a"2 + x"2] ,x] 
Mathematica 返回 


2 3 
Da 站) = va + (< + 三 )- 工 osLog[s + Var + ] 


8 4 8 
这 是 没有 化 简 欧 中间 结果 .， 这 个 管 案 同 积分 表 中 的 公式 22 接近 . 
【2 在 例 6 中 ，Mathematica 对 于 积分 
In {2] : = Integrate [Sin [x]’2*Cos [xr]’3,x] 
的 回答 是 
Out {27 = Sn bx] -让 Sin [3x] -看 Sin [3 x] 


不 同 于 Maple 的 答案 . 


16 日 7 全 


上 尽管 CAS 具有 很 强大 的 能 力 ， 并 且 能 够 的 助 我 们 求解 困难 的 问题 ， 但 苦 侍 一 可 CAS 电 存 在 
因 有 的 局 限 性 ， 项 系 存 在 这 样 的 情况 .CAS 可 能 使 问题 变 得 更 为 复杂 ， 例 如 系统 产生 的 答案 税 难 
合用 或 者 很 难 解 释 ， 此 奸 ， 需 要 指出 ， 无 论 Maple 或 者 Mathematica 返 问 的 答案 都 不 包含 侍 意 常 
数 忆 为 -一 方面 ， 对 于 CAS 玲 于 处 理 的 丫 题 作 一 点 数学 上 的 思 洽 就 可 能 化 为 非 兴 容 易 解决 的 各 ] 
是 ， 我 们 在 习题 6 中 提供 这 样 个 例子 . 

7.5.4 非 初 等 积分 

随 着 计算 机 和 计算 器 用 符号 操作 方式 于 上 反 导数 的 进展 ， 重 新 引起 人 们 对 下 述 问题 的 兴趣 : 
确定 哪些 反 导 数 能 够 表示 成 我 们 已 经 讨论 过 的 初等 阴 数 的 右 限 组 全 哪些 反对 数 不 能 这 翌 肯 水 
那些 不 殿 备 初等 反 导 数 的 顺 数 ， 它 们 的 积分 称 为 非 初 等 积分 ， 非 初等 积分 的 求 值 需 要 用 无 穷 级 
数 ( 第 8 章 ) 或 者 数值 积分 方法 ! 促 丝 出 近似 值 )， 非 宁 等 积分 的 例子 包括 误差 顺 数 (这 种 晒 数 测 攻 
随机 误 益 的 概率 } 

2 
erf {x) = 二 人 dt 
以 及 像 
| sin rdx 和 | ww + dx 
这 样 的 积分 (出 现在 工程 技术 和 物理 学 中 }。， 上述 积 分 以 及 其 他 一 些 积分 ， 像 
| 二 dr， 人 ”dr [二 de f Intin x) dx ， [sk [vi Reims dx (DO < 并 < 1) 
部 ]n x 


着想 来 如 此 容易 ， 引 诱 我 们 试图 弄 清 如 何 去 计 算 它 们 . 然而， 可 以 证 明 ， 对 十 这 些 积分 ,不 存在 
把 它们 表示 成 初等 通 数 的 有 限 组 合 的 方法 ， 这 个 结论 同样 适用 于 通过 民 换 能 够 变 成 这 些 形式 的 
积分 ， 作 为 微 积分 基本 定理 第 1 部 分 的 一 个 推论 ， 所 有 这 些 被 积 函 数 有 具有 六 导 数 ， 因 为 它们 基 连 
钱 函 数 ， 但 是 ,， 反 时 数 不 是 初等 隧 数 . 

本 章 提出 求 积 的 积分 不 属于 韭 初等 积分 类 型 ， 但 是 读者 在 其 他 工作 中 可 能 过 划 非 初 等 积分 . 
习题 7.5 

在 习题 1 -26 中 ， 利 用 本 书 附 录 BB 3 中 的 积分 17, fx eos''x dx. 18. | > tan sg dr. 
表 求 积分 . 


六 本 9 [rar 阳 ] 和 ds 
xvx—3 VE+ 和 4 21. fsin 3z ens 2x dr. 22. | sin 2x cos $x dx. 
3 二 ep 
Y-2 


23. [8 sin dr sin 序 水. 24. fsin 二 sin 去 dt. 


5， 人 vv/ 了 dr 6. | #7x + 5) de. 


25, | cas COs 全 dd 26. | COs 全 co 了 8 要. 
.| 人 和 dx. s.| 


在 习题 27 ~36 中 ， 利 用 代 换 把 积分 变 成 在 税 
分 表 中 可 以 我 到 的 积分 ， 败 后 求 积分 . 


dx 
x dx 一 9 


一 Yr- | r* + bx 
9 fv x dx. 10. | 了 dx. 27, [3 EE dr. {x 3 3) 
dr dx a 
11. 一 一 . E2. . 。 -] aa 
| -二 [A 29. [ sin" Yr dx. a 
pi 
13. | dx. 14. {Et dx. 3 f pe a dx 
一 时 Es 


15. eeas 3r dr. 6. [ esin dr di. 好 人 em rainmtd0cte nm. 


34. | —- -再 一 一- 35. -由 - 
tant v4 sin TY v3+t{in 7) 
8， fn Wy dy 


页 寺 古 37 -46 中 ， 
37. aim 3x rx. 


利用 归 约 公式 求 积分 . 
38, | 8 ena42T 1 出 ， 


39. im28 2 0 { 2 asin! acer de, 


41. f4 tan’2x dx. 42. | 8 eat4f dt. 


3. f2 Hee 可 x dx. 44. f3 Apt 3x dx. 


45. f esr’s dx. 46. | 16x3( ln #) dx. 


在 习题 47 ~ 52 中 ， 先 作 代 换 ( 可 能 是 三 角 代 
摘 } 然 后 应 用 归 约 公式 求 积分 


47. {esete — Lydt. 人 ee da. 


49. | 2 YE Ti dx. sf -如 


[ 0 
{7 1) 
5L 上 dr 2 三 二 
{ ) 


53. 曲面 面积 ” 求 绕 x 轴 旋 转 帅 线 y = wr +2， 
0s<x* 所 产生 的 曲面 面积 . 

54. 弧 长 ” 求 曲 线 = 妈 ，0<xs 2 的 长 度 . 

#5. 形 心 ” 求 由 曲线 y=17 va ++ 和 直 强 =3 从 第 
一 象限 切割 的 区 域 的 形 心 ， 

56. 对 Y 轴 的 是 ~ 块 密度 为 常数 8=1 的 薄板 占据 
第 一 象限 内 由 曲线 y=36A(2x +3} 和 直线 x =3 
包围 的 区 域 ， 凡 薄板 对 了 轴 的 年 . 

四 57. 利用 积分 表 和 一 种 计算 器 求 绕 * 轴 旋 转 曲 线 7 = 
到 ，- 上 所 xz 反 ] 产生 的 有 曲面 面积 ， 准确 到 两 位 
小 数 . 

58. 体积 ”你 的 公司 财务 部 上 司 请 你 求 一 个 公式 ， 
她 可 以 在 计算 机 程序 中 用 于 计算 公司 油缸 中 年 
底 汽 油 的 库存 量 ， 如 附 图 所 示 ， 典 型 的 油 负 形 
状 像 水 平 置 放 的 正 贺 柱 体 ， 它 的 半径 为 r， 长 挤 
为 上 用 标明 原 米 刻度 的 垂直 测量 杆 获取 油 面 
深度 的 数据 ， 送 到 财务 部 办 公 室 . 

(al 证 明 ， 按 照 图 中 的 表示 法 ， 油 谨 江 和信 深 度 


到 上 # 的 汽油 的 体积 为 
y= 2 VT Ty dy 
fb) 求 这 个 积分 


A417 


潭 最 皇 


1 


0- ， | s 
| 


| 一 一 一 


59， 租 分 
『 Vr-x dr 
对 十 任意 4 和 8 可 能 具有 的 最 大 值 是 多 少 ? 拱 
出 答案 的 理由 . 
0 积分 


fr AE 


对 于 任意 a 和 串 能 具有 的 最 大 值 是 多 少 ? 提 
出 等 案 的 理 让 . 
计算 机 探究 
在 习题 6 和 人 中 ， 用 一 种 CAS( 计算 机 代数 
系统 ] 求 积分 . 
61, 求 积分 


(a) [4 Inx dx, (9] {ln x de (el f win x de 

(d) 从 上 述 积 分 中 看 出 什么 模式 ? 预测 
Ix 的 积分 公式 ,然后 用 一 种 CAS 
求 积 分 ,检验 预测 是 再 正 确 . 

(e) | Inx dx(n 1) 的 积分 公式 是 什么 ?用 


CAS 检验 你 的 答案 . 
62. 求 积分 


(a) {2 dx {pb} fs (cj fa 


【9 从 上 述 积 分 中 看 出 什么 模式 ? 预测 


Je 
的 积分 公式 ， 热 后 用 一 种 C35S 求 积 分 、 检 
验 预测 是 否 正 确 . 
{e} 
[| dr 


的 积分 公式 基 什 么 ”用 一 种 C45 迷 验 你 的 
答案 . 


A418 第 7 章 


63. (0) 此 时 代入 x = (m2) -2 并且 将 新 积分 和 
18] 用 :种 CAS 赣 税 分 卓 程 分 相 吉 ， 积 分 
广 -ai 三 nx 
0 Min 于 十 COB 二 有 Him + em 
其 ia 蚌 尾 意 正 整数 ， 你 的 CAS 求 得 结 竟 值 是 村 么 ? 这 个 司 题 说 上 明 .， 如 何 用 -点 
梨 吗 ? 数学 技 厂 鲜 决 让 ss 不 能 直接 类 解 的 
【b) 继续 求 a =1，2，3，5，7 时 的 积分 .评述 问题 , 
结果 的 复杂 性 . 
7.6 数值 积分 


某 些 丽 数 ， 像 sin( 姑 ) ，lzlnz 和 w+x ， 它们 的 反 导 数 设 有 初等 公式 ， 对 于 -个 必须 求 积 
分 的 果 数 户 当 我 们 无 法 求 出 可 供 使 用 的 反 导 数 时 ， 可 以 划分 积分 区 间 ， 在 舍 个 子 区 间 上 用 - -个 
密切 拟 合 的 多 项 式 代 夫 /， 然 后 求 这 些 凶 项 式 的 积分 ， 并 昌 把 结果 相 加 作为 的 积分 的 近似 值 . 
这 个 过 程 是 数值 积分 的 -个 例子 ， 我 们 在 本 节 讨 论 两 种 这 样 的 方法 ， 一 个 是 梯形 法 则 ， 男 一 个 是 
辛普森 法 则 ， 在 我 们 的 描述 中 ， 假 定 / 是 正 值 丽 数 ， 不 过 对 它 的 唯一 要 求 是 在 积分 区 间 Ta，8 上 
连续 . 
7.6,1 梯形 运 近 

求 定 积分 值 的 梯形 法 则 ， 在 通 近 曲线 的 
和 >* 轴 之 间 的 区 域 时 是 基于 梯形 而 不 是 扼 学 到 机 上 
形 ， 如 图 7.7 所 示 ， | . 

在 图 中 分 点 wT 不必 腾 
为 等 距离 的 ， 但 是 如 果 用 等 距离 划分 ， 得 
到 的 公式 重 简单 . 因此， 我 们 假定 每 个 子 
区 间 的 长 度 为 


长 度 Ax = (8 -aivn 称 为 步 长 或 者 网 格 步 ™ 
长 ， 位 于 第 个 子 区 间 之 上 的 梯形 的 面积 图 ?.? 异形 法 则 用 直线 段 逼 近 曲 线 7 = 乒 z) 的 短 中 
等 于 段 ， 为 了 通 近 从 a 到 上 & 的 积分 ,把 连接 线段 


; 端点 和 x 笛 构 成 的 稀 形 面积 相 加 
ar (和) 


其 中 .= 所 x 1) ,= 放 x,}， 这 个 面积 晨 梯 形 的 模 向 “高度”"Ax 乘 它 的 两 个 维 癌 " 底 边 "的 平均 
值 ( 见 图 7.7}， 寺 是 ,在 曲线 y= 所 zx} 下方 和 x 轴 上 方 的 面积 由 全 部 梯形 面积 之 和 还 近 : 


T= (ht A+ Nt A + 


1 1 
+ (Fa tt Ar + Cn + 3) A 


l 1 
(27 ty + tt + 到 了 


《yo 二 27 Try + 7 + 27.. 十 了 


™ 
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此 中 
wh = =) 
梯形 法 则 说 明 : 用 于 秸 计 站 说 大 # 到 5 的 积分 . 
本 站 末了 1 
梯形 法 则 
为 了 折 近 zydz ， 使 用 1 1 
” 3 2 
T= +27 +2 + +23。 二 本 WN 
TT 1， 四 是 三 在 划分 点 3 的 
Xo ==. R= = 和 十 23， = 二 下 6 
的 值 ， 批 中 Ax = {6 -a)/n. 一 1 
例 1 利用 n= 4 的 梯形 法 则 估计 jx ve 比较 估计 值  ， 
和 准确 值 . | 
解 拒 攻 问 [1，2 划分 成 节 个 等 民 的 手 区 间 ( 见 
图 7.8).， 然后 ， 在 每 个 则 分 点 计算 =x ( 册 表 7.1). 
利用 梯形 法 则 中 的 这 些 y 值 和 n=4 凡 Ar=(2-1) 汗 = Y 
17“4， 得 钊 
T= 学 人 | 
_ 25 36 49 ， 
= wa{! +2 { 千 )+ {ie)+2 {Ts)+4) 
75 
= 入 = 2. 343 75 | 
上 秆 于 抛物 线 是 向 上 加 的 ， 通 近 线 段位 于 有 曲线 之 上， 给 出 的 ， 2 


个 梯形 的 而 税 略 大 于 肝 纤 对 应 的 条 拒 筷 面 租 。 _. 
和 鱼 个 梯形 的 面积 略 太 于 则 线 下 方 对 应 的 条 找 区 域 的 面 科 i 一 


积分 的 淮 确 什 起 


! ， 1 8 1_7 
“让 = 二 = 一 其 7 了 .8 
je 加 | 3 3 3 


了 道 近 作为 积分 值 的 合计 越过 实际 值 /3 约 0.5%m， 自分 
湿 状 为 (2. 34375 一 773)A(773) 0.004 5 或 者 0.446 统 . 
7.6.2 闻 普 森 法 则 ;用 抛物 线 退 近 


撑 近 连续 丽 数 定 积 分 的 另外 一 个 法 则 来 源 于 用 抛物 线 赫 代 产 生 梯 形 的 直线 段 ， 同 前 面 一 样 ， 
， 但 是 ， 要 求 n 为 便 数 ， 在 
典 卉 的 抛物 线 穿 过 曲线 上 的 


我 们 把 区 间 [4,，5] 划 分 成 长 度 等 于 丸 = Ax = (ajAn 的 n 个子 区 辐 
等 对 相 邻 的 子 区 问 上 用 抛物 线 通 近 有 曲线 * = 挛 x) 基 0， 如 图 7.9 所 示 . 
3 个 相 邻 点 (z (x7) 和 (tx, ， 刀 ，) 

让 我 们 来 计算 位 于 穿 过 3 个 相 邻 点 的 抛物 线 下 方 阴影 区 的 面积 ， 


轴 ， 在 抛物 线 下 方 的 面积 保持 不 变 ， 抛 物 线 方程 的 形式 为 


一 xs 二 有 


y=x 图 形 下 方 从 x = 上 到 
r=2 的 面 各 的 梯 有 虑 过 近 
是 上 略 高 的 估计 ( 倒 1) 

| 


为 了 简化 计算 ， 首 先 考虑 取 
Xo = 一 上 x = 和 x = 上 的 情况 { 见 图 ?3.10)， 其 中 = Ax = {8 一 a)/n， 如 果 商 左 或 者 向 右 移动 
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所 以 作 抛 物 线 下 广大 x= 一 直到 x = 让 的 面 各 等 下 


- 1 
而 站 | 胡 


图 7.9 六 梧 森 法 则 用 抛物 线 通 图 了 7 才 ， 通 过 从 -中 到 页 大 分 、 求 出 卫 毁 


si hth er hi 名 
近 临 线 的 旭 弧 且 区 域 的 而 各 全 (ww +4rr + 


tx' ,Be 


和 ,= 「 CAr + Hr + Cdx = + = 24 
四 | 


3 + Or 全 +208 = 3 (322 由 + 6€) 
山 于 曲线 穿 过 了 个 下 1 一生， 人， 二 和 (加 ， 对 有 
= A -BRO w=C, r= A trBh+e 
机 此 得 刘 
=, 
Ak: -BR= Wh 
ANY + BR= 一 
24h 7 = TY 2 
国 此 ， 可 以 用 坐标 yp， Fi 和 丧 示 面积 坟 ,:; 
A, = 和 C248 +60) = $y +tm -2n) +6n) = 0 Fd) 
此 时 ， 把 抛物 线 水 平移 动 到 它 在 图 7.9 中 的 阴影 区 位 置 ， 首 林 改 变 它 下 广 的 面积 ， 因 此， 
7.9 中 经 过 点 (xze，Yy) ，( 吉 7 ) 和 (x YY ) 的 摔 物 线 下 六 的 面积 依然 是 
0 + 4y, + y:) 
问 样 ， 在 经 过 点 (x 和 (x 7) 的 扫 物 线 下 方 的 鹿 积 是 
Ey +4y, + Ta 
计算 搜 物 线 下 方 所 有 的 面积 ， 并 且 对 结果 求 和 ， 给 出 通 近 


Jo (yo + 4y) + 7:) + ty + dy + hh) + + 计 (y + 4 + 


n 


= 二 + 3 + 2y; + 4yy 十 + 7 +2 + dy + 7,.} 


在 图 形 


最 后 这 个 结果 称 为 辛普森 法 则 ， 在 抛物 线 副 近 中 ， 不 要 求 明 数 取 正 值 . 像 推导 过 程 所 罩 示 的 
那样 . 但 嘴 为 了 应 用 这 个 法 则 , 子 区 闻 的 数 呈 必须 是 俏 数 ， 内 为 每 段 挑 物 线 弧 使 用 两 个 邯 


民间 . 
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托 己 斯 :对 普 森 辛 蘑 森 法 则 
(Thomas Simpseon ， J 
a 为 了 退 近 | tx)dz, 使 用 
5 = 学 {yo 十 47 二 2 二 47 二 十 47 二] 
=0，1， 2，…， Ra-1， nm) 是 /在 划分 点 
Tp 1 Ar 
的 值 ， 其 中 为 偶数 ， 并 且 Ax = (5 -a)/a 
注意 上 述 法 则 中 的 系数 模式 ; 1 4.2, 4, 2, 34，2，…，4，1， 
例 2 利用 闻 普 森 法 则 取 a = 4 通过 | 5x*dx 厅 72 
解 ” 把 区 间 [0,2] 划 分 成 4 个 子 区 间 ， 并 昌 计 算 y=5x" 在 划分 点 的 二 Y= Sx 
值 ! 见 表 7.2)， 然 后 应 用 辛普森 法 则 ,有 和服 n=4 和 Ax=1/2. 0 0 
= 竺 (多 + 4y, +273 + dy + y,) 去 
了 5 405 的 ! 5 
= a (0 + 4( 沁 )}+ 205) +4(Te)+ 30)= 32 3 405 
这 个 估计 问 准确 值 32 仅 有 1712 的 差别 ， 其 百 分 误 差 小 于 0. 3% ， 而 且 ” 
这 是 只 用 4 个 子 区 间 得 到 的 结果 . 国 ” 


7.6.3 误差 分 析 


凡是 在 使 用 伯 近 方法 的 场合 .就 会 出 现 通 近 可 能 具有 何等 精确 度 的 问题 . 下 述 定理 给 出 使 用 
樟 形 法 则 和 辛 普 琳 法 则 时 估计 误差 的 公式 . 误 头 是 求 定 积分 站 (x)dx 时 由 法 则 得 到 的 到 近 什 问 实 


际 值 之 差 . 


二-8) 《梯形 法 则 ) 
l2n 
森 法 则 逼近 的 误差 已 满足 不 等 式 


Mip-a)’ 
180n" 


IE, | < 


(辛普森 法 则 ) 


定理 1 (梯形 法 则 和 辛普森 法 则 中 的 误差 估计 ) ” 芳 . 广 是 连续 的 ， 并 且 虹 是 171 在 [ae,8] 
上 取 值 的 任意 上 界 ， 则 了 从 = 到 二 积分 的 4 步 梯形 法 则 通 近 的 误差 在 满足 不 等 式 


车 ”是 连续 的 ， 并且 亲 是 11"” 1 在 [a,58] 上 到 值 的 任意 上 界 ， 则 /从 到 请 积分 的 ma 步 辛 普 


定理 1 向 我 们 表明 ， 对 于 给 定 的 容许 误差 ， 步 长 ar = ( -an 应 该 玛 才 大 ， 为 了 看 出 定理 
在 用 梯形 法 则 时 为 什么 成 立 ， 我 们 从 高 等 微 积分 的 如 下 结果 开始 : 车 六 在 区 和 间 [a,4] 上 连续 ， 则 


对 于 & 和 吉之 间 的 某 个 数 <， 有 


ffs) a =- 了- 


Ce An) 
因此 ， 当 Ax 趋 近 堆 时， 由 


#22 这 7 了 7 竺 


。 由 一 在 wn 2 
Er. = 一 3 Fear 
定 归 的 误差 作 Ax 的 平方 移 近 雷 . 
不 等 起 1E7 | 二 《5 max LAPfz) | (Ar): 
给 出 误差 值 的 一 个 上 界 ， 其 中 max 是 对 区 间 [a,5] 腾 值 ， 在 实践 让， 通常 无 法 求 测 mx 1"{x) | 
的 准确 值 ， 因 此 必须 对 它 估 计 --: 个 上 办 或 者 "县 厌 情况 " 值 ， 芳 和 是 LOz) 1 在 ap] 上 的 值 的 任 
意 上 界 ， 所 以 在 [a ,站 上 Le) 1 专 林 ， 则 
站 在- 好 2 
IE ls 3 Was) 
如 果 用 (5 一 a)An 代 换 &Ax， 得 刘 
M(b -a)' 
为 了 合计 享 普 森 法 则 的 误差 ， 我 们 从 高 等 微 积分 的 如 下 结果 开始 ， 若 4 阶 导 数 _f(4) 连 续 ， 
则 对 于 a 和 4， 之 间 的 某 个 点 cr， 有 


1E, | 


+ ， a 《1 4 
| Kx} = 3- go /A (etAr) 
因此 ， 当 A&x 趋 近 骞 时 ， 湿 其 
br 141 4 
Es = 一 [80 Te 


作为 Ax 的 4 次 方 趋 近 替 . (这 一 点 有 助 于 解释 辛普森 法 则 为 什么 多 半 比 梯形 法 则 给 出 更 好 的 
结果 . ) 
不 等 式 
IE Ie 和 max f(x) | (Aw) 


给 出 误差 值 的 一 个 上 界 ， 其 中 max 是 对 区 间 [a, 上 ] 坡 和 值 。， 问 梯形 法 则 误差 公式 中 前 max 1 六 (x) 1 一 
样 ， 我 们 通常 无 法 求 出 max If (zx) | 的 准确 值 ， 因 此 必须 用 --- 个 上 界 代替 ， 若 上 邮 是 L(xr) 1 
在 L4， $8] 上 的 值 的 任意 上 界 ， 则 

pa 
1830 


MUAr)" 


1 Es |e 


用 怡 ~a) Vn 代 换 Ax， 上述 表达 式 纵 出 


下 面 举 一 个 使 用 辛普森 法 则 的 误差 估计 的 例子 
例 3 使 用 辛普森 法 网 到 = 4 到 过 太 5x'dx( 例 2) , 求 误差 估计 的 一 个 十 界 


解 ” 为 了 估计 误差 、 首先 求 太 x) =S5x 的 4 阶 导 数 在 区 向 0<x 志 2 上 的 值 的 一 个 上 界 4 由 
于 4 阶 导 数 具 有 常数 年 (x) =120， 我 们 就 到 上 =120， 用 5 -a=2 和 r=4， 辛普森 法 则 的 误 
差 估 计 锐 出 

~ Mb a) 120{2)5 _1 
1 180n: 180.4 12 


例 4 正如 我 们 在 第 5 章 所 见 ,ln 2 的 值 可 以 从 积分 
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In2= Ld 
计算 . 
志 7.3 有 吕 汰 ,合用 不 同 的 值 时 ,积分 | 1xx)dx 的 梯形 法 则 逼近 的 开 值 和 六 普 森 法 出 通 近 的 


$, 信 . 请 注意 .辛普森 法 则 比 梯形 法 则 有 儿 么 巨 太 的 政 进 . 特别 注意 , 当 = 值 加 倍 (A = Ax 的 值 内 此 
减 于 时, 古 的 误差 是 以 2 的 平方 相 除 , 调 5, 的 误差 屋 以 2 的 4 次 方 相 除 . 


只 7.3 in 2 = 及 (1/x) dx 的 梯形 法 则 通 近 (7.) 和 福 芯 琳 法 则 通 近 (3.1 


i r | 误 关 | s, 1 误 甘 | 
小 于 . 小 于 ..， 
如 0. £937714032 0. 0006242227 0. §931502307 0. 0000030502 
20 0. 6933033818 0. 0001562013 0 6931473747 0. 0000001942 
30 0 §932166154 0. 0000694349 0 6931472190 0. 0000000385 
40 0, 6931862400 0. 0000390595 0. #4931471927 0. 0000000122 
50 0, 5931721793 0. 0000249988 0. 6931471856 0.0000000050 
100 0, 5931534305 0. 0000062500 0. 593147]18309 0. O000000004 


这 在 ar = (5 -a)/An 韭 常 小 时 县 有 显著 的 效果 辛普森 台 近 在 n=50 时 全 人 的 精度 达到 7 位 


小 数 ， 市 在 =100 时 达到 人 9 位 小 数 ( 十 亿 分 之 一 )! 国 
车 所 *) 是 次 数 低 十 4 的 名 项 式 ， 则 它 的 4 阶 导 数 为 鹤 ， 其 误差 
b-a + 本 -a 由 
Es = i (oA) =- 0)(ao =0 


因此 , 的 任何 租 分 的 辛普森 道 近 不 峙 有 误差 ， 换 铝 话 菩 ， 如 果 了 是 常数 、 线 性 攻 数 或 者 是 2 次 
多 项 式 或 3 次 多 项 式 ， 辛 普 森 法 划 对 三 的 任何 积分 将 给 出 准确 值 ， 无 论 划分 的 于 区 间 是 多 少 。 同 
样 ， 如 果 了 是 常数 或 者 线性 函数 ， 它 的 二 阶 导数 为 堆 ， 上 折 且 


- b-a 亲 1:__b-a 1 
= (A) -i (0) (hr) =0 


央 此 ， 梯 形 法 则 对 了 的 任何 积分 将 给 出 准确 值 ， 这 是 不 足 为 奇数 的 ,因为 这 时 梯形 同 图 形 完 全 
拟 合 . 

从 理论 上 说 ， 尽 管 减 小 步 长 Ax 会 降低 梯形 遥 近 和 辛普森 表 近 中 的 误差 ， 然 而 这 样 做 在 实战 
上 可 能 是 行 不 通 的 . 

当 ax 非常 小 时 ， 比 如 说 ax = 10， 计 算 机 或 者 计算 器 
在 计算 $s 和 7 时 必须 进行 的 算术 运算 中 ， 全 人 误差 可 能 积 
累 到 这 样 一 种 程度 ， 不 能 再 用 癌 差 公式 描述 误差 如 何 变化 . 
当 步 长 ax 缩小 到 某 个 限度 后 ， 实 际 上 可 能 使 情况 恶化 虽 
然 这 在 本 书 中 不 作为 一 个 问题 ， 但 是 读者 杂 果 遇 到 售 人 误 
差 的 麻烦 ， 应 该 参 间 有关 数值 分 析 的 书籍 寻求 替代 方法 

例 5 一 座 城 市 打算 从 一 小 片 受 污 染 的 诏 译 地 ( 见 
图 ?7. 117 中 抽出 污水 并 且 填 土 ， 这 块 珂 泽 地 平均 深 3 英尺 ， 
在 抽水 后 对 这 片 滔 泽 地 大 约 需要 填 人 密 少 立方 码 泥 土 ? 

解 ”为 了 计算 沼泽 地 的 容量 ,对 这 片面 积 作 出 估计 ， 
青 用 5 相 乘 ， 为 了 估计 面积 ， 利 用 辛普森 法 则 ， 电 ax =20 
fi， 而 不 同 的 y 等 于 跨越 沼泽 地 测量 出 的 涵 离 ， 如 图 7. 11 图 7.15 例 5 中 沼泽 地 的 大 小 


Er 


1 


横向 间距 一 2301 
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所 上 村， 面积 
Ar 
= 3 (yo + dy + 327 + 4 + 2y, + 4y. + yo) 
2 (146 + 488 + 152 + 216 + 80 + 120 + 13) = 8100 
镇 土 的 容量 约 为 (8100) (5) = 40 500 ft’ 或 者 1500 yd “ 
习题 7. 6 


在 习题 1 ~19 中 ， 对 于 积分 的 指令 包含 疯 部 
分 ， -部 分 针对 梯形 法 则 ， .部 分 针对 辛普森 
被 则 : 
[1) 使 用 梯形 法 则 
[用 =4 步 估计 积分 ， 并 且 求 17 1 的 上 界 . 
tb] 直接 求 积 分 和 求 | E.1. 
(1 利用 公式 ( 15 1 实际 值 )) x100， 把 1 1 
表 责 成 积分 实际 值 的 百分数 ， 
{21 忆 用 辛普森 法 则 
ta} 月 n=4 步 估计 程 分 ， 并且 求 15, 1 的 上 界 . 
tb) 直接 求 积分 和 求 1&,1. 
1e) 利用 合式 (1 本 1 实际 值 )) x 100， 把 1 5, | 


表示 成 积分 实际 值 的 百分数 . 
1. [sd 2. [ (2 - Dd 
3. fe + 1) de 4 fe# _ 1) ds. 
与 fe + 1 6 Le + 1}d. 


1 
和 [es 一 1 ds. 


和 [sint di. 10. [an mt dt 

在 习题 11 ~22 中 , 分别 用 {aj 梯形 法 则 和 {b) 
辛普森 法 则 通 近 积 分 ， 恼 计 要 求 浊 差 值 小 于 10-!* 所 
需 的 最 少子 区 间 的 数 日 ，{ 习题 11 ~- 18 中 的 积分 来 
自习 题 1~8.) 


11. fx dx. 
1 


1 1 Cx + 1 dr. 
-1 


12. [Re - 1) de. 
1 一 
14. fts 1 dx. 


15. [ (ef + de 16 fF rd 
0 -1 


1 1 
17. [ 本 ds. 18, [ fs 13 ds. 
1 
1 f veri dx. 20. dx. 
人 Ai ET 
21. [sin Cx + ds. 22. f cos (4 + 可) ds. 
bl -1 
23， 游泳 池 中 水 的 容量 ”长方体 游 泳池 的 宽度 为 到 


RE， 长 度 为 501， 附 表 是 示 从 游泳池 一端 到 男 
端 每 5 f 间隔 处 的 水 深 站 zx)， 对 积分 


Y = 三 ma * k(x) dr 
用 梯形 法 则 取 4=10 估计 游泳 池 中 水 的 容量 . 


位 办 i ft) 诬 度 (1) 入 翟 (fi) 这 砷 i) 
x hiry T h(x) 
0 6 了 1 30 ts 
5 B.2 35 [i 
i 9.1 可 12.3 
15 号 . 由 45 13. 了 
20 [OO 5 5 13. 


234. 讲 车 行驶 距离 。” 附 表 显 示 赛 车 从 静止 状态 加 速 
到 130 mpb 的 时 间 与 于 率 数 据 ， 赛 车 在 达到 这 
个 速度 时 行驶 了 允 少 距离 ?〔 利 用 娣 形 法 则 咎 
计 速 度 曲线 下 方 的 面积 ， 但 是 需要 注 意 ， 时 间 
区 间 长 度 是 变化 的 . ) 


速率 亚 化 时 间 {s) 
0 到 30 mph 2.2 


速率 变化 时 间 fs) 
三 到 90 mph 12. 7 


0 钊 4 mph 子 了 到 100 mph 16.0 
DD 到 50 mph 咎 5 Bid mph 20. 6 
站 拉克 mph 了 .9 0 到 120 mph 26.2 
到 ?0 mph 7.8 0 到 130 mph 37.1 


0 到 80 mph 10. 2 


站 ,机 村 设计 ”一 架 新 飞机 的 设计 需 束 在 每 个 机 荔 
中 置 放 截 面 面 积 国定 的 汽油 逢 ， 附 图 显 皮 机 村 
截面 的 比例 图 ， 铀 箱 必 须 凡 5000 lh 汽油 ， 它 的 
密度 为 42 lb/ 亿 ， 估 计 油 夭 的 长 度 . 


w= ft =i 9 
= 208 y= =2.1 和 ”水 平 侣 卫 =1f 
疡 .导航 站 上 的 业 油 消耗 ”导航 站 上 一 台 连 续 运 转 
的 柴油 发 电机 ， 在 一 阅 内 以 逐渐 增加 的 速率 耗 
油 ， 如 附 表 所 示 ， 直 到 更 换 过 滤器 时 必须 临时 


积分 方法 
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关 奢 ， 利 用 梯形 法 则 个 计 发 电机 在 那 -- 周 内 的 


标注 县 . 


枝 油 率 


my) 时 网 ph 
日 0. 019 四 0,.025 

- 0. 020 下 0. 028 

: 0.031 


0. 035 


27. 正 殖 积分 函数 的 可 用 全 ” 正 歼 积分 函数 


Si(x) = [ta (+ 的 正 蓄积 分 ) 


十 在 工程 技术 中 出 现 的 许 钉 消 数 之 一 ， 这 些 消 
数 的 公式 不 能 简化 ， 不 存在 用 若 等 函数 表示 的 
《sin 站 4 的 反 导 数 公式 ， 但 是 ，Sitx) 的 值 很 容 
易 用 数值 积分 估计 . 

虽然 Sitz}) 的 表示 法 中 没有 明确 显示 ， 但 
是 被 积 函 数 是 


Sin 上 

一 一 ，/ 上 天 站 
A0| 

1, r=0 


即 (sin D4 在 区 间 [0,x] 上 的 连续 延 柄 ， 这 个 质数 
在 其 的 定义 域 的 每 个 点 存在 各 阶 导 数 ， 它 的 图 形 
是 光 清 的 ， 林 以 措 望 从 辛普森 法 则 获得 令 人 满意 
的 结果 . 


fa} 利用 在 区 间 [0,w/21 上 1 路 | 和 1 这 个 事 
实 ， 对 于 用 辛普森 法 则 取 n=4 估计 
s(3)= 三 于 4 
出 现 的 误差 给 出 一 个 上 界 . 
(bj) 用 辛普森 法 则 取 nw=4 估计 Sitm2). 
【cj 把 从 fa) 中 求 出 的 误差 上 上 界 表示 成 从 fb) 中 


求 出 的 值 的 百分数 . 
- 误差 阔 数 ”误差 逊 数 


2 -2 
erf (x) = 二 全 dr 
在 概率 论 以 及 热流 理论 和 信和 号 传输 理论 中 是 很 
重要 的 ， 对 它 必须 用 数值 方法 计算 ， 因 为 对 于 
。 “的 皮 早 数 不 存 在 官 等 表达 式 


1aj) 利用 辛普森 法 则 取 m=10 估计 erf (11). 
{bj} 在 区 间 [,1] 中 


29. 


而 31， 


本 32. 


: 看 - 

人 |< 12 
利用 这 个 结果 对 (a) 中 估计 的 误差 大 小 绍 出 
-个 上 界 . 


证 明 :在 梯形 法 则 中 对 于 x)ds 的 和 了 是 [4.4 
上 的 连续 函数 / 的 歼 反 和 ,( 插 示 :利用 介 俏 定 理 
证 明 .在 生 区 间 [x ,x,] 由 存在 cL ;满足 记 (| 
[| } +Ax 2, ) 


.证 明 :在 闪 状 雁 法 则 中 对 于 [f(x)dx 的 和 35S 是 


[si 上 的 连续 隐 数 /的 哟 融和 , (参见 二 脑 

29. ) 

横 四 积分 ”本 四 
T= cost, 


的 长 度 钙 证 明 为 
长 度 = 4a [vi — ecost dt 

其 中 上 是 摘 圆 的 南 心 率 . 这 个 公式 中 的 积分 称 

为 糖 皮 积分 ， 被 积 明 数 除开 当 e =0 和 e = 的 博 

红外 是 非 坷 等 函数 . 

1al 利 用 梯形 法 则 到 n=10， 和 个 计 要 a=] 和 =e= 
tz2 时 椭圆 的 长 度 . 

fb] 利用 所 1) = ww] -ereoz 的 二 阶 导数 的 绝对 
值 小 于 1 这 个 事实 ， 对 于 (a) 中 得 到 的 摘 加 
长 度 估 计 的 误差 给 出 一 个 上田 . 

向 绿 y=sin x 的 一 个 挫 形 的 长 度 巾 


二 = vl + ons dx 
给 出 用 辛 普 森 法 则 取 a =& 估计 工 


y=bsni, Ore2n 


四 33. 金 左 材料 加 工 公司 为 制作 如 附 图 所 示 的 天 榴 铁 


网 34. 


板 则 项 的 合同 投标 ， 包 攀 铁 板 的 截面 同 曲线 


y= snds,0sre0in 


20 
一 致 ， 如 果 属 顶 是 用 薄 忻 板 冲 压 击 成 ， 在 加 1 工 中 
不 伸展 材料 ， 原 铁 板 应 有 多 宽 ? 为 了 求 出 答案 ， 
用 数值 积分 过 近 正弦 曲线 的 长 度 到 两 位 小 数 . 


原 戎 铁 板 y 


瓦 押 钱 板 


2 


1 
' "nn 1 


工程 公司 为 妖 建 如 附 图 所 示 的 隧道 合同 投标 . 
隧道 长 300 ft， 基 底 宽 50 ft 膀 进 的 截面 像 曲 线 


nn 
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?=25 cont TaXS0) 的 一 个 拱 撕 ， 建 道 建立 后 特 在 J 是 3 朱 和 36 中 ， 求 绕 x 轴 旋 转 曲 线 产生 的 
在 内 岂 ! 不 包括 路 而 ?敷设 防水 密封 民 .， 建造 眠 旋转 曲 呈 面积 ( 达到 两 位 小 数 ). 

本 为 各 平方 英尺 1,75 英 元 ， 增 加 这 个 这 道 融 封 3 in rT. 

闻 的 成 本 将 是 和 多少 * 【提示 ;用 数 俏 积分 求全 381 =x /4 0 用 x 和 2 


融 晶 线 的 长 度 . ) 37， 财 数值 积分 估计 
+ YY 和 os 106 广 上 . 
no | 
的 秆 ， 作 为 参照 sin 人 6 = 小 64350 是 达到 5 


位 小 数 的 数值. 
强 . 用 数值 积分 估计 
”1 


= 二 3 
™ ee 


xtRy 的 值 . 


{小 按 比 便 } 


7.7 反常 积分 


人 迄今 为 止 ， 我 们 要 求 定 积 分 具备 两 种 性 质 ; 第 一 ,被 积 两 数 的 定义 域 .a,b] 是 有 限 的 ; 第 
二 ， 存 这 个 定义 域 上 被 积 函 数 的 值 域 也 是 有 限 的 ， 在 实践 站， 可 能 届 到 的 麻烦 昆 这 两 个 荣 件 中 有 
-个 不 满足 ， 或 者 卫 个 都 不 满足 ， 求 曲线 y= (ln zx)Zx: 下 方 从 x=] 到 x=w 的 面积 的 积分 ， 就 是 
被 积 函数 的 定义 域 为 无 限 的 一 个 例子 ( 见 图 7. 12a)， 状 曲线 y = 1M4xz 下 方 从 z=0 到 x=1l 的 面积 
的 积分 旭 是 被 积 消 数 的 值 城 为 无 限 的 例子 ( 纲 图 7.12b)， 和 在 这 两 种 情况 下 ， 积 分 被 称 为 是 反常 
的 ， 而 积分 要 作为 极限 来 计算 ， 在 第 8 章 会 见 到 ， 当 研究 某 些 无 穷 级 数 的 收 敏 性 时 ， 反 常 积分 起 
着 重要 的 作用 . 


a) bi 
图 7.12 这 两 条 无 限 曲 线 下 方 区 域 的 面积 是 有 限 的 吗 ? 


7.7.1 无 穷 积 分 限 

考察 第 -一 象限 内 位 于 曲线 了 =e "下方 的 无 限 区 域 C 见 图 7.13a)， 你 也 许 认 为 这 个 区 域 具有 
无 限 面 积 ， 但 是 我 们 将 会 看 到 ， 这 个 面积 是 有 限 的 ， 下面 来 说 明 如 何 确定 面积 的 值 ， 首 先 状 右 过 
以 直线 x=4 为 界 的 这 部 分 区 域 的 面积 A(5)( 见 图 7. 13b) ， 

4A(B) = eds = -ae =-2e +2 
然后 求 4(4) 当 b=mw 时 的 极限 ， 
lim AtB) = limt -2€e**+2) =2 
我 们 指定 曲线 下 片 从 x =0 到 x = w 的 区 域 的 面积 为 
fe = jim 六 ad =2 


引 第 一 旬 隅 罗 肌 线 -ee 下 方 区 域 的 而 种 [ 如 这 个 出 积 基 第 一 闫 反常 程 他 
图 7.13 


定义 ”县 有 无 穷 积 分 限 的 积分 是 第 一 类 反常 积分 . 
(由 若 记 x*) 在 区 间 [a4,%w ) 上 连续 ， 则 


Ad = lim fe) 
(2) 若 /sa) 在 区 间 ( - me .01 上 连续 ， 则 
fA) = Jim As) 
(3) 若 f(x) 在 区 间 ( - wm ,wm ) 上 连续 ， 则 
[fd = fd + [fd 


其 中 c 是 任意 实数 . 
在 每 一 种 情形 ， 如 果 极 限 是 有 限 的 ， 就 说 反常 积分 收 航 ,并且 把 极限 定义 为 反 反常 积分 的 
值 如 果 极 限 不 存在 ， 就 说 反常 积分 发 散 . 


可 以 证 明 , 在 定义 的 第 (3) 项 中 对 于 < 的 洗 择 并 不 重要 . 对 任何 适合 的 选择 ,可 以 计算 或 者 确定 
六 Asyd 的 收 伍 或 者 发 艇 . 


如 果 在 积分 区 间 上 f=0， 可 以 把 上 述 定义 中 的 任何 了 
积分 解释 成 区 域 的 面积 ， 例 如 ， 我 们 把 图 7. 13 中 的 反常 
积分 解释 成 一 个 面积 ， 在 那 种 情形 ， 面 积 取 有 限 值 2， 如 
果 fP0 而 且 反 常 积 分 发 艇 ， 就 说 曲线 下 方 的 面积 是 无 
限 的 . 

例 1 曲线 y=(In x)Ax 下方 站 x=0 到 x= 的 面积 b 
是 有 限 的 吗 ?” 如 果 是 有 限 的 ， 它 的 值 是 洛 少 ? 图 7.14 这 条 曲线 下 方 的 面积 是 一 个 

解 ”我 们 求 曲 线 下 方 从 * =0 到 x= 上 的 面积 .并且 考 反常 积分 { 例 1) 

察 这 个 面积 当 & = w 时 的 极限 ， 如 果 概 限 是 有 限 的 ， 把 它 
二 帮 罗 杭 ( 风 国 下 14). MA se! 到 + = 的 面积 为 


lax + { 用 分 部 积分 , 取 站 = ln 局 = drzi， 
让 de= [ne(- ] -人 x du = dr/x, t = 1/x) 


国 - [+ 本 De- 2 + 1 


面积 当 b 一 w 时 的 极限 为 
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六 nF dx = lim [ 了 dx = lim| - - 人 十 1 = - {im "] -Or+l 


= [+ = 0+1 = 1 ( 洛 必 这 法 则 ) 


内 此 ， 这 个 反常 积分 收 钱 ,面积 为 有 限 值 1. 国 
二 
堵 忒 * 狄 利克 电 | 1 
(lajeune Dirichlet，1805 一 1859 ) 解 ”按照 定义 { 第 (3} 项 ] ， 可 以 选择 c=0， 并 比 把 积分 
守成 


”dx dx "dxr 
| l+r [ 1l+x: + ] + 和 
按 普 求 上 述 等 式 右 端的 师 个 反常 积分 : 


「 [= lim 3 = lim tan ‘x] = lim (tan dO ~ tan a) = 0-{- 
到 证 on I Ci a pm 


)-! 


工 
2 
~ b 
[ 收 7 二 limf 1 机 = lim tan'z ]. = im ftan ‘bh -itan 0) = 六 一 = 子 


= 站 + 了 = 
al+x 2 2 


由 于 1A(1+x ) >0， 这 个 皮 常 积分 可 以 解释 成 曲线 之 下 和 x 
贺 之 上 的 区 域 的 (有 限 ) 面积 (多 图 ?7. 15), 国 


7.7.2 积分 | 号 


「 dx T TT 


晴 数 y= Lx 是 被 积 函 数 为 y= 1Lx 这 种 形式 的 反常 积分 
收 敏 和 发 散 的 分 界线 ， 正 如 下 面 的 例子 所 未 ， 若 请 > 上 1， 则 反 


常 积分 政和 就 ; 若 5 冯 1， 则 反常 积分 发 射 . (不 按 比 例 ) 
例 3 和 分 | dz 当 P 取 什么 值 时 收 化 ? 当 积分 收 各 时 ， 图 7.15 这 条 曲线 下 方 区 域 的 面积 
积分 值 是 什么 ， 是 有 限 的 { 例 2) 
解 ” 如 果 gp 关 |， 
“ dx - EA 5 - 1 nl 1 1 
用 二 | T 1 = Ts (p71) 
因此 ， 
“dx | _ T，P> 1 
三 芝 - 名 [二 -各 [5( 志 -9 
名，pal 
这 是 因为 


站 ， P>1 
Im = 
"# w, p<l 
所 以 ， 如 果 p >1， 积 分 收 襄 于 值 1z(p -1); 如 果 p<1， 积 分 发 散 . 
如 果 p = 1， 积 分 也 发 散 ; 


= im 者 
[i =- [4 | 上 由 


7.7.3 带 春 直 渐 近 线 的 被 积 函 数 


另外 -类 反常 积分 出 现在 被 积 昕 数 只 在 每 直 渐 近 线 的 积分 


积分 限 上 或 者 放 两 个 积分 限 之 疗 的 某 个 点 的 无 限 不 连续 性 如 
打 被 积 疯 数 是 积分 区 问 上 的 正 值 听 数 ， 可 以 把 上 反常 积分 盱 
次 解释 为 租 分 限 之 间 位 十 的 图 形 之 下 和 x% 轴 之 上 的 区 域 的 
面积 . 
考虑 第 - -象限 内 位于 曲线 y = LXE 下方 从 x =0 天 x =1 的 

区 城 { 见 图 ?7.12b)， 首 先 冰 从 x =a 到 x =1 这 部 分 面积 ( 凡 
图 7.16); 

! dx ' 

2] =2 -2 
然后 ， 求 这 个 面积 当 a 一 0°' 时 的 杠 限 : 

名 

在 曲线 下 方 从 *=0 到 x*=1 的 区 域 的 面 各 是 有 限 的 ， 并 上 日 


等 于 


中 ,这 种 奔 二 渐 近 线 表 示 在 - -个 


vy 


Y= 一 


AN 


面积 =2-2vo 


图 ?7.16 这 条 曲线 下 广 区 域 的 
面积 是 第 _ 糯 反 常 积 
分 的 例子 


fa = lim fnd 


Jo = lim J rodr 


值 . 如 果 极 限 不 存在 ， 就 说 反常 积分 发 散 ， 


(3) 若 所 x) 企 区 间 和 a,b) 二 连续 而 在 点 是 不 连续 的 ， 则 


定义 被 积 丽 数 在 积分 区 间 内 一 点 的 值 变 成 无 穷 大 的 积分 是 第 二 类 反常 积分 . 
{1) 苦 六 x) 在 区 间 (a,b] 上 连续 而 在 点 a 是 不 连续 的 ， 则 


(3) 若 Fx) 在 点 cla <e<5) 林 连续 而 在 'a，c) U {ec,b] 上 是 连续 的 ， 则 
Jrou = {fn de + [fsa 
在 每 一 种 情形 ， 如 果 极 限 是 有 限 的 .就 说 反常 积分 收效 ， 并 且 把 极限 定义 为 反常 积分 的 


人 在 上 述 定义 的 第 (3) 项 中 . 如果 公 趟 右 端 的 两 个 积分 都 收 敏 、 左 端的 积分 也 就 收 敏 ; 否则 去 


例 4 考察 积分 


的 收 人 兽性 . 


解 ” 被 积 函 数 信 x) = 17(1 -2) 在 区 间 f0,1) 上 连续 , 但 是 在 x =1 是 不 连续 的 ， 并 且 当 x1- 


时 函数 值 变 成 无 穷 大 ( 风 图 7.17)， 求 积分 ; 
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由 下 = 
lim {i = lim [ - mil -x1], = lm[- in -b+0.'= 加 


这 个 极限 直 无 限 的 ， 所 以 积分 发 月 国 


例 5 炒 积 
「 de 
(一 


解 被 积 晴 数 人 az) = js 作 <=1 有 要 直 浙 近 线 生路 在 区间 10,1) 和 (1.3] 上 连续 ( 见 
图 7. 18)， 因 此 ， 由 上 述 定义 的 第 (3} 项 ， 


| 1 1 


dx 


| cx 
ox + (xr-1)°? 


图 7.17 在 曲线 之 上 和 xz 轴 之 二 从 *=0 到 sx=1! 图 7.18 例 5 说 明 曲 线 下 面 的 区 域 的 面 各 
的 区 城 的 面积 不 是 一个 实数 ( 例 4) 存在 (所 以 它 是 -个 实数 ) 


下 面 求 这 个 等 式 右 端的 两 个 反常 积分 ; 
出 ， d 13 1* 17 
Ca Ce 1 


= lm xT- ?im - 让 _3fe-1y31 =3 洒 
| em- sm m3 =m 33 3-0 
最 后 得 到 
二 -3+3 没 
用 计算 机 代数 系统 (CAS) 可 以 计算 许多 收 钱 的 反常 积分 ， 为 了 应 用 Maple 求 积 分 
™ 二 十 翌 


(xlitr+l) 
这 个 积分 收 雍 )， 输 入 
> f/f: = (x +3)/((xr 1)*(x 2+1)); 
然后 用 积分 命令 
> int (fx = 2.. infinity): 
Maple 返回 答案 
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-T+ (5) + orctan (2) 


为 了 得 到 数 什 结果， 用 求 值 命令 evalf 并 有 指定 结果 包含 的 数字 倍数 如 下 
> evalf (% 6), 

其 中 符 硅 名 指 逊 计算 机 对 详 莫 上 的 最 后 表达 式 求 值 ， 在 这 里 是 措 ( - 1/2)3 + ln (5) +arntan (2). 
Maple 返 划 | 1. 145$ 79. 

在 应 用 Mathematica 计算 这 个 积分 上 时， 输入 

infil ; = [ntegrate [(x +3)/((x -1)(r*2+1)),!ix,2, Infinity! 1 
返回 
Vu li) = » + ArcTan 2] +Log'5] 


为 了 获得 6 位 数字 的 结果 ， 用 命令 “N[ 免 ，6)”; 它 间 样 得 到 1. 145 79. 
7.7.4 ”收复 与 发 散 检 验 法 

当 我 们 不 能 直接 类 反常 积分 时 ， 就 尝试 确定 它 是 收 笋 还 是 发 散 ， 如 果 积 分 发 散 ， 问 题记 红 了 
结 ， 如 朵 积分 收 伊 ， 可 以 用 数值 方法 求 近似值 ， 检 验 反常 积分 收效 或 者 发 艇 的 两 种 主要 方法 昆 直 
接 比较 愉 验 法 和 极限 比较 检验 法 ， 

例 6。 丙 分 | ed 是 否 收 伍 ? : 

和 解 ” 按 照 定义 ， 

eqs = lim ed 

我 们 不 能 直接 求 这 个 积分 ,因为 它 是 非 初等 积分 . 但 昆 可 以 
证 本, 它 的 极限 当 # 一 mm 大 时 是 有 限 的 .我们 知 遵 太 。"ds 基 
4 的 增 函 数 , 因 此 , 当 4 一 am 时 它 有 有 限 的 极限 或 者 变 成 元 
穷 大 . 由 于 对 十 * > 1 的 每 个 值 有 e 4 二 e( 见 图 7 19)， 1 
[ed 不 会 变 成 无 穷 太 ,所 以 图 7.19 对 于 xz>1， ee- 的 图 形 位 于 
e" 的 图形 之 下 ( 例 5) 


b 
eu Es [eax =—-erre' cece! =0.36788 
Ll 人 


内 此 
[eds = lim [eax 
收 傅 于 某 个 确定 的 有 限 值 ， 对 于 这 个 积分 ， 我们 除了 知道 是 正 数 并 且 小 于 0.37 以 外 ， 不 知道 淮 
确 值 是 什么 ， 这 里 得 出 的 结论 依赖 子 附录 7 中 讨论 的 实数 的 完备 性 性 质 . 国 
例 6 中 e “和 ee 的 比较 是 下 述 检验 法 的 特例 . 


人 物 传记 定理 2 (直接 比较 检验 法 ) 今 / 和 &g 是 区 间 [a,m) 上 
卡尔 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 连续 函数 ， 对 于 所 有 * 之 a 满足 0</(x) <eg(z)， 那 么 


{ Karl Weierstrass , 1815—1897) {1)} 车 | g(x) dr 收 伍 . 则 三 rz)de 收 伍 ; 


(2) 若 厂 7z)dx 发 散 , 则 三 g(x)dx 发 散 
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证 明 ”证 明定 是 2 的 推理 问 例 6 中 的 推理 类 似 ， 若 对 填 xa 有 0& 放 x) 三 gtx)、 则 
[And g(x)de, b> 


像 在 例 6 中 那样 ， 由 此 推出 : 
若 太 g(x)ax 收 化 , 则 三 x) ds 收 全 
把 这 个 结论 转换 成 男 -种 说 法 ， 
若 矿 /x)dz 发 散 . 则 | g(zydx 发 散 四 
例 7 : 
(a) 积 分 三 * dx 收 仇 ,因为 


在 区 问 [1,%) 上 0 < 5 < .并 HH 二 和 z 收 化 ( 例 3) 


x 


{bb) 积 dx 发 散 , 因 为 


分 三 A 


在 区 间 [1,m ) 上 一- ,EH 二 dx 发 散 ( 例 3) 国 


1 
J 


定理 3 {极限 比较 检验 法 ) 若 正 值 两 数 / 和 在 区 间 ia,w ) 上 连续 ， 并 已 
lim 站 z 了， DOD<L<%m 
BUX) 
则 
[war 和 [gx)d 


| 同时 收敛 或 者 同时 发 散 


定理 3 的 证 明 在 高 等 微 积分 中 给 出 . 
虽然 两 个 函数 从 a 到 am 的 反常 积分 可 以 同时 收敛 ,但 是 并 不 意味 着 它们 的 积分 必定 有 相同 的 
值 ， 这 一 点 可 以 从 下 面 的 例子 看 出 . 
例 8 把 积分 
「 de 
十 


同 三 (A ydx 作 比较 ,证 明 它 收敛 , 求 两 个 积分 值 并 且 作 比 
较 


解 ” 丽 数 让 xj =1/x 和 fx) =17(1+*) 是 在 区 间 [1， 
ww ) 上 连续 的 正 值 函数 ”此 外 ， 
FD) im 到 . 1+x’ 
gE) eA Fi) 


= lim ( 广 +1)=0+1 =1 


2 


是 一 个 正 的 有 限 极 限 ( 见 图 7.20)， 因 此 ， 图 7.20 例 8 中 的 消 数 
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f dx 
1 + 和 
收 敏 , 因 为 三 纯 收 生 
然而 ， 两 个 积分 收 训 二 不同 的 值 ; 
“dr 1 | 
[ti (my 
” dx | dx _ i 1 本 下 
[ 1 + 好 = lim ,Te lim tan -tan 1] = 2 4 4 国 
习题 7. 7 
在 当 题 1 ~34 中 ， 不 用 积分 表 求 积分 . 在 习题 35 ~64 中， 用 积分 的 直接 比较 检验 法 
六 2 或 者 极限 比较 检验 法 检验 积分 收 化 ， 如 时 两 种 方法 
ox + 1 都 适用 ， 送 择 你 宁愿 使 用 的 一 种 检验 法 - 
1 dr dx i 2 
3 2- 4 = 35. tan 0 dg. 36. 人 cot 0 d8. 
dx ! dx 本 "eosgdg 
5 55， 6 入 3 人 28 | 
de ! 中 i v 
7 人 Tr 外 | 39. ee x e's dr. 
2 dr 2 dx 
9 2 10. . 
凡 : > 六 4 二 二 
£ 
1 上 Fo 12. 121 42. i 
拉 2x dr 
13 | 5 ， 14 | a 四 3. Ti. 4 这 
而 上 +] s+1 1 1 
5 -全 a $45. | mir1dz， 46. -xmlxldx. 
机 dz 本 1 dx a dx 
17, -一 . 18. dx . 。 , . 
外 (1 + x) x | 一 志 4 上 和 +] 8 | 二 
™ dy ” 由 ” de 
下 ®t) + tn 0) 各 [ vl 0 外 ] +ee 
时 2 an x - dx ™ dx 
20. dx. s1. 52. ， 
1 | hE 
21. | gerdg. 22 | 2e sing dg = /Er = xy dr 
_。 5. | dr. s4. 「 . 
。 ' x 2 vel 
23. ev dc. 24. | 2xe dx - 2 - 
了 一 55 | 一 ds se dz. 
25. [x mx dx, 26. | (In x)dx “ 
o 0 ” 出 [ 上 .dx 
27. 了 ds 28. [ dr dr [ Ht 2 lnx 
?4 ”YL 9. 全 50, In (nx) dx. 
”1 由 30. 一 圭一. “ 
和 sive 4 6 太一 上 一 sr 62. | 一 上 dr 
22. dx | l a 1 ee — 2x 
ov|x-1l 3 Gd 厂 也 
， 24 由 A -ote 
Fs o (x +l}y(x +1) 055. 求全 下 列 积分 收 雍 的 p 值 : 


4i4 带 7 全 
: x ” ‘la 
(a) rn xr) (h) | x {lina ， 加 
66. 矿 Alejax 可 能 不 等 于 im lxjdr 证 入 
『 了 机 
na | | ~ ; 
发 改 ， 央 而 | 
T 2x dx 一 , 
时 oe 十 | ' 
发 展 ， 然 后 证 明 = 1 
lim 2r. 1 =0 | ™ 人 二 ) 的 
| 收 襄 , 
在 习 太 本 7 ~ 30 市， 所 求 而 积 ， 形 心 出 体积 小 {a] 计算 这 个 积分 . 
豚 的 区域 是 第 复眼 内 位 上 曲线 7 = 和 <= 轴 之 问 (hb] 有 时， 这 个 旋转 体 害 博 迷 为 这 样 一 个 视 法 


的 无 限 区 城 - 


5 


1, 
i8. 
69. 
0 
71. 


了 2， 


了 3. 


74. 


求 区 域 的 而 积 . 


- 求 区 域 的 服 心 . 


求 绕 7 轴 族 转 区 域 产 生 的 旋转 体 体积 


， 有 炒 绕 工 轴 有 旋转 区 城 产生 的 旋转 体 体 各 


湛 位 于 曲线 y=sec xt 科 ¥=tan zx 之 加 从 r= 人 D 齐 

Y=1zxa 的 区 域 的 面积 . 

绕 x 轴 旋 转 寺 题 71 中 的 区 域 产 牛 旋转 栖 . 

1al 求 旋转 体 的 体积 

(1b) 证明 旋 转 体 的 内 部 表 嘻 和 外 部 表面 的 古 笨 
为 下 穷 大 . 

估计 定妆 域 为 无 限 区 域 的 收效 反常 积分 的 值 

(aj 证明 


fe = Te < 0. 000 042 
内 此 厂 * “dx < 0.000 042. 解释 为 什么 这 意 


味 着 可 以 用 er 代替 厂 。" de 而 不 至 二 
引 人 大 于 0.000 042 的 误差 值 
fb} 求 积分 ”的 数值 
表面 积 无 限 的 油漆 简 或 者 加 布 里 埃 耳 哺 叭 简 
如 例 3 所 示 . 积 分 三 (由 生 ) 发 艇 , 这 意味 着 积分 


Far fl+ 工 {lx 
也 发 散 ， 上 面 这 个 积分 是 绕 x 回旋 转 有 曲线 Y= 
17Axt] 和 所) 打出 的 旋转 体 表 务 积 的 度量 ， 从 比较 


这 两 个 积分 看 出 ， 对 于 笨 个 有 限 值 了 $>1. 


[25 fru>2nf 二 上 
1 下 每 [ 区 


但 评 ， 作 为 旋转 体 件 各 的 积分 


75. 


T6, 


77. 


简 . 它 了 所感 的 宙 梁 不 星 雇 座 扩 它 的 内 芝 . 
证 对 这 一 点 略 有 四 蔷 ， 和 作 为 党 误 击 让 ， 不 
能 用 有 限 莽 的 读 津 逢 访 无限 的 甫 曾 ， 但 是 ， 
如 时 我 们 在 这 个 喇 吼 简 中 春 满 汕 启 5 有限 
械 )， 那 么 就 蔓 住 广 它 万 限 的 超 耐 ， 请 对 这 
个 明明 的 不 年 作出 解释 . 
正弦 积分 函 吉 ”版 分 
Sitx) = [ea 


入 为 正 营 积分 光 教 ,在 泡 学 中 有 重要 的 应 用 . 

1 出 被 积 陋 数 (sin A 0 的 图 形 .Si 晒 
数 足 处 钼 增加 的 函数 迁 是 处 钼 减 稍 的 图 数 ? 
试 相 Si{x) = 人 对 于 xz0 成 立 吗 ”通过 绽 制 吨 
数 和 (对 于 0 三 x 所 25 的 图形 检验 答案 . 

Th)] 苇 罕 积分 


fj 
的 收 总 性 如果 民 分 四 部， 它 的 值 是 什 冬 ” 
误差 稍 粗 ” 册 数 
of) 


称 为 误差 函 教 ， 奔 概 府 论 与 统计 学 中 有 着 重 竖 
的 应 用 . 

{aj 面 出 误差 捕 数 对 于 0 专 + 二 25 的 图 形 . 

(b] 闪 罕 积分 


的 收 误 性 ， 如果 程 分 收敛 ， 它 的 值 是 和 什么? 
在 43.4 节 寺 题 31 可 以 见 到 和 如何 证 实 和 你 的 
估计 . 

正 态 概 素 分 布 画 数 ” 丽 数 


l 
ov 
称 为 以 上 为 均值 和 gq 为 标准 是 的 正 态 概 妆 密度 
滞 履 ， 数 记 表明 分 布 集中 的 位 置 ， 而 o 度量 分 
布 用 绕 均 值 的 “散布”， 

从 概率 论 知道 


三 =1 
在 下 面部 分 今 py=D 和 如 = 上 . 
{ 8 晤 出 了 的 几 形 ， 求 了 增加 的 区 问 和 上 琶 少 的 区 
间 ， 以 虽 任 何 局 部 概 荡 和 它们 出 再 的 位 置 . 
fb) 关税 分 


f Ae 
其 中 联 =1，2，2. 
1c) 对 于 
{Ard =1 
给 出 有 说 服 旋 的 论据 . 


(提示; 证 明 对 于 xx>1 有 Ts<Aaz) ce "7, 
而 对 于 请 >1， i] b= 时 有 [edr ot. } 
8 
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1. 


有 


= 


分 部 积分 法 的 公式 是 什么 ? 它 来 源 于 何 姓 ? 为 什 
么 你 可 能 需 归 使 用 它 ? 


， 当 应 用 分 部 积分 法 公式 时 ,如 何 选 择 & 和 dv? 对 于 


形式 为 fx) ds 的 积分 怎样 应用 分 部 积分 法 ? 


.部 分 分 式 积分 法 的 目标 是 什么 ? 
. 当 针 项 式 F(x) 的 次 数 小 于 多 项 式 g(x) 的 次 数 时 ， 


如 果 

[a}g(%) 是 不 辣 线 式 因 式 的 积 ， 
tbjgtx) 了 包含 重 复 的 线性 因 式 ， 
(ejgt*) 和 包含 不 昌 约 的 二 次 因 式 ， 

如 何 把 雇 x) Vgt*) 表示 成 部 分 分 式 之 和 ?如果 
的 次 数 不 小 于 g 的 次 数 ， 应 该 怎么 做 ? 


.如 果 被 积 函 数 是 形式 为 sin"x roa"x 的 积 ， 其 中 心 


和 站 是 非 钢 整数 ， 如 何 求 积 分 ? 对 于 每 种 情形 给 
出 -个 具体 的 例子 


. 求 sin mz sin nx ,sin mr cos nr 和 cos mx cos nx 的 


积分 时 分 别 做 什么 代 换 ? 对 于 每 种 情况 给 出 一 个 
例子 - 


: 用 守 么 代 换 有 时 能 够 把 包 售 Wa - 太 ，Va’ + 


和 vx -a' 的 积分 变换 成 直接 未 积 的 积分 ? 对 于 


-435 


78 证明， 如 困 丰 #) 在 鲜 个 实 囊 区 间 上 是 可 程 
的 ， 并 时 和 5 是 a <5 的 实数 ， 那 么 


{三 A 和 三 Fedz 同时 政策 .雪上 


侈 当 Ax 和 fA fo 讨 
收 化 . 
wf A RAD = po 


人 Mo 只 要 其 中 也 请 的 积分 


收 族 . 
计算 机 探 宽 
在 习题 宫 ~ 吕 中， 用 一 种 CAS 计算 机 代数 系 
统 ) 普 察 所 不 同 P 秆 (包括 韭 咎 数值 } 时 的 积分 (和 
分 对 于 什么 P 值 收 侣 ?” 当 税 分 收 人 第 时 ， 它 的 值 基 秆 
么 ” 曾 出 被 科 晴 数 对 于 不 同 p 值 的 幸 形 . 
79. [< In x dx 20. [x tnx el. 


81 | wins dr. 82. [ wlnixl ds 
站 -于 


每 种 情形 绍 出 -个 例子 . 

$. 对 于 包含 在 3 个 基本 三 角 代 换 中 的 变量 加 上 半 么 
限制 才能 保证 代 换 是 串 赣 的 { 存在 北伐 换 1 

》 通常 如 何 使 用 积分 表 ? 如 果 积 分 表 中 不 包含 你 需 
本 的 特定 积分 ， 应 该 怎样 做 ? 

10. 和 什么 是 归 约 公式 ?如何 使 用 归 约 公式 ? 举 … 个 
例子 。 

11. 对 于 数值 积分 合作 莫 氢 -- 份 ”如 向 散 " 的 简短 指 
府 ， 由 你 写 关 于 梯形 法 则 的 部 分 . 
(a) 关 于 法 则 本 身 需要 说 明 什 么 ”怎样 使 用 它 ? 

怎样 达到 要 求 的 精度 ? 
{tb} 如 果 你 是 写 关 于 辛普森 法 则 的 部 分 , 需要 
说 明 什 么 ? 

12. 如何 比较 辛普森 法 则 与 梯形 读 则 的 相对 优 缺 点 ? 

13. 什么 是 第 -- 交 反常 积分 和 第 二 奖 反 常 积分 ? 如 
何 定 头 两 种 不 同类 型 的 反常 积分 的 值 ? 举 出 一 
些 例 子 说 明 . 

14. 对 于 不 能 直接 求 积 的 皮 常 积分 ， 可 以 用 什么 检 
验 法 确定 积分 的 收 秀 和 发 艇 ? 举 出 一 些 使 用 它 
们 的 例子 . 


436 有 7 全 
第 7 童 实习 习题 
在 习题 1 ~8 中， 几 分 部 积分 法 求 积分 ET [os 26 4 全 
1 fin Cx +1) dx. 2 | mx dx. 9 
在 半 师 杂 ~44 中 ， 汪 租 分 . 


于 | un 13x dr. 4 [enn' (二) lr. 
5. fts + ] ) erdx. 
7. f = 2x dx . 


在 习题 9 ~28 由， 


人 | tin xr dx. 


首先 用 代 换 . 
* dx 
X22 0. | 二 
dx 这 十 | 
41. - 12. - 
[ry Lr 
13. sin de |, coa g dp 
3 人 2 14 | 
3r! +4x +4 1 44Y dx 
5 fe x + 16. [5 + dx 
7, v4 
1 [2 一 B+ 中 
《39 =- 7) dy 
18. | i 2 3; 
dr ee 
9. [ri 2 一 
3 
21. x +x +l 
fa Fei sf 
站 
“3 
2x + 和 — 21x 十 24 
24. [二 一 一 一 一 dz. 
| x +2x 一 加 dh 
dx dx 
二- 二 
ds ds 
27. | 一 一 28. . 
[站 [i 
在 习题 2 -32 中 ， 求 积分 : (al 不 用 三 角 代 
换 ，(b) 用 三 和 角 代 换 - 
由 x dr 
29，| — 7. 2. | -一 一 一 ， 
三 | 过 二 
td 
3 [re 2 


Wi 33 ~36 中 ， 求 积分 . 


33. [< 4 fy 


Yr 


6. | esin | -xjdz， 


玉 积 分 ， 在 计算 中 叮 能 需 贤 


43. 
45. 


47. 


和 9. 


-和 BJ 

J sin'x cos da 
。 2 

fan seez de. 


， | sin 50 cns 6B dB. 


. 由 阐 单 计算 并 水 ， 


.气体 的 热 容 量 


8. f ron Sin tr. 
0. | tan'x sec xr dr. 
42. | ron 3 con 3 dd, 


】 sw + cos 《YA 中 . 
用 辛 兽 森 法 风情 计 和 分 


mm3= 了 ]. dx 
1 


的 值 ， 为 了 保证 误差 的 总 对 值 不 超过 10*， 按 
照 辛普森 法则 的 误差 界 公 式 ， 应 该 使 用 多 少 个 
子 区 沿 ?【 记 住 ， 辛 普 森 法 则 的 子 区 向 数 日 必 
须 为 偶数 . } 


4 wanier +1 dh. 


如 果 人 0 过 * 过 1， 那 各 万 r) = 
w+ 的 二 阶 导数 位 于 0 与 8 之 癌 ， 根 据 这 - 
点 ， 为 了 要 梯形 尘 山 竺 计 从 D0 到 1 积分 的 误 
差 的 纺 对 值 不 弛 过 10”， 太 约 需 要 用 儿 少 个 于 
区 间 ? 
直接 计算 品 水 

[2 sinr dx = 7 


利用 = =6 的 梯形 法 则 估计 ， 如 何 接 近 这 个 值 ? 
利用 ma=6 的 辛普森 法 则 情 计 ， 如 何 接近 这 个 
值 ” 试 用 两 种 法 则 求 出 积分 . 


.你 计划 用 辛普森 法 则 估计 积分 


Ja 

的 值 .此 求 误 差 天 小 区 于 10 一 ， 你 已 断定 在 至 
个 各 分 区 间 上 Hz 1 和 专 3， 为 了 保证 所 需 精 
度 ， 应 使 用 和 针 少 个 子 区 闻 ? { 记 住 ,辛普森 法 
则 的 子 区 间 数 是 必须 是 偶数 . ) 

平均 温度 ”计算 一 年 365 天 温度 函数 

= {27 
Ax) = 37 sin (过 {x 一 101) }+ 25 


的 平均 值 ， 这 是 信 计 阿拉 斯 加 州 费 尔 班 克 斯 镇 
年 平均 气温 的 :种 方法 ， 国 家 气象 局 公布 的 官 
万 数 字 ， 那里 年 正常 日 平均 气 刘 为 5.7 下 ， 略 
高 于 太 x} 的 平均 值 . 

热 容量 C, 是 给 定 质量 的 气体 在 
体积 不 变 的 条 件 下 温度 升 高 ! 吉 所 需 的 热 贡 ， 


以 cel/deg-mal{ 卡 “ 度 - 移 分 千 量 ) 为 单 倍 ， 领 气 
的 越 容量 依赖 于 它 的 湿度 了， 并 十 满 足 公 式 
0 = BB.27 +10 (26T - 1.877) 
类 CC 对 于 20° 志 TE675 守 的 平均 人 以 此 达到 平 
坪 值 时 的 温度 . 
51. 燃料 效率 汽车 上 的 计算 机 给 出 以 加 仑 鲜 小 
时 计数 的 燃料 消耗 的 读数 ， 在 -次 旅 生 中 ， 
-位 果 窜 记 奈 下 一 小 时 旅程 凶 5 分 钟 的 油 桂 


如 下 ! 

时 间 jl 时 间 kal/h 
0 | 了. 5 | 35 7. 5 
5 2.4 加 2.4 
in 2,3 45 2.3 
15 2.4 50 2.4 
20 2.4 55 2.4 
25 2.5 60 2.3 

30 2.6 
【由 使 用 梯形 法 则 求 这 :小 时 行程 中 总 油 耗 的 
近似 值 . 


{b} 如 果 汽 车 在 这 -小 时 内 以 60 英 间 的 速度 行 
驶 ， 它 在 那 段 行程 中 的 燃料 效率 [以 mivgal 
为 单位 ) 是 多 少 ? 

52. 新 仿 车 场 ”为 了 满足 停车 需求 ， 你 所 在 的 城市 
指定 了 如 附 疼 所 示 的 一 块 场地 ， 作 为 市 政工 程 
师 ， 市 政委 员 会 要 求 你 计算 能 香 用 11 000 美元 
修建 这 个 停车 场 ， 场 地 清理 费 为 0. 10 美元 1 平 
方 英尺 ， 铺 设 费 为 2 美元 1 平方 英尺 ， 使 用 辛 
普 森 法 则 计算 此 项 工程 能 向 用 11 000 美元 
建成 


重 自 辣 中 = 15 让 


A437 
人 62 中， 求 反 党 积分 
1 
一 一 Ss4. | | lx. 
3 上 nxt 
ss. f a s6. de 
1 -2 1) 
” 2du ”3 和 = 
1 2 洛 | dd 由 
59. 厂 此 0, | rn dx. 
-em 
二 ”中 
61. | 二 62. | 本 


在 习题 6 ~ 曲 的 反常 得 分 中 ， 哪些 收 谎 、 吴 
此 发 散 ? 


三 7 G4. 全 ena dh 
6s. i ws 

。 让 。 
7 | 经 [. re ey) 


在 习题 的 ~ 踢 中, 烧 积 分 这些 积分 是 控 随 
机 顺序 州 测 的 . 


69. | 于 .| 二 dh. 
lx dx 
71. | 十 yx 了 2. | 


73. jE — Cos +ainr 74. 1 sn 8 dg. 


gin os 答 
15 de 7 
Bl -， oD) 
x dx 
77. J 9 ros(28 + 1)d8 78. x 2r+1 


sin 28 dy 


一 一 ， .1 3 x slr. 
【1] 0 名 三 + cos ax 


81. | - 兰 衬 - 5 8 上 
dy dz 

站 | 7 -2+2 | vg 二 二 
三 十 工 呈 

85. BE 86. | er dx. 

.| td 88. | i dx 


di 
9. | 一 二 一 Yr 出 
/和 90. {tan's 
in 了 tr dr 
ny dy. 本 2 | CO CT 
了 


| ln sin # 
93. fe dx. 54. | 


es v3 + de dg 
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35. sj + } {eos St}? %. [一 7 - | 
第 7 章 补充 和 提高 习题 
在 习题 1 -6 中 ， 半 积分 . 
L. f (CsinT')? ds. 
de 
2 [rs ray 
3. |x sin™'x dx. 小 | Sin fy dy. 
/一 于 二 
t= 车 
在 习题 ? 和 8 中 ， 求 积分 . 
7 lim 「 sin 4 df. 8. lim x " os ! 


在 习题 9 和 10 中, 求 极限 ， 首先 用 定 积分 表 


贞 它 们 ， 热 后 求 积分 . 


9. lim Dm fh + 


11. 


12. 


13, 


14. 


16. 


17, 


m1 1 
10. 1 一 = 
nb 7 
求 蝗 长 ” 求 曲线 
y= 『 woa 2 dt， 和 和 达 本 / 
0 


的 长 度 . 
求 强 长 ” 求 曲 线 

y=ln(] -0axr 人 el2 
的 长 度 . 
求 体积 ” 绕 *+ 轴 旋 转 第 一 象限 内 出 x 轴 和 曲线 
Y=3x vi -xx 包围 的 区 感 ， 求 产生 的 旋转 体 
体积 , 
求 体 积 绕 z 轴 旋转 第 -象限 内 由 zx 轴 和 曲线 
Y=5A(x w5-x) 以 及 直线 x=1 和 >Y=4 和 包围 的 
区 域 ， 求 产生 的 旋转 体 体 积 . 


'， 求 体积 娆 7 轴 旋转 第 一 象限 内 申 坐 标 轴 以 及 


曲线 y=e* 和 直线 x=1 包围 的 区 域 ， 求 产生 的 
旋转 体 体 积 , 

求 体 积 ” 绕 直线 x=]n 2 旋转 第 一 象限 内 上 方 以 
曲线 y=e" ~1 为 界 和 下 方 以 zx 轴 为 界 以 及 右边 
以 直线 *=ln2 为 界 的 区 域 ， 求 产生 的 旋转 体 
体积 . 

求 体积 令 吕 是 第 一 象限 内 的 "二 角形 " 区域， 
上 方 以 直线 y=1 为 界 ， 下 方 以 曲线 了 = jn x 为 
界 ， 左 边 以 直线 x =1 为 界 . 

1a) 绕 x 轴 话 转 员 ; 

{1b) 绕 直线 y=1 旋转 只 

求 产生 的 旋转 体 体 积 . 


dr 
$7. | 一 一 . 
i +yr 
18. 


19. 


.区域 的 形 心 


.区域 的 形 心 


. 星 状 线 的 长 度 方程 * 


J8. | _4x" 20x 
x — Or +9 


求 体 积 { 赎 习 题 17) 

(a) 绕 y 轴 旋转 区 域 甩 ; 
(Db) 绕 直 线 x=1 旋转 区域 中 
求 产生 的 旋转 体 体 积 . 

求 体积 绕 z 轴 旋转 上 和 轴 和 曲线 


0, x=0 
= -| 
D<rs2 


之 间 的 区 域 产生 附 图 所 示 的 旋转 体 . 
(ta) 证明 f 在 *=0 连 统 . 
1b1 或 旋转 体 体 积 . 


x lnx., 


人 
v=Ainr 


， 求 体积 ” 绕 上 辆 旋 转 第 一 象限 内 以 阿 条 坐标 轴 和 曲 


线 y= -zx 为 界 的 区 域 , 求 产 生 的 旋转 体 体 如 1. 
求 第 一 象限 内 下 方 以 上 轴 为 界 、 
上 方 以 曲线 ?=Inyx 为 界 和 右边 以 直线 x=* 为 
界 的 区 域 的 形 心 , 

水平 面 内 由 井 线 = (i 一 
式 ) 中 以 及 直线 x =0 和 x=1 包围 的 区 域 的 形 心 . 


. 曲线 的 长 度 上 炒 曲 线 7=Inx 从 x =1 到 x = 的 


长 度 . 


. 曲面 的 面积 求 绕 y 轴 旋转 洁 是 23 的 曲线 产生 


的 曲面 面积 . 

+7 ”=1 是 称 为 星 状 线 
《不 是 星 形 线 ) 的 曲 钱 族 中 的 一 种 ， 因 为 这 些 申 线 
像 星 的 形状 ( 见 附 图 )、 求 这 条 特殊 星 状 线 的 长 度 . 


35。 由 盟 状 线 产 生 的 曲面 


27. 


29. 


术 绕 + 轴 旋 转 避 题 25 的 
晨 状 线 产 后 的 册 面 面积 - 
反常 积分 
™ Ux 1 
EE 


对 于 的 哪个 人 或 者 哪些 值 收 误 ? 阔 对 应 的 积分 依 ， 


对 于 客人 个 z > 如 全 


Cx) = fe “de 
证 明 ， 对 于 每 个 x*>0, x G(x) = 上 
无 限 的 面积 与 有 限 的 体积 ”对 于 有 曲线 Y=x" 
{三 x < 加) 和 x 轴 之 癌 的 区 域 ， 以 及 绕 * 轴 旋 
转 这 个 区 域 产 生 的 旋转 体 ， 当 pp 虑 守 么 仿 时 区 
域 具有 夸 限 面积 而 旋转 体 的 体积 是 有 限 的 ? 


. 无 限 的 面积 与 有 限 的 体积 ”对 于 第 -- 象 限 内 日 


曲线 了 =x“ 和 7y 轴 以 上 及 直 线 x=1 和 zx 轴 上 的 区 
同 19,1] 包 十 的 区 域 ， 当 上 取 什 么 值 时 绕 一 条 坐 
标 回旋 转 这 个 区 域 产生 的 旋转 体 有 具有 无 染 面 积 
而 旋转 体 体 积 是 有 限 的 ? 

『 函数 和 斯 特 林 公式 ” 欧 拉 工 函 数 (T 是 希腊 字 


十 g 的 大 写 )Ptx) 用 积分 把 阶乘 函数 从 非 负 整 数 扩 
充 到 其 他 实数 值 ， 陶 数 的 表达 成 是 


T(x) =| ried, x>0 
是 


对 于 每 个 正 数 *， 数 值 [(z) 是 Ps 对 1 从 0 到 名 


的 积分 . 


图 7.21 显示 TT 在 原点 附近 的 图 形 ， 当 你 


作 第 13 章 补 充 和 提高 习题 第 23 是 后 ,将 会 看 出 如 
何 计算 PC172)， 


图 7 了 . 31] 


欧 控 工 明 数 T(#*) 是 * 的 连续 男 数 ， 它 在 
每 个 正 整 数 n +1 的 值 为 "1， 定 义工 的 
积分 公式 仪 对 x > 有效， 但 是 应 用 公式 
x) ={Tix +1) YAx 可 以 把 它 扩 展 到 负 的 
非 整 数 信 ， 这 就 是 习题 31 要 证 明 的 问题 


31. 


32. 
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如 果 n 是 非 负 整 数 ,， [in+1} =#! 
(aj 证明 TT(1)=1. 
{bj 然后 对 T(x* + 1) 的 程 分 应 用 分 部 程 分 法 ， 
证 明 [T(x +1) =xT(x}， 这 谣 给 出 
Ti2) = IF = 1 
Tit3} = 27(2) = > 
Tt4) = 3T(3) =6 


intl) = nf(n) = nr! (1) 
【ec] 用 教学 归纳 法 证 明 等 式 (1) 对 于 每 个 非 负 整 
数 成 了 
斯 特困 公式 ” 苏 桥 兰 数 学 家 币 旭 斯 斯 特 林 
{1692 一 1770) 证 明了 


im(<) 冯 roo -| 
所 以 村 于 很 大 的 x， 
ro = (EY VE + en). 


当 * 一 中 时 efx) 一 0 
含 弃 etx) 。 纯 致 明 近 


(2) 


Tz) ~ (三 


0 和 Ni 特 亲 公 二 )(3) 
和 六 


的 斯 特 林 这 近 ”利用 公式 {3) 和 等 式 
=aftn)， 证 明 


nlm (32) /iar 【 产 特 林 通 近 ) (4) 


{a}n! 


nl 


当 你 作 8. 1 节 中 的 习题 0 时 ,将 会 看 出 由 
公式 (4) 得 到 过 近 
和 
(bp 对 于 =10， 20,，30，…， 把 从 计算 器 求 得 
的 n! 的 值 同 由 斯 特 林 毛 近 给 出 的 值 作 比 
较 ， 直 到 你 的 计算 器 能 够 计算 的 全 部 值 . 
(6 公式 (27 的 一 种 改进 给 出 


Ttxy = {三 ) V0 + g(r)) 


或 者 


(5) 


ren = (EY) Ee 
这 个 通 近 表明 


nl 一 (二 ) ANT Eee 
e 


[PL 


(6) 


对 于 101， 把 从 你 的 计算 器 、 斯 特 林 志 近 和 
公式 (56) 得 到 的 值 作 比较 . 


第 8 章 无 穷 序列 与 无 穷 级 数 


概述 人 人 都 知道 如 何 把 两 个 数 甚 至 几 个 数 加 在 一 起 ， 然 和 而， 怎样 把 无 穿 雪 的 数 加 在 一 提 
呢 ? 我 们 在 这 一 章 来 回答 这 个 问题 ， 它 是 无 穷 序列 与 无 穿 级 数理 论 的 一 部 分 . 

这 个 理论 的 一 项 重要 上 应用， 是 给 出 把 已 知 的 可 微 函 数 用 x) 表示 成 * 筹 的 无 限 和 的 方法 ， 所 
以 看 起 来 合 是 "具有 无 穷 多 项 的 多 项 式 , "此 外 ， 这 个 方 法 扩展 我 们 对 多 项 式 如 何 求 值 以 及 如 何 求 
导数 和 积分 的 知识 ， 因 此 我 们 能 名 处 理 比 至 今明 到 的 更 为 一 般 的 函数 .这 些 新 的 活 数 经 常用 于 
解决 科学 和 工程 技术 中 的 重大 问题 - 


8, 1 序列 


序列 与 级 数 。 表 中 a,，a,，a; 等 每 一 个 代表 一 个 数 ， 这 些 数 是 序列 的 项 例如， 序列 
了 4, 人 ,10,12 ,2m.… 
的 第 一 项 a, =2, 第 2 项 a, =4, 第 n 项 a,=2n 整数 = 称 为 es, 的 下 标 ， 指示 a, 在 表 中 出 现 的 位 
置 .序列 中 的 顺序 是 重要 的 ， 序 列 2，4，6，8&，… 和 序列 4，2，6，8，… 是 不 同 的 序列 
我 们 可 以 把 序列 
想象 成 一 个 函数 ， 这 个 函数 把 1 映射 到 a ,2 映射 到 a,，3 映射 到 se, ， 以 及 在 一 般 情 况 下 把 正 整 
数 吕 映射 到 第 = 项 e.。 这 就 引出 序列 的 形式 定义 


定义 ” 数 的 无 穷 序列 是 定义 域 为 正 整数 集合 的 函数 . 


与 序列 


2,4,6,8,10,12.. ,2 
相关 的 函数 使 1 变 成 w =2，2 变 成 4; =4， 等 等 ， 这 个 序列 的 一 般 特性 由 公式 a, = 2n 描述 . 
我 们 同样 可 以 取 定 义 域 的 整数 大 于 某 个 给 定 的 数 由 ， 并 且 多 许 这 种 类 型 的 序列 ， 例 如 ,序列 
12,14,16,18.,20.,22,--: 
用 公式 w =10 +24 描述 ， 它 也 能 用 更 简单 的 公式 5b. = 2n 描述 ， 其 中 下 标 4 从 6 开始 并 且 增 加 . 
为 了 允许 这 种 更 简单 的 公式 ， 我 们 令 序列 的 第 -- 个 下 标 为 任意 整数 ， 在 上 述 序列 中 .la 从 
开始 ， 而 15.| 从 b 开始 . 
序列 可 以 用 指定 它们 的 项 的 表示 规则 描述 ， 像 
am 


或 者 用 罗列 项 的 方式 描述 ， 像 
[MT 


1 = 全, - ， ,1D 
le.t = fo, 
{| = 11, 


无 疹 床 列 与 无 穷 级 数 441 


有 时 也 写成 
la,l = fynlY, 
图 8,1 好 未 用 图 形 袁 示 序 列 的 两 种 方法 ， 第 -种 方法 在 实数 轴 上 标明 序列 a a);，a,，…， 
中 的 前 面 几 个 点 ， 第 二 种 方法 显示 定义 序列 的 函数 的 图 形 ， 函数 仅 对 整数 输入 有 定义 ， 市 
图 形 由 xy 平面 中 的 一 些 点 组 成 ， 它 们 位 于 (1，@) ，(2，o) (nn, a), 


本 | dy 0 qaqas 
一 一 


1 
an = Vn 
Hy G3 Al 
— 1 遇 
0 [ 由 
1 
Qn 二胡 0 1 2 3 4 5 


. 收 就 于 D 
0 a ts GY 0 1 二 
一 “一 人 二 一 让 
” n 
a = (— Dm 让 . 


图 8.1 序列 可 以 用 实 线 上 的 点 表示 ， 或 者 了 平面 上 的 点 表示 ， 
其 中 横 轴 ”代表 项 的 下 标 苇 ， 纵 轴 e。 代表 项 的 值 


8. 1. 1 上 收 钱 性 与 发 散 性 
有 时 序列 中 的 数 当下 标 n 增加 时 趋 近 某 个 唯一 的 值 ， 在 序列 


全 二, 
2°34 "pn! 
中 出 现 这 种 情况 ， 它 的 项 当 n 增 大 时 趋 近 0; 在 序列 


3 
0 计生] 


中 也 出 现 这 种 情况 ， 它 的 项 当 n 增 大 时 趋 近 1， 另 一 方面 夫 
WL WB, 
这 样 的 序列 ， 它 的 项 随 着 的 增加 而 变 得 比 任何 数 都 大 ， 而 像 
11 ,11 -1,1,— 1,1 
这 样 的 序列 ， 它 的 项 在 1 和 -1 之 间 来 回 变动 ， 不 会 收 敏 到 一 个 唯一 的 值 ， 下 面 的 定 文 络 出 序列 
收 敏 于 某 个 有 限 值 的 含义 ， 它 表明 ， 如 时 通过 取 下 标 n 大 于 菜 个 值 衣 而 达到 序列 中 足够 远 的 项 . 
那么 a, 同 序列 极限 之 差 将 变 得 比 预 先 任意 选 定 的 数 e >0 小 


定义 “序列 ! a,| 收 伍 于 数 L， 是 指 对 十 每 个 正 数 <， 存 在 一 个 对 应 的 整数 W， 使 得 对 于 所 
有 n， 有 


n>N = lo-til<e 


如 果 不 存在 这 样 的 数 工 ， 就 说 1a.1 发 艇 . 
如 果 1ae.| 收 伍 于 工 ， 记 为 lim a, = 工 . 或 者 简单 地 表示 成 a, 一 上， 并 且 称 上 为 序列 的 极限 


(网 图 8.2). 
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人 物 传 记 上 述 定 尽 了 网 二 4 节 吊 隐 数 Or) 当 x-*w 时 的 极 概 的 定义 
(limn xz) ) 非常 相似 ， 我 们 将 利用 这 种 联系 计算 序列 的 极 腿 


CNicote Oreame ， 大 约 1320 一 1382) 1 
(ajlim 上 =0; (b)limh =k (& 为 任意 常数 ). 


解 
-re Ltr 


(a} 没 给 定 e>0. 必须 证 明 郴 在 这 样 :个 整数 NN, 下 
对 上 所 大 ， >- 


nN -ol<s mn 
如 果 (1/n) <e 或 者 n>1/s， 这 个 葡 涵 式 成 立 ， 如果 入 | a 
是 大 于 tve 的 任何 整数 ， 阔 涵 式 对 十 所 有 n> 成 立 这 “| 让 
证 明 lim(17n) = 站 人 。 Na) 
(b) 设 给 定 e >0， 必 须 证 明 存 在 这 样 -个 整数 *， * ,, 
对 于 所 有 nn， | 1 2 3 N 


nN = kkl<e 
网 8.2 如 果 7= 拓 是 点 序列 :Ca，ov) 
天 一 下 下 0， 2 i ,并 EL 
出 于 可 以 用 任何 下 整数 作为 六， 并 且 草 潘 式 成 的 水 平 渐 近 线 ， 则 二 号 在 


这 证 骨刺 -A kK, limk=k. 
关 这 让 时 对 于 全 总 常数 wm 这 个 图 形 中 ， 所 有 在 a, 后 面 
me 证 明 序 列 11, -1,1, -11 -1 -1) ， | 的 a, 位 于 工 的 = 范围 内 


解 ” 候 定 序列 收 黎 于 某 数 二 在 极限 定义 中 选择 = 1/2， 序 列 中 下 标 半 大 于 某 个 六 的 所 有 项 
ea, 必须 位 于 上 的 ee=lz2 范围 内 由 于 数 1 在 序列 中 每 隔 一 项 后 重复 出 更 ， 必 定 有 数 1 位 于 土 的 
& =1/2 距离 的 范围 内 ， 由 此 推出 15-11 <1/2， 或 者 等 价 十 1/2 <L<3/2， 同 样 ， 数 -1 重复 出 
现在 序列 d! 下 标 人 性 意 太 的 地 方 ， 所 以 也 必须 有 15-( -1)1 <1/2, 或 者 等 价 于 -3/2 < 上 < -172. 
但 是 数 工 不 能 同时 位 于 区 间 (1 和 2，32) 和 ({ -342，-12) 内 ， 因 为 这 两 个 区 间 不 重 登 . 内 此 ， 
不 存在 这 样 的 极限 上， 所 以 序列 发 获 

注意 ， 对 证 任意 小 于 1 的 正 数 s 可 以 作 同 样 论证 而 不 限 十 选择 = = 172. 国 

序列 ;yn | 也 是 发 散 的 .但 是 出 于 不 同 的 原因 ， 当 增加 时 ， 它 的 项 变 得 比 任 何 固定 的 数 都 
大 ， 序 列 的 这 种 性 质 我 们 用 

[im yn = 

描述 。 在 表示 序列 的 极限 为 无 穷 大 时 ， 不 说 项 <. 同 m 之 莽 当 增加 时 变 小 ， 我 们 也 不 断言 序列 
趋 近 某 个 无 穷 大 的 数 ， 我 们 仅 限 于 用 记号 表述 这 样 的 概念 : 当 n 变 得 很 大 时 ，a, 最 终 达 到 并 保 
持 比 任何 曾 定 的 数 大 ， 


定义 ”序列 ju, | 发散 到 无 穷 大 ， 是 指 对 于 每 个 数 村 ， 存 在 这 样 一 个 整数 %， 使 得 对 于 所 
有 大 于 不 的 mn， 有 m > 型 如 果 这 个 条 件 满足 ， 我 们 记 为 
加 wm 或 oe 
同样 ， 和 如果 对 于 每 个 数 m， 存 在 这 样 一 个 整数 NN， 使 得 对 于 所 有 n>， 有 a,<m， 那 么 就 说 
序列 1a,1 发 散 到 负 无 穷 大 ， 并 且 记 为 


lma.= -wm 或 2 一 -< 
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序列 可 能 发 散 而 不 是 发 散 到 无 穷 大 或 者 负 无 穷 大 ， 钼 在 例 2 见 到 的 情况 ， 序 列 11, -2，3， 
-4，5,， 一 6 7 8， 和 1. 0 2,0，3,0，…:! 也 基 这 种 发 散 的 例 疗 ， 
8. 1.2 求 序列 的 极限 

由 二 序 刻 是 定义 域 限制 为 正 整数 的 丽 数 ， 所 以 谤 不 闸 怪 ， 第 2 章 中 给 出 的 二 数 极限 定理 存在 
对 序列 的 变型 . 


定理 1 今 1a,| 和 1 如 上 是 实数 序列 ， 并 且 令 4 各 是 实数 ”车 lima. =4，limb, =6， 则 下 | 


述 法 则 成 立 . 
(1) 和 法 则 lim(a,+5) =4+B， {2) 关 法则 lim(4, -6.) =- 4- 及 


(3) 积 法 则 Jim(a。 所) = 和 及 14) 常数 税法 则 lim 六) = 大 .80 为 任意 数 )， 


， 如 条 8 上 0. 


| > 


好 
b, 


(5) 商 法则 


证 明 门 2.2 节 定 理 1 的 证 明 类 似 ， 从 略 . 
例 3 把 定理 1 同 例 t 中 的 极限 结合 起 来 ， 得到; 


(ai { -元 )= -十 = -1.0=0，( 常 数 信 法 则 及 例 1(a)) 


(bjlim (SS )=lin (lm -lim Lt -0=1 ( 差 法 则 和 例 1(s) ) 


nn 一 和 


(cellim SS =5. lim lim 汪 =5 -0 .0=0，( 职 法 则 ) 
lim = . 


4-7m 4/n) -7 0-7 - 
(djim - 惰 7 -lim my TD -7, {和 法 则 及 商法 则 ) 国 
在 应 用 定理 1 时 融 要 注意 ,定理 并 不 表明 ， 例 如 ， 当 序列 la.; 和 16.| 的 和 1a, + 5.1 存在 极限 
时 每 个 序列 就 有 极限 。 例如， 序列 fa = 1 2 3，…1 和 和 1 =|1-1，-2，-3，…} 这 两 个 


序列 都 发 艇 ,但 是 它们 的 和 1a +5,| = 10，0，0，…| 显然 收 仇 于 
定理 1 的 一 个 推论 是 : 发 散 序 列 1a. ! 的 每 个 非 零 倍数 的 序列 发 散 ， 假 定 缚 论 相 反 ， 岂 么 对 于 
某 个 数 c 关 0，ica,| 收 谣 、， 于 是 ,在 定理 ] 的 常数 傅 法 则 中 皮 &# = Le ， 看 出 序列 


{0} ia 


收 策 因此 ，1lea.i 不 能 收 伍 ,除非 1a| 也 收 敏 ， 如 果 ia。| 不 收 艇 ， 那 么 jea,; 不 收 伍 . 
下 面 的 定理 是 2.2 节 夹 层 定理 的 序列 变形 .要 求 读者 在 习题 95 中 证 明 这 个 定理 . 


定理 2 {序列 的 夹层 定理 } 令 1a.i ，i6.| 和 !)c,| 为 实数 序列 ， 好 果 a, 万 b. 志 c, 对 于 起 过 
某 个 下 标 六 的 所 有 成立 ， 并 Hlim a, =lime,=L, 那么 也 有 1im b, = 上 . 


定理 2 的 一 个 直接 推论 如 下 ; 若 15,1 专 c, 且 c 一 0， 则 45 一 0， 这 是 因为 ~e < 去 c.， 我 
们 在 下 面 的 例子 中 利用 这 个 结果 ， 
例 4 由 于 17/n 一 0， 我 们 知道 : 


COs 


(9) 2 0， 因 为 -二 < ! 


[bl 去 一 0， 因为 0< 二 < 上， 


cosn .1 
一 一共 -一 | “和 了 
n 2 n 
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fej ( -1 上 0, 因为 -上 <( -01 < | 
nn hn 办 


及 
定理 1 和 定理 2 的 应 用 范围 由 二 于 面 的 定理 而 扩大 ， 这 个 定理 说 明 ， 把 连续 晒 数 应 用 到 -个 
收 仇 序列， 将 产生 一 个 收 敏 序列 ， 我 们 陈述 这 个 定理 府 不 于 征明 {( 证 明 见 习题 9)， 


定理 3 【用 于 序列 的 连续 函数 定理 ) 邻 ia,; 蚌 实 数 序 列 ， 若 a 一 L， 且 /是 在 上 连续 和 在 
所 有 ma, 存 定 区 的 明 数 ， 则 大 aa ) 一 所 )- 


例 5 证 明 w(Cn+l)zn 一 1. 

解 ”我 们 知道 (ma+ 1)7xa 一 1， 在 定理 3 中 用 六 xz) = vx 
和 工 =]， 缩 出 wa+iyzn 一 Yi =1. 二 

例 6 序列 11An| 收 讶 于 0 在 定理 3 中 联 ,= 1An， 
x) =27 及 上 =0， 看 出 2"=J(LAn) 一 /41) = 各 =1. 由 此 
可 知 序列 12”| 收 伊 于 1( 见 图 8.3). 
8. 1.3 用 洛 必 达 法 则 求 极 限 

下 面 的 定理 使 我 们 能 够 利 几 洛 必 达 法 则 发 茶 些 序 列 的 
极限 ， 它 建立 lim a。 同 limf(x) 之 间 的 联系 . 


定理 4 假定 f/x) 是 对 所 有 x 宇 n 定义 的 函数 ， 
jai 是 这 样 的 实数 序列 ， 对 于 #4 宇 有 a =An)， 那 么 ?0 1 1 


limfx) =L = limo,=L 


图 3.3 当 m 一 中 时 ，Lna 吉 
且 2 一 5( 例 6) 


证 明 假定 lim/(x) =L 那么 对 于 每 个 正 数 =， 存在 
这 样 一 个 数 好 ， 使 得 对 于 所 有 =， 
x>WH = 1 -Ll<e 
令 让 尾 大 于 和 财 且 大 于 或 者 等 于 mm 的 整 救 。 于 是 
n>yN = a = fn)R fia,-Ll=Ifn} -Ll<e [| 
例 7 证 明 


解 ” 函 数 (in x)/x 对 所 有 x 之 1 有 定义, 并 和 且 在 正 整 数 阿 所 给 序列 一 致 - 因此， 如 上 汪 lim (ln x)/x 
存在 ， 那 么 根据 定理 5， lim (In ny/n 等 于 lim (ln x)/x， 应 用 一 次 洛 必 达 法 则 证 明 
Lm x _ jim lx _ 0 
sm rm 1 1 
由 此 断定 lim(ln n}/n =0. 国 
在 我 们 用 洛 必 达 法 则 求 序列 的 极限 时 ， 经 常 把 看 成 连续 的 实 变 量 ， 并 且 直 接 对 rn 微分， 这 
样 就 不 必 像 在 例 7 做 的 那样 改写 a, 的 公式 . 
例 8 第 r 项 为 


= 站 


的 序列 收 伍 吗 ?如 果 收 敛 ， 求 lim a 


无 穷 序 列 与 元 另 级 数 4A5 


解 ” 这 个 极限 导致 I" 型 不 定 碟 ”如果 首 先 对 4 取 月 然 对 数 ， 
+ 1 H+ | 
lIna, = tn (2 - |] =niln 的 
把 下 定式 变 成 m 0 晶 ， 就 能 应 用 洛 必 过 法 则 ， 于 是 ， 


lim ln e。 =lima tn( + |) tm -0) 


下 十 上 | 
-1 ! 人 0) 
ee lAn (5 
=]im 二 【 次 必 达 法 则 ) 
+4 — An 
=lim 7 = 2 
=n -1 
出 于 In a6- 太 岂 上 开放 x) = 于是 连续 畏 数 ， 册 定理 4 可 知 
a = ee 
序列 ja,| 收 化 于 ei. [| | 
8.1.4 常见 的 序列 极限 
下 述 定 理 给 出 几 个 经 党 出 现 的 序列 极 眼 . 
定理 5 下 面 和 个 序列 收敛 于 列 出 的 极限 : 
(1) lim -0. (2) Jim Yn =1. 
(3) lim x "=1 {xr>0), 14) limx"=0 (1x1 <1). 
(5) tim (1+ 过 ) = (任意 *)， (6] lim 车 =0 (任意 *). 
住 公 > 式 (3) 全 (6) 中 ， 当 nm 的 时 保持 测定 . 
证 明 第 (1) 个 极限 计 在 例 7 中 求 出 ， 第 f27 和 
第 (3) 个 极限 可 以 通过 最 对 数 和 应 几 定 理 4 证 明 ( 见 附注 ; 脐 业 志和 样 


习题 3 和 34)， 剩 余 3 个 极限 的 证 明 存 附录 A.5 中 


给 出 ， 加 了 哇 妆 记号 #L 《 忆 的 覆 薪 ") 代 交 从 1 到 


n 的 个 环 闭 交 划 各 1 .2 -3 :人 “ 注 意 
， (n+D! mfofD) + nh‘ Ti 
(a) 下 人 ) -二 一 2 0=0 【公式 11) ) 41=1 2 did! 
| 1 
(hb) v = 下 = 全 (和 = 《公式 (2)) 我 从 拖 和 发 二 十 入 : 注 闪 尖 放 放生 芝 的 位 
(el] v3a=3 (na 1=1 《公式 (3)， 取 增长 还 快 ， 从 下面 二 中 于 以 村 办 2 : 
《=3 和 公式 (2)} t 


(a) | -地 ) 一 0 (公式 (4)， 取 x= - 方 ) 


{e WA (公式 (5), 到 z= -2) 


人 0 (公式 (6)， 服 <-100) 和 一 一 


和 


8.1.5 座 列 的 递归 定 光 
至 今 我 们 晨 从 下 标的 值 直 接 计 算 序 列 的 每 个 ,项 . 
序列 : 
{由 给 出 序 刘 首 项 或 者 前 而 儿 项 的 值 ; 
{2) 给 出 从 某 项 之 前 的 :项 或 者 几 项 计算 该 项 的 规则 ， 
例 10 
{a) 算 碟 4a = 和 6 = +L 定 艾 正 整数 序列 1， 2， 
2 +1= 2，ai=4l+l=3， 等 等 ， 


但 是， 洲 常 采用 下 述 递归 方式 定 


这 种 规则 称 为 递归 公式 . 


3 和 


(bh) 算式 4 =1 和 =m va 定义 阶乘 序列 1，2， 6. 24，…，nl1，.…， 从 @ =1， 得 到 a, 


2，ai = 上 2，ai =3 =， 0 =4* 9 =24， 等 等 . 


(gj 算式 =1， ww =1 和 oa， = + 定义 斐 波 那 架 数 序列 1，1，2. 3 5 从 a =1 
4;=1, 得 到 =1 41=2, 4 =2+1=4, a =3+42=5、 等 等 

(dd} 正 如 从 应 用 和 牛顿 法 可 以 看 到 的 那样 , 算 态 x = 机. = 于 (sin x — x) {cos x 
2x,) ] 定 闪 一 个 序列 ， 当 它 收 敛 时 给 出 方程 sn x -x* =00 的 一 个 解 ， 


8. 1.6 有 界 非 减 序列 


区 


一 般 序 列 的 项 可 能 来 回 塞 动 ， 有 时 最 较 大 的 值 ， 有 时 取 较 小 的 值 . 在 一 类 重要 的 特殊 序列 ， 


它 的 每 一 项 至 少 问 其 前 项 一 样 天 - 


定 久 ”序列 |a,! 称 为 非 减 序列 ， 是 指 对 十 所 有 mn， 它 的 项 具有 &, 万 a , 的 特 忻 ， 


例 1t 下 述 序列 基 非 减 序列 : 


(a) 自然 数 的 序列 1，2，3，…，n， Mi (bj 序列 十， 全， 于 


{e) 常数 序列 | 了 3 了 1. 


3 
4 tl 


存在 两 类 和 非 碱 序列 ， 一 类 序列 的 项 增加 ， 超 过 任何 有 限 的 界 ， 另 一 类 序列 的 项 不 是 如 此 . 


定义 ”序列 1a,! 称 为 上 有 界 的 ， 是 指 存 在 这 样 一 个 数 时 ,使 得 对 于 所 有 n， 满足 e, 反 时 
数 好 是 |a.; 的:… 个 上 界 . 如 时 于是 |a,| 的 一 个 上 界 ， 但 是 1a,1 没 有 比 闻 小 的 上 界 . 那么 半 


是 ia,| 的 上 确 界 . 
例 12 
(3 序列 1，2，3，…，Pn，… 没 有 上 界 ， 
1 2 3 机 ， _ 
(b) 序列 广 ， 梧 ， 末 ，……， 有 以 林 = 1 为 上 


界 ， 这 个 序列 没有 一 个 比 数 1 小 的 上 界 ， 所 以 1 是 上 确 
界 (习题 113). 国 

有 上 界 的 非 减 序列 总 是 存在 上 确 界 . 这 就 是 在 附录 
起 .7 中 讨论 的 实数 的 完备 性 考 质 ， 我 们 将 要 证 明 , 车 上 
是 序列 的 上 确 界 ， 则 序列 收复 于 上 

假定 在 xy 平面 内 带 出 点 (1, a.),， (2, a;),…， 
(rn，6.)，…， 如 果林 是 序列 的 一 个 上 界 ， 那么 所 有 这 
些 点 将 位 于 直线 y= 蜡 的 上 方 或 者 下 方 ( 见 图 8.4)， 直线 


团 光 4 如果 韭 浅 序列 的 项 有 一 个 上 界 
灶 ， 那 么 它们 有 概 限 上 志 兴 
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7 = 是 艇 低 的 这 种 直线 ， 没 有 点 (mas) 位 二 肖 线 了 = 之 上 ,从 基 ， 只 本 < 是 一 在 数 ， 就 会 上 有 匡 
些 癌 位于 作 何 更 低 的 直线 7 = 上 ~s 之 上 上 ， 序 列 收 化 二， 因为 


{a} 对 于 所 在 的 5 值 ,， a 志 L; 


【 乓 给 定 任何 >0， 有 少 存在 一 个 青 数 站， 对 于 它 有 上 > 了 一人 
{4.1 是非 碱 序列 这 个 事实 进 -- 步 表明 ， 对 于 所 有 n 宇 WN， 有 
> i-£ 
内 此 ， 所 有 超越 第 个 数 ay 的 所 有 数 a, 位 十 二 的 8 范围 内 ， 这 丰 好 居 上 是 序列 1a. .的 极限 的 条 件 
有 大 非 减 序列 的 所 实 概述 在 下 面 的 定理 中 ， 对 于 韭 增 序 齐 、 有 有 类 做 的 铺 果 ( 见习 且 107). 


定理 6 { 非 减 序列 定理 ] ”实数 的 非 碱 序 齐 收 熟 ， 当 用 仅 当 它 蚌 土 有 界 的 ， 


习题 8. 1 
在 习题 1] -6 中 ， 给 出 序列 |a, | 第 # 项 的 公式 . 
并 a， 4 和 as 的 值 . 


1. .= Za = 1 
如 nl 
| 
3.4.= (1 站 =2+ -1)”. 
Rn- 
so Ga -1 


2 
在 习 是 7 ~ 12 中 ， 给 出 序列 第 一 项 或 者 前 两 项 
以 战 其 余 项 的 遵 归 公式 .与 出 序列 的 前 10 项 
Ta =1, a = 人 二 2 
a=, a = n+ 1). 
a 2, a = 1 "2. 
la = -2, a,, =na/(tn+1). 
la = 的 =1，a ,2 = Go vi 十 和 
12.a =2，a= -1， 三 = 
在 刁 题 13 ~ 22 中 ， 求 序列 第 4 项 的 公式 - 
13. 序列 1,， -1， 1, -1,1，…( 带 交错 正 负 号 
的 1). 
14. 序列 -1, 1,. -1,1. 
的 1). 
15. 序列 1], 一 4, 9, 一 16，25，…{ 正 整数 的 平方 ， 
带 交 错 正 负 时). 
] 1 


1 1 
16. 序列 1，- 于， 训 ，- 褒 ， 吉 ，…( 正 整数 平方 


的 倒数 ， 带 交错 正 负 号 ). 

7， 序列 D0，3， 8，!5$，24，…{ 正 整数 的 平方 碱 1). 

18, 序列 -3，-2， -1, 0, 1,，…( 从 -3 开始 的 
束 数 ). 

19. 序列 1，5, 9，13，17，…( 每 隔 -- 个 奇 正 整 数 
的 正 整数 ). 


-1，…( 带 交错 正 负 号 


如 果 非 焉 序列 : 


20. 序列 2, 6, 10，14，1%8， 
数 的 正 葡 效 ). 
21 序列 ], 0. 1, 0，, 
22. 序列 0，1， 
数 重 复 ). 

在 要 是 23 -84 的 序列 ja; 中 ， 哪 些 序列 收 仇 ， 
哪些 序列 发 局 ” 炒 每 个 收效 序列 的 概 限 . 


一 {组 隔 个 个 正 整 


1，…( 变 赫 的 | 和 0). 
1. 3,，2. 3. 3,，4，… (每 个 下 整 


23,. 2 = 了 2 二 【人 17 Ma =D 
nn 
25. a = Ln 26. a, = 0+ 
lL+2n ] — 3/n 
27.4 = -Sn a 
n +Bn n +Sn+6 


2 了 
29.m = ntl M0.a, = L-n 

n-l 70 -4 
3 =1+{ 1)". 


32.0,.=( -1)"(1 -+t) 


-CC-1)"” {ly 
35.m = 36.4. ={ 二 
2m 1 
一 上 三 一 -一 一， 
37.9 narl 区 0 0) 
39. 2 =sin (去 + 立 ) .az = nT cost nm). 
41l.a nn 4 = inn 
如， := 
n 3" 
43. 9, = 3. 0, = 


448 某 8 草 
45 Inin+l . 46.。 = Ln 写 出 序 别 前 面 足够 儿 的 项 ， 以 便 导 出 zx, 对 于 
An ln 2n n 空 2 成 立 的 一 般 公 式 . 
47.a =8" 48. 0, = {0.03)"". :个 有 理 数 的 序列 描述 如 下 : 
工 a =11-. 1 3717 a at2b 
4 74 = (1+ ) 5 和 0 ={! 】 于 六 
SL a, = VIOr 52. 0a, = vn. 其 中 的 分 于 组 成 个 序列 ， 分 母 给 成 第 “个 序 
5 a -(2)" 54. a = Cn 44) in. 列 ， 它们 的 比 组 咸 第 三 个 序列 ， 令 x 和 3 分 
有 别 是 第 4 个 分 式 7. =x./y, 的 分 子 和 分 样 . 
55. a, = 下 S6.a, =inn -ln (n+1). 19) 证 明 x -2y? = 一 1, 起 -2y3 = +1， 并 刁 在 
站 
。 更 般 的 情况 下 ， 若 
ST.a, = YA'n. 58. o, = v35 2 或 + 
59. a = 中 (提示 : 则 1 比较 ) 则 分 别 有 
。 fa+26) -2fa+b =+1 盛 -1 
CC-4) 加 
0. 0. = S14, = 10% (bj 分 式 六 =xuzy, 当 半 增加 时 趋 近 -个 极限 . 
nl! fn 这 个 极限 是 什么 ? {提示 : 利用 (a) 中 的 结 
3 Go 果 证 明 二 -2 = * (1 和 3) 并且 不 小 
_ 1 _f3n+1y" 于 rn.) 
da =]no11+ 65. 4, = 
(于 ET . 牛顿 法 “序列 
6, a = (#1) x -人 
69.0,= [Fri) > 来 源 干 牛 赂 法 的 递归 公 起 ， 这 个 序列 收 敏 吗 ? 
1 3 如 果 它 收 敏 ,， 收 敏 于 什么 值 ?” 在 下 面 每 一 种 情 
68.0, < (1-) 69.0. = . 
" nt ” 2*.nl 况 下 ， 从 确定 产生 序列 的 晴 数 开始. 
本 10711)" taohna -2 x, 1 
Wo 0 £0 71, 9, = tanh 【al xo =1, i 
72. a, =ainh (ln a). T3.0, = 7 1 sin 加 {b) x =1. yo = -1 


Td. a, =7 (1 -eos 


1 四 
Th a = 一 -tan ne 
A 


1 
84. ua。 -| 芭 由 p>l. 


85. 序列 的 第 1 项 是 x = 1、 每 个 后 继 项 是 它 前 面 


所 有 项 的 和 ; 


E 


(Ce x =1, %, .1 =x, -1. 

{a8} 假定 记 x) 对 于 区 间 [90,，1 | 内 的 所 有 + 是 可 
微 的 ， 并 且 太 0) =Q， 用 规则 am. =m 扰 17m 
定义 译 列 |a.|， 证 明 lima, = 广 (0)- 
利用 {a) 中 的 结果 求 下 列 序 到 1a, | 的 极限 : 

th} a = tan 二 


{ec}) a =nte'" -1). 


{d) on 人 (+ 


,上 毕 达 下拉 斯 三 元 组 如果 正 整 数 a， b,c 满足 


邓 + 下 = 王 ， 那么 aa, 称 为 毕 达 哥 拉 斯 三 元 
组 ， 令 = 为 奇 正 整 数 ， 并 日 令 
a -| 全 | 和 “ = .于 | 


_ 


分 别 是 a/2 的 底 整 数 和 项 整数 


无 穷 序列 与 无 穷 级 雪 了 49 
_3n+l _ [2n +4)1 
97.a = 0 = 

99.4 =23 100.4 -2 -二 .1 

nt ™ nn 2" 


(1a) 证 明江 + 好 =ci， (提示 ; 邻 a=2n+]， 并 
日 用 表示 和.) 
fb} 通 过 直接 计算 或 者 借助 于 附 图 ， 求 


六 | 
. 1 的 站 次 机 
{a} 证 明 lim(2am)" =1， 内 此 ， 利 用 斯 特 林 
逼近 ( 见 第 7 章 补 充 和 提高 习题 32(a))， 
对 于 很 大 的 * 值 ， 有 
和 


【b] 对 于 “= 各 ，50， 扣 ，… 检 验 (a) 中 的 逼近 ， 
直到 你 的 计算 器 允许 的 限度 . 

{a} 假设 lim(17n') =0， 其 中 < 是 任意 的 正常 
数 ， 证 明 ; 对 于 任意 正常 数 ， 


91. 


lim =0 
1b) 如 果 c 基 任 意 正常 数 ， 证 明 iim (l/r) =0. 
(提示 : 如 果 z =0.001 和 和 c=0.04,， 六 应 
肥 凶 么 大 的 值 ， 才 能 保证 当 n > 计时 有 
ll/n -01 <e?) 
拉链 定理 证 明 对 于 序列 的 “拉链 定理 ": 若 
iasl 和 15,1 同时 收 剖 于 上 ， 则 序列 


| :A by bs 


92. 


收 钱 于 上 
证 明 lim vn =1. 
。 证 明 Jimx “=10c>0). 
， 证 明定 理 2. 
- 证 明定 理 3. 
在 当 题 听 ~ 100 中 ， 确 定 序列 是 不 是 非 碱 的 和 
上 有 界 的 . 


在 习题 101 ~ 106 的 序列 中 ,哪些 序列 收 合 ， 
哪些 序 刘 发 散 ?” 提出 答案 的 理 市. 
1 i 


101. 54, =1— -. 102. 9. =n-:-. 
n n 
103.4, = “二 上 104. oa 
105.4, = (1 -1 + 
n 


106， 序 列 的 第 ] 项 是 x, = tos (1)， 下 面 的 项 十 
x 和 cos (2) 中 的 较 太 者 ,zr 是 志和 cos (13) 
中 的 较 大 者 (继续 下 去 】)，- 一 般 而 证 

x = Max | ens Cn + 1)} 

107， 非 缠 序 列 ”在 数 的 序列 1a,1 中 ， 如 果 对 于 每 
个 n 有 #6. ,1， 那 么 祁 列 称 为 非 增 序列 ， 在 
序列 :a,: 由， 如果 对 于 每 个 存在 -- 个 数 寻 
使 得 半生 a,.， 屠 么 序列 称 为 下 有 界 的 : 这 样 的 
著称 为 序列 的 下 租 . 从 定理 看 推断， 下 有 界 的 
非 增 序列 收 黎 ， 而 不 是 下 有 界 的 六 增 序 刘 
发 散 . 

( 续 习 是 107) 在 习题 108 ~ 112 中 ， 利 用 习题 

107 的 结论 确定 哪些 序列 收 就 和 哪些 序列 发 艇 . 


108. 2 = 号 +1] 109.o -= 二 2 
， 人 
10.o. -= 上 全 ll = + 


112. a =|, a,. =2a, -3. 

113. 序列 [nA{n+1)1 以 1 为 上 确 界 证 明 ; 若 半 
是 个 小 于 :的 数 ， 则 序列 ;mi(n+!1) 的 项 
最 终 超过 好， 就 是 说 ， 若 好 <1， 刚 存在 这 样 
一 个 整数 入， 使 得 只 要 n> 入 就 有 nA/{n+1) > 
村， 由 于 mfn+1) <1 对 于 每 个 nn 城 立 ， 这 证 
明 1 是 in/tn+1)| 的 土 确 界 . 

114. 上 确 界 的 唯一 性 ”证明 :; 若 序 列 ;e.: 有 两 个 
上 确 界 HH 和 册 ; ， 则 史 | = 前,， 就 是 说 ， -个 
序列 不 能 看 两 个 不 同 的 上 确 界 . 

115， 如 果 正 数 序列 la,i 是 上 有 界 的 ,那么 它 此 定 收 
化 的 结论 成 立 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 

116. 证 明 : 如 果 je.! 是 收 伍 译 麟 ， 那 么 对 于 每 个 
正 数 ae， 存在 一 个 对 应 的 整数 入 ,使 得 对 于 所 
有 的 mm 和， 


mW 和 nN = la ~ ol<e 
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117. 极限 的 唯一 性 ” 壕 明 序 判 的 找 作 是 唯一 的 . 
证 旦 证 明 ， 如 果 站 在 数 访 和 天 ， 人 恒利 二 三 
和 和 -> 记 ， 屠 各 站 = 本 
极限 与 子 序列 ”如果 -个 岩 列 的 项 按 它们 已 
有 的 顺序 出 现在 另 :个 序列 中 ， 那 么 称 第 … 
个 序列 为 第 二 个 序列 的 子 序列 证明: 如 果 
序列 |e| 的 琴 个 子 池 列 有 不 同 的 报 限 证 关 关 ， 
那么 1a,| 发散 ， 

对 于 序列 1e ! 的 偶数 下 标 项 由 ex 表 本 ， 而 奇 
束 下 标 项 用 aa. 表示， 证 明 ， 如果 一 上 和 
Ra 
证 阴 一 个 序 齐 1a,i 收 评 于 0， 当 及 仅 当 它 的 绝 
对 值 的 序列 | 1 a4,11 收 襄 于 0. 
在 习题 121 ~ 124 中 ， 试 验 用 一 种 计算 器 求 六 
的 值 ， 司 得 不 等 式 对 于 所 和 有 的 上 > 让 成立， 假定 不 
等 式 是 出 琉 在 序列 极限 的 形式 定义 中 的 不 等 式 ， 
在 每 种 情形 考察 的 是 什么 序列 和 序列 的 极限 是 
和 什么? 
i231. 1 > 了 -11<107. 
123. (0.9)" <1077. 124.2"/n!t <10 
125. 由 站 顿 法 产生 的 序列 ”适用 于 可 徽 函 数 几 xz) 的 
牛顿 法 ， 从 一 个 初 值 开始， 构造 -个 在 有 
利 情况 下 收 贫 于 7 了 的 零点 的 数 序 列 | *,|， 这 个 
序列 的 递 轨 公式 为 


11&. 


119. 


122. 1 -ll <10 


Fx,) 

f(x) 

faj) 证 明 ， 对 主 关 rz) =x -ata 30) 赣 归公 式 可 
以 写成 4 = fr。 + 2 

(Dh) 从 zo=1 和 a=3 开始 ， 计 算 序 列 的 逐个 
项 ， 直 到 出 现 重 复 ， 祁 列 近 近 什 么 数 ? 于 


Taal 


nl 二 


以 解释 - 

126.【 续 习 亚 125) 重 作 本 是 125(b), 用 2=2 代 普 
三 3. 

127. 避 2 的 递归 定义 ”如 果 从 + =1 开始 ， 用 规则 
x 0 xy 1 定 祥 1 的 后 继 项， 将 产生 
快速 收 各 于 xz 的 序列 . 

{a} 试 定义 这 个 序 麟 . 


{b] 利 朋 后面 的 附 图 解 若 序列 为 什么 快速 收 敦 
， 根 据 & 华 尔 街 日 报 ?1%2 年 12 月 15 日 在 头 版 
发 表 的 一 篇 文章 ， 福 特 汽 车 公司 生产 汽车 冲 
压 件 的 平均 劳动 时 间 从 1980 年 估计 的 15 小 时 


下 降 到 太 约 了 于 小 时 日 本 的 汽车 公司 仅 需 


划 3 章 


0 


大 约 3 二 小 时 


福特 公司 自 1980 年 以 来 的 提高 表现 为 中 
均 劳 动 时 间 每 年 降低 5。 和 如果 维 待 这 个 如 
率 ， 那么 福特 公司 到 1992 全 生产 汽车 种 不 件 
所 需 的 平均 劳动 时 间 大 约 为 

SS = 7.25(0.94}" 


假定 日 本 生产 每 辆 汽车 的 冲 不 件 缕 续 用 3 垃 小 


时 ， 才 特 公司 需要 用 多 少年 才能 村上 日 本 公 
司 ? 用 琴 种 方法 求解 : 
[ai 求 序 列 | 中 小 于 或 者 等 于 3.5 的 首 项 . 
[bj 出 x =7.25(0. 94)" 的 田 形 ， 并 有 旦 用 
综 疼 风 Trace 功能 键 求 阁 形 同 直 线 +=3.5 
相交 的 位 置 . 
计算 机 探究 
用 一 种 Ca45( 计算 机 代数 系统 ) 对 习题 129 ~ 
140 中 的 序 殉 执行 卞 列 处 理 步 又 : 
{ta} 计算 序列 的 前 25 项 ， 然 后 断 出 几 彤 ， 许 
列 显 现 是 上 有 和 扯 的 还 其 下 有 拭 的 ?IF 到 看 
起 来 是 收 化 还 是 发 散 ? 如 果 序 到 收 全 Q， 它 
的 极限 二 是 什么 ? 
{fb} 如 果 序 列 收 笋 ， 求 一 个 这 样 的 整数 %. 
使 得 对 于 nN 有 1a, -上 | 志 0.91， 在 序 
列 中 从 多 过 起 的 项 落 人 人 工 的 和 000! 范 


国内 ? 
129. a, = "hn. 
0. 53" 
130,4.= (+ 全 | 
131. o, = | ， Qt 
132. am =1, a =6,+t —2)". 
133. a, = sin mr 


134. 3, =n sin 工 . 
in 
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135. 9, = sin 136,. 4, = Ian 139. "= 3 4140. a, = 本 
n nn nl 19 
1337. 4, = (0. 9999 3”. 138. a = 1234567 
8.2 无 穷 级 数 
无 穷 级 数 晨 数 的 无 穷 序 列 iq, | 的 项 之 和 
人 二 入 十 三 十 直下 


本 节 的 甩 标 在 于 了 解 这 种 无 限 和 的 含义 ， 以 及 建立 计算 它 的 六法 ， 由 于 无 穷 钱 数 中 有 无 限 多 项 
相 加 ， 不 能 靠 … 直 用 折 法 去 观察 出 现 什 么 结局 ， 我 们 采用 .种 在 代 方 法 ， 限 十 号 察 序列 前 而 ”项 
和 的 结果 ， 前 ”项 和 
Sn = + + 
是 通 常 的 有 限 和 ， 玉 且 能 够 用 常规 加 法 计算 ， 这 种 和 称 为 第 5 部 分 和 . 当 4 增 大 时 ， 我 们 期 望 这 
个 部 分 和 按照 序列 的 项 趋 近 极限 的 回 样 意义 下 ， 越 来 赦 接 近 一 个 极限 值 ， 正 如 8.] 节 讨 论 的 
那样 ， 
例如 ， 为 了 确定 像 


1 1 
1+ 2 + 
这 样 一 个 表达 式 的 人 祝 久 我们 从 第 1 项 开始 求 部 分 和 ， 一 次 加 一 项 ， 并 且 寺 找 这 些 部 分 和 如 何 增 
加 的 模式 . 


部 分 和 部 分 和 隐 侣 的 表达 式 值 
第 1 个 si 2-1 1 
1 3 
第 2 个 =1+ 广 2 了 > 
7 

第 3 个 5 二 + 2- 开 于 

1 1 1 1 2 -1 
第 4 个 tt 2 二 Er 


从 上 面 的 表 可 以 看 出 ,确实 存在 一 种 模式 ， 部 分 和 构成 一 个 序列 ， 它 的 第 4 项 是 

1 
-二 
这 个 部 分 和 的 序列 收 租 于 2， 因为 jim{172"') =0. 我 们 说 

“无 穷 级 数 1 + 村 + 二 + + … 的 和 是 2.7 

这 个 级 数 中 任意 有 限 项 的 和 是 和 否 等 于 2? 不 是 ， 我 们 能 够 实际 垩 项 相 加 无 穷 多 项 吗 ?* 不 能 、， 代 是 
我 们 仍然 能 够 定义 它们 的 和 ， 即 把 这 个 和 定义 为 部 分 和 的 序列 当 mn 一 om 时 的 极限 ， 在 这 个 例子 中 
是 2{ 见 图 B.5)。 对 于 序列 和 极限 的 知识 使 我 能 够 破除 有 和 限 和 的 局限 . 


$5， 二 这 


I I 
一 一 一 一 
A 
0 1 1 i118 2 


图 8.5 作为 长 度 1， 12，L4，178，… 亚 一 相 加 的 和 超 近 > 
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定义 ”给 定 数 的 序 别 |a,; ， 形 式 为 


+ 
的 表达 式 是 -个 无 穷 级 数 ， 数 a 是 级 数 的 第 # 项 出 
$I = 1 
$1 = 人 址 


n 
5 2 


定义 的 序列 ;si 是 级 数 的 部 分 和 的 序列 ， 数 % 大 第 正 个 部 分 和 ， 如 果 部 分 和 序列 收效 于 慨 限 
L ， 就 说 级 数 收 散 并 往 它 的 和 是 元， 在 这 种 情况 . 也 记 为 


- 
= Sa, = 上 
nl 


如 果 级 数 的 部 分 入 的 序列 不 收 仇 ， 冤 说 绒 数 发 散 . 


人 物 传记 当 我 们 于 始 考 察 一 个 给 定 颖 数 m + a; + +a,+.… 时 ,可 


a se 剧 ， 起 i » 上 1 1 #3 1 
布 菜 斯 帕斯卡 续 和 六 亡 收 仇 或 者 发 散 ， 无 论 是 哪 一 各 情况， 用 炒 和 记 扩 把 
. 吾 成 
{Rlaise Pascal ,1623—1662) 2 = 
允 a 隐 a 或 于 4a。 {已 知 从 1 到 求 和 时 的 有 用 缩写 ) 
是 方便 的 . 
8.2,1 等 比 级 数 
等 比 级 数 是 形式 为 。 
时 Bar 


的 级 数 ， 其 中 a 和 r 基 辐 定 的 实数 ， 日 ezx0(t 等 比 级 数 亦 称 几何 级 数 ) 也 可 以 把 这 个 级 数 写 成 
ar" . 比 了 上 可 以 是 下 数 ， 像 在 级 数 


下 “是 ] i 1 四 
1 + + 可 + +(,) 十 
中 ， rr 一 1 2， a=1. r 也 可 以 是 等 煞 ， 像 在 级 烙 


1 -了 + 评 - + 人 了 十 … 
小 ,r= -1/3, a=1. 
各 果 r =1， 等 比 级 数 的 第 n 个 部 分 各 为 
s, = 4+atl) + 21) + + afl)"'" = na 

并 且 级 数 发 散 ， 因 为 im s = + 吕 《 其 符号 取决 于 a 的 符号 )， 如 果 + = ~ 1， 级 数 发 散 ， 因 为 第 
部 分 和 在 a 与 0 之 间 交 在， 如 果 |1rl 关 1， 可 以 用 下 述 方 法 确定 级 数 收 名 或 者 发 散 : 

§, =a +artar + +ar 

tart+ar+…+ar + (用 " 乘 ，) 

5 -0 =a-ar (从 5 减 习 .消去 右 问 大 多 数 琐 ) 
sl-r) =alt -rm) {提取 内 式 }) 
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5， = 开关】 《如 计 r 二 , 可 以 求解 5) 
莽 1r1<l 则 当时 产 加 (如 帮 81 节 中 )， 昌 sea-n 若 1rl >1, 则 Im oem， 


下 级 数 发 航 . 


荐 1r| <1， 等 比 弘 数 g+ar+tar + +ar +… 收 部 于 al -ri 


Ca 三 
Dar ' = -， lrl<] 
"= 


人 - 


荐 1rlal， 级 数 发 艇 . 


我 们 已 经 确定 了 千 比 级 数 在 什么 捕 次 下 收 伍 或 者 发 展 ， 以 及 收 伍 到 什么 值 ， 在 下 而 玫 小 节 将 会 看 
到 ， 我 们 经 常 能 名 确 定 一 个 级 数 收 族 ， 但 基 不 知道 它 收 仇 到 什么 值 ， 等 比 缀 数 之 和 的 公式 atl 一} 仅 


适用 于 表达 式 py er 中 状 和 下 标 从 n=14 开始 (或 者 在 把 级 数 瑟 成 by ar 时 下 标 从 n=0 开始 }. 
例 1 有 取 a=1“9 和 r=173 的 等 比 级 数 基 


Lill 9 
9 27t+alt = 5{;) TT) 6 国 
例 2 级 数 
15 5 
pc 
呈 取 =5 和 r= -174 的 等 比 级 数 ， 它 收效 于 
a 5 国 


-一 一 一 三 十 
1-r 1]1+f074) 
例 3 在 平坦 的 地 面 之 上 a 米 的 地 方 降落 一 个 奈 ， 当 球 等 次 在 下 降 一 段 距 下 撞击 地 面 后 。 皮 阐 一 
段 诛 离 并， 其 牛 了 是 正 数 ， 但 是 "<1， 求 球 在 降落 和 反 暗 过 程 中 上 上 下 下 经 过 的 总 距离 ( 见 图 &.6). 


en 
而 二 
是 “ 和 加 
站 
i 
ed 到 be 
EE 里. 四 bd 
引 说 明 旭 何 用 等 比 级 数 计算 球 跳 动 b) 漳 娩 中 的 球 的 办 光照 相 
经 过 的 总 重耳 她 腐 ， 俱 定 球 每 次 
反弹 的 高 度 按 因子 r 降 低 


图 36 例 3 的 图 形 
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解 总 王座 为 


= rr 2a 2ar = 1 1 + 了 
上 一 1 =- 
填 阳 和 甘于 2ur201 ri 
和 例如， 如 果 a =6 m, r=2x3， 那 么 这 个 距离 为 
el+(2/3) “1543 
6i (5 6 全 广 ) = On 国 
网 4 把 循环 小 数 5.232 323… 考 乓 成 阿 个 束 数 之 比 . 
解 
5.232323... -5 2 23 23 


100 ”000 王 ”0100 
=5+ 襄 ( + (Hh) + {a = 1,r = lzt00) 


100 100 * \T00 
41 .Db 
341231 1 1s,.23. 5 
-5 +io0 (gm) -+H % 国 


可 异 ， 像 这 样 收 黎 的 等 比 级 数 之 和 的 公式 是 少 欠 的 ， 而 我 们 时 常 不 得 不 解决 级 数 和 的 估计 问题 
《后面 进 一 步 讨 论 )， 但 是 ， 下 面 的 例子 属于 另 -种 情况 ， 其 中 我 们 能 够 求 出 级 数 和 的 准确 值 . 
例 5 求 " 到 缩 "级 数 


. 1 
2 nln +1) 
的 和 ， 
解 ”我们 寻求 级 数 部 分 和 序列 中 可 能 导出 5s, 公式 的 模式 ， 关键 注 意 部 分 分 式 分 解 
1 1 1 
nltn+1} Tn n+l 
由 此 有 
上 1 _ 和 | 1 
2 Zi -ri 
和 


< 
取消 括 员 并 旦 消去 带 相 反 符 号 的 相 邻 硕 ， 部 分 和 退化 成 
1 


= 1 
此 时 看 出 ， 当 上 一 名 时 s. 一 1， 所 以 ， 级 数 收 雍 ， 它 的 和 是 1: 
。 1 
Sim! a 
8. 2. 2 ”发散 级 数 
一 个 级 数 不 收 襄 的 一 个 原因 可 能 是 它 的 项 不 变 小 . 
例 6 级 数 二 


发 散 ， 因 为 部 分 和 增长 最 终 超 过 任何 预先 指定 的 值 、 级 数 每 一 项 大 于 1， 所 以 项 的 和 大 于 rn， 畏 
8.2.3 发 散 性 第 nn 项 检验 法 


请 注意 ， 如 果 级 数 了 a 收 化 ，lint a, 必定 等 于 零 、 为 了 弄 请 原因 ， 令 。 代 表 级 数 的 和 ， 而 
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5 和 分 和 和 ， 当 5 和 非 沉 大 上 时， 和 | 部 接近 十 ss， 所 以 它们 的 其 a, 接近 
过， 廿 撒 式 地 表示 成 

= 0 (序列 的 差 法 则 } 
这 谣 证 实 下 述 定 理 . 


定理 了 若 > 收 伏 R， 则 a,--*00 


对 十 例 6 中 出 现 的 一 类 级 数 ， 定 理 7 导出 一 各 发烧 性 检验 法 ， 卫 汗 这 站 
-一 - 注 才 可 7 并 不 家 ， 


发 散 性 第 二 项 检验 法 
荐 lim a, 不 存在 或 者 不 等 十 零 ， 则 级 数 守 a, 发 散 天 
Iim 全。 | 各 局 
5° 一 小 级 数 可 能 当时 
-一 
例 ? 
(a) 吏 襄 发散， 因为 一. 
(9) 于 + 发 朋 ,因为 2 (lm ez0) 
le) 工 (- D… 发 艇 ， 因为 jim{ -1)" “不 存在 . 
i _n 1 
(ql 记 75 发 若 ， 因为 im 了 = -2 0 国 
例 8 级 数 
] 十 1 十 ll li.l 4 1 站 
2 2 到 二 2 去 
i 本 号 + 
发 艇 ， 因 为 可 以 把 级 数 的 项 分 成 组 ， 每 一 组 的 和 等 于 1， 所 以 部 分 和 无 限 地 增加 ， 然 而 级 数 的 
项 构成 收 合 于 零 的 序列 ，8. 3 节 的 例 1 说明， 调和 级 数 电 其 有 这 种 特性 
8. 2. 4 ”组 合 级 数 


内幕 有 两 个 收 合 级 数 ， 我 们 就 可 以 通过 对 它们 款项 相 加 、 逐 项 想 减 或 者 对 它们 用 常数 相 乘 
来 构成 新 的 收 敏 级 数 . 


| 
| 定理 8 荐 a,=4 和 b=B 是 收 钱 级 数 ， 则 有 


(1) 和 法 则 Ela,+b,) = Ta,+ Eb.=A+8 
{2} 差 法 则 Elo-b.)= Ea,- Eb,=A4-8 
{3] 常数 信 法 则 Zie, =AZe = {大 是 任 意 数 ) 


证 阴 ”级 数 的 这 3 条 法 则 从 .1 节 定 理 1 中 序列 的 类 似 法 则 推出 ， 为 了 证 明 级 数 的 和 法 
则 ， 邻 
A = 十 只: 十 -十 有 
于 是 王 (a, +) 的 部 分 和 为 


5。 = (ai +6) + (ta th) + + {a +h,)} 
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={ta ta) + = 
由 于 .一 4 ,一 昌 ， 根据 序列 的 和 法 则 ， 我 们 得 到 ,一 A + 中 车 法 则 的 证 明 是 类 似 的 ， 
为 了 让 明 级 数 的 常数 们 法则， 注意 工 如 , 的 部 分 和 构成 序列 
5。= koa, 十 as 二 = + a+" + a) = kd, 
根据 序列 的 常数 倍 苇 则 ， 它 收 僵 于 出 国 
作为 定理 8 的 系 ， 我 们 有 下 列 结果 : 


(1) 发散 级 数 的 每 个 非 全 常数 倍 级 数 发 散 ， 
(2] 若 于 a, 收 合 而 王 b, 发散 ， 则 工 (a. +6,) 和 于 (a, -5.) 同 时 发 散 


这 两 个 系 的 证 明 从 略 . 

注意 需要 记 住 ， 当 级 数 了 a, 和 实 b, 癌 时 发 散 时 ， 级 数 工 (av + 六 》 却 可 能 收效 ， 例 如 ， 级 数 
Za =1+1+1+… 和 ZZ 如 = -1)+( -1) + (一 1) +… 同 时 发 艇 ， 然而 Ca, +) =0+0+0+… 
收 合 于 0. 

例 9 求 下 列 级 数 的 和 : 


c 3 -1 亡 / I 1 | 1 . 
法 则 ) 


1 1 
= iD [6 (等 比 级 数 取 a = 1,r = 1/2 及 a = 1,r = 176) 
6 4 
= 了 一 5 = 本 
(b) 工 芭 =4 了 上 (常数 信 法 则 ) 


=4{[_ 1... 多 = 1,r = 
= 4( iT 二) “等 比 级 数 取 a = 1,r = 172) 


= 8&. 国 
8. 2.5 增添 项 或 删除 项 
对 级 数 可 以 增添 有 限 数 目的 项 或 者 删除 有 限 数 目的 项 而 不 会 改变 级 数 的 收 鼓 性 或 发 散 性 . 
不 过 在 收 襄 的 情形 这 样 做 通常 会 改变 级 数 的 和 ， 若 Sa, 收 傅 ， 则 Fe 对 于 和 任何 上 >1 收 敏 ， 
且 有 


i 
B 
EE 
nh 
PP 
+ 
~ 
+ 


反 过 来 . 车 Fa 对 于 任何 上 > 1 收 化 ， 则 Eo. 收 化 ， 因 此 


“1 1 1 1 tl 
+ 


> 
rt a 
m= 
， 有 


1 “1 1 1 
Sr (5)-3 25 125 
8.2.6 改变 下 栋 


只 要 保持 级 数 中 项 的 顺序 ， 就 能 改变 任何 级 数 的 下 标 而 不 影响 它 的 收 人 生性， 为 了 提高 下 标 
起 始 值 个 单位 ， 在 a, 的 算式 中 用 =- 睛 代替 mn 


无 穷 床 列 与 无 穷 级 上 457 


> = 名 
为 了 降低 下 标 起 始 值 产 个 单位 ， 在 aa 的 算式 中 用 呈 + 太 代 亏 ， 


> = bp 二 十 全 十 和 十 


这 样 佑 就 像 作 平移 一 样 在 等 比 级 数 的 起 始 项 中 我 们 见 过 用 下 标 4 = =0 代 震 下 标 n =1 的 艇 法 ， 但 
是 也 可 以 用 任何 其 他 起 始 下 标 值 .我们 通常 优先 选择 导致 简单 撩 达 式 的 下 标 , 


人 物 传记 例 10 站 | | 
一 人 yy C+ 人 ++ 
理 查 德 - 敲 德 侈 SFT lt 有 7 
{ Richard Dedekind, 写成 
1831—1916) | ~ |] . 守 1 
1 
无论 选择 什么 下 标 , 级 数 的 部 分 和 保持 不 变 . 国 
避 旺 8. 2 
在 习题 1 ~6 中 ， 可 级 数 第 n 部 分 和 的 公式 ， 18 ~ In+l 
并 且 在 级 数 收 仇 时 用 它 求 级 数 的 和 . " 2 ntn+1): 
2 2 2 .2,.. | 1 
工 2+ 可 + 可 + 节 + + 了 + ， 1. 3 (#- 二 ) 
9 9 9 9 > 
00 + i007 * lo Ti 0. 2 {2 -mr) 
1 i ] 四 - 
31-1+ + 二 (一 二 加 21 5 1 
2 | ("+2) -marn) 
1 ] 1 l 37. | _ -1 19Y. 
和 + Bi 人 
5 5 5 5 在 习题 33 ~ 和 中， 哪些 级 数 收敛， 哪些 级 数 
和 It At tan 发 散 ? 提出 答案 的 理由 。， 如 果 级 数 收 敏 , 求 它 
在 习题 了 -14 中 ， 写 出 级 数 的 前 面 几 项 ， 展 现 的 和 . 
7 SC 8g 二 &(5) bp 
和 4 i 4 25, pA 26. 症 (- 1) 
mm 7 号 = 二 = 上 
9 了 到. 10. YY ( -1)" 二. 2 = 
2 3 4 27. Ds nT 28. 之 Te. 
15 1] "= "= 
11. 总 + 本 | 12. 国 。 
到 (2 3 ) (二 -3) 29. 二 加 . Sin. 
ba ] (-1 n bd pL CE m=1 nn 
13. 了 ,Ya. 2 - < 
到 (站 3 5 2 2 pe 
在 习题 5 -22 中 ， 用 部 分 分 式 求 级 数 的 和 {10 5 
= 4 2° -1 Lt 
15. 2 Thr yay 3 名 3 34 1- 万 ) 
Ce 6 Ca CC 
1. 2 (2m -1)(2n+1)" 中 A 1000* 6 之 nl 


如 = 
1 生 Gm Mh Tm {ai) 30, Zn (si) 
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+10. 之 二 

2 科 中 ， 对 出 等 比 级 数 的 前 而 儿 项 ， 
蓉 使 央 = 和 rr， 并 电 求 数 的 和 然后 用 * 喜 到 不 等 
起 1rl1<1， 并 上 灶 使 不 等 式 取 立 和 级 数 收 伊 的 值 ， 


41, BD 42. BD 
43 yas - 3 了 4 > £1 (5 二 


ey 45~50 中 ， 未 使 肝 定 等 比 级 数 相 站 的 开 
悄 . 此 外 . 对 于 那些 * 值 求 级 数 的 和 (作为 x 的 
二 数 ) 


45. D2 


9 5(: 可 


46. FD 


47. PE 48. 3 -也 ) (x 3)". 
49. Bins SO. (ln x}". 

在 习题 51 - 58 中 ， 把 每 个 数 表示 上 成 卫 个 整数 
之 比 . 


51.0. 23 =0. 23 23 23.... 

52.0. 234 =0, 234 234 234... 
53.0.7 =0.7777,… 

54.0. d=0. dddd-…， 其 中 4d 是 数字 . 
55.0.06 -0. 06666-.….. 

56. 1. 414 = 1.414 414 4]4.…, 

S7. 1.24 123 =1.24 123 123 123… 


$8, 3,142857 =3, 142857 142857…， 
59， 寺 题 5 中 的 级 数 ， 也 可 以 写成 


1 l 
之 tn+l)jtn+2) 和 之 jd 
把 它 写 成 从 {ajn= -2，fbin=D 和 feimn=5 
开始 的 级 数 . 
名. 习题 5 中 的 级 数 ， 也 可 以 写成 


8.3 积分 检验 法 


6l. 


67. 


70. 


71. 


7%, 


十 提 收 襄 的 等 比 级 数 4 = 工 o。 


.用 例子 说 明 ， 即 使 4 = 工 a.， 


i Di 


把 它 写 成 从 tajna= -1, {bjn=3 和 {c}n =20 
开始 的 级 数 

构造 一 个 卡 零 项 的 无 穷 级 数 ， 它 的 和 千 于 : 
(a})i, {b} -3, (ce]o. 

【时 习 题 61) 能 此 构造 收 禹 于 任何 质 定 数 的 非 堆 
项 万 穷 级 数 ” 作 出 解 琶 . 

用 出 对 说明， 即使 弘 数 王 a, 和 王 b, 收 侣 ,并 由 
所 有 的 6. 林 等 于 罕 ， 级 数 工 (ab 也 可 能 
发 散 . 

和 与 = 了 工 记 .用 
来 说 明王 oa.&8, 可 能 收效 但 是 不 等 于 48 这 个 
事 祥 . 

看 = 天 0， 并 
且 所 有 的 如 不 等 于 零 ， 级 数 王 (oa, 坟 ,) 也 可 能 
收 侣 于 某 个 不 等 于 4 的 依 . 


。 如 果 工 aa 收 人 第 、 并 且 对 于 所 有 nn， ga, >0， 那 么 


关于 级 数 荆 ( lva,) 能 够 得 出 什么 结论 ? 
案 的 理 出 . 


提出 等 


如 果 对 发 散 级 数 添 加 有 限 多 项 ,或 者 从 发 散 绕 
数 得 除 有 限 多 项 , 会 产生 什么 结果 ? 提出 答案 
的 理由 . 


如 果 级 数 于 a, 收 钙 而 王 6, 发 散 . 那么 对 于 它们 
逐 项 求 和 的 级 数 工 (4 + ) 能 够 得 出 什么 结 
论 ” 提 出 答案 的 理由 . 


用 [aja=2 和 {b)a =13 这 2， 构造 收 估 于 数 5 的 
等 比 级 数 生 ar" 7 . 
求 满 丰 
{+e tet+er+...=9 
的 & 值 . 
使 无 穷 级 数 


Er2r+r ar tr ta 
收 敏 的 >* 值 是 什 各 ? 当 级 数 收 敏 时 求 它 的 和 . 
证 明 : 用 收 禹 的 等 比 级 数 的 -- 个 部 分 和 ， 代替 
级 数 ， 产 生 的 误差 红 -s) 为 ar AL -7). 


对 于 给 定 的 级 数 ， 需要 知道 它 是 收 人 证 的 还 是 发 散 的 ， 在 本 节 和 和 后面 两 节 ， 我 们 讨论 非 贷 吏 级 


数 ， 如 果 这 样 一 种 级 数 的 部 分 和 序列 是 有 界 的 ， 


它 就 是 收敛 级 数 ， 只 要 证 实 一 个 给 定 的 级 数 不 收 


敏 . 通常 就 没有 可 以 用 于 对 它 求 和 的 会 式 ， 所 以 要 转向 研究 通 近 级 数 和 的 方法 - 


8.3.1 非 减 部 分 和 


假定 玉 .是 一 个 无 穷 级 数 ， 对 于 所 有 =， 级 数 的 硕 <. 关 0 ， 在 这 种 情况 下 每 个 部 分 和 大 十 或 
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者 等 于 它 的 前 - :个 部 分 和 ， 因 为 号 .=s esi: 
8 
由 二 部 分 和 构成 … 个 此 减 序 襄 ， 非 吴 序 剂 定理 (8. 1 此 定理 6) 表明 ， 当 昌 仅 当 部 分 和 序 别 生 有 界 
| 时 级 数 收 将. 
定理 6 的 系 ” 非 负 项 级 数 by a 收 做 ， 泊 旺 仅 当 它 的 部 分 和 序 州 是 上 有 界 的 . 


例 1 级 数 


Si 
pr 2 3 n 


称 为 调和 级 数 ， 涯 和 级 数 是 发 散 绒 数 , 但 是 这 个 结果 不 基 由 第 4 项 检验 法 推出 的 第 9 项 1n 静 
近 败 ,但 是 级 数 依然 发 散 ， 这 个 级 数 发 艇 的 原因 在 于 它 的 部 分 和 序列 没有 上 和 屏 ， 为 明 站 这 点， 
用 下 述 方法 组 合 级 数 的 项 : 


t+ (二 +) + + l + 


2_1 4 1 


前 两 项 的 和 蚌 1+172= 1.5， 直 后 两 硕 的 和 昆 173 41744， 它 夫 于 174 +174 =17/2， 其 后 4 项 的 和 
是 175+176+177 +178， 它 大 二 178 +L8+18+18 =1/2， 技 后 8 项 的 和 是 19 + 1A0+1/ll + 
17A12 + 1A13 +1A4+1A1541A6， 它 太 于 B816 = 1/2， 其 后 16 项 的 和 大 于 16/32 = 17/2， 等 等 . 一 
般 以 172" “结束 的 2" 项 的 和 大 于 2"72' "=1/2， 这 个 部 分 和 序列 不 是 上 有 界 的 : 如 果 nn =2:， 部 
分 和 5 大 二 2， 所 以 调和 绕 数 发 散 . 国 
8. 3.2 积分 检验 法 

我 们 用 一 个 同调 和 级 数 在 关 的 级 数 引 人 积分 检验 法 ， 不 过 这 个 级 数 的 第 a 项 是 1m 而 非 1n. 

例 2 级 数 


9 18 t 

收 伍 吗 ? 
解 对 十 级 数 并 (1) ,我们 把 它 同 厂 (4) de 比 

较 米 确定 收 全 性 ， 为 了 作 比 较 ， 把 级 数 的 项 想象 成 丽 数 


所 x) =1/x? 的 值 ， 并 且 将 这 些 值 解释 为 曲线 y = 1 下 面 
那些 矩形 的 面积 . 


~ 


Y 1 1+1+ + 上 + 工 + 
z 一 二 2 
2 六 


i A 


Fo = 点 的 图 形 
二 


| (2.12) 
如 图 8.7 所 示 ， | 
1 
。 = 1 + . + 工 + 0 二 
1 之 3 总 w 上 


= 成 刘 + 所 2) + fl3) + + fn) 


<f1) + 三 二 dx 《矩形 面积 之 和 小 于 图 形 下 面 的 面积) 
于 


图 8.3 不 r) =ixr 图 形 卡 面 的 


< 1 + 上 二 dx (f /ed < fe) dz] 于 面积 之 和 小 了 人 
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< 1+1 =2 (如 在 77 节 例 3 那样 ,人 0052) dx = 日 


因此 级 数 了 人) 的 部 分 各 上 于 有 过 的 (以 2 为 二 界 )， 级 数 收 效 ， 己 知 这 个 级 数 的 利 基 


TAG 1. 644 93. 男 
定理 9( 积 分 检验 法 ) 今 1a 为 正 项 序列 个 征 上 = 出 注 
Tn) ， 睦 中 六 是 对 于 所 有 x 宇和 CN 是正 疾 续 中信 注意 瞄 数 和 积分 在 收 
站) ， 基 中 阅 因 1 折 站 % 衬 (NY 着 正 整 数 ) 的 连续 让 值 沽 上 敦 情况 下 不 必 茵 具有 相同 
数 ， 导 么 ， 级 数 庆 4a, 和 积分 | Fxj dx 间 时 收 敏 或 者 问 时 的 值 ， 如 我 们 在 例 2 中 指 
发 县 出 的 对 样 ， 克 (1/n?) = 


证 明 我 们 就 N=1 的 情形 证 明定 理 ， 对 于 _- 般 六 值 的 证 明 。 豆 人 6 , 夯 (Le) 几 = 工 


大 类 似 的 ， 从 假设 /是 减 隔 数 开 始 ， 对 于 每 个 及 a} =a,， 这 
引导 我 们 号 察 图 8.8a 中 的 和 矩形， 它们 的 面积 六 下，e，…、 而 也 围 的 总 面积 大 寺 昌 线 ， = 
站 x 下 而 从 a <=] 到 x =r+1 的 面积 就 是 说 ， 


nl 
| Fxddr Eu + 
1 


图 & 8 根据 积分 检验 法 ， 级 数 2 5 积分 | Ra)dx 同时 收 铀 或 看 问 时 安 散 


在 图 8.8b 中 用 了 左边 调 不 是 右边 的 短 形 ， 如 果 暂 时 名 夏 第 1 个 矩形 的 面积 o ， 丰 出 
di + + 十 下， 于 [ed 
如 果 包 含 s ， 展 么 有 
tat + | adr 
结合 这 两 个 不 等 式 给 出 
Arde tat + f(s) de 
上 面 的 不 等 式 对 于 每 个 成立 ， 当 wn， 时 同样 城 立 . 
如 休 斑 太 *) dx 是 有 限 的 ， 右 边 的 不 等 式 说 明王 a, 是 有 限 的 ， 如 果 三/(x) dr 是 无 限 的 ， 丰 边 


的 不 等 式 说 明王 a, 是 无 限 的 ， 国 此 ， 级 数 与 积分 同时 为 有 限 的 或 者 同时 为 无 限 的 ， 国 
例 3 证 明 : p 级 数 


1 ] 1 1 1 
Ot 
二 nr 1 2 3° nr 
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tp 为 实 常 数 ) 在 p>1 时 收 便 ， 而 在 p 所 1 时 发 艇 
解 苦 p>1， 则 站 x) =17x" 荐 * 的 正 值 碱 蝗 数 ， 中 上 


] 曙 _ ， -p+l 血 1 , 1 
ee a 
= 为 p -1 >0) 
-pn p-l 
恢 据 积分 检验 法 ， 级 数 收 僵 ， 需 机 强调 ,级 数 的 和 不 等 六 17tp -1)， 这 个 级 数 收敛 ， 伍 二 我 们 
不 知道 它 收 误 的 什 , 
若 p<1， 则 1 一 p>0， 人 而 有 


| = Ch?-1) = 名 
1 训 一 “= 


丰产 =1， 则 得 到 (发 散 的 ) 调和 级 数 
1 

我 们 证 明了 pp 级 数 在 p>1 时 收 襄 ,但 是 对 于 所 有 其 他 的 值 发 散 . 本 

了 级 数 在 p = 1 时 是 调和 级 数 ( 例 1). pp 级 数 愉 验 法 下 好 证 明 调和 级 数 发 散 ” 如果 增 加 产值 ， 
例如 把 增加 到 4.000 000 001， 线 数 就 收 癌 ! 

调和 级 数 的 部 分 和 药 近 无 穷 大 的 过 程 是 非常 缓慢 的 例如， 调和 级 数 在 取 1. 78 亿 项 之 后 ， 
其 部 分 和 才 超 过 20，( 另 参见 习题 33(b)，) 
8. 3.3 误差 估计 

如 果 用 积分 检验 法 证 明 级 数 工 a 收 化 ,我 们 可 能 需要 估计 级 数 的 总 和 5 及 其 第 a 部 分 和 5s, 
之 养 的 余数 员 的 天 小 ， 就 是 说 ， 我 们 要 估计 

R, = TR 

为 了 得 到 余数 的 一 个 下 界 ， 对 托 形 面积 的 各 同 曲线 y =f(x} (x 宇 n) 下 面 的 面积 作 比 较 ( 参 见 

图 8. 8a) 由 此 看 岂 


RR =a +a i++ 「 fxr) ds 
同样 从 图 8 8bh 冰 出 余数 的 一 -个 上 界 
R =a +a+ta + 和 [fd 


这 两 个 比较 证 明 下 述 给 出 余数 大 小 的 上 下 界 的 结果 : 


积分 检验 法 中 的 余数 的 界 
假设 1a ! 是 a=) 的 正 项 序列 ， 其 中 ff 是 对 于 所 有 xn 的 连续 正 值 减 琐 数 ， 并 月 工 a。 
收 合 于 $， 那 么 ， 余数 R, = 5S -s, 满 是 不 等 式 


Hx)dr < R, < {fxds (1) 


如 果 对 不 等 式 (1) 中 的 南端 加 进 部 分 和 :s,， 得 到 
“+ fxd < Ss + | rd 12) 
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因为 w+ 总 = 号 不等式 (2? 对 二 估计 收 伍 级 数 的 和 的 盟 近 误 关 是 很 有 用 的 ， 这 个 误差 不 可 能 大 
二 如 六 (2 所 给 的 包 会 3 的 区 问 的 发 度 . 

例 4 利用 (2) 中 的 不 等 忒 和 r=10 估计 级 数 工 (UP ) 的 和 . 

解 我 们 和 有 六 二 um[- !] -im 全) 
利用 这 个 结果 和 (2) 中 的 不 等 式 ， 得 到 


1 1 


sn 门 于 + 10 
版 sy =1+(1x4) + + (6) +， | 54977 ， 上 而 的 不 等 式 闪 出 
1 04068 $104997 


和 如果 用 这 个 区 问 的 中 点 遵 近 线 数 和 3， 得 记 
了 16453 


n= 及 
这 个 欢 近 的 误差 小 于 包含 $ 的 区 间 长 度 的 一 半 ， 所 以 误 关 小 于 0.005， 加 
习题 8.3 
在 习题 1 - 30 的 级 数 中 ， 哪些 级 数 收 做 , 哪 此 。 、 计 
级 数 发 散 ? 提出 等 案 的 理 出 ，( 当 检 验 答案 时 , 记 。 3 包 seehr 
住 对 于 判定 组 数 的 收 化 三 者 发 散 ， 可 能 有 一 种 以 上 在 习 是 31 和 32 中 ， 什 么 a 值 ( 如 果 存 在 ) 使 级 
方法 . ) 数 收 敏 ? 


rom Be Bar 


小 
a wa 
Ey 
' 他 b 
,iiMy A i 


加 334. (al1 像 图 87 和 图 8.8 中 :那样 ， 综 制图 形 说 明 

"1 调和 缓 数 的 部 分 和 满足 不 等 式 

了 i 8 一 节 Inn neat =f eltr 
2 名 es 中“ 


<1+ 二 和 -1+mn 
1 吉 


[bj 虽然 我 们 知道 调和 级 数 发 散 . 们 是 从 来 设 
有 表明 它 发 散 的 经 验 数 据 ， 这 基 由 于 它 的 


lnrn m2" 5" 
ww. 名 页” nm De 到 和 +3 辕 


13 14 守 1s. $F 2 部 分 和 增加 太 细 慢 。， 为 了 明 白 我 们 所 涪 的 
“ Pa Pa 意 岂 ， 假 定 把 130 亿 年 前 字 审 诞生 之 可 作 
为 起 点 ， 取 5 = 1 并且 每 秒 增 加 -个 新 
< 1 A 项 ， 那 么 级 数 至 今 的 部 分 和 天 约 是 多 
16. : 一 一-… 17. 一 一 . 、 
Pt nn 少 { 设 一 年 为 365 天 )? 
1 1 国 
18. 工人 (1 + 元】 . 19. 工 ray 34. 对 于 级 数 Pm) 存在 使 它 收 答 的 任何 
-| > Ln) 值 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 
20. 。 21. (lz - 
ny 4 (na) Vi 了 35. 般 设 > 是 正 数 项 的 发 散 级 数 ， 那 么 也 存在 
Ce ] 1 
2 Dm Sant 正 数 项 的 发 散 级 数 Ds. 其 中 对 于 每 个 n 有 
24. Fntanl. 25, > ee .<a,，{aj} 这 个 结论 正确 吗 ? (b} 是否 存 在 - 
各 n Sl+e” “最 小 的 " 正 数 项 的 发 散 缀 数 ? 提出 eh 
2 by 2 27 8 em 36.( 续 习题 35) 存 在 一 个 “最 大 的 " 正 数 项 的 收 襄 级 
1l+e" “A+ 数 吗 ? 和 作出 解 窜 . 
37. 柯 西 并 项 检验 法 “” 柯 西 并 项 检验 法 指出 : 假设 
2 2 29, Peerhn ;ai 是 收 策 于 0 的 正 数 项 非 增 序列 { 对 任何 n 


无 突 座 列 与 无 穷 级 教 


39, 


41. 


8， 


有 站 全 引 仪 当 
王 2"a 收 筑 ， 例 如， 王 (LAa) 发 藤 ， 因 为 工 2" 
1172") = 工 ] 发 艇 说 明 柯 西 上 并 项 检验 法 为 什 
么 是 适用 的 . 


， 利 出 与 题 37 的 柯 西 井 项 检验 法 ， 证明 


(a) 于 让 发散 


Hinn 

(bh) 了 本 生 p>1 轩 收 伐 而 在 p 筷 | 时 发 艇 . 
对 数 项 p 级 数 
ta} 证 明 

三 一 咎 ，，(p 是 正常 数 ) 

2 xCln x)r 

当 且 权 污 p>1 时 收 希 . 

(1b) fa) 中 的 结论 ， 对 于 级 数 


2 fr nm) 


的 收 敏 性 可 得 出 什么 排 断 ” 据 出 答案 的 理 出 . 


.【 续 本 题 39) 利 用 习题 的 的 结果 判定 下 面 哪 些 


级 数 收 艇 ， 哪 些 级 数 发 散 ， 在 每 种 情形 提出 答 
案 的 依据 . 


(a) by n thy (b) 5 n a 


DD ere 


欧 拉 常 数 ” 像 图 8&8 中 那样 的 图 形 启 示 ， 当 n 
增加 时 ， 和 


司 积 分 nn=[ 二 由 


之 癌 的 差 的 变化 很 小 ， 为 了 研究 这 个 看 法 ， 执 
行 下 列 处 理 步 又 : 


4 比较 检验 法 


8.4.1 上 比较 检验 法 
我 们 已 经 见 过 如 何 判 定 等 比 级 数 、p 级 数 和 一 些 其 他 级 数 移 收 化 性 .对 于 许多 其 他 级 数 的 收 
化 性 ， 可 以 通过 对 它们 的 项 局 那些 已 知 是 收 侣 级 数 的 项 作 比 较 来 检验 . 
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(1 人 1 在 定理 3 的 证 明 中 服 拓 zs) =ixz， 证 明 


Intnyis + 上 扫 ]+lnm 
2 n 


或 浴 


De< ntrn+1) -lnn 


< -Inna sl 
因此 ， 序 列 

4 = + -nn 
是 下 丰 界 的 和 上 有 漠 的 . 


(1b) 还 明 
-二 < fi =Intn+1) -inn 
并 且 利 用 这 个 结果 证 明 ，(a) 中 的 序 刘 
ia,! 是 减 序 列 . 
由 于 下 有 界 的 减 宗 列 收 兽 ( 网 早上 节 过 
题 107) ，{a) 中 定义 的 数 序 列 go, 收 剖 : 
] + 1 + 二 -Inn—y 
数 y 称 为 获 拉 常数 ， 它 的 什 为 0.5772.…， 则 
其 他 特殊 常数 (如 7 和) 对照 ， 对 于 的 
表示 没有 找到 其 他 用 公式 表示 的 简单 法 则 . 
和 ,利用 我 分 检验 法 证 明 级 数 


3 
收 笋 . 


和 3. [a) 对 于 级 数 卫 (1An'}， 利 用 不 等 式 (2) 取 n= 
ID0,， 羽 一 个 包 会 和 和 5 的 区 间 ， 
{b] 像 在 例 4 那样 ， 利 用 在 (a) 中 求 出 的 区 间 的 
中 点 融 近 级 数 的 和 ， 通 近 的 最 大 误 闫 是 
EH 
44. 用 级 数 王 (1 ) 重 作 习 题 43. 


[ 


定理 10 【比较 检验 法 ) 令 玉 a, 为 非 负 项 的 级 数 . 
(a} 若 存在 收 侣 级 数 工 c, ， 对 于 某 个 整数 入 和 所 有 n> 和 有 a, 二 c,， 则 王 a, 收敛 . 
[hb) 若 存在 非 负 项 的 发 散 组 数 工 二 ， 对 于 某 个 整数 让 和 所 有 nm > 站 有 a 3d ， 则 工 a. 发 散 


证 明 ”在 (a) 中 ， 级 数 之 a, 的 部 分 和 是 以 


M=a+a 十 … 十 Gy 十 pe, 
n= 
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为 上 界 ， 因 此 ， 它 们 构成 具有 极限 地 过 时 的 非 减 序列 ， 有 从 而 工 a, 收 伍 . 
在 tb}) 中， 之 6a, 的 部 分 和 不 是 上 有 和 界 的 和 否则， 王 也 的 部 分 和 将 以 
MH” = td + +d + Da, 
为 界 ， 因 而 王 d#, 将 收 误 而 不 发 向 ， 由 此 扒 知 三 ae. 发 艇 . 
-1 例 1 
人 物 传记 (和 a) 级 数 
萨 完 森 的 阿尔 伯 特 
(Alben of Saxony, [316—]390) 


5 


1 


发 散 ， 内 为 亡 的 第 项 
5 
5n-] 


大 于 发 散 的 调和 级 数 的 第 项, 
(bb) 级 数 | 


+ + 
站 ]1 21! 


收 合 ， 因 为 它 的 所 有 项 基 正 数 ， 并 且 小 于 或 等 于 级 数 


1 + > > = +] + 于 + 让 + … 
的 对 应 项 ， 等 式 左边 的 等 比 级 数 收效 ， 并重 有 


1+ 了 二 -1+ 1 


一 
A 2 


弟 8 章 


3 是 级 数 字 (1/41) 的 部 分 和 的 一 个 上 界 这 个 事实 并 不 意味 着 级 数 收 合十 3， 在 8.9 节 将 会 


看 到 ， 这 个 级 数 收 做 二 
{e] 级 数 + ! 


34 ! 1 


+ 了 
3 7 2+V1 4+ 呈 B+v3 2 


+ yn 


收 误 ， 为 了 看 出 这 一 点 ， 我 们 息 略 前 面 3 项 ,并且 把 其 余 的 项 同 收 伍 的 等 比 组 数 之 (172") 的 对 
应 项 比较 ， 截 去 前 几 项 后 序列 中 的 项 17f2 + yn) 小 于 等 比 级 数 的 对 应 项 172"， 从 逐 项 比较 春 由 


1 1 1 l 


+ + + tlt 
2+l 4+2 B+3 


2 4 38 
所 以 ,依据 比较 检验 法 ， 截 去 项 后 的 级 数 和 原来 的 级 数 收敛. 


8.4.2 极限 比较 检验 法 


定理 11 【极限 比较 检验 法 】 


现在 介绍 一 种 比较 检验 法 ， 在 4, 为 4 的 有 理 函 数 的 级 数 收 伊 检 验 中 特别 有 用 . 


(1) 若 lim =r>0， 则 对 a 和 三 b 同时 收敛 或 者 向 时 发 散 . 


(2) 若 tim =0 生 瑟 5 收 襄 ， 则 王 a, 收 侣 . 


(3) 若 Him = 上 且 工 发 散 ， 则 于 a, 发 散 . 


假定 对 于 所 有 的 mr 关 NA 是 整数 ) 有 a,>0 和 和 > 


证 明 我 们 给 出 对 ! 1) 的 证 明 . 《2) 和 (3) 的 证 明 在 习题 37(a) 和 tb) 中 留 作 习 题 . 


_ 无 窟 序列 与 无 益 需 笋 4655 


由 于 ce“2 >0， 存 在 这 样 一 个 整数 入 ,使 得 对 于 所 有 mn， 有 


< > 【极限 定义 , 取 & = c/2,5 = cc, 并 且 用 a,b, 代 圭 a,) 


n>N = EEE > 


因此 ， 对 于 n> NWN， 


人。 人 
Ce 
让 2 


Cm 
2 “bh “2 


(二)s. < An, < (2)e. 


若 工 思 收 人 误 ， 则 根据 直接 比较 检验 法 ， 工 (3c72)5， 和 工 a. 收 全 . 车 发 散 、 则 根据 直接 比较 


检验 法 ， 王 (e232)b, 和 a, 发 艇 . 国 
例 2 下 而 哪些 级 数 收 化 ,哪些 级 数 发 散 ? 
(a) 人 + 四 > i 3 i 
i. - La 
tl 2 4 1 +3 3 1 + i by Le 


解 (a 令 ae,=(2n+l)zt +2n+li)， 对 于 很 大 的 ma、 我 们 预期 e. 同 2nzpm =2/n 具有 相似 
的 特性 ， 因 为 对 于 这 样 的 a，a, 的 分 子 和 分 母 中 的 首 项 占 支配 地 位 ， 所 以 我 们 令 忆 =1An， 由 于 


= = 1 
b, = 一 
发 散 ， 以 及 
.区 ， 2 +n 
1 ”~ = 1 一 三 2 
Eh nn +2n+l 


依据 极限 比较 检验 法 第 (1) 部 分 ， 荆 ma, 发 散 ， 自 然 我 们 也 可 以 取 5b, =27n， 但 是 用 17n 更 为 简单 . 
{hb) 令 a,=1A(2" -1) 对 于 很 大 的 n， 我 们 预期 a, 同 1/2" 具有 相似 的 特性 ， 所 以 我 们 今 
b=1/2"， 由 于 
Eh 
收 伍 ， 以 及 
limm = lm lim =1 
= —"2"—1 一 — (1/2") 
依据 极限 比较 检验 法 第 (1 部分， 荆 e, 收 伊 . 
{c) 令 @ ={1+nlnn)/Atin +s) 对 于 很 大 的 n， 我 们 预期 a, 同 (n innayzn = (ln nn 具有 
相 侯 的 特性 ， 对 于 # 守 3，(ln n/n 大 于 la， 所 以 我 们 取 反 =1/n， 由 于 


和 1 
2 
发 散 ， 以 及 
lim -i n+nlnn 
eb 


依据 极限 比较 检验 法 第 (3) 部 分 ， 王 a, 发 散 . 国 
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例 3 级 数 号 世芳 收 笋 吗 ? 


解 由 二 对 于 任何 下 常数 rc， 护 闫 增长 比 产 更 慢 ( 见 8. 节 习 网 红 )， 我 们 预期 对 十 充分 太 的 
nn 有 


实际 上 ,到 a = Cn nzn2 和 让 =tm ， 有 


但。 ln Ln 


tim = lim = lim TPR ( 浅 必 这 法 则 ) 
=lim -4 = 
LL.] nn 


由 于 五 = 于 (Mn (p>1 的 p 级 数 ) 收 化 ,人 情 据 极限 比较 检验 法 第 (3) 部 分 ， 玉 a, 收复 . 加 
习题 8. 4 


在 习题 ] ~ 36 中 ， 哪 些 级 数 收 伐 ， 哪 此 级 数 发 。 ，。 an 0 
艇 ? 拱 出 答案 的 理由 “Ai a 
- - 
。 -i - . "wth h 
1 2 3 世 中 和 3 
ein 忆 1 + cos =- 四。 ni 一 
spr 4 与 一 辣 3 5 x 4 工人 
nal Ryn An 
2n n+t+l 网 
5. . 6 了 . 1 
3r—1 A 四 35, 加 1+2+3+… 二 下 
7. 。 ， 
$6 可 % 六 让 
9. 1 i108. . 37. 证 明 : 
ln tlnn) or {ln yi 
3 1 ): , (aj 极限 比较 检验 法 第 (2) 部 分 ; 
2 人 2 人 (9 极限 比较 检验 法 第 (3) 部 分 
1 号 局 14. 六 dn: 38. 如果 也 a, 是 非 负 妆 项 的 收 策 级 数 ， 对 于 级 数 
六 1 全 1 了 (ojn) 能 够 得 出 什么 结论 ?作出 解释 . 
-DT er = _ 
二 39. 假设 对 于 rn 宇 NON 是 整数 ) 有 a,>0 和 5, >0. 
nin+ , = . 
17. 委 ri 18, oI + Ty 如 果 lim (as = 一 而 工 ao 收 仇 ， 对 于 组 数 
= | 后 工 上 能 驶 得 出 什么 结论 ”提出 答案 的 更 由. 
9. 2 科 5 nr 40. 证 明 ; 著 瑟 a 是非 负 项 的 收 伊 级 数 ， 则 呈 ai 
C，1] 一 于 n+ 收敛 . 
2 2 2 2 计算 机 探究 
> “el 41. 暂时 还 不 知道 级 数 
3 部 3 4+1 也 立 3 1 
| ee 1 A msinin 
2 Din En 收 笋 三 者 发 散 ， 用 一 种 Casf 计算 机 代数 系统 ) 
ee, ion + 1 通过 执行 地 列 处 理 步骤 考察 级 数 的 特性 : 
“nn+tl)tn+2) (a) 定义 部 分 和 序列 


: 
Sn’ ~ 3n 1 
入 mn 2){n +5) 到 之 nlsin'n 


无 敌 序 列 与 无 短 级 娄 467 


当 和 你 试图 虔 5 当 才 + 的 极限 时 会 出 现 什 = 355 时 将 会 出 更 什么 情况 ”计算 数 


么 情况 ?CAS 对 下 这 种 极限 能 答 得 芭 蝇 后 3557113.， 解释 从 计算 裔 二 在 = 355 时 出 

形式 的 答案 ? 现 的 情况 .猜测 这 种 情况 在 大 最 什么 值 时 
{bj Mii 部 分 和 序列 前 而 100 个 点 伟 ，#4)， 这 些 df 能 重 现 ? 

点 二 洁 县 现 收 训 ? 俩 计 序 列 的 模 限 是 什么 ? 关于 这 个 组 数 ， 从 CliHard A. Pickover 
[1c) 然后 呈 册 部 分 和 序列 前 面 200 个 点 (，s, 1. 三 的 时 wzes for rhe Mindt 人 向 几 的 迷津 }》) - 

用 你 自己 的 表述 上 广 式 讨论 序列 的 特性 ， 书 ( 丢 饭 丁 开 版 公司 ， 组 约 ，1992) 叮 以 找 
{ 由 有 再 而 出 归 分 和 序列 前 而 400 个 点 (，s). 刘 有 量 的 讨 沦 . 


8.5 比率 检验 法 与 根 检验 法 
8. 5. 1 比率 检验 法 

比 闵 检验 法 { 也 称 检 比 法 ?通过 检查 比率 e..za, 压 量 线 数 增加 ( 或 者 下 降 ) 的 速率 ， 对 于 等 比 
级 数 荆 ar" 而 言 ， 这 个 速率 为 常数 ({ar /tar") =r)， 并 且 级 数 当 且 仅 当 它 的 比率 的 绝对 值 小 
于 工时 收 策 ， 比 率 检验 法 是 扩充 这 个 结果 的 强 有 力 的 准则 . 


定理 12 [ 比率 检验 法 ) 令 瑟 a, 是 正 数 项 的 级 数 ， 并 用 假定 

lim 1 =p 
那么 (8) 条 p<1， 则 级 数 收 和 化 ; (b) 若 p>1 或 者 p 是 无 穷 大 ， 则 级 数 发 散 ，{ ej) 若 p =1、 则 检 
验 没 有 结果 . 


证 明 
(a) p <1， 令 r 是 在 p 和 1 之 问 的 数 于 是 , 数 #&=r-p 是 正 数 ” 由 于 
op 


当 叶 充分 大 时 ， 例 如 对 于 所 有 n 宕 和 a Aa 必定 位 于 p 的 范围 内 ， 特 别 是 ， 当 rz 六 时 ， 


| 
TT <pte=r 
a P 


a 
就 是 说 

人 ws1 < ray 

Ey FE 区 ra, 


1 
yr fay TR TA, 


Gym Sr < Ta, 

这 些 不 等 式 表明 ， 级 数 在 第 = 项 以 后 的 项 ， 比 具有 比率 r<1 的 等 比 级 数 的 项 更 快 地 掀 近 零 ， 更 
确切 地 说 ， 考虑 级 数 工 c,， 其 中 当 n=1, 2, ~, 和 时 ec,=a,， 许昌 ev 二 raw cv = ra， 人 
euwsm =rav，… 现在 对 于 所 有 nn 有 a, 志 c,， 并 且 

3 =a1 + Gy + + Far tray tr + 

=a + + ta tatl+rtr+.) 
由 于 1r1 <1， 等 比 级 数 1+r+ 产 +，… 收 敏 ， 所 以 于 c, 收 敏 ， 由 于 a,<c。， 级 数 王 a, 也 收 伍 
(bj 1 <p <%m， 从 菜 个 下 标 林 起 ， 


468 第 号 重 


2 > 并 用 a an i 
级 数 的 项 当 m 变 为 无 穷 大 时 不 赵 近 替代 所 第 项 检验 法 ， 级 数 发 收 . 
(el p =1， 从 级 数 


> 人 和 > 


看 出 。 当 p=1 和 


Eo | 一: 人 = ltn+1) = i 


t, lin n+l] 


1 
n 


对 于 工 点 : 宇 | 了 ) = = 1 


在 Tz n+1 
在 师 种 情况 下 P=1， 手 是 第 个 级 数 发 散 而 第 二 个 级 数 收 语 . 国 
当 级 数 的 项 包 会 涉及 “的 表 法 式 的 阶 琵 或 在 涉及 “的 月 靖 的 表达 式 时 ， 比 率 检验 法 通常 四 有 
效 的 . 
例 1 竹 察 下 列 级 数 的 收敛 性 : 


(a 一 一 (b) 工 Os (¢) > 时 
解 


(aj 对 于 级 数 六 (2 + 5)/3"， 
Wa (2 + 2 1 232 1 .2 2 
a (345 3 3 45 
这 个 级 数 收 伊 ， 因 为 p=273 小 于 1 这 片 不 意味 着 273 是 级 数 的 和 ， 事 实 土 
CS 2 1 5 _21 
ci Z(3) + T2313) 2 


名 D1， 风 


nt 由 


{bj 若 a, = 
a 
TIE 1}! 
ts nlnt(t2n +2)(2n + 1) (2n)! 
no, ntlyl{n+1)!l(2n)1 
这 个 级 数 发 散 ， 央 为 =4 大 于 1 
fe) 若 a, =4"nlnt 2 ， 则 
a _ dtn+llfn+DL (21 dn st)(n+l) _ 2(n+1) 


并 


《2m +2)(2n+1) 45 十 卫 ,4 
ntl)(rn+1l)}) n+] 


a (2n+2(2n+1)(2n)1 drntlnt (2a +2)(2n+1) 2n+l 

由 于 a, ,7a, 的 极限 是 pg = 1， 我 们 不 能 从 比率 检验 法 判定 级 数 是 否 收 敏 ， 如 果 注 意 a ,Aa， 
(2n+2)At2n +1)， 可 以 得 出 a, 总 是 大 于 a, 的 结论 ， 因 为 (2n+2)x(2n+t) 总 是 大 于 1 
此 ， 所 有 项 大 于 或 者 等 于 a =2， 而 第 n 项 当 4 一 w 时 不 趋 近 零 ， 这 个 级 数 发 散 . 
8. 5.2 根 检验 法 

在 今 我 们 对 于 级 数 王 a, 提出 的 收敛 检验 法 .在 级 数 项 n, 的 公式 相对 简单 的 情况 下 是 非常 

的 ， 但 是 ， 对 于 判定 项 a, 比较 复杂 的 某 些 级 数 的 收 化 性 未 必 有 效 ， 考 察 下 面 的 级 数 ， 

_Tnax2 ，m 为 奇数 
= n 为 偶数 


*] 


沿 国正 


例 2 令 


无 敌 序 列 与 无 劳 组 娄 469 


级 数 工 人 收 禹 吗 ? 
解 我们 2 出 级 数 的 前 而 儿 硕 : 
< 
1 
显然 ， 这 不 是 等 比 级 数 ， 第 nm 项 当 rn 一 w 时 赵 近 零 ， 所 以 我 们 不 知道 级 数 是 杏 发 艇 ， 积 分 检验 法 
大 起 来 无 能 为 力 ， 比 率 检验 法 产 汗 


1 为 奇数 
nn 


| 2 
ni 


+] 


了 。 * 为伍 数 


当 na 时， 比率 充 赫 变 成 很 小 的 值 和 很 大 的 值 而 到 极限 . 
可 以 回答 这 个 绥 数 收 伍 性 阿 题 的 检验 法 旦 根 检验 法 . 国 


定理 13 | 根 检 验 法 } 令 工 a, 是 在 az 时 项 ez0 的 组 数 ， 并 用 假 定 

lim Ja, =p 
那么 {8) 级 数 在 p<1 时 收效 ; 【bl} 级 数 在 p >1 或 p 是 无 穷 大 时 发 散 ; (ec) 检 验 法 在 p=1 时 设 
有 结果 . 


证 阴 
{a) P<1， 闭 取 e>0 为 这 样 一 个 小 的 数 ， 使 得 p +s <1， 由 于 wa, 一 p， 项 Wa, 最终 会 比 & 
更 接近 p， 换 句 话说， 存在 这 样 一 个 下 标 导 宇 和 六， 使 得 当 n 宕 时 时 
va, <p+te 
于 是 ， 对 十 Rn 宇 半 也 有 
oa, < (p+e)" 


现在 ， 级 数 
p+e) 
是 比率 为 (p +6) <1 的 等 比 级 数 ， 因 而 收 剑 ， 依 据 比较 检验 法 ， 级 数 了 4, 收复 ， 由 此 推出 级 数 
Fa a tT 
ji 之 名 


(hi 1<p 二 四 ， 对 于 所 有 超过 某 个 整数 好 的 下 标 有 wa >1， 所 以 ， 对 于 nm > 入 有 a,>1.， 雏 
数 的 项 不 收 敏 于 零 ， 依据 第 n 项 检验 法 .级 数 发 散 


{el p =1， 级 数 > (ln) 和 了 (1 ) 显示 ， 当 p =1 时 要 检验 法 没有 结果 ”这 时 第 一 个 级 


数 发 散 而 第 二 个 级 数 收 化， 但 是 在 两 种 情况 下 都 有 wa 一 1. 国 
例 3 下 面 哪些 级 数 收效 ， 哪 些 级 数 发 散 ? 


(中 克 条 ， () 于 三 ， (工人 (全 -) 


li+n 


4A70 第 8 事 
解 
a fn Vn (Vn): 1 
(a) 多 7 收 伏 ， 因为 人 了 -1 
2" 有 2 
ib) 之 二 发 散 ， 因为 V = -二 >1 
CT 下 fr 1 1 
(0 台 ( 语 5)】 收 全 ,办 为 [Ti) =T 0<1， 国 
例 4 【重复 例 2) 令 
i {2 tit 六 奇数 
” 【v2" ， 4。 为 偶数 
级 数 工 a, 收 侣 吗 ? 
解 ” 我 们 应 用 根 检 验 法 ， 炒 出 
"Yn 和 2 ， nn 为 奇数 
Ve 人 n 为 偶数 
内 此 ， 
1 Fa MA Vn 
2 YY 2 
由 于 Yn 一 1( 见 8.1 节 定理 5) ， 根 据 夹层 定理 有 lim Ya = 1/2. 这 个 极限 小 于 1， 所 以 依据 根 检验 
法 ， 级 数 收 癌 ， 图 
习题 8.5 
在 习题 ] -2 中， 哪些 级 数 收效 ， 哪 些 级 数 发 19 n+3)1 20 aa2"tn+t)l 
散 ? 提出 答案 的 理由 , 【在 检查 答案 时 ， 记 住 判 定 314n143"“ ” 2 3nl 
级 数 收 敲 或 者 发 散 的 方法 可 能 不 止 一 种 . ) C nt nl 
半生 和 
| 2" Pry 2 nn 24. by An 
i ， 3 nn) A (nn) 
. 2 和 0" 好 ni in nm 2 由 3 
- Ip 2 i) 2 i 


在 习题 27 ~ 38 中 ,由 项 的 公式 定义 的 级 数 


, 2 8 2 立 a,, 胸 些 收 化 ,哪些 发 艇 ?提出 答案 的 理由 . 
pe 1.25" #4 2" "1 
1 + sinn 
= 有 w nm 27.G = 2, Gl = a 
9 (1 -二 ) 10. F (1-2). ne 
大 < 3 - 
nn -. 本 .0 =1.s 上 
二 2 n" 90 -1 _3n-1 
» | 1 -1 1 | 
BE) 
< nl 
1 3 16 2 3La =2, os = a. 
17 > s+ Dn +? 18. > -fm 32.0 -aa -如 a 
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2 ltlnn, nn 
33.a = 1. 0 4 
3 息 . 万 论 昆 比率 检验 法 还 是 根 检 验 法 都 无 助 于 检验 
2 "+ 级 数 ， 斌 对 级 数 
35.0, = 于 ai = wa 太古 
36. 0 = a 应 用 这 珊 种 方法 ， 并 且说 明 用 它们 检验 不 能 提 
2nlnf 供 关 于 级 数 收 化 性 的 信息 . 
MA 4 外， 党 明 无 论 用 比率 检验 法 还 是 根 检 验 法 都 不 能 所 
3 供 关于 级 数 
OO nitn+ 1)}i(n +2)1 z 上 (p 是 常数 】 
在 习题 39 ~ 装 中 ， 哪 些 级 数 收 效 ， 哪 些 绕 数 A Cn ny 
发 散 ? 提出 答案 的 理 巾 . 收 做 性 的 信息 . 
Cn1)" al)" 47. 今 
.7 ny wp i [2 ， 是 素数 
4 本 ” 02"，a 是 必 案 数 
名 3 2 级 数 工 2 收 化 吗 ? 提出 管 案 的 理由 . 
1 
wp a . 


8.6 交错 级 数 ， 绝 对 收效 与 条 件 收 全 
变异 级 数 是 交 赫 出 现 正 项 和 负 项 的 级 数 ， 下 面 是 3 个 交错 级 数 的 例子 : 


LT 
1 了 + 本 ts (1) 
_ 4 
2+1 + 本 证 2 + (2) 
1 2432445_64 4 1 nr (3) 


级 数 (1) 称 为 交错 调和 级 数 ， 我 们 很 快 会 看 到 它 收 伊 ， 级 数 (2) 是 比 r = - 12 的 等 比 级 数 ， 
收 人 第 于 -24L1+(172)] = -4/3， 级 数 (3) 发 散 ， 因 为 第 = 项 不 趋 近 堆 . 
我 们 应 用 交错 级 数 检验 法 证 明 交 错 调 和 级 数 的 收 敏 件 . 


定理 14 | 交错 级 数 检 验 法 | 莱 布 尼 荧 定理 )} 级 数 
TD", = 
收 航 ， 只 要 下 述 三 个 条 件 全 部 满足 : 
(1) 所 有 项 都 是 正 数 ; | 
{2} 存 在 某 个 整数 育 ， 对 于 所 有 nN 有 ww 守 wu 3 
(3)u.— 0. 


证 明 若 a 是 偶数 ， 例 如 n=2m， 则 级 数 的 前 项 和 为 
Tm = tn) 
= 一 《号 — Lu3) 一 Ci — ws) 一 一 (i — Wy) — Uy 


第 一 个 等 式 说 明 5 是 m 个 非 负 项 之 和 ， 因 为 带 括号 的 每 个 项 是 正 数 王 等 、 因 此 1 ,, >s,,， 而 序 
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到 19 是 非 喊 序列 ， 第 -个 等 式 说 明 5 所 wu， 由 于 i ! 是非 威 的 和 玫 有 界 的 ， 因 此 它 存 在 极 
限 ， 比 方 涪 


lims,, = (4) 
若是 奇数 ， 例 如 =2m+1， 则 角 数 的 前 5 项 和 为 5 = 5 + 出 于 二 -中 ， 
lim im! = 
并 且 当 mw 时 ， 
Sn = Sam + +O (5) 
结合 等 式 (4) 和 (5) 的 结果 ， 给 出 lim #,。 = 荆 ( 见 8. 1 节 习 是 119). 加 


例 1 交错 调和 级 数 


1 
2 


满足 定理 14 寂 六 = 时 的 所 有 下 个 必 尖 条件 ， 它 因此 收 鳗 . 国 
级 数 部 分 和 的 图 形 解 释 ( 见 图 8.9) 显示 交错 级 数 
在 定理 14 取 六 =1 的 二 个 条 件 满足 时 如 何 收 裔 于 它 的 
极限 4 从 x 轴 上 的 原点 并 始 ， 我 们 吗 出 正中 离 s， = 
4 为 了 求 对 应 于 5 = 一 的 点 ， 后 退 一 段 等 于 中 
的 上 距离， 由 于 四 二 中 ， 不 会 适 回 到 比 原点 更 远 的 位 置 . 
继续 用 这 种 近 饥 式 方法 ， 按 级 数 中 符号 的 要 求 前 进 或 
者 后 退 ， 但 是 对 于 n 郑 六， 每 一 步 前 进 或 者 后 退 的 距离 
比 前 一 步 蝎 (至 案 相 同 )， 因 为 二，， 裤 直 然而， 由 于 图 89 满足 定理 4 对 于 名 =1 的 :个 
第 n 项 当 n 增加 时 赵 近 零 ， 前进 或 者 后 退 的 步 长 越 来 越 假设 的 交错 级 歼 ， 其 部 分 和 从 
小 、 我 们 是 在 越过 极限 工 的 黄 边 摆动 ， 而 摆动 的 幅度 趋 二 起 交替 跨越 极限 
近 零 ， 极 限 工 位 于 任何 两 次 相继 的 部 分 和 ,和 ,之 间 ， 所 以 同 ;, 之 差 的 值 小 于 .. 
因为 对 于 n 兰 让， 


0 


JL-s le a 


我 们 对 收 襄 的 交错 级 数 的 和 可 以 作出 有 用 的 估计 . 


定 建 15 {交错 级 数 估 计 定 理 ) ”如 果 交 错 级 数 
> (1) 
满足 定理 14 中 的 三 个 条 件 ， 那么 对 于 asA、 
5 20 
通 近 级 数 的 和 工 ， 其 误差 的 绝对 值 小 十 怀 .,， 即 第 一 个 未 使 用 项 的 绝对 值 而 且 ， 侠 式 了 一 4 
| 的 符号 与 第 一 个 林 用 项 的 符号 相同 


对 于 余 式 符号 的 证 明 在 习题 53 留 作 练习 . 
例 2 对 级 数 


< | 1 1 1 1 1 1 1,.1 
lt i + 1 +256 
试用 定理 15 作 估 计 !( 级 数 的 和 是 已 知 的 )， 定 理 表 明 ， 如 果 在 8 项 之 后 截断 级 数 ， 那 么 会 充 部 分 
的 意 和 为 正 并 旦 小 于 17256. 前 8 项 的 和 是 0. 664 0625.， 级 数 的 和 为 
1 1 2 


1-(-1/2) 3/ 3 
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状 (273) -0. 664 062 5 =0.002 604 166 6… 为 正 数 并 且 小 于 (17256) =0. 003 906 25. 国 
8.6. 1 绝对 收效 与 条 件 收效 


定义 如 果 级 数 巴 a 对 诬 项 绝对 值 的 级 数 工 1e. | 收 误 ， 就 说 工 a， 绝对 收 各 (是 绝对 收 各 的 小 


例 2 中 的 等 比 级 数 绝对 收 伊 ， 内 为 对 应 项 绝对 值 的 级 数 
1 1 ] 
1 + 3 + 宙 + 


收 敏 ， 变 鲁 调 和 级 数 不 是 绝对 收敛 的 ， 它 对 庶 项 绝对 值 的 级 数 是 ( 发 散 的} 调和 级 数 . 


| 定 兴 ”收敛 而 不 绝对 收敛 的 级 数 称 为 条 件 收 癌 . 


交错 调和 级 数 是 条 件 收 黎 级 数 . 
绝对 收 钱 由 于 两 个 原因 而 很 重要 第 一 ， 我 们 已 经 有 了 对 于 正 项 级 数 收 希 的 有 效 检验 法 ; 第 
二 ， 如 果 级 数 弧 对 收 黎 ， 那 么 如 下 面 定理 费 证 明 的 那样 ， 它 也 收敛 , 


| 定理 16 (绝对 收 敏 检验 法 ) 若 于 1a, 1 收 伐 , 则 守 a, 收 人 


证 明 对 于 每 个 ， 


-la, la, la,l, 所 OSa+la.l<2la.l 
若 于 La,1 收 化 , 则 于 216,1 收 化, 而 很 据 育 接 比较 检验 法 , 非 负 项 级 数 交 (a + 1a.1) 收 伊 . 等 式 
a = (a tla,l) - 1a, 1 使 我 们 把 隐 6 表示 上 成 两 个 收 全 级 数 之 差 : 


a, = 3 (fa + 1e,1-1as1) = SF (a, +. 一 la, | 


因此， 级 数 如 a, 收 化 国 


注意 ”我们 可 以 把 定理 16 重新 表达 为 : 每 个 绝对 收 人 语 级 数 收 敦 ， 但 是 逆 定 理 不 成 立 : 许多 
收 钱 级 数 并 不 绝对 收敛 ( 如 例 1 中 的 交错 调和 级 数 ). 


例 3 
1a) 对 于 级 数 
- wl 1 1 1 .. 
D1-+y -+ 
对 应 的 绝对 值 的 级 数 是 收 伐 级 数 


原来 的 级 数 收 化 ， 因 为 它 绝 对 收 鳃 . 
{b) 对 于 级 数 


对 应 的 绝对 值 的 级 数 是 
sin a| lsinl|l lsin2| 1 sin3l,.. 
n? ' 1 4 9 
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通过 它 问 级 数 之 (1m ) 的 比较 知 其 收 僵 ， 因 为 对 于 每 个 n 有 1sin #1 志 1， 原 来 的 缀 数 绝对 收 


人 就， 内 此 它 收 敛 ， 二 
例 4 如 果 p 起 正常 数 ， 序列 117nr! 是 极限 为 堆 的 威 序列 ， 因 此 ,交错 p 级 数 
CD 
之 i = | PT rt ， p>0 
收 合 . 
如 果 疡 >1， 级 数 绝对 收效 ， 例 如 ， 取 请 =3/2， 得 到 绝对 收效 级 数 
1 ] 
1 
如 果 0<ps1， 级 数 条 件 收 敏 ， 例 如 ， 取 P =172z， 得 到 条 件 收敛 线 数 
Ll 
4 


8.6.2 级 数 重 排 
对 于 有 限 和 的 项 我 们 总 基 可 以 重 排 的 .对 于 绝对 收 敲 的 无 穷 级 数 同样 可 以 重 排 ( 证 明 概要 参 
见习 是 60). 


定理 17 ( 绚 对 收 二 级 数 的 重 排 定理 】 “如果 级 数 多 4, 绝对 收 敏 ,并 且 5 ,号 和 是 序 
列 fa.l 的 任意 重 排 ,那么 导 如 绝对 收 伊 , 并 且 
| bb = Do 

如 果 我 们 重 排 - 一 个 条 件 收敛 级 数 的 项 ， 那 么 得 到 不 同 的 结果 ， 事 实 上 ， 可 以 证 明 ; 对 于 任何 
实数 r*， 可 以 对 给 定 的 条 件 收 敛 级 数 重 排 ， 使 得 它 的 和 等 于 * (我们 略 去 对 这 个 事实 的 证 明 . ) 因 


此 ， 我 们 必须 始终 按 给 定 的 顺序 对 条 件 收 区 级 数 的 项 求 和 . 
至 此 ， 我 们 建立 了 几 种 对 级 数 收 伍 性 和 发 散 性 的 检验 法 ,小结 如 下 : 


(1) 第 二 项 检验 法 : 除非 a. 一 0， 否则 级 数 发 散 . 

(2) 等 比 级 数 : 若 |r1 <1， 则 级 数 王 er 收 租 : 香 则 级 数 发 散 . 

(3) p 级 数 : 若 >1， 则 级 数 工 1 收 仇 否则 级 数 发 散 . 
， “(4) 非 负 项 的 级 数 ， 试用 积分 检验 法 、 比 率 检 验 法 或 者 根 和 检验 法 ， 男 外 试用 比较 检验 法 
同一 个 已 知 级 数 比 较 - 

[5) 具有 某 些 负 值 项 的 级 数 : 检验 于 1a, | 旦 咨 收 剑 它 车 收获 ， 则 工 <, 也 政策， 因为 绝 
对 收敛 葡 涵 收敛. 

[6) 实情 级 数 ， 若 a, 满足 交错 级 数 检验 法 的 三 个 条 件 ， 则 级 数 收敛 . 


习题 8.6 
在 是 1~10 的 交尾 级 数 中 ， 电 些 收 化 ， 哪 些 = na = 10 
3 

发 散 ? 提出 答案 的 理由 . ( 克 ) 2 


5 “1 5 "1 5 we S “llnn 
1 和 $i GD 
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7 


g. -om 1 + 二 ) 


c a dn + 
"2(- 1 n+ 

0, E- D0" 
wm 二 


在 习题 11 ~ 特 的 级 数 中 ,哪些 绝对 收 人 第 ,哪些 
收 艇 ,哪些 发 散 ? 提 出 答案 的 理由 . 


11. >(- "0.1)" 了 >(- 1 二- 
5 ml ed (CC-1)" 
13. -1 一 . 14, ) 
2 1 yn 让 所 
1 <， 
1 2 ( DT 16. 2 ( DD" 于， 
5 » 1 "inn 
17 (1) i 18. D(- 名 


rl 3 +n 20, 


3 Fn) 3 


$+n 
rp [和 22. 全 2 


23. 2 1)"mt2x3) 24. 2 (~ Un v0). 


se 
me =. 好 三 (- 0 人 
2 5 所 工 (-9 
EE 
3 和 
了 3 DD" 38 D1) a 


3 YD)" n+T -va). 
10. pa vn +n -ny. 
41. 2 w+ 一) 


和 


一 一 . 加 一 "sech nm- 
让 万 AT 3 > ) 


44. 2 {ol}" csch n. 


在 习题 45 ~ 特 中 ,用 线 数 前 4 项 的 和 作为 整个 
级 数 和 的 近似 值 ,估计 误差 的 大 小 . 


45. D0 (可 以 证 明和 为 In 2. ) 


4 Fe 让 

47. En eo 
在? 此 将 看 到 ， 和 为 tn 1.01.) 
-= =- BD, 


四 在 洒 题 49 和 全 中 ,类 级 数 和 的 通 近 ,要 炒 误 益 小 
于 5 x 10. 


人 9 开 (- 10"1aT 【在 8.9 节 将 在 到 ,这 个 级 
数 和 等 于 cos 1, 即 1 旗 度 的 余弦 值 . ) 


QQ<r<l1. 


so, i (在 8.9 节 将 看 到 ， 这 个 级 数 
和 等 于 ec '.) 
51. {9) 级 数 
!: 1 1 1 1 1 1 1 
3 29 47 8 Ty a 
不 满足 定理 14 的 条 人 忻 之 一 ， 请 问 不 请 足 哪 --- 
个 条 件 ? 
(bb} 求 (a) 中 绿 数 的 和 
蝇 52. 满足 定理 14 的 条 件 的 交错 级 数 的 极限 上 位 十 任 


何 琴 个 相 分 部 分 和 之 疗 ， 这 暗示 用 平均 值 


te 0, 
合计 所 计算 
1 1 
i 


作为 交错 调和 缀 数 之 和 的 通 近 ， 这 个 级 数 和 的 
准确 值 是 ln 2 =0. 56934…. 

53, 满足 定理 14 的 彰 忻 的 交 描 代 数 的 款式 符号 证 
明定 理 15 中 的 论断 : 只 站 交 错 级 数 满足 定理 
14 中 的 条 件 ， 当 用 一 个 部 分 和 逼近 它 时 ， 余 式 
{未 用 项 之 和 ) 与 第 一 个 未 用 项 有 相同 的 符号 . 
(提示 : 对 剩余 的 项 接 接连 的 成 对 项 分 组 . } 


54. 证 明 级 数 
1! 1 1 1 1 1 
ly ty + 
lll,.. 
5159 5 
前 2 项 的 和 同 级 数 
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3 二 


S$, 


57. 


53. 


S59. 


8. 


数 ， 因 为 它们 被 定义 为 莫 个 变量 的 窒 的 无 穷 级 数 ， 在 我 们 的 情形 以 x 为 变 基 . 


1.2 7” 2.3 7 34 453156 
前 4 项 的 和 相 千 ， 这 疝 个 钱 数 是 仁 收 北 ? 第 - 
个 级 数 前 28 + ! 项 的 和 是 什么 2 如果 丙 个 级 数 
收效 ， 它 们 的 和 是 什么 ? 


证 明基 三 发 艇 . 则 部 1a 1 发 艇 . 
证 明 ; 闭 避 0 绝对 收 化 ， 则 


| 三 sls Fle! 
证 明 ;车 级 数 


和 
问 时 绝对 收 侣 ， 则 下 列 奶 数 绝对 收 策 ; 


(a DC +h) [b} T Ca, -6,). 
ts) 了 he.(2 为 任意 数 )， 
用 例子 说 明 , 即使 总 a。 和 避 b. 同时 收 人 


ob 也 上 可 能 发 散 . 

在 交错 调和 级 数 中 , 假定 日 标 是 对 级 数 的 项 重 
排 ,获得 一 个 收 租 于 - 172 的 新 级 数 . 新 的 排列 
从 第 一 个 负数 项 开始 , 那 就 是 - 172， 只 归 得 到 
一 个 部 分 和 小 于 或 者 等 于 - LZ2 .就 按 顺 序 加 人 
正 数 项 ,直到 新 的 部 分 和 大 于 - 172. 然后 控 顺 序 
加 人 负数 项 , 直到 部 分 和 再 次 小 于 或 者 等 于 


7 ”罕有 级 数 


~- 12. 继续 这 个 过 程 ,让 到 所 皮 部 分 和 高 于 日 
标 值 或 者 至 人 竹 于 目标 值 军 少 3 次 为 止 . 如 内 5 是 
和 电 排 语 的 新 级 数 的 询 # 珊 之 和 .而 出 背 点 (r,s) 
说 归 部 分 和 基 节 何 变化 的 - 


60.， 绝对 收效 级 数 重 排 定理 ( 定理 17) 证 阴 概 票 


1a) 邻 # 是 下 实数 ,上 = 64 以 虑 4 = 2 人 
证 明 ， 对 于 某 个 下 标 和 某 个 下 标 六 宇 
AN 有 
和 六 及 ls -了 1< 三 


用 王 所 有 项 上 as ，…， av 出 现在 序列 
1 中 的 基 些 位 置 ， 存 机 个 上 上 标 为 , 主 


9 ， 使 得 当 nA 时 ， ( -5 至 多 


基站 关上 的 a 项 之 和 因此， 如果 
nn 衬 读 ,， 那 各 


Dh -Ls bp -3 +l -| 

< Dio + ls -Tc 
tb) 在 (3) 中 的 论据 表明 如 果 忆 «绝对 收 做， 
那么 宛如 收 荆 并 月 守 h = 立 o 现在 证 


明 , 几 于 多 1a,1 收 襄 , 所 以 多 18 1 收效 到 
"n=l n=1 


现在 我 们 能 够 检验 无 穷 级 数 的 收 伊 性 ， 研究 看 起 来 像 " 无 穷 多 项 式 " 的 和 ， 这 种 和 称 鸭 突 级 


同 多 项 式 一 样 ， 对 


知 级 数 可 以 进行 加 、 减 、 先 运算 以 及 求 微分 和 积分 ， 产生 新 的 军 级 数 . 


8. 


?7.1 者 级 数 与 收效 性 
我 们 从 下 面 的 形式 定义 开始 . 


定 迪 ”关于 x 的 畴 级 数 是 形式 为 


Pox = eo trter Fr tor + 《ty 
1 


的 级 数 ， 关 于 x=a 的 办 级 数 是 形式 为 
Felx -a =c to{trx-a) to(r -qa) + 


的 级 数 ， 其 中 中 心 a 和 系数 ce ，c ，c;，…，r,，… 是 常数 . 


ter a) + (2) 
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式 (1) 是 在 式 (2) 中 脱 # =0 的 特例 . 
例 1 在 式 (1) 中 对 全 部 系数 版 1， 得 到 等 比 绕 数 


了 = ] + 人 + 
这 旺 首 项 汶 1 和 比 为 1 的 等 比 线 数 ， 它 对 十 1x| <] 收 雍 于 tA(1 ~x)， 我 们 用 
1 2 n 
| i= ltri+tr + + -ll<x<l (3) 
表示 这 个 结果 . 国 
到 现在 ， 我 们 用 式 (3) 作 为 厂 边 骸 y | 
数 的 和 的 公式 ， 下 面 疏 变 重 点 ， 把 右边 ” i 
级 数 的 部 分 和 看 成 通 近 左边 两 数 的 多 项 8 
式 P(x)， 对 于 接近 0 的 zx 值 ,只 需 皮 7 -一 


4 


FW 


级 数 的 几 项 误 能 得 到 满意 的 通 近 ， 当 我 
们 向 <=1 或 者 x= -1 秽 动 时 ， 必须 联 
诸多 项 ， 图 8. 10 显示 J(x) =1/(] -x) 
雇 及 间 近 多 项 成 y=Ptx) 在 n=0, 1. 3 
2 和 =8 时 的 图 形 ， 晴 数 f/x) =17t1 一 =l+x 
+) 杰 包含 x*=1 的 区 间 上 不 是 连续 的 , 它 wn = 

在 这 个 点 有 一 双重 由 渐 近 线 ， 当 xs1 
时 ， 包 项 式 过 近 不 适用 . 

例 2 宕 级 数 


-1 0 | 
图 0 xz) =1z01~z 及 其 4 个 多 项 式 通 近 的 财 形 ( 例 1 


1 -去 (z -2) + 计 (x 244- 二 257 (4) 


同 式 (2) 取 ga=2, co=l c= 一 1 这 ,0 =174，… c=(-172)” 相当 .这 基 首 项 为 1 和 比 r= 


-和 的 等 比 级 教 ， 这 个 线 数 对 于 | 了 | <1 虑 0 <x<4 收敛， 级 数 和 为 
1 -1 _ .2 
1 -r 1+ 7 x 
所 以 
= 1 5 0 <x<4 


J 


级 数 (4? 对 于 接近 2 的 xz 值 产 生 捕 xz) =27x 很 有 用 的 密 项 
式 通 近 : 
P(x) =1 


1 
Pilx) =1- F(x-2) =2 -也 


1 1 ;3 
Ps =1- Tx-2)+(* -2) = 3 + 可 


等 等 ( 见 图 8, 117. LJ 
下 面 的 例子 说 明 通 常 如 和 何 检验 宕 级 数 的 收 伍 性 和 可 
能 产生 的 结果 . 


dy 


图 & 11 f(x) =2/s 及 其 前 3 个 多 项 
式 描 近 的 图 形 { 人 网 2) 
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例 3 上 下列 层级 数 对 于 什么 x 值 收 就 ? 


a a x x ,,, a _ rz! x 
(al 2 {-1) nF +- » [bh) 2 (1) nl 
(oO) 由 = 1 + 国 工 sir = x+2lx lr 二 
解 ”对 级 数 工 12,1 诬 用 比率 检验 法 ， 其 由 心 居 上 述 级 数 的 第 a 项 . 
| Ln | 
[| |= | 人 |. 


线 数 对 十 1x1<1 绝 对 收敛， 若 1zE >1， 则 级 数 发 散 ， 册 为 第 = 项 不 收 伍 于 去. 在 *= 1， 
得 到 交错 调和 级 数 


] -+---. 


| 
了 


这 个 级 数 收 黎 ， 在 * = -1， 香 到 
1 1 
-_]--- 一 - 


t 
2 3 4 
这 是 调和 级 数 的 负 值 项 级 数 ， 它 发 散 ， 级 数 (a) 对 于 -1<xs1 收 雍 ,而 对 于 此 余 x 值 发 散 ， 


-1 n 1 


级 数 对 十 x <1 绝 对 收 伍 ， 它 对 于 大 > ] 发 天， 内 为 第 “项 不 收 仇 于 零 ， 在 *= 1. 级 数 变 成 
1 ] 1 
1-3+5-7+ 
根据 交错 级 数 定理 它 收 敏 。 级 数 在 + = -1 也 收 化， 因为 它 再 度 成 为 满足 收 伊 性 条 件 的 交错 级 数 ， 级 数 
在 x = -] 的 值 是 它 在 x=1 的 值 的 负数 ， 级 数 (b) 对 于 - Tssxss1 收 化 ， 而 对 于 其 余 + 值 发 散 


-1 0 1 


1 
nl Ixl 


x _ 
(n+l)l x n+l 


(ej 对 于 每 个 < 值 | | = 


级 数 对 于 所 有 = 值 绝对 收敛 . 


AR 
0 


记 


n+l (n+l)1 a 
下 


(d) 


级 数 对 于 除去 x =0 之 外 的 所 有 x 值 发 散 . 


0 ” 
国 


上 面 的 例子 说 明 窜 级 数 可 能 怎样 收 化 ， 下 面 的 结果 显示 ， 如 果 唾 级 数 在 一 个 以 上 的 值 收 和 但. 
那么 它 在 这 些 值 的 一 个 完整 区 间 上 收敛 ， 


=(ea+ll)lrl ra， 除非 < = 已 


定理 18 ( 桥 级 数 收效 定理 } ”车 关 级 数 Fae = ao + ax + Qsx + 对 十 x*=c 关 0 收敛. 


则 它 对 于 所 有 1x1 < 1c 1 的 x 值 收敛 。 若 突 级 数 对 于 x =d 发 散 ， 则 它 对 于 所 有 1x1 > Tdi 的 x 
值 发 散 . 
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证 明 假定 Dae 收 徊 . 那么 lim oc" =0， 大 此 ， 存 在 这 样 一 个 整数 入 ， 使 得 对 二 所 有 nn 宇和 


他 1aie" 上 <1， 就 是 说 ， 对 于 证 关 让 有 
| 
| 并 
现存 地 满足 1z1<1cl 的 任意 xz 值 ， 并 且 考 虑 级 数 
las + 
在 1 ex 前面 仅 有 有 限 多 项， 而 它们 的 和 是 青 限 的 ， 由 于 不 等 式 (5)， 从 Ta 1 开始 的 项 和 随 
后 的 项 的 和 小 -于 


ila,l< 


(5) 


m 


x x el 1 LE 
+ 


+ .| + (6) 


c| 
但 是 级 数 (6) 是 比 r = 1x/e1 的 等 比 级 数 ， 由 于 1x1 < 1c1、 它 的 和 小 十 1， 因 此 级 数 (6) 收 襄 ， 
所 以 原来 级 数 绝对 收 敏 ， 这 就 证 明定 理 前 半 部 分 ， 

定理 后 半 部 分 由 前 半 部 分 推出 ， 如 果 级 数 在 * = 4 发 艇 而 在 满足 1xo1 > 14 | 的 值 x 收效 ， 邢 
么 我 们 可 以 在 定理 前 半 部 分 取 * = 和， 并 由 此 得 出 级 数 在 x* =d 绝对 收 北 的 结论 ， 但 是 级 数 不 能 同时 
存 一 处 绝对 收 敏和 发 散 ， 内 此， 如 果 级 数 在 过 发 散 ， 那 委 它 对 于 满足 lz1 > 1d1 的 所 有 + 发散 国 

为 了 简化 记号 ， 定理 18 处 理 形 式 为 工 az 的 级 数 的 收 伍 性 问题 ， 对 于 形式 为 Za (x -a)" 
的 级 数 ， 可 以 用 * 代 换 * -a 而 把 定理 的 结果 应 用 干 级 数 王 a, (x')". 
8.7.2 需 级 数 的 收 般 半 入 

从 刚才 证 明 的 定理 和 讨论 过 的 例子 中 ， 我 们 导出 这 样 的 结论 : 窒 级 数 3 rolx -eg 的 收 如 
特性 表现 为 二 种 可 能 的 方式 之 一 : 它 可 能 促 在 zx=a 收 黎 ， 或 者 处 处 收 伐 ， 也 可 能 在 以 x = e 为 中 
心 半径 为 中 的 基 个 区 间 上 收敛 ， 我们 把 这 个 结论 作为 定理 18 的 系 子 以 证 明 . 


[a 


| 定理 18 的 系 ”级 数 王 ec,{x 一 a)" 的 收 合 性 用 下 述 二 种 可 能 性 之 一 描述 ; 
| (1) 存在 这 样 一 个 正 数 六， 级 数 对 于 满足 1x - a1 > 中 的 * 值 发 散 ， 但 是 对 于 满足 lx -al < 
1 中 的 x 值 收 化 级 数 在 两 个 端点 x =a 一 RR 和 x=a+ 中 的 任何 一 个 可 能 收 侣 ,也 可 能 不 收 敦 . 

(2) 级 数 对 于 每 个 x 绝对 收 雍 {R= ). 

3) 级 数 在 x=& 收 人 敦 而 在 zx 的 其 他 值 发 散 (R=0). 


证 明 首先 假定 a=0， 所 以 办 级 数 的 中 心 在 0， 如 果 角 数 处 处 收 傅 ， 那 么 我 们 处 于 第 {21 种 
情形 ， 如 果 级 数 公 在 x =0 收 伊 ， 我 们 则 处 于 第 (3) 种 情形 否则 .存在 这 样 一 个 非 堆 数 4d， 使 得 
Zecvd' 发 散 ， 使 级 数 荆 ex" 收 全 的 x 值 的 集合 S$ 是 非 空 集 合 ， 困 为 它 包 售 0， 回 时 还 包 售 一 个 正 
数 p。， 根 据 定理 18， 级 数 对 于 所 有 满足 1x1 > 1d1 的 x 值 发 散 ， 所 以 对 于 所 有 xeS 有 1xl 和 1d1. 
而 85 是 有 界 集合 。 巾 实数 的 完备 性 性 质 { 参见 附 录 A.7)}， 一 个 非 空 有 界 集合 有 一 个 上 确 界 有 R. 
《上 确 界 中 是 元 素 x*e3 中 满足 x 万 RR 的 最 小 数 . ) 如 果 1x 1 > 呈 Rp， 那 么 x #5， 所 以 级 数 工 cx" 发 
散 ， 如 时 1x| < 呈 ， 那么 1s | 不 是 5 的 一 个 上 界 { 因为 它 小 于 上 确 界 ) ， 所 以 存在 一 个 数 5E3， 满 
中 b> |x1. 由 于 6e$S， 级 数 卫 c,6" 收 全 因此， 由 定理 18 级 数 王 c, 1x1" 收 仇 .这 就 证 明 以 
a =0 为 中 心 的 寡 级 数 的 这 个 系 . 

对 于 中 心 在 ea 夫 0 的 星 级 数 , 设 x* = {x-&)， 并 且 重 复 对 x' 的 论证 ， 由 于 当 x=a 时 x'=0， 
级 数 王 c, (x "以 x' =0 为 中 心 的 收 化 区 间 的 半径 R'， 同 级 数 王 cx -a)* 以 x=a 为 中 心 的 收 雍 
区 闻 的 半径 RR 相等。 这 就 证 实 这 个 系 对 于 一 般 情 形 是 正确 的 . 国 
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中 称 为 需 级 数 的 收 部 半径 ， 而 中 心 在 zx =a 和 半生 为 中 的 区 问 称 为 收 舰 区间， 收效 区 问 可 以 是 开 区 
章 、 闭 区 间或 者 半 开 区 间 ， 随 特定 的 级 数 亨 定 在 1* -al < 中 的 点 *， 级 数 绝 对 收 禹 如 果 级 整 对 
二 所 有 值 收 和 倒 ， 就 说 它 的 收 误 半径 为 无 穷 大 ， 如 果 级 数 促 在 * =a 收 侣 ， 就 说 它 的 收 伊 半径 为 堆 ， 


如 何 检验 强 级 数 的 收 化 性 
(1 用 二 率 检 验 法 (或 者 于 深 根 榨 验 法 ) 求 级 数 能 对 收效 的 区 间 ， 通 常 ， 这 是 一 个 秆 区间 
lIx-al<R 可 a-R<x<a+tRh 
{21 如 果 级 数 绝对 收效 的 区 间 是 有 限 的 ,在 每 个 端点 答 验 收 将 性 或 者 发 散 性 . 像 在 例 3 的 
《ay 和 {(b) 有 那样 ， 用 比较 检验 法 、 积 分 检验 法 或 者 交错 级 数 检 验 法 作 检验 ， 
13) 如 村 级 数 绝 对 收效 的 区 间 是 f -只 <xy<a+ 只 ,级 烤 对 于 1r-al> 玉 的 xx 情 炭 散 ( 它 此 
至 不 是 条 件 收 伍 ) ， 央 为 对 十 那些 x 值 第 = 项 不 趋 近 零 


8.7.3 未 项 微分 
高 等 微 积分 有 一 个 定理 ， 讲述 融 级 数 在 其 收 伍 区间 的 每 个 内 点 可 以 逐 更 求 微分 . 


定理 刘 (过 项 微分 定理 ) 如 果 级 数 c(x -a)" 对 于 某 个 是 >0 的 开 区 间 a -Re<x<a+tRR| 
收 化， 它 定义 一 个 函数 如 下 : 


Nx) = Des -0)", a—R<x<at+R 
这 样 一 个 疯 数 在 收 语 区 间 的 内 部 存 福 各 阶 导 数 ， 可 以 从 原来 级 数 这 项 求 导数 获得 这 些 导 数 : | 
F(x) = FT nelr -ao 


F(x} = > -1)c {tx -a)"’ 
等 等 “每 个 这 样 的 导数 在 原来 级 数 的 收 伍 区 间 的 每 个 内 点 收 钱 


例 4 设 
二 = px, -lx<xr<«<l 
求 六 (x) 和 x) 的 级 数 . 
解 
f(r) = Ty 1 J = + + 二 有 
一 入 
入 -ll<x<l 
0 i =2+6r+12r + + nn-1)r +. 
re De -ll<xs<l 加 
注意 。” 逐 项 微分 可 能 不 适合 于 其 他 类 型 的 级 数 ， 例如， 二 角 级 数 
= sin {nlx) 


对 于 所 有 x 值 收 化 ， 但 是 如 果 逐 项 求 微 分 ,得 到 的 级 数 


by nl cos (nix) 
2 


22al 1 
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对 于 所 有 x 值 发 散 ， 这 不 是 一 个 畦 级 数 ， 因 为 它 不 是 * 的 正 整 数 窟 的 和 ， 
8.7.4 逐 项 积分 
在 村 级 数 的 整个 收 伍 区 癌 内 也 可 以 逐 项 求 积 分 ， 这 个 结 桌 在 高 等 微 积 分 教 积 中 证 明 . 


定理 20 { 逐 项 积分 定理 ) 假定 
f(x) = Der -a)" 
对 于 一 必 <x<w+ 民 (RS>0) 收 角 ， 那 么 


| 
[JAD = Be + | 


+1 
例 5 识别 函数 
fA) = 本 + 一 1 到 这 所 1 
解 ” 对 原来 级 数 连 项 求 微 分 ， 得 到 
Fr) = -x +tx -r+ -ll<r<«l 
这 是 首 项 为 1 和 比 等 于 -x 的 等 比 级 数 ， 所 以 
， _ 1 加 1 
F(x) I) 1 
现在 可 以 对 (x) =1A(1 +x ) 积 分 ,得 到 
上 dx 一 -1 
[fw = | 全 = tan «+ 
所 2 的 级 数 当 * =0 时 为 零 ， 所 以 C=0， 内 此 
Rr) =x 守 + 千 ~- 他 + = anix, -1<xy<1l (7) 
可 以 证 明 组 数 在 *= z1 也 收 笋 于 tan *， 但 是 我 们 略 去 证 明 . 二 


请 注意 ， 例 5 中 原 绥 数 在 原 收 伍 区 间 的 两 个 端点 收 伍 ， 但 是 定理 2 只 能 保证 微分 后 的 级 数 
在 收 伍 区 疝 内 收 鳃 . 
例 6 级 数 


=] -t+ + 


l+f 


在 开 区 加 -1 <t<1 土 收敛 ， 因 此， 


I 和 20) 
= ~-l<x<l 
还 可 以 证 明 ， 这 个 级 数 在 x=1 收 和 化 于 数 二 2， 但 是 那 不 是 由 定理 保证 的 . 国 


8.7.5 竹 级 数 的 乘法 
另外 一 个 定理 讲述 绝对 收 伍 的 震级 数 可 以 用 乘 雪 项 式 的 方法 相 乘 .我 们 也 略 去 这 个 定理 的 
证 明 . 
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定理 21 1 天 级 数 的 策 法 定理 ) 车 级 数 
er 


A{x) 
时 


和 
对 于 1x1 < 中 绝对 收 合 ， 
¢, = tb, + Ab + ob 


+ --- 


a-2 


则 级 数 


对 于 1z1 < 让 绝对 收 合 于 A(x) B(x): 


求 两 个 已 知 磊 级 数 乘 积 的 一 般 项 系数 c, 可 能 是 完 长 面世 味 的 . 


少数 几 项 的 系数 ， 例 如 ， 从 例 1 和 例 6 得 到 


In (] +x)= (1+x+x + 0) (x - 
] -x 


习题 8.7 

在 习题 1 ~32 中 ， 深 级 数 的 收 雍 半 径 和 收 敏 区 
间 . [a) 级 数 对 于 什么 < 值 收 襄 ?[b) 级 数 对 于 什么 
x 值 绝 对 收 化 {ee} 级 数 对 于 什么 z 值 条 件 收敛 ? 


了 了 Dts 
D(a 1)". 4 > 全 = 


1. 


EE 


7 Dy Le ， ; Cs 
11, by (= 2 5 于 

13， 5 2 央 Casa 
15. 二 着 二 关 ce 


nw" 
" 2 dartn+1) 
. 字 25 二) 
Tn nj)". 


22. 


( Bo )-( 3 ) - 


B(x) 


三 > bx" 


+ nb + 下 可， = 


» 
之 ib, 
-a 


De 
LE 


实际 上 . 我们 通常 只 求 前 面 


和 2 
2 + 6 

23. Zr 24. DE 一 4 )". 
15 CD 


PE 


(从 8.3 节 习题 39 获得 对 
工 1“fna (in 的 所 过 信息 ) 


# (lnn) 


8 by -到  【( 太 8.3 节 习题 38 获得 对 
nlnn 本 1Atn in n) 的 所 和 信息 . ) 
dd 3x + 1)"! 


(t+) x 
。 -一 一 -一 . 32. 一 一 一 一 一 . 
A 2 


在 半 古 33 ~ 38 中 , 求 级 数 的 收 化 区 间 , 以 及 收 
误区 向 内 般 数 的 和 作为 * 的 函数 . 


和 
35. (和 -让 36. Fn 
i 


39. 级 数 


无 穷 良 列 与 无 穷 级 级 


41. 


42. 
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1 一 1 2 EP 

1 -3(* 3 + 了 ) ”十 
] “ ™ Ce 

+ -3 + 


对 于 x 的 杆 么 值 收 伐 ? 它 的 和 是 什么 * 对 这 个 
纵 定 的 组 数 逐 项 微分 得 到 什么 线 数 ? 新 级 数 对 
王 # 的 什么 值 性 误 ? 它 的 和 是 什么 % 


如 果 对 习题 39 中 的 级 数 膛 项 积分 ， 得 到 什么 新 


级 数 ” 新 级 数 对 于 * 的 什么 情 收 仇 ? 它 的 各 的 
罚 外 一 个 省 称 基 慎 么 ? 
级 数 


in x tT + EE 
MINET= 计 一 一 
ls 


对 于 所 月 x 值 收 冲 于 ain x. 

fa} 汶 cos * 的 级 数 的 前 而 6 项 组 数 对 于 x 的 
什么 值 收 敏 * 

(hj) 在 sin x 的 级 数 中 用 2z 伐 换 xz， 求 对 于 所 有 
x 值 收 禹 于 sin 2x 的 级 数 . 

【ce 利用 (a}) 中 的 结果 和 级 数 科 法 ， 计 算 2 sin x co x 
的 级 数 的 前 而 皇 项 ， 把 得 到 的 答案 同 (b) 中 
的 答案 比较 . 

级 数 


2 
: x 
P =] 二 元 二 二 十 了 工 一 


对 于 所 有 zx 值 收 笋 于 e'. 
【ai 求 Cdaxdxe 的 级 数 。 得 到 e 的 级 数 吗 ? 解 
县 得 虽 的 答案 . 


[b} 汶 | erdx 的 级 数 ， 得 到 。 的 级 数 吗 ” 解 用 


得 到 的 答案 . 
(es] 在 e 的 级 数 中 用 -x 代 换 *， 求 对 于 所 有 
值 收 笋 于 e“ 的 级 数 ， 然 后 用 e 的 级 数 滋 
* “的 级 数 ， 求 e“。 es' 的 级 数 的 前 面 6 项. 
级 数 
tan 直 区 + EE + 入 十 Lx + G2 + 
3 1l15 315 2835 


对 于 -mxj2<xs<m2 的 xz 值 收 秀 于 tanx. 

[2) 求 In (1sec x | ) 的 级 数 的 前 面 5 项 ， 线 数 
对 于 x 的 什么 值 收 效 ? 

1b] 次 spec"x 的 级 数 的 前 面 5 项 ， 级 数 对 于 + 的 


7 9 nn 
_ 
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8.8 泰勒 级 数 与 麦克 劳 林 级 数 


本 节 讲 述 无 限 可 微 的 函数 如 何 生 成 称 为 泰勒 级 数 的 宏 级 数 ， 在 许多 场合 ， 这 种 级 数 可 以 提 
供 对 生成 丽 数 很 有 用 的 多 项 式 各 近 - 


8. 8. 1 


级 数 表 示 法 


5. 


47. 


什么 值 收 训 ? 
【cj 通过 避 题 44 中 给 出 的 see zx 的 级 数 自 莱 ， 验 
证 在 th} 中 得 色 的 结果 . 


， 级 数 


村 下 一 < 人 2 的 x 慎 收 训 C TT ape x 

taj 炒 In (Tswer +tan x 1) 的 级 数 的 前 面 5 项. 
级 数 村 于 x 的 什么 值 收 伊 ? 

(bj} 站 ee + lan zx 的 级 数 的 前 面 4 项 ， 弘 数 对 于 
zx 的 什么 萌 收 化? 

Ice] 通过 习题 43 中 给 出 的 tan + 的 线 数 王 suc x 
的 级 数 ， 验 让 在 (4) 中 得 到 的 结果 ， 

收 雍 加 级 数 的 唯一 性 

{aj 证 明 ， 若 究 级 数 Da 和 2 部 是 收 
效 级 数 ,日 对 于 开 区 间 (t -every 中 的 所 有 + 值 
其 个 级 数 相等 , 则 对 于 每 个 mn 有 有，= 4&,. {要 
未: 令 H = ax' = bx" 逐 需 微分 , 
证 明 a, 和 入 同时 等 于 让 (0) nl1, ) 

Lb) 证明: 车 对 于 开 区 辐 ( -<.e) 中 的 所 有 >* 值 村 


级 数 PR = 0, 册 对 于 每 个 n 有 as。= 0. 


级 数 了 [#772") 的 和 为 了 求 这 个 级 数 的 和 ， 


把 17(1 -xz) 表示 成 等 比 级 数 ， 求 所 得 等 式 两 端 
对 x 的 微分 ， 用 * 条 微 分 后 的 等 式 两 端 ， 肝 对 
两 端 油分 ， 再 用 x 乘 两 端 ， 并 月 置 x = 1/2， 得 
到 什么 结果 ? 【来 源 ，Darvid EE, Dobbs, “Letter 40 
tbe editor"( 至 编辑 的 信 )，finreis Mothematics 
Teacher(《 伊利 诺 煞 数学 教师 ) ， 第 33 状 、 第 4 
期 ，1982，27 页 . ) 

在 端点 的 收 误 性 ”用 一 些 例 于 说 明 ， 天 级 数 在 
其 收 谣 区 间 一 个 端点 的 收效 可 能 是 篆 件 收 训 或 


者 绝对 收 筑 ， 
构造 收 伍 区 间 如 下 的 罕 级 数 : 
[ai -3,3); (b(t -2, 0); (elfl1，5) 


从 定理 19 知道 ， 幕 级 数 的 和 在 级 数 收 敏 区 间 内 是 具有 各 阶 导 数 的 连续 函数 ， 但 是 ， 反 过 来 
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有 什么 结论 ?如果 吧 数 掺 x) 在 区 间 /上 具有 各 阶 叶 数 ， 它 在 1 上 能 够 表示 成 睫 弘 数 吗 ?” 如 盯 可 
能 ， 它 的 系数 是 什么 ? 
如 果 假 定 拓 sz 是 具有 正 收 黎 半 径 的 等 级 数 
x) = Dal a) = ta oa) tx 
的 和 ， 那 么 对 第 二 个 问题 很 容易 作出 回答 .在 收 笋 区 间 了 内 重复 对 级 数 逐 项 微分 ， 得 到 
Fx) = +20x -a 二 3 一 下 
fx) = 126: +2 30 和 一人) 二 3 4 一 人 二 
f(x) =1:2 * a, + 了 -了 -utr —a) + 人 3 :4 " Sas(x a}: + 
等 等 ， 对 于 所 有 n,n 阶 晤 数 为 
(x) = mlas + 以 (x 一 4) 为 因 式 的 项 之 和 
由 十 所 有 这 些 等 式 在 x =a 上 成立， 我 们 有 
Fa) = a 
Fa) = 1 "2g; 
(ae) =1 236， 
而 在 一 般 情况 下 ， 
ff" (a) = nla, 
这 些 公式 对 于 在 区 间 1 上 收 合 于 太 “ 在 1 上 表示 .8f/") 的 值 的 任何 短 级 数 


Fe (一 他) 
揭 泵 出 系数 的 模式 ， 如 果 存 在 这 样 一 个 弘 数 ( 还 是 待 解决 的 问题 ， 那 么 仅 有 “个 这 样 的 线 数 ， 
它 的 第 = 项 系数 为 


如 果 了 有 一 个 级 数 表示 ， 那 么 这 个 级 数 必 定 是 
fx) =f(a) 二 (ai 人 [zx 一 如) + 


+ ~ + CD a) (11) 
nl 


但 是 ， 我 们 如 果 从 以 * = 为 中 心 的 区 间 /上 的 任意 无 限 可 微 函 数 出 发 ， 并 且 用 它 生成 式 (1} 中 的 
级 数 ， 那 么 级 数 存 区 间 了 内 的 每 个 x 值 收敛 于 太 x) 吗 ? 我 们 将 会 看 到 ， 对 于 某 些 肖 数 而 言 ， 管 案 
是 可 能 如 此 ,但 基 对 于 另外 一 些 函 数 , 符 案 是 不 可 能 如 此 . 

8. 8.2 泰勒 级 数 与 麦克 劳 林 级 数 


定义 ” 令 了 是 在 包含 ae 作为 内 点 的 某 个 区 向 上 处 处 存在 各 阶 导 数 的 画 数 ， 那 么 由 丰 在 x=5 
生成 的 泰勒 级 数 是 


Ft (x -a) =f(a} + f(a)(x -a) :AD (x—a)’ 


Fer 


+ 6) (x ~a)"+: 1 
由 了 生成 的 麦克 劳 林 级 数 是 
[3 tal 
7 和 x = 0) + fF'(0)x + x A x 


即 是 由 /在 x=0 生成 的 泰勒 级 数 . 


无 禹 序 别 与 无 宅 级 肯 .185 


例 1 发 由 fix) =1x 1Ex=2 生成 的 泰勒 级 数 ， 如 果 这 个 
布 重点, 泰 蔓 级 数 收 敏 于 lx， 那么 在 什么 地 方 收 伍 ? 
( Brook Taylor, 1685—1731) 解 ”需要 求 出 2) ， 大 (2)， 户 (3231，…， 类 导 数 得 到 
树林 帮 上 克 劳 林 fax) =x, 2) =27 = ; 
(Coalin Maclaunn, [698—1746) 
fx) 2 /2) =- 
时 _ 1 Fi2) - -1 1 
(x) = 21x '. 21 = 2 = 
mj) + (2 __l 
AD 3 人 人 
Dobce -和 
泰勒 级 数 为 
FO2) HG-2 + 人 -2 
-1 _ (x -2) 2) -+{-1)" (x -2) 


2 好 2 2 
这 是 首 项 为 172 和 比 r= -(z-2)2 的 等 比 级 数 ， 级 数 对 于 1x -21 <2 的 * 值 绝对 收 化 它 的 和 
等 于 
1 _ 1 1 

+-2)2 2+{x—-2) 工 
在 这 个 例子 中 ， 由 .Kx) =17x 在 x=2 生 成 的 泰勒 级 数 收 你 于 1/x、 收 和 伍 区 间 为 1z-21<2 或 者 
0 < <4. | 
8.8.3 泰勒 多 项 式 

可 微 函 数 了 在 点 2 的 线性 化 是 由 
Ptx} =fla}y + 六 (af -a) 

给 出 的 - 次 多 项 式 ， 在 3 了 .10 节 我 们 曾 用 这 个 线性 化 通 近 * =a 附近 的 所 x)， 和 如果 /在 x=a 存在 
高 阶 导数 ， 那 么 它 也 有 高 阶 多 项 式 通 近 ， 对 于 每 个 存在 的 导数 有 一 个 密 项 式 通 近 . 这 些 和 多项式 称 
为 了 的 泰勒 多 项 式 . 


定 习 ”他 了 是 在 以 a 为 肉 点 的 某 个 区 间 内 具有 天 阶 导数 的 医 数 ， 其 中 t=1,， 2,-…, 站 那 
么 ， 对 于 从 0 到 访 的 任何 整数 ， 由 /在 x=& 生成 的 阶 泰 勒 多 项 式 是 多 项 式 


Pr =fle) + fta}(lr -a) + {x+ 


+ (gj — a" + --- (ay fr -a}’ 
kl n! 


我 们 说 4 阶 泰勒 多 项 式 而 不 说 4 次 泰勒 多 项 式 ， 是 因为 1 (a) 可 以 为 0 例如， f(x) = cosx 
在 x=0 的 前 面 两 个 泰勒 包 项 式 是 P(x) =1 和 Pi(x) =1， 这 个 一 阶 泰勒 多 项 式 的 次 数 基 0 而 不 
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是 1. 
正如 了 在 =a 的 线性 化 对 /在 上 的 邻 域 内 失 供 重 佳 线性 通 近 一 样 , 7 的 高 阶 泰勒 多 项 式 对 丰 


分 别提 供 相 应 次 数 的 "最 佳 " 多项式 通 近 ，{ 见习 题 2. ) y 
例 2 汶 由 fx) =e’ 在 x=0 生 成 的 泰勒 级 数 和 泰勒 
人 和 30 @ fly = PAx) 
Fx) = FR) = 8, ee, fa) = Er, 25 Y= PA 
我 们 有 


FO = 6 =1, F000) = 1 ，…，A7o(0) = 1, 
由 了 在 x = 生成 的 泰勒 级 数 是 


FU) +F (0)x + + 4/ CO) + 


y= Pu 


2 n 
x 革 
= tet tt Tt 


nl 
四 k 


这 也 是 e 的 麦克 劳 林 弘 数 ， 在 8.9 节 将 会 看 到 这 个 级 数 
在 每 个 x 值 收敛 于 所， 


-0.5 0 Ds 10 * 


f 在 x=0 的 n 阶 泰 勒 多 项 式 是 十 8.12 (x) =e* 和 它 的 泰勒 多 项 式 
2 nm P(r) =1 + 
P(x) = Px) =1+x+ {x/21) 
参见 图 8. 12. [ Pifz) =l +x+tr /21) 
例 3 求 由 Fx) =cos 5s 在 x=0 生 成 的 泰勒 级 数 和 泰 + Cx/31) 
勒 儿 项 式 . 的 图 撒 ; 注意 它们 在 中 心 x = 
解 祭 弦 函数 和 它 的 导数 是 0 附近 非常 接近 ( 例 2) 
flx} = cos ks, Fx) = sinx 


Fx) = -cosx, fr) = sinx 
FT) = (~-1)"cosx, f(r) = (—-1)"''sinx 
在 x=0，, 余弦 函数 为 1 而 正弦 函数 为 0， 所 以 
ro) = 【一 1)"， fn) = 浊 
由 f 在 x*=0 生成 的 泰勒 级 数 是 


my 
AO) rf'(O)x + w+ C0) 4 -0 和 + 
1 , 2 ， 
=1+0'x- 洒 +0-x + 有 281 


=- CD 
这 
这 也 是 cos x 的 麦克 劳 林 级 数 ， 在 8.9 节 将 会 看 到 这 个 级 数 在 每 个 值 收效 于 cos x. 
由 于 fn (0) =0，2n 阶 和 2n +1 阶 泰 勒 多 项 式 相等 ; 


Pal#) = Po =1- H+) 


一 一 x 
21 4! (2n)1 
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无 穷 康 列 与 无 径 组 瞄 
出 8. 13 显示 这 些 多 项 式 在 x=0 附近 如 何 表 近 fx) = eos x， 图 中 仅 画 出 右 半 部 分 转 形 ， 人 由 为 图 形 
对 7 轴 是 对 称 的 . 


图 8. 13 多 项 式 P(x) = 将 夫 王 4 一 时 收 铸 于 con xz; 我们 能 名 单独 
从 在 x =0 所 知 的 余 蓄 酒 数 县 其 导数 的 值 推 电 cms * 在 任 亏 远 处 的 特性 


例 4 可 以 证 明 ( 虽然 不 容易 ) 


Ax) 二 人 = 
ee  ， x0 
( 见 图 8.14) 在 x=0 存在 各 阶 导数 ,并且 对 十 所 有 有/'"(0) -0， 这 意味 着 由 /在 x=0 生成 的 
泰勒 级 数 是 
Ho Ot 
=0+0+:x+0 -x 4+ +0+:x + 


=0+0+-+0+." 
这 个 级 数 对 于 每 个 zx 值 收 化 { 它 的 和 为 0) ， 但 是 仅 在 x =0 收 侣 于 /x). 图 


图 8.14 y=e 的 连续 延 拓 的 图 形 在 原点 如 此 平坦 ， 以 致 它 在 那里 的 各 阶 导数 为 0{ 例 4) 


还 遗留 两 个 问题 ， 
{IT) 正常 情况 下 我 们 可 以 预期 泰勒 级 数 对 于 * 的 什么 值 收 第 于 生成 函数 ? 


(2) 一 个 函数 的 泰勒 多 项 式 在 给 定 的 区 间 上 以 怎样 的 精度 迁 近 质数 ? 
问题 的 答案 在 下 一 节 由 泰勒 定理 给 出 . 


习题 3.8 
在 习题 1~3 中, 求 由 /在 x=a 生成 的 0,，1， 1 fix) =Inx, a=l. 
x) =r, a=2. 


2，3 阶 泰勒 多 项 式 . 


ZAx) =ln (+*), 


4 = 必 , 
4 =1/(x+2), a=0 


4188 


六 8 准 


S.Ax) =ainxz， sn74. GAx) =co8 xr, d= Fd4. 


Tfxr) =, 4=4. 


和 


在 习题 9~20 中 ， 恢 明 数 的 老 克 和 劳 林 级 数 . 


Qe". 10. e™, 
] 

ll ~ 

[+* 2 人 一 六 
13. sin 3x. 14, sin 之 

2 

15.7 cos ( ~x). I6. 5 cos mx. 
17. cogh x = +e 18. sinh > = 3 


19. x* - 2x ~ Sx +d. 


20, {x + 1)7. 


在 习题 21 -28 中 ,， 求 由 /在 #=a 产生 的 泰勒 
级 数 ， 
21, Fx) = 好 -2x+4, a =2. 
22, f(x) =2x + +3x 8, a=1. 
X23, fx = + +1, = -2. 
Dd. f(x) =3x x + + 2, a= -1l. 
25, fix) =]/x, a=1. 
26. fx) = -x), ga=0. 
27.ANx) =e, aq=2. 
28. Ax) =2", 4=], 
29, 利用 由 e* 在 x=s 生成 的 泰勒 缀 数 ， 证 明 
已 = [] + (x -a) + e+] 
30.( 续 习 丁 29) 求 由 ea’ 在 x*=1 生成 的 泰勒 级 数 . 
把 管 案 间 习题 29 中 的 公式 比较 . 
31. 令 据 x) 在 +=a 存在 直到 nn 阶 导 数 ” 证 明 : n 阶 


8.9 泰勒 级 数 的 收 雍 性 


泰勒 多 项 式 和 它 的 前 面 阶 笃 数 间 及 其 前 面 n 
阶 导 数 在 # =a 具有 相同 的 值 . 

32， 训 勤奋 项 式 的 通 近 特性 ”假定 让 x) 在 以 x=ga 为 中 
心 的 区 间 上 是 可 微 的 ， 并 且 g(x) = +6 (x- 


aj +…+btx-a)" 是 带 常 系数 b， 轴 ，…， 可 
的 上 次 多 项 式 . 令 Er) = 所 x) -gr)， 证明， 
如 果 对 如 附加 条 件 


(al E(u) =0 (在 t=a 的 训 近 误差 为 零 ) ， 
(im ee -0 《误差 与 (zaj* 

相 比 可 以 忽略 )， 
那么 


&(z) =Ka) +f {oa) + 人 (ro 
二 + 《人 


因此 ， 束 勒 多 项 式 P,(x) 是 次 数 小 于 或 者 等 于 n 

的 唯 - -多 项 式 ， 它 在 xz =a 的 误差 为 替 ， 问 时 与 

(+ 一 as)” 相 比 吕 以 忽略. 

二 次 通 近 ”由 二 次 可 微 函 数 廊 x) 在 x+=a 生成 
的 二 阶 泰勒 多 项 式 称 为 /在 x=a 的 二 次 进 近 ， 在 可 
是 33 ~38 中 ，{al} 求 了 的 线性 化 { 一 阶 泰勒 多 项 
式 )， (bj) 求 /在 *=0 的 一 次 通 近 . 


33. Fx) =jn {eos x). fx) =e 
35, A x) =l/ vl- 和 xr} = cosh x. 
FT, AACx) = sin x. 38. f(x} = tan 并 


在 上 一 节 ， 我 们 提出 在 什么 情况 下 可 以 预期 泰 勤 级 数 收 人 黎 于 生成 函数 的 问题 .本 节 用 下 述 


定理 回答 这 个 问题 


a 
+ (0) (6-0) 


定理 22 [泰勒 定理 ) 若 泪 数 f 及 其 前 n 阶 导数 人 . 让，…, f/f" 在 a 和 上 之 间 的 闭 区 间 上 
连续 ， 且 "在 a 和 5 之 间 的 开 区 间 上 可 微 ， 则 在 ea, 4 之 局 在 在 这 样 一 个 数 c<， 使 


HB =fla) + f(a) (sa) + (5 
”十 产 Ce (6 a) 


‘n+1)1 


泰勒 定理 是 中 值 定 理 的 推广 ( 习题 39)， 在 本 节 最 后 给 出 泰勒 定理 的 证 明 . 
我 们 应 用 泰勒 定理 时 ， 通 常 需要 让 图 定 ， 并 且 把 ”作为 良 变 重 . 在 这 样 的 情 珊 下， 如 果 把 


b 摘 成 x， 草 容 易 使 用 泰勒 公式 . 
下 面 是 定理 在 作 这 种 变换 后 的 变形 , 
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素 勒 公 这” 若 函 数 /在 包含 a 的 一 个 开 区 问 1 上 存在 各 阶 导 数 ， 则 对 于 每 个 正 整数 以 及 | 
了 中 的 每 个 * 值 ， 
Atz) =Ha) + (ar a) tie (x a) + 


+ (xa) + Ra) C1) 

其 中 
R(x) = A or ao (2) 
trn+1)! | 


“是 ea 和 之 间 的 一 个 数 . 


当 我 们 用 这 种 方式 陈述 定理 时 ， 表 明 对 计 每 个 *ef， 有 
Ax) = P(x) + R(x) 
隧 数 R(x) 由 tn+1) 阶 导数 7"“" 在 菜 个 点 < 的 值 确定 ，c 依赖 于 上 和 x 并且 介 于 它们 之 间 ， 对 于 任 
何 所 需 的 =” 值 ， 这 个 会 式 同 时 给 出 /的 哺 阶 多 项 式 通 近 以 及 使 用 区 间 了 上 这 个 有 逼 近 时 的 误差 公式 . 
公式 (1 称 为 京 勒 公式 ， 前 数 R(x) 称 为 在 区 间 1 上 用 P.(x) 通 近 / 的: 阶 宗 式 或 者 误 末 项 如 提 
对 于 所 有 x el， 当 n 一 wm 时 所 (x) 一 ， 就 说 由 /在 x =a 生成 的 泰勒 级 数 在 1 上 收 弟 于 Ff， 并且 写 成 


Jlx) = 一 (ro 


通常 可 以 估计 只 而 无 需 知 道 e 的 值 ， 如 下 面 例子 的 说 明 . 

例 1 证 明 ; 由 所 x) =e 在 *=0 生 成 的 泰勒 级 数 对 于 每 个 实数 值 x 收敛 于 乓 z). 

解 ” 丙 数 / 在 整个 区 间 ( -ww ，m ) 上 存在 各 阶 导 数 。 在 公式 (1) 和 (2) 中 用 f(x) =e 和 = 
0， 给 出 


2 


co + t+) (由 8.8 节 例 2 的 多 项 式 ，) 
以 及 对 于 站 和 * 之 间 的 其 个 数 =， 


人 下 
Rx) = DT 171* 


由 于 e 是 x 的 增 商 数 ，e’ 位 于 e =1 和 ee’ 之 同 ， 当 zx 为 负数 时 ，e 也 是 负数 ,并且 e <1， 当 x 为 
0 时 ，e =1， 并 且 瑟 (x) =0， 当 * 为 正 数 时 ，c 也 是 正 数 ， 并 且 ee <e'"， 因 此 ， 对 于 上 面 给 出 的 
如 《xz ， 有 


1 _ 
(RA ls TT tO (e <1) 
和 
ad 
| Rx) 1< er x>0 {te < 名] 


最 后 ， 由 于 对 于 每 个 * 值 ， 

, x 

lm i = 蜂 {Rh. 1 节 ) 
故 lim 8,(z) =0， 面 级 数 对 于 每 个 z 值 收 化 于 e， 央 此 ， 


旺 
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利用 例 1 的 结业 和 x =1 可 以 写成 公式 
1 1 
Pa=1+] + + +) 


1 
(ai 


RY = (e <e) 
5 是 0 与] 之 问 的 某 个 数 
8. 9. 1 余 式 估计 
像 在 全 1 所 短 的 那样 ， 经 常 可 能 估计 郧 (xz)， 居 计 广 法 很 简便 ， 我 们 把 亡 陈 述 为 下 面 的 定理 
备 以 后 引用 . 


定理 23 { 余 式 估 计 定理 ] 若 存 在 这 样 一 个 正常 数 村 ， 使 得 对 于 x 各 a 之 间 并 旦 包含 * 和 
a 在 肉 的 所 有 上 满足 17” (1 和 时 ， 则 泰勒 定理 中 的 余 式 局 ”满足 不 等 式 


lx-al” 


(n+1)! ' 
车 这 个 条 件 对 于 短 个 成 立 ， 并 是 /满足 泰勒 定 理 中 的 其 他 条 件 ， 则 级 数 收银 于 (x). 


1 玉生 向 


下 叫 是 应 用 定理 23 的 例子 . 

例 2 证 明 sinx 在 x=0 的 秦 勒 级 数 对 于 所 有 x 值 收敛 

解 ”函数 及 其 导数 为 
Hx) = sin x, Fx) = eos 
FX) = — sin x, Fx} =— cosx 


Fx) = CY sing, FY (x) = (-1)'cosx 


所 以 
FI0) = 0, fu ) = 1) 

级 数 仅 有 奇数 守 项 ， 对 于 =2#+1， 泰 勒 定理 给 出 

_ 本 x! (-1 yr! 

sinx t+ 
sin x 的 各 阶 学 数 的 绝对 值 小 于 或 者 等 于 1， 所 以 可 以 应 用 取 前 =1 的 余 式 估计 定理 ,得 到 

EA 
Rr) i<1. {2F + 2)1 


由 于 当时 ( x123702k42)1) 一 0， 无 论 x 是 什么 值 ，R,., (x) 一 0， 并 且 sin x 的 麦克 劳 
林 级 数 对 于 每 个 zx 值 收效 于 sin * 井 此 ， 


人 Door 
Sin* = 2 CET < 3 5 人 


国 
例 3 证 明 ， cosx 在 xz=0 的 泰勒 级 数 对 于 每 个 x 值 收 就 于 cos x. 
解 ” 把 余 式 加 进 cos rz 的 奉 勒 多 项 式 (3 8 节 例 3)， 得 到 cos x 又 上 =25 的 泰勒 公式 : 


十 Rtx) 


各 x x 
eosr =1-aT ta 1 


21 (2k)!1 
因为 余弦 函数 的 各 阶 导数 的 绝对 值 小 于 或 者 等 于 1， 取 履 =1 的 余 式 估计 定理 给 出 
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lx 
IR Cx EL: pe iy1 
对 十 每 个 x 第 ， 当 2w 时 R(x) 一 0， 因此 ， 级 数 对 十 每 个 x 值 收 敏 于 cos z， 二 是 ， 
CC x 
“r= Er = 和 【S) 
| 
在 cos x 的 泰勒 级 数 中 用 2zx 代 搞 *， 叮 以 炒 eos 2+ 的 泰勒 级 数 ; 
x 2x) 【2z)4 【2x)8 
Cn 入 区 二 让 a =1- -37 + 4 一 6 +… 《【 式 (5) 用 2x 代 换 *) 


_ Pix Dat , }: 2 
二 
例 4 什么 x 值 能 够 在 用 *- (x /31) 代替 sin z 时 使 误差 值 不 大 于 3 x10- 


解 ” 这 里 可 以 利用 sin x 的 泰勒 级 数 昆 对 所 有 目 零 * 值 的 交错 级 数 这 样 -个 事实 ， 根 据 交 错 
级 数 估 计 定 理 (8.6 节 ) ， 线 数 


在 tr 731) 之 后 的 截断 谋 差 不 大 于 


因此， 如 玉 


Ixl 


训 《3x10" 或 lzls 7360 x 训 了 ~ 0.514 《〈 为 稳妥 作 了 舍弃) 
候 莽 将 小 于 或 者 等 于 3x10 

区 异 级 数 估 计 定 理 能 够 提供 余 式 估计 定理 所 不 能 提供 的 某 些 上 种 实 : 那 就 是 sin x 的 估计 * - 
{x A31) 当 x 是 于 数 时 为 不 足 的 估计 ， 肉 为 这 时 x7120 是 正 数 . 

图 8. 15 显示 sin x 的 图 形 以 及 它 的 一 些 素 勒 多 项 式 带 近 的 图 形 ， 当 0<xs1l 时 , P(x} =x- 
(x*A31) 的 图 形 同 正 续 曲 线 几 乎 是 没有 区 别 的 . 于 


Pe 


(= 1)*x’ 
疼 8.15 多 项 式 Pj,(z) = J 当 x 一 w 时 收 傅 于 sin zi 注意 ， 
对 于 x 志 1，P(x) 非常 紧密 地 表 近 正弦 曲线 { 例 4) 


8.9.2 应 用 泰勒 级 数 
对 于 泰勒 级 数 ， 在 它们 的 收 伊 区 间 的 交集 上 ， 可 以 相 如 和 相 减 以 及 用 常数 相 冬 ,市 其 结果 仍 
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然 是 泰勒 级 数 ， 产 xz) + g(x}) 的 泰勒 级 数 是 所 x) 和 g(x) 的 长 勒 级 数 之 和 和 ， 因 为 f+g 的 二 阶 导 数 是 
A++， 等 等 因此， 对 cos 2x 的 泰 朝 级 数 加 1 峙 除 以 2， 就 得 到 (1 + cos 2x)72 的 泰勒 级 数 ， 
而 sin x + coa x 的 泰勒 级 数 是 sin x 和 cos x 的 泰勒 级 数 逐 项 的 和 . 


泰 盘 级 数 可 以 用 于 以 级 数 形式 表 冰 非 初等 积分 ， 例 如 ， 像 有 sin x*dx 这 样 的 积分 出 现在 交往 
射 的 研究 中 ， 但 十 ， 不 存在 表 东 sin 只 的 反 导 数 的 简单 公式 - 

例 5 把 [sin xdx 甫 灰 成 震级 数 

和 解 ” 从 sin x 的 级 数 得 到 


大 I I I 


T3175 Ir 9 


- 2 了 
31n 和 XY 三 


因此 ， 


3 7 
， 2 本 2 和 和 一 
J sin wdx = C+ T3151 15 71+19 91 


例 5 估计 | sin xzadx ,要 求 误差 小 于 0.001. 
和 解 ” 从 例 5 中 的 不 定 积 分 ， ” 
fsia x dx = l 一 1 十 1 1 + 1 一 
‘ 3 T7731 IT 15-71 19 .91 
这 是 交 错 级 数 ， 而 由 实验 求 出 


Ts; ~ 0. 000 76 
是 级 数 中 数值 小 于 0.001 的 第 1 项 ， 级 数 前 面 两 项 的 和 给 出 
[sin 2a ~ 了 村 -五 =0 310 二 


有 时， 我 们 能 够 通过 把 有 关 函 数 表示 成 泰勒 级 数 求 不 定式 的 值 。 请 看 下 面 移 例子. 
例 7 求 极限 


sin x — an x 


to 于 和 
的 值 ， 
解 sinxr 和 tanx 取 到 x’ 项 的 泰勒 级 数 分 别 是 
+ 
sinx =x- 31+ ， tanx ort 15 
因此 ， 
3 5 : 
; 2 
sinxX— tanx ss 3 8 -| 2 8 】 
所 以 
.sinx—-tanx i. 1 x _ 
lp lim(- 2 国 


8.9.3 欧 拉 恒 等 式 
读者 可 以 回忆 一 下 ， 复 数 是 形式 为 a + 及 的 数 ， 其 中 a 和 86 是 实数 ，i= vw -1， 如 果 在 e 的 
泰勒 级 数 中 代入 x* = 这 (8 是 实数 )， 并 且 利 用 关系 式 


-2 -于 .2 - 4 -4 2 
i =-1, i =ii=-i, (=i =1, i =1il=1 
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等 简化 结果 ， 得 到 
间 i io eo 


地 


1+ir+tar + ar + sr 6 
_ oe 凡 术 ， 由 好 四 ， ， 
2 + 和 ii 


这 并 不 是 对 e”= cos 9 +i sin 8 的 证 明 ， 因 为 我 们 尚未 对 e 白 乘 一 个 舌 数 宕 的 含义 给 出 定 文 . 
相反 ， 这 只 是 说 明 如 何 定义 所 使 其 同 已 知 的 其 他 事实 相符 - 


| 定 光 ”对 十 任何 实数 8,，e" = cos +i sin 刀 . (5) 


等 式 (5) 称 为 欧 拉 恒 适 式 ， 对 十 任何 复数 a + 训 ， 它 使 我 们 能 把 ex"* 定 多 为 e 。er， 这 个 恒 
等 式 的 个 推论 是 公式 
当 把 此 式 写成 em”+1=0 的 形式 时 ， 这 个 公式 就 将 数学 中 最 重要 的 5 个 常数 0，1，e,，# 和 ;结合 
在 一 起 . 
8.9.4 率 勒 定理 的 证 阴 

我 们 证 明 候 定 a <$ 的 素 勒 定理 ， 当 a >5 时， 定理 的 证 明 几 乎 是 相同 的 . 

泰勒 省 项 式 


Pls) = fa) rf ora) tt ea re th tea 


及 其 前 面 " 阶 当 数 ， 在 * =e 同 两 数 / 及 其 前 面 ” 阶 导数 一 致 ， 如 果 在 泰勒 多 项 式 和 函数 中 增加 
形式 为 K(x -a) “(其 中 大 居 任意 常数 ) 的 另外 一 项 ， 并 不 妨 坦 这 种 一 至 性 ， 因 为 这 样 -- 项 及 其 
前 面 4 阶 导数 在 x*=a 全 部 等 于 零 ， 新 函数 
$b.(2) = PL) + K(x a" 
及 其 前 面 # 阶 导数 ， 在 *=o 仍然 同 函 数 了 及 其 前 面 n 阶 导数 一 致 
此 刻 我 们 选取 特殊 的 K 值 ， 使 曲线 y = 由 (z) 在 *=5 癌 穆 来 曲线 7 = 所 z)-… 致 用 符号 表示 ， 
fb) = pAb) + Kb -a 或 天 -全 ti (7) 


(二 一 ao 
绕 由 式 (7) 定 义 的 玉 ， 函 数 


Fix) = fx) 一 由 (zy 
基 对 原来 函数 了 问 到 近 函数 中, 在 [a,b] 内 每 个 x 的 差 的 度量 . 
现在 利用 罗 尔 定理 (4.2 节 )， 首 先 ， 由 于 F(a) = F(B) =0 以 及 FF 和牛 都 是 区 间 [a,8] 上 的 
连续 耻 数 ， 可 知 对 于 (a .5}) 中 的 某 个 c， 有 


Fo) =0 
其 次 ,由 于 严 (a) = 中 Ce =0 以 及 所 和 扬 都 在 [a,e,] 上 连续 可知 对 于 (a,e,) 中 的 某 个 c,， 有 
Fo) =0 


对 产 ，F*，…， 严 "相继 应 用 罗 尔 定理 ， 推 知 
在 (a,c,) 中 存在 ec, 使 (tc,) =0 
在 ta,e) 中 存在 c, 使 F*(c,) =0 


在 (ac ) 中 存在 c, ,使 F"*'(e.) =0 


494 第 8 章 


最 后 ， 因 为 疡 "在 [ac 上 连续 疼 几 在 faes 上 可 微 ， 以 及 所 (a) = 下 re =0， 秆 尔 定理 暗 
下 在 (er 中 在 在 一 个 数 m.，， 使 


Pr) =0 {8B} 
如 果 对 Fa) = -天 (xz) -上 x-4)" 共 微 分 训 +1 次 ， 得 到 
DO (191 
等 式 (87 和 191 技 同 给 出 
= 万。 (Cr = 是 (ab) 内 的 某 个 弟 数 ) (10) 
等 式 (7) 和 (8) 绽 出 
2p A ey) 
Ab) = PC) + (nr1)1 (yy-a) 
定理 证 毕 . [ 
习题 8. 9 
在 是 ! -6 中 ， 利 由 代 换 ( 像 在 例 4 时 样 } 洲 应 用 交错 织 数 估计 定理 ， 傅 计 用 + +{r/2) 
耳 数 在 x = 人 0 的 泰勒 级 数 . 代替 二 泊 -0.1<xz<0 时 5| 起 的 误 莽 .把 你 的 
le™. 2 估计 同 在 习题 23 中 得 到 的 结果 比较 . 
35 ai 一 %)， 4. ain (3 在 寺 题 臣 ~28 中 ,或 Fix) 在 整个 给 定 区 加 上 
i 2 4 混 益 数值 小 上 10 的 逼近 多 项 式 . 
Sron ww/ 芳 十 ] 6. co Cr ). ， 1 _ 
在 习 题 7 -18 中 ， 求 丽 数 在 > -0 的 素 划 级 数 。 2 人 由 [0 
Tx 二 .ain x ， 26. Ftx) = f ies, -0.1-， 
9. Ean x. 10. st -x+ " 
2 a 27. F(x) = 六 ad (ai[0, 0.5]; (b) .0.1 
lx eos Tt, 12. x'ena (xr). 0 
13, contx( 提示 ，rossz = (1 +cos 2x)/2). 28, F(x) = Da (a) 0, 0.51: {b) 0.1.. 
14 sm 15， 和 在 习题 29 -34 中 ， 利 用 级 数 求 权限 值 . 
- “一 (1+Y er-e 
16.x jn (1 +2x). 17. 29. lim +. 30. 站 一 
ig 2 31. jm 上 =eos EC) 32, jim Mn 9 -0+(0/0) 
(1 一 区 3 1 r Ee # 
19， 当 用 = =- fa 后 ) 找 替 smx 时 ， 什么 x* 值 能 名 使 33, lim 1 7 34. lim 一 sn 
逼近 误差 的 数值 不 太 于 5 x10-*? 提出 答案 的 一 0) 
理由 . 5. 施 关 各 ainz 的 志 克 劳 林 组 数 相 和 狗 ， 求 Psin x 
20. 如果 用 1 一 {x*A6) 和 代替 cos Y+， 并 且 1xz1 < 人 .5， 的 麦克 劳 林 级 数 的 前 面 5 个 非 零 项 , 
对 误差 能 够 作出 什么 估计 ? 1 - {x 人 2) 偏 于 过 大 36 用 rm 和 eos = 的 玫 克 劳 林 级 数 相 乘 ， 求 “cos x 
还 基 过 小 * 提出 答案 的 理由 . 的 麦克 劳 林 级 数 的 前 面 5 个 非 零 项 - 
21,， 通 近 sin x =x 当 1x| <10 时 的 紧密 程度 如 何 ? 37. 利用 恒等式 sin'x = (1 -cos 2x)/2 求 sinix 的 表 克 
这 些 x 值 中 的 什么 值 柄 x < sin x? 劳 林 级 数 ， 然 后 对 这 个 级 数 微 分 ， 求 2 gin x ros x 
22. 当 * 很 小 时 用 YT+x -1+(sx/2) 作 为 VT+x 的 的 麦克 劳 林 级 数 、 验 证 这 是 sin 2x 的 级 数 . 
估计 起 ， 格 计 当 1z| <0.01 时 的 误差 . 38. { 寺 习 是 37) 利 开 恒等式 easy = cos 2x + sin*x 慌 
23. 当 x 很 小 时 用 e* =1+x+ {x 人 2) 作为 e' 的 估计 cos'* 的 矫 级 数 . 
式 ， 应 用 余 式 估计 定理 居 计 当 1x1 <Q.1 时 的 39， 奉 勘 定理 与 中 全 定理 解 大 中 值 定理 为 什么 是 
误 善 . 泰勒 定理 的 特例 . 


24. 【 续 习 是 23) 当 xz<0 时 ,，e 的 级 数 是 交错 级 数 . 和 , 在 拐点 的 线性 化 ”证明 ; 若 二 次 可 微 琴 数 .六 zx) 


无 委 序 列 与 无 穷 级 妆 
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全 


引 


了 3 


45. 


1. 


2. 


nh 


的 图 形 在 x=a 有 一 个 撞 点 ， 则 了 在 x =a 的 线性 
化 也 是 /在 x=a 的 -二 次 着 近 ， 这 说 明 为 什么 切 
线 在 拐点 外 同 曲 线 氢 合 非常 好 . 


(第 二 种 ) 二 阶 导数 检验 法 ” 刊 用 公式 
fxr) = fay 4 Pa 人 a) + (x): 
建立 下 述 和 检验 法 : 

令 f 存 在 连续 的 -… 阶 绪 数 和 一 阶 导 数 ， 并 


二 假定 (2) =9， 硅 么 

19) 车 在 内 部 包含 4 的 -- 个 区 间 上 0， 则 了 
在 4 有 局 部 极 大 从 . 

[9} 共 在 内 部 包含 a 的 一 个 区 各 上 "0， 
在 具有 卢 部 棋 小 值 . 

三 次 通 近 ”利用 泰勒 公式 以 及 =0 和 普 =3， 

泌 放 x) =1Zz01-z 在 *=0 的 标准 二 次 通 近 ， 当 

ix| 过 人 ] 时 对 六 遂 近 的 涡 莫 数值 给 市 个 

上 内. 

[a} 利用 泰勒 公 左 取 n=2, 上 fx) = (| + 
在 x= 人 的 .次 跟 近 {不 为 常数) 

(b) 如 果 丰 =3， 区 间 [0,1 3 中 的 什么 x 值 将 使 一 
次 巡 近 中 的 误差 数值 小 于 17100” 


Wf 


.改进 对 7m 的 通 近 


{a) 邻 请 是 对 准确 到 “位 小 数 的 逼近 ， 证 明 
P+sin P 给 出 准确 到 3n 位 小 数 的 通 近 . 
【提示 : 邻 P=T+x.】} 

【bj) 用 计算 器 试验 这 个 改进 . 


由 fx) = Dar 生成 的 泰勒 级 数 是 os 


出 收 伊 半径 为 c > 0 的 富 级 数 定义 的 卫 数 ,在 
(一 c, el 的 每 个 点 存在 收 雍 于 这 个 两 数 的 泰勒 


级 数 , 通过 还 明生 f(x】 = Do 生成 的 泰勒 级 


数 是 级 数 罗 6x" 本 身 来 证 明 这 -点 
这 个 结果 的 一 个 直 搂 推论 是 ， 像 


ain 和 十 x 
x = 二 
下 51 


一 3 十 


_ 
71 


te r++ 二 + 3 二 


亲 
这 样 由 z 的 黎 且 案 革 级 数 得 到 的 级 孝 以 及 通 
过 对 收 做 的 若 级 数 积分 和 微分 得 到 的 级 数 ， 是 
由 它们 代表 的 函数 产生 的 泰勒 级 数 本 身 . 


. 人 惕 渗 数 和 奇 函 数 的 束 勒 级 数 ( 续 8.7 节 习 焉 45) 


假定 Fix) = Dr 对 于 开 区 间 ( -ee 上 上 的 所 


47. 


49. 


Sst. 


.证 


.利用 公式 {6)， 


通过 = 和 sin * 的 泰勒 级 数 柑 科 ， 


有 zz 收 化 ， 证明: 

(a8) 太太 寺 偶 随 数 ， 则 a = = = 了 0， 
化 x=0 的 泰勒 级 数 仅 念 x 的 全 次 和 权 项 . 

[bj 共 广 丰 奇 陋 数 ， 划 an = = = 下 
在 t= 站 的 泰勒 级 数 仪 含 + 的 奇 次 畦 项 . 

周期 函数 的 泰勒 多 项 式 

faj 通过 证 明 存 在 这 样 一 个 正常 数 时 ， 健 得 对 
所 有 有 1 站 #1 过 李 ， 证明 每 个 连续 的 
向 峙 商 数 产 让 1 - < 的 值 是 有 有 
界 的 . 

【bj 证明， 刑 痕 zy = eos x 生成 的 每 个 具有 下 次 

数 的 泰 盎 多 项 式 的 图 形 ， 当 1x1 增加 时 最 

终 必 和 定 远 离 cas x 的 图 形 ， 吕 图 8. 13 中 加 以 

大 出 这 一 点 ，sin * 的 泰勒 名 项 式 有 相似 的 

特性 ( 刀 图 8. 15). 

:起 呵 出 曲线 =(153) - (x) 和 = 
(z -tan A 以 及 直线 7 =1x3 的 几 形 . 
(Bi 利用 泰勒 级 数 解释 从 锣 形 中 见 到 的 结果 ， 
极限 


Ur 


TE 


th 


13} 


lian < nx 

i x 

的 值 是 什么 ? 
利用 公式 (6) 把 上 下列 
(ale ™; 
(bye™™”, 
(ee 


的 幕 写成 和 + 右 的 形式 ， 


证 明 


-中 
a “+e 
cou 和 二 一 


ev -四 
一 


和 sin# = 37 


通过 组 合 所 和 < “的 泰勒 级 数 ， 证 实习 题 50 中 
的 公式 . 

明 : 

[al ensh i6 = econ 8; {bysinh i =i1 sin# 

于 e'sinx 的 
的 项 ， 这 个 级 数 是 


i 
一 所 机 


泰勒 级 数 直 到 x 
ee 


的 级 数 的 虚 部 。 利 嵌 这 个 事实 榨 验 你 的 答案 . 
e'sin * 的 级 数 对 于 什么 x 值 收效 ? 


， 当 a 和 8 是 实数 时 ， 我们 用 公式 


rl hr 
EU ee = e”(coo br+isinbr) 


定 庆 e477， 对 公式 右 端 党 分 ， 证明 


如 es ys 
re = (te + 让) 


因 比 熟悉 的 法 则 (drdx)e” = ke 对 于 复数 上 和 
实数 上 者 成立. 


arB-r 
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55， 利 用 e* 的 定义 证 明 ， 对 于 任何 实数 8, 负 和 名， 有 
taj ee® =erm ms) (bye * =1/e*. 

56， 两 个 第 数 z+ 站 和 和 c+ 谤 当 且 侈 当 &=e 和 b= 
时 相等 利用 这 唐 实 ， 从 


-ib 上 ， 
[ea = 了 eis 
人 十 让 


求 
eeos bx dx 和 [ ev sin br dr 


其 中 C=C +iC: 是 复数 积分 常数 . 
计算 机 探 帘 
泰勒 公式 跟 上 =1 和 a=0 给 出 个 苑 数 在 x =0 
的 线性 化 ， 取 ma =2 和 n=3， 得 到 标准 的 二 次 通 近 
和 三 次 通 近 ， 在 这 部 分 当 题 中 ， 考 察 间 这 3 种 通 近 
有 关 的 误差. 寻求 下 面 隐 个 问题 的 答案 . 
1a) 用 每 种 各 近代 普 函数 时 ， 什 么 * 情 能 够 使 
误 辩 小 于 10 一? 
1b} 用 每 种 带 近 在 指定 区 间 上 通 近 函数 ， 和 预计 
最 大 误差 有 多大 ? 
在 习 里 ~- 克 中 ,用 一 种 CAS{ 计算 机 代数 系 
统 } 对 于 了 晴 数 和 区 间 执 行 下 列 寻 理 步 台 ， 辅 助 和 解答 
(a) 和 (上 ) 中 的 问题 ， 
第 ] 步 : 在 指 定 区 间 上 然 制 函 数 图 形 . 


8, 10 ”二 项 式 级 数 


第 8 章 


第 2 沙 ; 求 在 *=0 的 泰勒 多 项 式 P(x)， 
Ptx) 和 P(x). 

第 3 步 ; 对 于 每 个 素 勒 宪 项 式 计 算 同 余 式 相关 的 
(4+]) 阶 导数 户 …(e)， 画 出 这 个 全 数 在 指定 区 问 上 作 
为 r 的 函数 的 图 形 ， 并 且 居 计 它 的 最大 过 对 值 村 

第 4 步 ， 计算 每 个 多 项 式 的 休 式 丸 ,(z)， 用 第 
3 步 估 计 的 昌 伐 韦 挛 …(c) ， 町 出 只 (Cs) 在 和 指定 区 间 
上 的 图 形 ， 灼 后 居 计 回答 问题 (a) 中 的 上 值 . 

革 5 步 ;通过 疝 出 后 (xz) = 1fx) -有 1x] 1 在 
指定 区 间 上 的 图 形 ， 对 估计 上 出 的 误 关 和 实际 误 甘 
(x) 作 比 较 这 将 有 助 于 同 答 问题 (b). 

第 5 步 ; 一 起 画 出 函数 及 其 3 个 泰勒 多 项 式 通 
近 的 疼 形 ， 讨论 同 在 第 4 步 和 第 了 步 中 奢 得 信息 有 有 
关 的 图 形 . 


] 3 
57. = 一，|x*1 反 一 . 
有 


58. f(z) = (1 +x) 7, -于 <xs2 


下 


59. f(x) = i 1! 2 


和 二 
全 .六 xz) = (coos x} (sin 24), lxl £2. 
.Ax) =e cos 2x, xl 反 ]. 
62. 14) =e’ gin 2x, |xl 2. 


这 一 节 介 绍 用 于 估计 一 项 式 (1 + *)” 的 筹 和 根 的 一 项 式 级 数 ” 本 节 最 后 给 出 常用 级 数 参 


照 表 - 


8. 10. 1 加 和 根 的 二 项 式 级 数 


当 m 是 常数 时 ， 由 fx) = (1 +x)" 生成 的 泰勒 级 数 为 


mm—1} Cm 一 2) 2 


1 + mx 十 21 


31 
mm m2) mt (1) 


下 


这 个 级 数 称 为 二 项 式 级 数 ， 对 于 1*1 <1 绝对 收 伊 ， 为 了 导出 这 个 级 数 ， 首 先烈 出 是 数 及 其 各 阶 


导数 : 
flry= (1 +x)" 
Fix) = ml +x)™" 


Fx) = mim 1){l +r)": 
{xa)= mm -1}(m -2)(1 + x 


f(x) = mm- (m2) (mk+1) (tl + 区) 
然后 计算 它们 在 x =0 的 值 ， 并 且 民 人 泰勒 级 数 公式 ,就 得 到 级 数 (1). 
如 果 普 是 大 于 或 者 等 于 零 的 整数 ， 级 数 在 {m +1) 项 后 终止 ， 因 为 从 上 = 严 +1 项 起 的 系数 


为 零 ， 
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如 果 普 不 是 正 整 数 或 者 替 ， 绷 数 是 无 穷 级 数 ， 并 用 对 二 1x1 <1 收 伍 ， 为 了 阴户 这 -- 乒 ， 念 
& 是 包含 x* 的 项 于 星 利 用 绝对 收 人 误 的 比率 检验 法 ， 看 出 当 上 大 am 时 


bi “四 9 一 天 


0 i | 二 [ 

对 于 “项 式 级 数 的 排 当 ， 仅 在 说 明 项 式 缀 数 是 申 了 x) = {1+x)" 生成 的 ， 并 睹 对 于 1x1 <1 

收 襄 ， 推 疗 过 程 没有 证 明 级 数 收 仇 于 (1 +x)"， 不 过 ， 一 项 式 级 数 的 确 收 敲 士 (1 +x)"， 们 晤 我 
们 路 去 证 明 ( 见 与 题 20. ) 


+ | 


二 项 式 级 数 
对 于 -1<xz<l， 


其 中 我 们 定义 


以 及 


以 及 


利用 这 些 系 数值 并 且 用 -zx 代 换 *+， 一 项 式 级 数 公 式 纵 出 我 们 熟悉 的 等 比 级 数 
(1 +x) =] + 了 (De = -r+ 国 
例 2 从 3.10 节 例 1 知道 ， 对 于 很 小 的 1r1，v1+x=T+fx2)， 取 由 =122， 二 硕 式 级 数 
给 出 二 阶 副 近 和 高 阶 副 近 ， 并 有 旦 具有 由 交错 级 数 合计 定理 产生 的 误差 居 计 : 


4 


和 x x 十 
2 21 31 41 


2 3 4 
4+ 和- Dx 4 
2 9 lI6 128 


代 搞 * 将 给 出 其 他 琐 近 . 例如， 用 -x 代 换 +， 对 于 很 小 的 1x*1， 有 


-1 


用 -二 代 换 x*， 对 于 很 小 的 | 二 | ， 即 很 天 的 1z1 ， 有 


498 . 式 8 重 


1 i 1 
1 一 六 i 加 
8. 10.2 常用 级 数 
常用 束 勒 级 堵 
Tt lxl<l! 
一 到 mn 
+ Ixl<] 
下 ne 
2 n be 站 
二 上 和 [EE] 六 a 
ltatar tr +a = 2 a ixl<% 
i 本 = (一 1 [rxl< 上 
MA 3 51 (2n + 1)! nr)! 7” 
tor Ixl< ww 
2!1 4! (2n}! 2 
2 3 m bd mm- 和 nm 
ln (1 +x) = + = yD < 二， .<x<] 
各 < nt 
1 + ,| x x rl "rl 
二 二 一 一 a 二 A | 1 
In 2 tanh x 2(x + 本 + 三 + +2 + ) 2 之 ii xl<l 
x ri x mn 《 1) "x™"! 
tan x = 可 + 可 一 + -1) nil = 之 yr Ex1s 1 
二 项 式 级 数 
— x -1 —2)x 一 1 由 一 2) 由 -k+l)x 
【1 +x) = 1 + + 入 mm 了 Em 人 和 
的 这 Ixl<1 
点 = 上 


其 中 


(™)=", (站 = 于 名， 的 II (3) 


"1 2 2! x 1 
注 : 为 了 写 出 二 项 式 级 数 的 紧 北 形式， 习惯 上 把 {定义 为 1 并 且 取 坟 =1( 即 使 通常 不 包 
合 x =0 的 情形 ) ， 由 此 产生 
(1 +x)" = EY) 


如 果 m 是 正 整 数 ， 级 数 在 x" 项 终结 ， 并 且 级 数 的 和 对 于 所 有 * 收 钱 . 
习题 8. 10 
在 题 1 ~10 中 ， 求 卫 数 的 二 项 式 级 数 的 前 而 9 (1 1” ‘0 (1 2)" 
4 项 . x 于 
1 01 + zx) 2 (1 +r)!. 在 习题 11 ~14 中 ， 求 画 数 的 二 项 式 级 救 . 
3.f1 -az 7. (12x) 11l. (1 + 2. (C1 +x ). 
s. (1+* 却 ) ， 6. {1-2) 13,. (1 - 2x). 14. {1 至 }. 


Ft B.C1 +r) 13. 15. (aj 利用 二 项 式 级 数 ， 以 及 
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4 sinlx = (1] 2) 


这 个 事实 ， 生 成 画 数 sin'x 的 秦 勒 级 数 的 
前 击 4 个 伴 常 项， 这 个 级 数 的 收 薇 半 往 昆 
密 大 ? 
{bj cos "x 的 狠 数 ”利用 (a) 中 的 结果 ， 求 函数 
cos < 的 泰勒 级 数 的 前 面 5 个 非 零 项 
16. [a}sinh "x 的 般 数 ” 炒 捕 数 
sinh -xz = 一 
“I+ 
的 泰勒 级 数 的 前 面 4 个 非 堆 项 . 
四 (hj) 利 用 从 (a) 中 所 得 级 数 的 前 面 3 项 估计 
sinh 史 . 25， 绽 出 估计 误 蔷 数值 的 一 个 上 界 . 
地 .从 一 1ACL+2) 的 二 项 式 级 数 求 LAO +x)? 的 寨 
勒 级 数 . 


第 8 章 亏 习 指导 问题 


:什么 是 无 穷 序 列 ? 无 穷 序 列 收效 和 发 散 的 含义 

是 什么 ? 举 几 一些 例子 

什么 是 糙 减 序列 ? 非 碱 序列 在 什么 条 件 卞 具有 

极限 ? 举 出 一些 例子 . 

3 什么 定理 可 以 用 于 计算 六 列 的 寝 限 ” 举 出 -- 些 
例子 ， 

4 什么 定理 有 时 可 以 让 我 们 用 瘤 必 达 法 则 计算 序 
到 的 楼 限 ?” 举 一个 例子 . 

5. 在 处 理 序列 和 级 数 时 很 可 能 出 现 哪 6 个 序列 的 

极限 ? 

' 什么 是 无 穷 级 数 ? 无 穷 级 数 收 敏和 发 散 的 含义 

是 什么 ? 举 出 - - 些 例子 

7 什么 是 等 比 组 数 ? 等 比 组 数 何 时 收效 和 发 若 ? 

等 比 级 数 收 化 时 的 和 是 什么 ? 举 出 一 些 出 子 . 

除开 等 比 级 数 ， 你 知道 什么 其 他 收 笋 级 效 和 发 

散 级 数 ? 

. 什么 是 级 数 发 散 性 第 项 检验 法 ? 这 种 检验 法 

包含 的 思想 是 什么 ? 

10.。 关于 收 傅 级 数 的 逐 项 和 以 及 逐 项 差 可 以 得 出 什 
么 缚 论 ? 甘于 收 伍 级 数 和 发 戎 级 数 的 常数 伴 可 
以 得 出 什么 结论 ? 

11， 如果 对 收 化 级 数 和 发 散 级 数 添 加 有 限 项 ， 会 产 
生 什 么 结果 ? 如 果 从 收效 钥 数 和 发 藤 级 数 删除 
有 限 项 ， 会 产生 什么 结果 ? 

12. 如 何 改 变 级 数 的 下 标 ?” 为 什么 可 能 需要 这 
样 做 ? 

13, 非 负 项 无 穷 绥 数 在 什么 条 件 下 收 化 ,在 什么 条 


pk 


ho 


略 


18， 利 用 1701 x) 的 二 项 式 级 数 并 2z7(1 -+ )? 的 
备 级 数 . 

19. sin “的 级 数 对 (1 - 妇 ) -中 的 项 式 级 数 积 
分 ， 证 明 ， 对 于 1xzf<1， 


和 ] .35 
sin xx+ 2 24-06 和 (28 20+1 


入 利用 下 列 步 加 证 明 公 式 (1)， 


(a) 对 级 数 
fir) =1+ 的 x 


微分 ， 证 明 
f(x) = eA., -tlt<x<] 


1 十 
(bj} 定 文 g(x) =(1 +2) zy 证明 (xy = 中 
【ecj 由 {h) 证 明 
Fx) = 《1 + x)" 


件 下 发 散 ? 为 什么 要 研究 非 负 项 级 数 ? 

什么 是 积分 检验 法 ? 它 包 含 什么 的 论 。 举 册 它 

的 庶 儿 的 一 个 例子 . 

15. p 级 数 何 时 收 钙 和 发 艇 ? 你 是 怎样 知道 的 ” 举 
出 yp 级 数 收敛 和 发 散 的 一 些 例 子 . 

16. 什么 是 直接 比较 检验 法 和 极限 比较 检 验 法 ”这 两 
种 检验 法 包含 什么 推论 ” 举 出 它们 的 应 用 的 一 此 
例子 

17. 什么 是 比率 检验 法 和 根 检验 法 ? 这 丙种 检验 法 
通常 提供 判别 级 数 收 化 或 者 发 艇 所 需 的 信息 
W897 举 出 一 些 例 子 . 

18. 什么 是 交错 级 数 ? 什么 定理 可 以 用 于 判定 交错 
级 数 收敛 ? 

再 ， 在 用 交错 级 数 的 部 分 和 送 近 级 数 的 和 时 ， 你 可 
能 怎样 佑 计 涉 及 的 混 差 ”这 种 个 计 和 外 售 什 么 
推论 ? 

20. 逢 么 是 笔 对 收 贷 和 条 件 收 化 ?这 两 种 收 俩 有 何 
关系 ? 

21. 关于 钨 对 收 合 级 数 和 条 件 收 襄 级 数 的 项 重 排 ， 
你 知道 什么 ? 

2 升 么 是 短 级 数 ?” 如 何 检验 竺 级 数 的 收 敏 性 ， 可 
能 得 到 什么 结果 ? 

好 关于 {a} 军 级 数 的 过 项 微分 ，[b] 知 级 数 的 逐 项 
积分 ， 以 及 (ce) 和 级 数 的 乘法 ， 存 在 的 基本 事 
实 是 什么 y” 举 出 一 些 例 二 

24. 什么 是 由 溺 数 fx} 在 一 点 x =a 生成 的 泰勒 级 
数 ? 建立 泰勒 级 数 需 要 关于 了 的 什么 信息 * 举 


mm 


500 落 中 间 
-个 例子 . 29. 什么 是 二 项 式 级 数 ? 它 在 什么 区 间 于 收效 ”如 
25. 什么 是 几 克 芝 林 蜂 数 / 何 应 用 一 项 式 缓 数 ? 
26.、 凑 勒 级 数 总 是 收 葡 于 它 的 后 虐 画 数 鸣 ?” 作出 补 . 有 时 怎样 人 能够 用 敌 缓 数 估 计 莫 初等 宇 积 分 
和 解 群 . 的 值 ? 
27. 什么 是 泰 勤 多 项 起? 立 们 有 什么 用 处 ? BE MAL or), LA + Sinxr ex ln 1 + 二 )， 
28. 什么 是 泰勒 公式 ? 它 关 于 用 泰勒 多 项 式 角 近 冰 mitlysyzt1-s)7 和 tan-x 的 泰 盖 级 数 是 什 
数 包 含 的 误 点 说 明 什 系 ? 特别 是 ， 泰 勒 公 式 关 么 ? 在 用 这 些 缓 数 的 部 分 和 代替 级 数 时 怎样 估 
于 线性 化 和 次 表 近 中 的 浊 莽 说 明 什 么 计 和 包含 的 误差 ? 
第 8 章 实 习习 题 
在 习题 1 - 18 给 出 第 "项 的 序列 中 , 哪些 序 州 收 。 9 一 . 0. > 1 
伍 ， 哪 此 序列 发 散 ?” 求 每 个 收 训 序列 的 极限 ， 2 Im (at+l) nn 让 ny 
(~-1)" _1-*t-1)" nn ln 
1.a，= ! + 一 一. 2 = - 本 
” ”mn ” yn 31 = 32. py In {lnny 
3.0, =1 72. 4. 4 = 1 + (0.9)". 3 ) 1)" Da 
2 = na vn +1 站 + 
S. a, = sin eT. 看 4。 = Min nT. +1 《一 1 + 
2 好 6 > zr +n-l 
7.a, nm) Bn = ln Cr+ = 
n nn 37. 3S 8. 3 
.a 二 In 于 a ln 2r + 。 0 
四 ” 3.2 
11 = { ). 12.0.= (1+ 4 ) . i 
LL 0 > — 
13. 4, =,/ 14.a -( 三 ) 所 a = 
”YY " 在 习题 41 0 中 ，{a)] 求 级 数 的 收 化 半径 和 收 
15.a, =n(2'" 1), 16. 9, = Yin+1. 化 区 间 、， 钨 后 确定 邻 级 数 (b) 绝对 收 衣 和 (ec} 条 件 
17. = C+! 18. a. =- 收入 人 -aa 
在 习题 U 24 中 ， 求 级 数 的 和 i er 2 mi 
< ! "3x1 
区 Dn 4 : - 
a _2 、 
2 和 一 一 《十 1)(2x +1)， 
2 ni 4 六 (2n + 1)2° - 
- 刀 9 x" 
1. 名 Cn 1 an + 2) 45. 3 去 4 工 所 
-3 村 -1! _ el 
22. Dy 全 工 所 圭一 4 DD 
23. Fe 24. 了 (1 9. Tesch mr S50, Deo a) 


在 习题 25 - 40 中 ， 哪 些 级 数 绝对 收 误 ， 酵 些 


级 数 条 件 收 筑 ， 以 及 盟 些 级 数 发 向 ? 提出 答案 的 
理由 - 
ee" 1 -5 
25. 妆 亏 26. 7 
-1)" 1 
2 2 2 3 


在 习题 51 -站 中 ， 每 个 级 数 是 某 个 函数 f(x) 
在 - -个 特定 点 的 泰勒 级 数 在 * =0 的 值 ， 屠 县 什么 
函数 和 什么 点 ? 级 数 的 和 是 什么 ? 


1 "1 

1- 二 + 让- + -1) 了 + - 
2 4 .8 «1 2" 

52. 3 -Ial +( 一 上) -+ 


元 穷 泽 列 与 无 穷 级 雪 


? amv1 
T ,TT _,.. _ ya _ 填 
53,. 3 5 +(f 人) CT + 
2 4 3 
_T Ti _ nT 
.1531+ TD ny + 
55. 1 .. + + 


| 1 1 
5S6. 一 -~- 一 + 一 一 一 
i 9 458 

1 】 
-0 
Cn Oa 
在 习题 57~64 中 ， 炒 师 数 在 xz =0 的 泰勒 级 数 . 
1 1 


57. [Lax SR. | 
5, Bil Tx PO. sin 笠 
Gl cns Cx ). 62, ruav' Sx. 
63. em . 全 ,= “. 
在 习题 的 ~568 中， 求 由 靖 数 x) 在 +=a 生成 
的 泰勒 级 数 的 前 面 4 个 韭 零 项 . 


65.F(x) = v3+ 在 x*=-l. 


6. Fry=LAl -x) 在 x=2. 
G7.FAx) =1lAx+1) 在 x*x=3. 
68.f(x) =1Ax 在 x=a>0. 

在 对 题 的 ~72 中 ， 用 误差 数 全 小 于 10 “的 级 
数 逼 近 积 分 值 . (本 书 雪 题解 答 给 出 舍 人 到 10 位 小 
数 的 积分 值 , } 
69. fe 70. fs sin (x yd 


71 三 本 -dx 
.| a 


在 习题 33 ~ 78 中 :; 
la) 利用 等级 数 佑 计 极 限 . 
[b) 然后 用 一 种 绘图 器 支持 你 的 计算 


I ah 
了 2 [ dx. 


， 上 -a 
73, lim Cs 74. lim ~ 28 
rae”™—l sa 和 一 sh 
。 i _ 《ain A)AA—cosAh 
75. lim | 2-2c01 2 } Wh lim A " 


1 - coa:z v 
7 lim In (1-z)+sine 全 lim coa rf -coh ry 


39. 利用 sin 3x 的 组 数 表示 ， 求 使 


加 (+ 


x 
的 r 和 s 的 值 . 
通过 对 出 jz) =sinx-x 问 g(x) =sinxr- 
(6xA(6 + 的 图 形 ， 比 较 通 近 sin xz 一 x 各 
sin t=6rAt6 +x ) 的 精度 描述 得 到 的 结 黑 . 
81. 求 级 数 


0. 


So 
2 (3n oi) 
Dn 
的 上 收 襄 卡 窗 
82. 求 级 数 
3:5.:7. eb 
4.9.14、 【站 一 
的 收 兽 半 税 
品类 级 数 


91. 


In gf] -~ (xm 


的 第 = 部 分 和 的 闭 型 公式 ， 并 用 利用 它 判 定 级 
数 收 误 或 者 发 散 ， 


， 通过 求 级 数 


1 


的 第 a 部分 和 当 n 一 各 时 的 极限 ， 
的 信 


计算 级 数 


1a1 求 级 数 


+ 上 4 “3n 一 3) ， i 


i 1 
的 收复 区 间 . 
1b) 证明 由 这 个 级 数 定义 的 函数 满足 上 形式 为 


dr 
J =r+e 


的 微分 方程 ， 并 且 冰 常数 a 和 4 的 值 . 


。[ a) 发 也 数 zx/A(1+x}) 的 麦 虚 芳 林 级 数 . 


ib) 这 个 级 数 在 * =1 收效 吗 ? 作出 解释 . 


如果 马 a, 和 袜 4 是非 负数 项 的 收 做 级 数 , 关 


于 > aa. 能 各 得 出 任何 论断 吗 ? 提 出 答案 的 理 市 . 
如 果 于 a, 和 宁 5, 是 非 负数 项 的 发 散 级 数 ,关于 
Db, 能 够 得 出 任何 论断 蚂 ? 提 出 答案 的 理由 . 


证 明 :序列 ix: 
或 者 同时 发 从 
证 明 :车 对 于 所 有 a, a > 0 并且 >< 收 总 ， 则 


和 级 数 > Ci 一 LS 后 时 收效 


atl +a)) 
收 敏 . 
假设 #6 ，… 
正 数 : 


，0,， "是 满 足下 列 条 件 的 


S02 


【和 a, a Fs 
1) 弘 数 4 +a + os + qi 
让 上 明 级 数 


+ … 发 散 . 


第 8 章 补 充 和 提高 习题 


在 习题 1 ~4 由 和 式 定义 的 级 数 > 中 ， 鄂 些 
级 数 收 敛 ， 生生 要 才 发 李 ， 提出 答案 的 理由 


1 (3n py py 和 人 
3 -Dnanh Rn. 4 


在 习题 5 - 8 由 级 数 项 公式 定义 的 级 数 > 
中 ， 哪 些 级 数 收 侣 ， 哪 些 级 数 发 艇 》 提 出 答案 的 
理由 . 


5 ae =1 ua = atntL 


nt+2) (n+3) ° 
(提示 ; 写 出 级 数 的 若干 项 ， 考 察 消去 哪些 因 
式 ， 然 后 推广 . ) 


Gd = = 了 ，a ,| = a,. (nm2). 


人 1)(m+1) 
(nm2). 


Ta = aa =1, 6&1= 


区 
8. az, =1/3", 车 nn 为 奇数 ; 6, = nA", 
数 . 
泰勒 公式 
fx) fa) tf (as) + ADs a): + 


+ -oj + 


出 友基 各 阶 导数 在 +=4 的 值 表 示 f 在 x 的 值 ， 因 
此 ， 在 数值 计算 中 剖 求 /及 其 导数 在 点 a 的 值 是 已 
知 的 ， 此 外 ,要求 a 同 我 们 关注 的 /7 求 值 点 足够 近 ， 
以 便便 (x -a) "是 很 小 的 值 ， 以 致 可 以 忽略 余 式 . 

在 习题 9 ~ 14 中 ， 应 选择 什么 泰勒 经 数 表示 给 
定 * 值 附近 的 画 数 ? (可 能 有 一 种 以 上 合适 的 等 
案 . ) 对 选择 的 比 数 写 出 前 面 4 个 非 零 项 . 
包 cosax 在 *=l 附 近 . 10. sinx 在 x=5.3 附近 . 
le 在 x*= 心 4 附近. 12.inx 往 x=1.3 附近 . 
13, cos x 在 *= 折 附近. 14.tan"'r 在 x=2 附近 . 
15$, 令 a 和 占 是 满足 0<a<b 的 常数 序列 

{Ca + b) "| 

是 否 收 敏 ?” 它 如 果 收 总 ， 和 极限 是 什么 ? 

16. 求 匹 穷 级 数 


车 n 为 个 


(x — a 


18. 


四 19. 


21, 


22. 


发 散 . 


利用 二 题 9 中 的 结果 ， 证 明 级 数 


的 值 . 
求 使 绒 数 


2 


A n+l}{2r+1)" 
绝对 收 短 的 所 有 * 值 
(a) 极限 
lim(1 - sm (ex 对 】 (a 是 常数 ) 
的 值 显现 依赖 于 e 的 值 吗 * 如果 依赖， 
么 是 怎样 依赖 的 ? 
fb] 极限 
lim(1 -se ta 和 是 常数 ,8 0) 


的 值 显现 依赖 于 4 的 值 吗 7 如 果 依 赖 ， 那 
么 是 如 何 依赖 的 ? 


那 


. 证 明 : 苦 级 数 2 收 误 ， 则 级 数 


by ( 1 tn to) 
收 芍 ， 
求 宕 级 数 


inn 
中 春 收 侣 半径 等 于 5 的 常数 5 的 值 
你 怎样 知道 汕 数 sin x*，In x 和 和 e! 不 是 多 项 式 ? 
提出 答案 的 理由 . 


- 求 极限 


. in (ax)} 一 Bin 和 一 六 
lim gin { : 天 


= E93 
中 使 极限 值 是 有 限 的 常数 a 的 和 值 ， 并 且 求 极 
限 值 . 


24. 求 极 限 


无 穷 库 列 与 无穷 级 娄 


27. 


29. 


` 拉 阿 伯 榨 验 法 ! 或 高 斯 检验 法 ) 


中 使 极限 信 等 于 -1 的 常数 a 和 请 的 信 . 
我 们 提出 下 述 
检验 法 而 不 守 证 明 ， 它 是 比率 检验 基 的 推广 , 


拉 阿 信 检 验 法 ! 车 De 是 正常 数 项 的 级 


数 ， 并 且 存 在 常数 C， 下 和 由 ， 满 是 
A 
入 [3 


nl 


{1) 


其 中 对 于 Rn 和，1f(n) | < 上 衣 ， 则 级 数 bs, 当 


人 >1 时 收 敦 而 当世 1 时 发 散 ， 
证 明 : 拉 阿 伯 检 验 法 的 结果 同 你 所 知道 的 


关于 级 数 Be) 入 (nm) 的 结果 一 至 


,【 续 习题 25) 假 定 级 数 Du 的 项 由 公式 


2m -1)! 
Wl any (Dn + 1 
递归 定 浆 应 用 拉 阿 伯 检 验 靶 判定 级 数 是 否 
收 雍 . 


假定 级 数 了 2 收 钱 ， 并 且 对 于 所 有 mm， 四 天 1， 
> 心 


上 1， 


好 ， 


(aj 证 明 级 数 宁 a 收 做 


(hb) 级 数 寡 4.7(1 - on) 收 钱 吗 ?作出 解 妓 . 


(的 习题 27) 假 定 级 数 > 收藏， 并 且 对 于 所 


用 n,， 1>a >0 证 明 级 数 >m -4.) 收 
化 【提示 : 首先 证 明 1im (li -es) 上 所 


Gu -ae,.).} 
尼 科 尔 ' 看 需 姆 定理 ”证 明 忆 科 尔 . 奥 省 姆 定理 : 
1+ 计 :2+ 本 -34 种 4 
(提示: 对 公式 
1 7 
1s!+ 2 
两 端 微分 . ) 


《8 证明， 对 于 1x| >1， 


l=- 
微分 两 次 ， 用 zx 汇 所 得 结果 ， 规 后 用 1x 代 
换 x*.)】 

(tb) 利用 ta) 求 方程 


=- n+l 
大 于 1 的 实数 解 . 
31， 质 量 控制 
【a) 对 绒 数 
1 
1 一 六 
微分 ， 获 得 17(1 -zz ) 的 组 数 . 

《bl 一 次 抑 两 烘 人 股子 获得 ?了 点 的 概率 是 p = 176. 
如 果 重 复 投 掷 ， 在 第 ”次 首次 出 现 了 点 的 
概率 是 9 'p, 其 中 gqg=1 -p=5A6， 直 到 首 
次 出 现 【7 点 为 赴 的 斯 望 投掷 次 数 为 


2 ng*“'p， 求 这 个 级 数 的 和 . 


te) 如 果 你 是 对 工业 生产 实施 统计 控制 的 工程 
师 ， 以 随机 方式 从 装配 线 抽 检 产 品 ， 你 把 
每 件 抽样 产品 归 类 为 "合格 "或 者 "不 合格 ”. 
如 果 一 个 样品 合格 的 覃 窑 是 p， 而 不 合格 荀 
概率 是 9=1 -p， 那 么 在 检验 中 首次 不 合格 
产品 是 在 第 " 次 抽检 的 概率 是 p"'g 计算 
这 个 级 数 的 种 (假定 0 <p <1). 
加 . 期 望 值 假设 随机 变量 天 可 以 用 值 1，2，3， 
的 梳 呈 鸭 有 ， PP 其 中 户 是 七 等 上 = 
1， “的 福 率 此外， 鼻 设 证 基 9， 并 且 


Ent 的 期 望 入 为 卫 中 ， 诈 芝 (车 ) 表 
未 ， 只 要 这 个 缀 数 是 收 魏 的 在 下 烈 每 一 种 情 
形 ， 证 明 TF p=, 并 且 冰 ELR) (如 果 存 在 }. 
(apm = 二 


下 = 


= 了 
【bjps = 和 


= + 


+ r+- 


(ep = = 二- 
PRE) A 


第 9 章 ” 极 坐标 与 圆锥 曲线 


概述 这 一 章 我 们 讨论 极 符 标 中 国教 的 曲线 、 导数 和 积分 .对 于 描述 获 转 运动 ， 倒 如 行星 和 
人 说 卫星 的 运动 ， 极 坐标 是 很 有 用 的 工具 ， 同 时 要 坐标 也 能 简化 多 童 积 分 (第 13 章 ) 的 计算 . 此 外 ， 
本 章 要 重 漫 抛物线、 椭 圈 和 双 曲 线 的 几何 定义 ， 并 朋 鹤 导 它 们 的 标准 方程 这 几 种 曲线 称 为 回 崔 曲 
线 ， 它 们 被 作为 抛射 体 、 行 星 以 及 在 重力 或 电磁 力 单独 件 早 下 的 任何 其 他 运动 物体 运行 路 径 的 
模型 . 


9.1 极 坐 标 


本 节 讨论 极 坐 标 及 它们 间 币 卡 儿 坐标 的 关系 ， 平 面 内 的 -点 只 有 一 个 簿 卡 儿 坐标 个 ， 但 是 
有 无 穷 多 个 极 坐 标 偶 . Pr 
9.1.1 极 坐 标的 定义 
为 了 定义 极 坐标 ， 我 们 首先 固定 一 个 原点 0( 称 为 极 
点 ) 和 从 口 引 出 的 一 条 初始 射线 ( 见 图 9.1).， 然后 ,每 一 aa 
点 己 可 以 通过 对 它 指定 极 坐标 偶 (r,9) 定 位 ， 其 中 + 给 出 
从 口 到 亚 的 有 向 眶 离 ，9 给 出 从 初始 射线 到 射线 OP 的 有 ”7 和 生 下， 
一 个 原点 ( 称 为 机 点 ) 


向 前 . 和 -条 初始 射线 着 手 
极 坐 标 


太 点 (要 点 }》 


初 由 对 线 


P(r 0) 
~ 


从 0 到 户 的 有 向 虐 离 。 从 初始 射线 到 OP 的 有 向 角 | 


像 在 三 角 学 中 那样 ， 角 上 在 依 反 时 针 方 向 度量 时 取 正 值 ， 恢 顺 时 针 方 向 度 基 时 地 负 值 . 同一 
个 给 定点 相 联 系 的 角 不 是 唯一 的 .例如 ， 沿 射线 8 = #6 距离 原点 2 单位 的 点 具有 极 坐 标 =2， 
6= mA6， 它 也 有 极 坐 标 r=2，8= -11mw/6( 见 图 9.2)， 在 某 些 情况 下 ， 人 允许 r 取 负 值 ， 这 是 我 们 
在 定 闵 Plr, 和 时 用 有 向 距离 的 原因 ， 点 PL2,7m6) 可 以 出 切 始 射线 依 反 时 针 方 向 转动 7YrA6 弧度 
和 前 进 2 个 单位 达到 { 见 图 9 3)， 它 也 可 以 由 初始 射线 依 反 时 针 方 向 转动 m6 和 后 进 2 个 单位 达 
到 ， 所 以 这 个 点 也 有 极 坐 标 r= -2， 日 = TZG. 


a= re 


属地- 基 


风纪 2 要 上 坐标 不 是 唯一 的 图 .3 极 坐 标 可 以 有 病人 
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例 1 求 点 PC2,mA6) 的 所 有 极 坐 标 . 
解 ”我 们 绘制 坐标 系 中 初始 射线 的 略图 ， 师 出 从 诛 点 开始 阿 安 始 射 线 构成 mv6 产 讶 角 的 射 
线 ， 并且 标 出 点 (2,m76}( 见 几 9.4)}， 然 后 求 P 的 其 他 举 标 偶 的 角 ， 其 中 =2 和 += -2， 


初始 射线 


-5 


图 如 4 点 下 2，m 硬 ) 具有 无 穷 名 个 极 坐 标 个 { 例 1) 


对 于 * =2， 所 有 关 的 列表 为 


到 2 6 土 4T， Bm 
对 于 r= -2， 所 有 和 角 的 列表 为 
-还 ， -还 +2m， - 还 +47， -6n. 
点 了 的 对 应 坐标 倘 基 
{2. 了 +2an), n=0,+1,+2,: 

和 ( -2, -还 +2nm， n=0,， +t1， 圭 2， 
当 n=0 时 ， 上 曾 公 式 纵 出 (2,7m/6) 和 ( -2, -57nA6)， 当 n= 1 时， 公式 给 出 (2,13w/6) 和 
( -2,77/6) ,等 等 加 
9. 1.2 极 方程 与 图 形 r=a 

如 果 保 持 r 为 固定 的 常数 值 r=az0， 点 P(r,6) 将 位 于 同 原 
点 人 口 相距 1a1 单位 的 位 置 ， 当 8 在 长 度 为 2r 的 任意 区 间 上 变动 pa 


时 , 了 描 丝 一 个 中 心 在 口 半径 为 141 的 团 ( 见 图 .5). “ 
如 果 保 持 8 为 固定 的 常数 值 8= 抽 ， 而 让 r 在 -mw 和 mw 之 间 变 
动 , 点 P(r， 介 描绘 一 条 通过 原点 0 的 直线 , 它 同 初始 射线 构成 


度量 为 加 的 前 ， 图 9.5 一 个 圆 的 概 方 程 为 r=4a 
方程 图 形 
r=0 中 心 在 如 半径 为 1a1 的 贺 
8=, 通过 局 同 初始 射线 构成 角 外 的 回 
例 2 
{ajr=1 和 r= -1 是 中 心 在 如 半径 为 1 的 圆 的 方程 . 
【bjb = vv6，8=7Z6 和 #8= -5m 是 图 9 4 中 的 直线 的 方程 ， 国 


可 以 把 形式 为 r=a 和 间 = 反 的 方程 组 合 起 定义 区 域 、 线 段 和 射线 . 
例 3 画 出 点 的 极 坐标 注 足 下 列 条 件 的 点 集 的 图 形 : 
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{a) 1 <rs2 和 0<0< 了 . 
(b) -3<rs2 和 < 于. 
(cj rs0 和 8= 本 


(dj 笃 <os< 示 (对 "无 限制 )- 
解 ”这些 图 形 显示 在 图 9.56 中 . 本 


图 9.6 会 r 和 8 的 典型 不 竺 式 的 图 形 ( 例 3) 


9. 1.3 极 坐 标 同 管 卡 儿 坐标 的 关系 

当 在 平面 内 遍 时 使 用 极 上 坐标 和 管 卡 儿 谷 标 时 ， 我 们 把 两 个 坐标 原点 放 在 一 起 ， 并 且 以 极 举 
标的 初始 射线 作为 稍 卡 儿 坐 标的 正 x 轴 ， 射 线 9= mr/2， 
:>0 变 成 正 Y 轴 ( 见 图 9.7)， 于 是 ,两 个 坐标 系 的 关系 
由 下 到 方程 表示 : 


x=reo50, y=rang, x +y =r 


联系 极 坐 标 与 笛 卡 儿 坐 标的 方程 


当 已 知 极 坐标 r 和 时， 前 面 两 个 方程 唯一 地 确定 
第 卡 六 举 标 z 和 7 男 一 方面 ， 如 果 已 知 向 卡 儿 举 标 x 
和 y， 第 三 个 方程 对 + 给 出 两 种 可 能 的 选择 (一 个 正 值 和 
一 个 负 值 )， 对 于 每 一 种 选择 ， 存 在 唯一 的 ge [0，27) 
满足 前 面 两 个 方程 ， 每 一 种 选择 于 是 给 出 币 卡 攻 坐 标点 图 9.7 表示 极 誉 标 与 笛 卡 儿 闺 标 
的 一 个 极 坐 标 表示 ， 笛 卡 儿 坐标 点 的 其 他 航 坐 标 表示 可 关系 的 常用 方法 
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以 由 这 丙种 表示 确定 ， 如 例 1 所 示 ， 
例 4 下面 是 某 些 等 价 的 方程 


极 方 程 等 价 的 笛 卡 儿 方程 


rn d=2 工 二 了 


根 方 程 等 昼 的 稍 卡 儿 方程 
r=|+2r cong 产 -3m -4x-1l=0 
r=]】 -com 几 2 + #2 -r=0 


roon B yin d=d xy =4 
Pena TB—rsin’d=1 x 


就 某 些 曲 线 而 言 ， 最 好 不 采 几 极 坐 标 ， 对 于 舅 外 一 些 曲 线 则 相反 . 国 
例 5 求 园 *+(y-3)*=9( 见 图 9.8}) 的 极 方程 y 
解 x + y+9=9 “展开 (y -3)*) 

+ 站 -6y=0 (消去 9) 

天 -Grain 站 = 和 (x ty =r) 

r= 人 0 或 1-5 sing=0 
r=6 sin 8 《和 包含 两 种 可 能 性 ) 国 
例 5 用 等 价 的 笛 卡 疙 方程 代替 下 列 极 方程 ， 并 且 确 定 它们 的 
图 形 : 


{ajr cos 8= —4. {b)r =4r cos 站 te})r= 


x 


r= bsing 


4 图 9.8 例 5 中 的 加 
2 coe 有 一 sin 中 
解 ”我 们 利用 代 换 r cos 8B=xz，r sin 86=y, 7 = + 
{njr cos 9= 一 4 
笛 卡 儿 方程 : recosp= -4 
码 二 一 站 
终 形 ;通过 * 轴 上 x*= -4 的 垂直 线 
{h}r’ =4dr coa 站 
第 卡 儿 方程 :r=4r cos #8 
x +Y =4% 
x de + 所 =0 
-dr+4+y =4 {配方 ) 
(x ~-2):+y’ =4 
图 形 ， 中 心 在 Ch，) = {2, 0) 半 径 为 2 的 图 
4 
2 cos 0 ~- sin 
笛 卡 儿 方 程 : ri2 cos HF— sin 日 ) =4 
2r cos 有一 sin =4 


[cjr = 


2x—Y¥=4 
y=2x-4 
图 形 : ”yy 截 距 b= -4 斜率 mm=2 的 直线 | 
习题 9. 1 
1. 下 列 哪些 极 坐 标 个 标记 同一 个 点 ? {gg} -3，2m)- {h}( -2, -m3). 
{a} (3,0). thle -3, 0). 2 下 列 硅 些 极 坐 标 偶 标 记 辣 一 个 点 ? 
(c) (2,2m3). {dd} (2,773). 【ga)( -2,m/3). {bh} (2, -zw3). 


【ejf -34, 7}. 【 《2 m3). te}tr, 9). (d} tir,f+r). 


S08 种 中 全 
(e)( -r,0). (tf) {2, - 273). 24. 7 cos 8 =2. 24.r sin 0= -1. 
(BC -r,0+Tm). (hj -2,2m3). 25.r sin 8 =0. 26.r cos 8 =0. 

二 皂 给 下 列 点 (以 概 坐 标 纵 出 1) 然后， 求 每 个 点 27.7 = 中 ew 用 种 .rr = -3 st 各 
的 全 部 极 坐 标 : 29.r co +r sind=1. 30.r sin 8 =r co 
{aj {2 ,m2), {byt2.0). 31.r =1. 入 .r=4r sin 入 
(e} -2,m 人 2). { -2,0). r= 3 一 一 34. rain 28= 2 

4. 描绘 下 列 点 ( 以 机 坐标 给 出 )， 然 后 ， 冰 每 个 点 sin ~2 cos 0 
的 全 部 枢 坐 标 ， 35.r = eol 人 Cac 旧 36.r=44anBsaer 总 
(8) (3.7m/4). (hb)( -3,m/4), Wr=ea de ™". .rain =nr+ln cof 
{ce) (3, -m4). Ld)( -3, m4). 39. 7 +2r cos 8 sin B=1. . Cos: 8 = ain: #. 


5. 求 习题 1 中 各 点 的 币 卡 儿 坐 标 - 
6, 求 下 列 点 (以 极 坐 标 给 出 ) 的 箔 卡 儿 誉 标 ; 


(a} (2 ,m4). 
(c] (0,m/2). 
{elt -33.6). 
{ER](C 一 1.7T) 


1h} (1.,0). 

td)( -v2 ,m4), 
{f 55，tan {4/3)). 
{h} {2y3 ,27/3), 


在 对 明了 ~22 中 ， 画 出 满足 方程 和 不 等 式 的 极 


坐标 点 集 的 图 形 . 
.r=2. 

9.r>1. 

11. 0 有 6 和 TO ，r 实 从 
13.8=7/3, -11ers3. 
15. 8=T2，r 主 习 . 
17.0&0n, r=1. 


rr 所 2. 

10. 1 <re2. 
12.8=27/3, rs -2. 
14,8= 1m/4, rl. 
16, 6= Tr 
18.0<8 和 Tn, r= -1. 


19. m4 EA Dr 1. 


20. - T/T4, 


-lrel. 


21. -TSET2, lre2. 
22.0£8 和 72, llr| 2, 

在 习题 23 ~- 48 中 ， 用 等 价 的 第 卡 儿 方程 代替 
极 方 程 ， 然 后 ， 描 述 或 者 确定 图 形 ， 


9.2 在 极 坐 标 中 作 图 


本 节 描 述 在 极 坐 标 中 绘制 方程 图 形 的 方法 


9.2.1 对 称 性 


图 9.9 用 图 例 说 明 对 称 性 的 标准 极 坐标 检验 法 . 


a) 对 于 z 轴 的 对 称 性 


(tr.n 0) 
或 (一 r. -全 


《一 中) 
或 (ri 一 全 


tp 对 十 + 轴 的 对 称 狂 
图 9.9 极 坐 标 中 对 称 性 的 3 种 检验 法 


= dre .r= -6r sin 
43.r=8 nint. 3 con 在 
3.7=2 co +2 sin 只 dh. r=2 cm 8 -aing 


47.r ain (0+B)=2 48rsin ( 守 -0)=5 


在 3 
在 刁 题 和 9 ~- 纪 中 ,用 等 价 的 级 方程 代替 入 卡 
儿 方 程 . 
49.x=7 .y=1, 
Sl.x=* S2. 一 了 三 了 
53, x + Y= S4. 5 -7 =1. 
S55 号 + 下 = 人 .7 =2. 
87. 人? = 4x， S8. x +xy +Y =1. 


S9. x + (Cy -2) =4. 0. (x 5) +Y =25. 
Gl. (x 3) +(y+1): =4, 
f+ + 5) = 16. 
63. 求 原点 的 全 部 极 举 标 . 
全 垂直 线 与 水 平 线 
{aj} 证 明 xy 平和 痢 内 的 每 条 笋 直线 具有 r=a sec 有 
形式 的 极 方程 . 
1b) 对 于 水 平 线 求 类 似 的 极 方程 . 


tr, 从 


(~+. 提 或 (rr. 十 下) 


中 对 于 际 点 的 对 称 性 


起 尝 标 与 轿 蓝 曲线 SO9 


极 举 标 图 形 的 对 称 性 检验 法 

(1) 对 于 x%* 轴 的 对 称 性 ; 如 此 点 Cr,9) 位 于 图 形 上 上 上， 那么 点 ir, -的 或 者 (5 -r 位 二 图 | 
形 上 ( 见 图 9. 9a). 

(2) 对 于 y 轴 的 对 称 性 : 如 困 点 [rT, 四 位 于 图 形 上 ， 那 么 点 (rT 一 四 三 者 ( -六 _p 位 于 图 | 
形 上 { 网 图 9b). 

{31 对 于 原点 的 对 称 性 : 如 果 点 人 ,的 倍 于 转 形 上 ， 有 那么 点 ( -rm 的 或 者 (rt+) 位 于 图 ， 
形 上 (多 图 9.9c). 


9.2.2 斜率 
极 华 标 曲线 7 =f/(6) 的 斜率 由 dyAdx 缩 出 ， 而 不 是 由 下 = 由 de 给 出 ， 为 了 明白 原因 ， 把 /的 
图 形 设 想 成 参数 方程 
x=rcop= /cs8, Y=rsind = /(0) sing 
的 图 形 . 如 果 f 是 8 的 可 微 肾 数 ,那么 x 和 YY 也 是 8 的 可 微 随 数 ， 而且 当 dxzd8 关 0 时 可 以 从 参数 
公式 计算 dy/dx， 


dy _ dy/dg _ 
学 = 和 59 (3.5 节 方 程 (2) , 取 ! = 9) 


襄 (FL8y 00s 0) 


sin + f(A)cosd 


oY 
dg -一 《导数 的 积 法 则 ) 
cos -f(g)sing 


| 曲线 r=A(6) 的 兰 率 


dy sin +ABcosd 
dxlis f(rcos 0- AO)sing 


假定 在 {r, 的 ，dxd8 天 0， 


如 果 曲 线 = 所 四 在 9= 通过 原点 ， 了 那么 太 B) =0， 而 斜率 公式 给 出 
dy _ f(D )sin a, 
dxlioos fC(B)cos 本 
如 果 r= 灵 及 的 图 形 在 值 8= 铅 通过 原点 ， 曲 线 在 10.%) 具 有 斜率 tan 负 ， 我 们 说 "在 (0 .如 ) 的 斜 
率 " 而 不 说 "在 原点 的 射 这 ”"， 原 因 在 于 极 坐 标 曲 线 可 能 通过 原点 (或 者 任何 点 ) 一 次 以 上 ， 在 不 同 
的 & 值 通过 原点 有 不 同 的 斜率 ， 但 是 ， 下 面 第 一 个 例子 不 是 这 种 情况 . 
例 1 遂 惠 钱 +=1 -ceos #8 的 图 形 . 
解 ”曲线 对 于 * 轴 对 称 ， 央 为 
(rs8) 在 图 形 上 一 r=1i-cos# 
= r=1-cos{(-0) {com8= o08(—- 0)) 
一 (《r， -人 在 图 形 上 


= tan 六 


S10 | 和 吕 便 


当 召 从 人 0 增加 到 时，cos 8 从 【上 减少 到 -1, 而 r=1 -cos 8 从 最 小 值 0 增加 刘 最 大 值 2， 当 8 继 
续 从 人 增加 到 2r 时 ，cosg 有 从- 【增加 有 同 到 1 而 rr 从? 减少 再 回 到 0， 曲线 在 8=2m 时 开始 重 
复 ， 因 为 余弦 函数 以 2 为 周期 . 

曲线 以 余兴 tan 《0) =0 离开 原点 ， 允 以 斜率 tan (2m) =0 返回 原点 . 

我 们 造 一 张 丽 数 从 48 =0 到 8= 的 数值 旭 ， 捕 绘 咕 数 的 点 . 通过 这 些 点 画 -- 条 在 诛 点 带 有 水 
平 切线 的 光滑 曲线 ， 并 有 旦 经 过 x 办 反射 曲线 ， 完 成 图 形 的 绘制 ( 见 图 9. 10). 这 条 曲线 称 为 心 肛 
线 ， 因 为 它 的 形状 像 心 及. 国 


2 
| 


和 


0 他 
I | 1 
3 2 
址 

2 ! 
2x|3 
3 2 
开 2 

al b; cy 


图 93.10 给 制 心 胜 线 *= 1 - ceos3 图 形 的 步骤 ( 例 1)， 葡 头 表 示 昌 增加 的 方向 
例 2 画 曲 线 志 =4 cos 9 的 图 形 . 
解 方程 ” -4 cos 9 要 求 cos 8>0， 所 以 让 8 从 -到 变化 到 至 得 到 完整 的 图 形 ， 曲 线 对 于 
轴 对 称 ， 因 为 
{r,0) 天 团 形 上 一 r=4cosg 
= r=4cos(-0) (cos 有 = eos(-0)) 
芒 (rr, ~ #8) 在 图 形 上 
曲线 也 对 原点 对 称 ， 因 为 
Cr.8) 在 图 形 上 二 r=4cos8 
【ri3=4cos 日 
一 (0-r0 在 图 形 上 
这 两 种 对 称 性 一 起 蕴涵 曲 线 对 于 y 轴 对 称 . 
曲线 在 9= -2 和 8=Tx2 通过 原点 ， 它 在 原点 两 次 具有 垂直 切线 ， 因 为 tan 8 为 无 穷 大 . 
对 于 区 间 ( -7 人 2,7 这 ) 内 的 每 个 8 值 , 方程 r=4 cos 8 给 出 两 个 r 值 : 


r=+t2 vcosg 
我 们 列 出 拖 个 函数 信 的 简 表 ， 措 给 对 应 的 点 ， 并 且 利 用 关于 对 称 姓 和 场 线 的 信息 指导 我 们 
用 光滑 曲线 连接 各 点 ( 见 图 9 11). | 


9. 2.3 作 图 的 方法 

绘制 极 坐 标 方 程 r=.f( 8) 图 形 的 一 种 方法 是 : 造 坐 标 值 (+,8) 的 表 ， 描 给 对 应 的 点 ， 然 后 按 6 
增加 的 硕 序 把 它们 连接 起 来 ， 如 果 酸 出 了 足以 姑 现 图 中 所 有 环形 和 小 丫 形 的 点 ， 这 种 方法 可 以 
绘制 出 满意 的 图 形 ， 下 面 讨论 另外 一 种 方法 ， 通 常 可 以 更 快 地 画 出 更 真实 的 图 形 : 


斤 迪 标 与 图 揽 曲线 S14 
》 
[0 1 
x | v3 
=6 ~ +19 工 
+ 吉 = 上 1.7 
:xt | 。 0 2VtosD 的 环 r = 2Ycos6 的 环 
2 开 n 下 一 
03 二 了 
2)r 合 人 人 后 的 值 b) 第 关 指 未 8 增加 的 方向 
图 9.11 r=4 cos 8 的 图 形 ( 便 2) 
(1 首先 在 苦 卡 儿 妆 坐标 平面 夯 出 "= 护 人 的 图 形 ; 
(2) 然 后， 利用 币 卡 所 坐标 图 形 作 为 一 张 
“ 表 ” ,指导 绘制 板 坚 标 图 形 ， 
这 种 方法 胜 过 简单 的 点 描绘 方法 ， 因 为 最 初 
的 笛 卡 儿 坐 标 图 形 妈 司 是 仓促 画 成 的 ， 也 一 看 全 
知 r 在 和 何 钼 取 正 值 、 负 值 和 不 存在 ， 以 及 > 在 何 处 
增加 和 总 少 ， 请 看 下 面 的 例子 . 
例 3 而 双 纽 线 挛 =asin 28 的 图 形 ， 不 在 在 负数 
解 这 里 ,我 们 从 笛 卡 儿 rg 坐标 平面 内 绘 的 平方 根 
制 产 (而 不 是 站 作为 旨 的 函数 图 形 开 始 ， 请 见 br 
图 9.12a， 由 这 个 图 形 转 到 m9 六 面 内 的 + = Va 
+ wsin 28 图 形 ( 见 图 9 126)， 然 后 画 出 极 坐 标 中 
的 图 形 ( 见 图 9.12c)， 图 处 12b 的 图 形 "覆盖 ” 的 


图 9. 12e 中 最 后 的 极 坐 标 图 形 两 次 ， 我 们 可 以 用 
图 9 124 中 两 个 上 半 部 分 或 者 两 个 下 半 部 分 单独 
绘制 图 9. 12e 的 黄 个 环 ， 但 是 ， 两 次 覆盖 图 形 没 有 
害处 ， 这 样 做 实际 上 使 我 们 稍微 多 了 解 一 些 隔 数 
的 特性 . 各 

利用 技术 设备 { 用 参数 方程 绘制 极 从 标 曲线 
图 形 ) 

对 于 复杂 的 极 坐 标 曲 线 ， 可 能 需要 利用 绘 
图 计算 器 或 者 计算 机 绘制 曲线 图 形 ， 如 果然 图 
设备 不 能 直接 绘制 极 坐 标 图 形 ， 我 们 可 以 用 
等 式 
=rcog= /8c 0, Y=rsin =/(0) sing 
把 r =f 太 8) 转换 成 参数 形式 ， 然后 利用 绘图 设备 在 
笛 卡 儿 太 坐标 平面 绘制 参数 化 此 线 的 图 形 、 对 于 
绘图 设备 ， 可 能 需要 用 参数 上 而 不 是 只 


图 9.12 为 了 在 笛 卡 儿 吧 坐标 平面 绽 制 b 中 r = 
乒 信 的 图 形 ， 首 先 在 一 8 平面 绽 制 a 中 
P =sin 28 的 图 形 ， 然 后 铬 上 略 sin 28 为 
贷 的 # 值 ; b 中 草图 的 半径 覆盖 < 中 到 
纽 线 的 轰 坐 标 图 形 两 次 ( 例 3) 
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习题 9. 2 

在 习题 1 -1 中 ， 崔 别 曲 线 的 对 称 性 ， 然 后 是 ”24. 孵 形 果 线 
出 线 草图 . [a}r=2+co [bjr= -2 +aint 
Lr=l+eont 2.r=2-2 en 25.， | 电 出 涉 等 汪 一 1 拒 r 筷 2 和 一 人 28 和 人 2 定 六 
.r=1—-sin 妇 4r=l+sint 的 区 域 的 草图 . 
于 了 = 了 +NILR Gr=]+2 sin gn 26. 国 由 不 等 式 0 生 rr 和 2 ec 有 和 ~/4 近 8 中 Tid 定 
Tr=pin CO/2). Br=ron (0 2). 立 的 区 域 的 草图. 
外 = f 10. 7 = sin 8 在 可 题 27 和 28 中 ,区 由 不等式 定义 的 区 域 的 
ll.ri= -sint 并. 天 = -eng 击败 . 

在 车 题 3 ~ 16 中 ， 呐 双 纽 线 的 图 形 ， 寺 是 下 27 0ere2 -2 wonB 28.0< 7 eon 及 
的 南 线 只 下 什么 对 称 性 ? 硬 29， 上 而 哪 条 二 线 其 有 同 =] - co 98 - 样 的 图 形 ? 
13. =4 cus 2 如 14. r= ain 2 


15.77 = — sin 26 16. 7 = 一 cog 26. 
在 习题 I? -20 中 ,， 求 册 线 在 给 定点 的 斜率 . 
商 曲 线 以 下 它们 在 那些 点 的 切线 的 草 赎 . 


17. 心脏 线 r= 一 | +ros 8; 自 = 士 TA2， 

18， 心脏 线 r= 一 1 +sin 94; 8=0 ,7 

19.， 四 叶 玉 瑰 线 =sin28; 日 = Tm/4, +474. 
2 加， 四 时 下 现 线 = eos 20; 目 =D0, 土 六 /2 ,TT 


在 习题 21 ~ 24 中 ,， 唔 遇 线 的 图 形 “ 师 " 
(limason， 读 作 “]ee-ma-sahn") 是 十 法 请 对 “ 旺 牛 " 
(snail) 的 称呼 当 懈 师 出 当 题 辣 中 的 蚜 线 后， 就 能 理 
解 这 个 名 称 . 昨 线 方程 的 形式 为 F=at5cos 日 明 上 = 
+ sin 8， 图 形 有 4 种 基本 撒 状 
21. 具有 一 个 内 环 航 出 线 


(a)r= +oong [bjr= 二 +sin a. 
这 .心脏 线 

{ajr=] -cns tf [byr= -1+sin 人妖 
23. 带 浅 四 的 时 线 


{a}r=3 +eas@ (hr= -sin 


9.3 极 符 标 中 的 面积 和 长 府 


tajr= -1-cam 尼 tb}r=1 +em 0 
川 代 数 虞 法 验证 你 的 答案 . 

四 30， 下 而 哪 条 岗 线 此 有 同 r = ros 28 样 的 图 形 ? 
【ar= sin {28+ 52). [Bb}r= -co (O21. 
用 代数 方法 验证 你 的 答案 . 

四 31， 玉 瑰 线 内 的 玉 雪 线 ”两 方 竹 r=1 -2 sin38 的 
图 形 . 

中 52 费 寺 斯 肾 峙 线 加 弗 雷 斯 肾脏 线 


=1+3sinm 生 
r=1l+2sing 


的 图 形 . 

加 33， 玖 现 线 ” 团 玖 现 线 r=eoa m8 对 于 m= 13，2， 
3. 7 的 图 拱 . 

四 34. 螺 乒 ”被 坐标 正 适合 用 于 定义 辊 线 ， 通 下 列 曲 
线 的 图 形 : 
{ajr= 摊 {hjr=—# 


{fe} 对 数 媒 线 =ew 19] 戏曲 至 旦 了 =8vA 忆 
{e} 等 轴 双 曲线 上 = + 10y8. 
(对 螺 线 的 两 支 用 不 同 颜色 表示 . ) 


本 节 讲 述 如 何 来 极 坐 标 中 平面 区 域 的 面积 和 曲线 的 
长 度 ， 
9. 3.1 平面 区 域 的 面积 

图 9. 13 中 的 区 域 073 以 射线 86=a 和 8= 月 以 及 曲线 
r= 所 站 为 春 ， 我 们 用 基于 角 7T05 的 划分 的 n 个 不 重音 
圆 筷 形 区 域 逼 近 区 域 的 面积 ， 典 型 请 形 的 半 共 为 m = 
站) ， 中 心 角 为 A9, 弧度 ， 它 的 面积 等 于 A827 乘 半 
径 汶 "的 圆 面积 ,或 者 说 


A, = 到 Ab = 


区 域 075 的 面积 近似 等 于 


1 。 
TB.)) A 图 9,13 为 了 导出 公 域 07S 的 面积 公 


式 ， 用 较 其 形 带 近 区 域 


胡 坐 标 与 国 玲 曲线 了 
Ea = Dy 二 (Ke )*a8， 
如 果 f/ 是 连续 顺 数 ， 我 们 预料 当 划 分 P 的 范 数 趋 近 零 时 芝 近 得 到 改进 ， 其 中 的 范 数 为 A0, 
的 最 大 值 ， 于 是 导 由 区 城 面积 的 下 述 公 式 : 
4= in, > 让 (Ke ))2ag = U0)) dg 


[Ee 听 


在 原点 和 曲线 > = fi8)， a < 所 月 之 间 的 央 形 区 域 的 


面积 
首 = 「 六 ”dp 


这 是 面积 柚 分 (见效 9. 14) 


-1 1 : 
qd4 = 3 r dB = 2 (No)) de 


的 积分 . | 图 9.14 曲线 "= 乓 全) 的 


-一 面积 微分 
例 1 求 平面 内 由 心脏 线 / =2(1 +cos 8) 包围 的 区 域 的 面积 . 
解 ” 我 们 画 出 心脏 线 ( 见 图 9.15)， 并 且 限 定 当 8 从 0 变 到 2m 时 半径 OP 恰好 扫 过 区 域 一 次 . 
因此 ， 面 积 为 


= 
| ! rd8 = 三 3 ‘41 + eos bd9 = [2(1 + 2 cos 0 + cosg)d9 
=0 2 [4 2 


= (2 +4 00s 0 +2 :+ e020] d= 0 十 4 cos + cos 20) do 


.38] =6r_-0 -6r 国 


=- | 38 十 十 sin 如 十 
图 9 16 的 区 域 位 于 从 9 = a 到 8 = 8 的 两 条 极 晤 线 - ni(g) 和 = ma(9) 之 间 , 为 了 求 这 
样 区 域 的 面积 ,我 们 用 积分 厂 (1723rd0 减 去 积分 让 (1723ride 这 就 导出 下 面 的 公式 ， 


也 


r= 221+ cos Hy 


0 


图 9.15 例 1 中 的 心脏 线 图 9 16 阴影 区 域 的 面积 通过 从 原点 同 之 间 区 域 的 
面积 碱 去 原点 同 " 之 间 区 域 的 面积 来 计算 


区 域 0<r (18) rr |) a 专 # 所 的 面积 


A=[ rAd- Did- ye- (1) | 
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倒 2 求 位 于 况 r=1 内 部 和 心 腑 线 r=i1 ~cos 8 下 部 的 区 域 的 面积 . 
解 ”我 们 给 制 区 城 草图 以 便 确 定 它 的 边界 并 且 娄 出 积分 眼 ( 部 图 9 17)， 区 城 的 外 侧 早 线 基 


=]， 内 剑 曲 线 是 =1 -ros 8,， 而 8 从 -Tx2 变 化 到 和 外 上 限 


TA 人 2 从 公式 (1) 得 到 面积 rl- co = ni 
= 1 rr _， 
才 = | pa 一 六) 上 


= 2 全 寺 ( 一 让 48 《对 称 性 ) 


"2 
= | {1 — (1 -2eos 日 +cosip))dg 


fr ; _ wi [+ roa 28 

= 人 (2 cos -eos 8)d8 = 上 (2 e05 他 一 | dd 、 和 分 下 眼 
， aa Rn 

- ing E_n = 2 - 开 

= [2sing- 2 -8] =2-3 图 图 9.17 例 2 中 的 区 域 各 积分 限 


在 极 坐标 中 ， 可 以 用 不 同 的 方式 表示 一 个 点 ， 这 个 事实 要 求 我 们 在 判定 某 个 点 在 极 方程 的 
图 形 上 以 及 确定 图 形 的 交点 时 格外 小 心 . 《在 例 2 中 需要 求 图 形 的 交点 . ) 在 笛 卡 儿 掌 标 中 ， 经 党 
可 以 通过 解 两 条 曲线 的 联 立 方 恕 求 它们 的 交点 ， 在 极 淮 标 中 ， 情 况 有 所 不 问 ， 解 联 立 片 程 可 能 展 
击 基 些 交 点 而 遗 洞 其 他 一 些 交点 确定 全 部 交点 的 一 种 方法 是 画 出 方程 的 团 形 . 

9.3.2 极 曲线 的 长 度 


通过 把 曲线 
=f/0), aap 
参数 化 为 
x =roowg= (60) cos8, y=rsing= /8 sing, a {2) 
可 以 得到 曲线 长 度 的 极 坐 标 公式 .这 样 ， 由 6. 3 和 参数 曲线 长 度 公 式 (1) 给 出 的 长 度 为 


= 人 /人 ( 芝 dp 


当 用 方程 (2) 代 换 x 和 yy 时， 这 个 公式 变 成 


{ 见习 题 271). 


极 曲线 的 长 度 

若 r= 帮 6 对 于 上 志 8 反 有 有 连续 的 一 和 阶 导 数 ， 并 日 ， 
P(r8) 当 8 从 a 蛮 化 到 有 时 恰好 描绘 疾 线 "= 扰 轨 一 次 , 则 ， 
曲线 的 长 度 汶 


图 9.18 计算 心 肚 线 的 长 麻 [ 全 3) 
例 3 求 心脏 线 +=1 一 cos 8 的 长 度 . 


和 解 ” 为 了 确定 积分 限 ， 我 们 画 出 心脏 线 的 草图 ( 见 图 3.18)， 当 8 依 反 时 针 方 向 从 0 变化 到 
2m 时 ， 点 Ptr,9) 描 给 昌 钱 一 次 ， 所 以 0 和 2m 分 别 是 w 和 有 的 取 值 . 
上 服 


检举 标 上 与 加 圾 曲线 $315 
r=1- 和 由 np 
= eos b, pg = sin 
得 到 
+ (区 = (1 -eos 0) +fanpi = 1 -22cmwg+teong+sind -2-2rosb 
d8 一 
和 
z= + (Ee) de =- 三 v058 招 
”上 de 本 
”rz 有 in 
= 4 ain dB (1 -eese =2sin 9] 
am | 
_ fi 
= fo 2sin 2) ag 
= 三 in do (sin § 20, 0 < bs 2m] 
_ 8 人 
= [-4com 2] 一季 +4 = 名 是 
习题 9. 3 


sr- 


11. 
12. 


13, 
14. 
15. 


在 习题 1 ~6 中 ， 求 区 域 的 面积 . 
卵 形 几 线 r=4+2 cos 8 的 内 部 区 域 . 
心脏 线 r=all +cos 8)，a >0 的 内 部 芝 域 
四 叶 玖 瑰 给 7 = cos 28 -- 叶 的 内 部 区 域 . 

双 纽 线 r=2a*cos 28，a >0 的 内 部 区 域 . 
双 纽 线 户 =4 sin 28 一 个 环 的 内 部 区 域 ， 


, 六 叶 歼 璃 线 让 =2 sin 38 的 内 部 区 域 . 


在 习题 了 -~ 16 中 ， 求 区 域 的 面积 . 


,加 r=2 con #8 和 r=2 sin 的 公共 区 域 

. 加 r=1 和 r=2 sin 8 的 公共 区 域 . 

. 加 二 =2 和 心脏 线 r=2{1 一 cos 月 的 公共 区 域 . 
计 . 


心脏 线 7=2(1 +cos 和 和 +=2{1 -cos 9) 的 公共 
区 域 . 

到 纽 线 =6 cos 2 内 部 和 加 r= 好 外 部 的 区 域 . 
贺 + =3a eos 8 内 部 和 心脏 线 r =all +cos 8)， 
5 >0 外 部 的 区 域 . 

圆 += -2 cos 8 内 部 和 贺 r=1 外 部 的 区 域 

加 r=6 内 部 在 直线 r=3 csc 8 之 上 的 区 域 

{a] 求 附 获 中 阴影 区 域 的 面积 . 


yy r=tanp 


{bj 从 附 图 看 出 r=tan 8，- mx2<f<m2 似乎 
以 袜 线 x =1 和 x= -1 为 斯 近 线 ， 是 这 样 


16. 


吗 ? 提出 答案 的 理 二 . 
位 于 心脏 线 = enos 8+1 内 部 和 国 r=evs 台 外 只 
的 区 域 的 面积 不 等 十 


二 三 {cns Br): condidg = 7 
为 什么 不 等 于 ”区域 的 面积 有 老大 ”提出 答案 
的 理 册 ， 
在 习题 17 ~25 中 ， 冰 曲线 的 长 度 . 


， 螺 线 r= 矿 ，0 4s/5. 

. 螺 线 =5 0 和. 
,心肝 线 +=] + coa 有 

.有 晶 线 =a nn 2 0 有 7, a > 站 
,抛物 线段 r=67(1 + cos 9)， Ds0e3. 


， 抛物 线段 =2A(1 -co0s 8), m2 BT 


曲线 r = coa? (8/3), 0 人 4 


. 有 曲线 r= .1+aim 38, 0&4 和 TT. 


二 

圈 的 周 长 ” 照 倒 ， 在 面 对 一 个 新 公式 时 ， 一 个 
好 主意 是 把 它 试 用 于 熟悉 的 对 象 上 ， 它 必定 会 
给 出 局 以 往 经 验 相符 的 结果 ， 利 用 曲线 的 长 眶 
公式 {3) 计 算 对 于 a>0 的 下 列 圆 的 周 长 : 


{a}jr=a,. (hb)jr=a ros A. fejr=oasin tt 


. 项 反 =f198) ,a 二 6 去 的 长 痊 ”假定 需 旧 用 


到 的 导数 连续 ， 说 明代 换 
x =A)cos 8, y= /Bsing 
‘正文 中 的 方程 (2) ) 如 何 把 
pr 


‘ [VYV( 扣 (名 ) 


d8 


S16 


变 以 成 
sf) 
28. 平均 慎 ” ”如果 是 连续 陋 数 ， 曲 线 r =/ 8)， 
a 所 8 所 BB 上 .相对 于 #8 的 极 举 标 r 的 平均 值 由 公式 
r. - gal fe do 


给 出 ， 用 这 个 公式 求 对 于 a > 的 下 列 翔 线 上 
关于 理 的 平均 值 ; 
【31 心脏 线 上 =efl 一 ros 的 


9.4 回 锥 曲线 


ib 网 r=a; 
(cr=acos gg, -TT/2ERER2. 

29. r= 与 r=21168) 交 丁 曲 线 : = 人 人 ,a 所 
筷 8 同 申 线 r=20) ,a 二 98 专 的 相 寻 长 度 能 够 
得 出 什么 结论 ? 提出 等 案 的 理 市 . 

0 r=f{8) 与 r=2118)】 把 曲线 r= 人 8), qs6e 
所 和 闻 组 rr=2108) ，asg<s 且 线 x 轴 旋转 产生 曲 
耐 ， 美 于 两 个 曲面 的 相对 面积 能 够 得 出 什么 结 
论 ” 提出 答案 的 理由 . 


在 这 一 节 我 们 从 几何 上 定义 拨 物 线 、 贿 圆 科 双 曲 线 ， 并 且 导 出 它们 的 标准 方程 ， 这 3 种 曲线 
称 为 图 锥 曲线 ， 因 为 它们 是 用 平 页 切割 对 顶 詹 产 生 的 曲线 ( 见 图 9,19)， 这 是 古 希 腊 数 学 家 用 来 
描述 这 些 曲 线 的 唯一 方法 ， 他 们 那 时 没有 我 们 现在 的 币 卡 儿 坐 标 或 者 极 举 标的 工具 . 


圆 ， 下面 对 加 锥 轴 赫 真情 山 : 平面 对 回 锥 轴 幅 笠 


抛物 线 : 幸而 村 一 个 罗 锥 平行 


相 曲 线 : 于 


有 标准 圆锥 曲线 .它们 是 用 中 面团 割 对 闹 锥 得到 的 曲线 


点 ; 平 曾 仅 通过 贺 锥 顶点 。 单 盖 线 : 平面 癌 圆锥 相 切 


9.4.1 抛物 线 


两 条 相交 直线 
bl 退化 贺 锥 曲线 ， 它 们 是 用 通过 锥 顾 的 平 侧 切 字 回 锥 得 到 的 点 和 直线 


图 19 圆锥 曲线 


定义 “ 同 在 平面 内 给 出 的 轩 定 点 和 国定 直线 等 距离 的 全 部 点 组 成 的 集合 是 的 物 线 ， 国 定 


点 是 抛物 线 的 粘 点 ， 固 定 直 线 是 扫 物 线 的 准 线 . 


起 举 标 与 国 扒 曲线 $17 


如 果 焦 点 吓人 位 十 淮 线 开 上 、， 找 物 线 成 为 通过 下 轩 + 卜 垢 的 直线 ”这 被 看 成 退化 的 抛物 线 ， 所 
以 此 后 假定 焦点 天 不 在 准 线 了 上 上. 
当 抛 物 线 的 焦点 和 准 线 跨 越 一 条 坐标 轴 时 ， 它 具有 量 简单 的 方程 ， 例 如 ， 假定 焦点 位 十 正 了 
轴 上 的 点 AD，p ， 而 准 线 是 直线 了 = -P(E 见 图 9.20)， 按 图 中 的 表示 法 ， 点 PUz，y) 位 证 搜 物 
线 上 当 且 仪 当 PF= PO0， 由 距离 公式 ， 
pF = Vx-0 +ly-p): = Vr +(y-p) 
PO= Vx-x) +{ty-(-p)) = vy+p)’ 
令 这 两 个 表达 式 相 等 ， 两 端 白 乘 乓 且 简 化 ， 得 到 
7 = 机 或 和 = dr 【标准 型 ) {1) 
上 面 的 方程 刀 现 抛物 线 对 y 轴 的 对 称 性 ， 我 们 称 了 轴 为 抛物 线 的 轴 ( 简称“ 对称 轴 " ). 
抛物 线 同 它 的 轴 相 交 的 点 是 顶点 ， 描 物 线 x* = 4pry 的 项 点 位 于 原点 ( 见 图 9.20)， 正 数 p 是 抛 
物 线 的 契 距 . 
如 果 扫 物 线 向 下 张 开 ， 以 490, -p) 为 焦点 和 以 直线 y=p 为 准 线 ， 方 程 (1) 变 成 
2 


了 - 或 x = -py 
通过 交换 变量 x 和 xy， 我 们 得 到 向 右 或 者 向 左 张 开 的 抛物 线 的 类 做 方 程 ( 见 图 9. 21). 


' 下 


顶点 位 于 准 线 和 -一 
入 点 之 回 的 中 点 下 


a) 抽 物 线 只 -4pr b) 抛物 钱 =—4pr 
图 9.20 抛物 线 的 标准 型 x =dpy, p>0 图 9.21 


例 1 求 抛物 线 产 = 10x 的 焦点 和 准 线 . 
解 ” 先 求 标准 方程 Y=4px 中 的 p 值 : 


4p = 10, 所 以 p= 村 = 3 
然后 求 对 于 这 个 P 值 的 焦点 和 准 线 ; 


焦点 : (p,0) = ( 半 ,0) 
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9. 4.2 本 四 


杠 加 是 平面 内 的 点 集合 ， 其 中 的 点 加 平面 内 两 个 国定 点 的 距离 之 和 为 常数 这 两 
定点 是 椭圆 的 焦点 ， 
省 和 入 直 的 这 线 是 久久 焦 轴 上 两 个 焦点 之 问 的 中 点 是 精 困 的 中 心 . 后 同 本 相 | 
交 的 点 是 炸 加 的 顶点 ( 见 图 9. 22). 


如 果 焦 点 是 忆 ( -cc.0) 和 天 (c,0)( 风 图 9.23)， 并 旦 PE + PF, 用 2a 表示 ， 那 么 栖 罗 上 点 户 
的 沧 标 满足 方程 


v(x + 人 wz + 入 = 24 


图 3.22 酉 圆 赃 轴 上 的 点 图 9.23 巾 等 式 PF +PF =2a 定 文 的 椭圆 是 方程 (zzasy + 
(YA) =] 的 图 形 ， 其 中 好 =a 一 ec 


为 了 简化 这 个 方程 ， 把 第 一 个 根 式 移 到 方程 的 右 端 ， 两 端 自 乘 ， 分 离 剩余 的 根 式 ， 肯 各 琵 ， 
得 到 
气 十 二 = | (2) 
-由 于 PF + Pr, 大 于 长 度 万 六 (根据 三 角形 PF,F, 的 三 角 不 等 式 )， 数 2a 大 于 2e， 因 此 ,a >e 而 
方程 (2) 中 的 数 王 ~“ 是 正 数 . 

把 导出 方程 (2) 的 代数 运算 步 又 皮 过 来 ， 可 以 证 明 ， 如 果 每 点 P 的 坐标 满足 以 0 <c <a 为 条 


件 的 这 种 形式 的 方程 ， 它 也 满足 等 式 PF + PF, =2a。， 因 此, 一 点 位 于 椭 赔 上 当 和 且 仅 当 它 的 坐标 


满 是 方程 (2). 
如 盯 
B= /as 一 {3) 
那么 a -c= 六 并 且 方 程 (人 2) 的 形式 为 
2 2 
+ = (4) 


方程 44) 旺 现 这 个 椭圆 对 于 原点 和 两 个 坐标 轴 对 称 . 它 位 于 以 直线 *= +a 和 和 y= +b 为 界 的 
短 形 内 部 .， 它 同上 坐标 轴 在 点 ( +#,0) 和 (0, +8) 相交 ， 在 这 四 个 点 的 切线 垂直 于 坐标 轴 ， 内 为 


下 - - 生 《用 隐 式 微分 法 从 方程 (4) 得 到 ) 


在 * = 避 时 为 零 和 在 7=0 时 为 无 穷 大 ， 
在 方程 44) 中 ， 糊 阅 的 长 轴 是 联结 点 ( ta,0) 的 长 度 等 于 2a 的 线段 ” 短 轴 是 联结 点 
(0. + 扫 的 长 度 等 于 ?2 的 线段 、 数 a 本身 是 半 长 轴 ， 数 5 是 半 短 轴 ， 从 式 (3) 求 出 
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"= vi -bh 
数 : 吕 椭 圆 的 中 心 -焦点 距离 ， 如 江 w=#， 椭 风 讼 成 为 圆 . 
2 2 
_ 
例 2 习 贺 二 + 本 = (5) 


( 见 图 9. 24) 其 有 
于 长 轴 : a = v16 = 4 
站 短 轴 ; =y9 =3 
中 心 -焦点 距离 c = v16 -9 = 性 
焦点 (+c,0) =《=+ 上 中 .0) 
顶点 : {a.0) = (+4,0) 


中 心 : (0,0) 国 7 
如 时 交换 方程 (5) 中 的 x 和 y， 得 到 方程 
x 图 9 24 上 有 水 平 长 轴 的 椭圆 ( 例 2) 
了 = (6) 


计时 这 个 椭圆 的 焦点 和 硕 点 在 y 铂 上 ， 长 轴 是 重 直 线段 而 不 是 水 平 线段 ， 在 分 析 方 程 (5) 和 (6) 
时 不 要 出 现 混乱 如果 我 们 求 坐标 轴 上 的 截 距 ， 会 知道 长 轴 所 在 的 位 置 ， 因 为 它 是 两 个 办 中 较 长 
的 一 个 . 


中 心 在 原点 的 椭圆 的 标准 型 方程 

起 点 站 x 轴 上 ， 所 + 好 =1 (qa>8) 总 点 在 Y 轴 上 ; + (a>6) 
Lr 

中 心 -~ 焦点 中 亢 : c= yal- 记 中 心 -焦点 距 商 : c= va -下 
焦点 ;( +c,0) 焦点 : (0, +c) 
顶点 : ( ta,0) 顶点 : (0, +a) 


在 上 面 两 种 情形 ，a 是 半 长 轴 , 4 是 半 短 轴 . 


9.4.3 双 曲 线 


定义 ” 双 有 曲线 是 平面 内 的 点 集合 ， 其 中 的 点 同 平面 内 两 个 固定 点 的 距离 之 差 为 肖 数 ， 黄 


个 国定 点 是 双 曲 线 的 入 点 . 
通过 双 曲 线 焦点 的 直线 是 售 轴 ， 焦 轴 上 两 个 焦点 之 问 的 中 点 是 双 曲 线 的 中 心 ， 焦 轴 朵 双 ， 


曲线 相交 的 点 基 顶 点 ( 见 图 9.25)， 


如 果 焦 点 是 (=-c,0) 和 严 (c,0){ 见 图 9.26)， 并 且 双 曲线 上 的 点 到 焦点 的 距离 之 差 为 党 数 
2z， 那 么 点 (xz， 力 位 于 双 临 线 上 当 且 仅 当 


Vs+c + - Vr-c +y = 土 26 (C7) 
为 了 简化 这 个 方程 ,把 第 二 个 根 式 称 到 右 端 ， 两 端 平 方 ， 分 离 剩余 的 根 式 ， 再 平方 ， 得 到 
所 + = 1 {8 
a a -ec 


至 此 ， 这 个 方程 看 起 来 同 椭圆 的 方程 完全 一 样 ， 但 是 a? - cr: 现在 为 负数 ， 因 为 2a 作为 三 角形 
PF 两 边 之 差 小 于 第 三 边 2e. 
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图 9.25 冯 曲 线 售 轴 上 的 点 阁 93.26 到 曲线 有 两 支 ， 所 示 蒋 曲线 在 右 支 上 的 点 满足 PF - PF = 
24， 在 左 支 上 的 点 满 是 PF, - PF, =26 
把 导出 方程 {8) 的 代数 运算 步骤 反 过 来 ， 可 以 证 明 ， 如 果 每 个 点 P 的 坐标 满足 对 十 0 <a <re 的 这 
种 形式 的 方程 ， 那 么 也 斑 呈 方程 (7》， 因 此 ， 一 点 位 于 双 曲 线 土 当日 仅 当 它 的 坐标 满足 方程 (8). 
如 果 用 5 表示 c+ -a 的 正方 根 ， 即 


b= ve -a (9) 
那么 到 -ee = -六 ,而 方程 (8) 具 有 更 紧 潜 的 形式 
EM -三 = | (10) 


方程 (10? 同 彤 四 的 方程 (方程 (4) ) 之 间 的 差别 在 于 三 号 和 新 的 关系 式 
= + (由 等 式 (9)) 

同 棋 男 一 样 ， 双 曲线 是 对 原点 和 坐标 条 对 称 的 ， 它 在 点 ( +a,0) 同 * 轴 相 交 ， 在 这 两 个 点 的 

切线 是 和 直线 ， 因 为 
煤 = < 《用 隐 式 向 分 法 从 方程 (10》 得 到 ) 

当 y=0 时 成 为 无 穷 大 ， 双 曲线 没有 y 截 距 ， 事 实 上 ， 双 曲线 的 任何 部 分 不 出 现在 直线 = -a 和 
x=& 之 间 . 

直线 7= + 人 x 
是 由 方程 (10) 定 义 的 双 曲 线 的 两 条 渐 近 线 ， 求 其 近 线 方程 的 最 快 方法 是 在 方程 (10) 中 用 0 代替 
1， 然 后 从 新 方程 求解 y: 


b 
a pp 一 1 一 一 而 = 信人 一 了 -+ 
入 由 全 JI0 慌 和 1 EP 
3 
例 3 方程 ， ， 
世 -了 -1 《117) 
4 5 


是 方程 (10) 取 a =4 和 如 =5 的 双 曲 线 ( 见 图 和 9 27)， 它 具有 
焦点 : (二 ce,0) = (4+3,0) 
顶点 : (4+a,0) = (+2,0) 
中 心 ; (0,0) 


中 心 -焦点 距离 < = va + = v4+5 =3 
、 2 2 5 
渐 近 线 : 于 -全 = 0 或 y -+ 图 ”图 9.27 全 3 中 的 双 曲 线 及 其 浙 近 线 
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如 果 在 方程 (11) 中 交换 x 和 YY， 所 得 双 曲 线 的 焦点 和 项 点 将 位 于 y 轴 上 ， 我们 俯 然 用 前 面 一 


样 的 方法 求 渐 近 线 ， 介 是 它们 现在 的 方程 是 y= +2xv5. 


中 心 在 原点 的 双 曲 线 的 标准 型 方程 
焦点 在 < 轴 上 : 殷 - 呈 -1 外 点 在 y 钠 上 : 号 -于 =1 
好 [1 
中 心 -焦点 距离 : c= Va + 六 中 心 -焦点 距离 : c= va + 及 
焦点 : ( xc.0) 焦点 : {0, +c) | 
项 点: ( +a,0) 硕 点 ; (9 ,+a) | 
产 近 线 : 扎 -后 -0 成 y= zs 源 近 线 : 厂 -号 =0 或 yzor | 
但 b [i | 所 pb | 
| 请 注意 浙 近 线 方 程 的 差别 (第 一 个 方程 用 b/s， 第 二 个 方程 用 a/b). | 


下 面 我 们 利用 上 2 节 中 考察 的 原理 ， 用 x + 代替 x 和 y+ 代替 y 移动 圆锥 曲线 . 
例 4 证 明 方程 x -4 +2x+By -7 =0 代 表 双 曲线 求 它 的 中 心 、 新 近 线 和 焦点 . 
解 ”通过 对 xz 和 y 配方 把 方程 化 成 标准 型 : 
(x + 2x) -4(Y — 2Y} = 了 
(x +2x+1) — diy -2y+1} =7 +1-4 
+ - (7 - 
这 是 用 x +1 代 换 x 和 7Yy-1 代 换 y 的 双 曲 组 标准 型 方程 {10)， 双 曲线 向 左 移动 1 个 单位 和 向 上 移 
动 1 个 单位 ， 它 具有 Y+1=0 和 7-1=0 的 中 心 或 者 说 中 心 在 xz= -1 和 y=1， 此 外 ， 


1}): =1 


qa =4, FF =], -=a +b =5 
所 以 两 条 澡 近 线 是 直线 
1 
0 和 zt- =0 

移动 后 的 焦点 坐标 为 ( -1 + ,1). 国 
习题 9.4 

在 习题 1 -4 中 ， 从 方程 在 习题 5~8 中 ， 从 方程 

所 =27 267 = Bx, y=- dx 1] 
确定 同 双向 线 对 虚 的 方 释 ， 然 后 求 双 曲 缓 的 焦点 和 4 9 ? 


确定 同 攀 锥 曲线 对 应 的 方程 .然后 求 圆 锥 曲线 的 焦 
点 和 顶点 ， 如 果 轿 锥 向 线 是 双 曲 线 ， 再 求 它 的 新 
近 线 . 

5. 2 看 . 


淮 线 
z | 长 > 
入 是 4. ¥ ， 


习题 9 - 16 给 出 抛物 线 的 方程 ， 求 每 条 抛物 线 
的 孝 点 和 渐 近 线 ，、 然 后 思 出 撼 物 线 草 图， 在 图 中 是 


出 焦点 和 准 线 . 

9.7 = |2x, 10. x’ = 6 
11.x” = 一 8 12. 关 = -2x. 
13, y =4x°, 14.y = -gx 
15. x = 一 392. 16. = 2 


习 蚁 17 ~24 给 出 椭圆 的 上 方程。 把 每 个 方程 化 
为 标 崔 型 ， 热 后 而 出 幢 加 的 蔓 图 在 图 中 风 出 
17. 1l6x + 257 = 400， 
19. 2x: + 和 =2. 


18. 74° + 16y: = [112. 
20, 2x7 + = 中 
21. 3x’ +2Y =6. 22. 97: + 1073 = 90. 
23. 6x: + 097 = 54， 24., 169x: + 25y =4 225. 
到 题 25 和 26 给 出 xy 平面 内 中 心 在 原点 的 椭圆 
的 全 点 和 项 点 的 坐标 ， 在 特种 情形 ， 从 给 定 条 件 求 
椭圆 的 标准 谨 方 程 ， 
25. 仿 点 : { tv ,0); 顶点 ; ( +2,0). 
26. 焦点 ;: (0, 土 4); 压 点 ; 【0， 十 5) 
习 古 27 ~34 给 出 双 曲 线 的 方程 ， 把 每 个 方程 
化 为 标准 型 ， 并 卫 洪 双 曲 线 的 源 近 线 ， 然 后 两 出 双 
山 线 的 草图 在 图 中 画 出 亲近 线 和 和 紫 点 . 


27.x -=1. 28. 9x: — 16y’ = 144. 
29.y -x =8. 了.7-x = 相 
31. Bx -2 = 16. 32.7 -3r: =3. 


33. 8y* 2x = 16. 4. 64x! -367 =2 304. 
习题 35 ~38 给 出 xy 平面 肉 中 心 在 壤 点 的 开 曲 

线 的 焦点 或 者 顶点 坐标 以 真希 近 线 方程 .在 每 种 情 

形 ， 从 给 定 条 件 求 观 曲线 的 标准 型 方程 . 

35. 焦点 ，(0, ty2); 渐 近 线 ; y = x 


36. 焦点 ;( +2,0); 渐 近 线 ; y= 圭 


区 


切 |- 


37， 曾 点 : (+ 上 3,0); 源 近 线 : 了 = 土 全 -和 


Le 


38. 项 点: (0, 土 2); 源 近 线 ; y 


部 


| 一 


士 


在 求解 习题 3 ~ 56 之 前 ,或 许 你 需要 复习 - 


下 1.2 他 . 


各 日 草 
39. 把 抛物 线 7 =8x 向 下 移 沥 2 个 单位 和 向 右 移动 
1 个 单位 ,产生 授 物 线 (+ +2)? =8(x 一 1). 

【181 求 新 机 物 线 的 项 点、 剑 点 和 准 线 . 
{b) 吧 出 新 的 顶点， 焦点 和 准 线 . 并 旦 喝 在 新 
抛物 线 中 . 

和 .把 抛物 线 = -47 向 左 移动 ] 个 单位 和 向 上 移 
动 3 个 单位 ， 产生 抛物 线 (x +1)? = -4f7 -3). 
(a) 求 新 抛物 线 的 项 点、 焦点 和 淮 线 . 

1) 和 出 新 的 人 春 点 、 纺 点 和 淮 线 ， 并 日 晤 在 新 
抛物 线 中 . 

41， 把 椭圆 (716) + (A9) =1 向 右 移 动 4 个 单位 

和 币 上 牧 动 3 个 单位 ， 产 生 椭 加 


Crd) FD | 
15 多 
ta) 求 新 椭圆 的 焦点 、 顶 点 和 中 心 . 
【bj 别 出 新 的 焦点 顶点 和 中 心 ， 并 且 咖 在 新 
椭 加 中 . 
过 把 枉 因 (x39) ttyiA25) =1 问 左 称 动 3 个 单位 
和 向 下 移动 2 个 单位 .产生 桶 加 
r+ 3)? -+ 2}! 
1 


{8} 求 新 椭 图 的 焦点 、 顶 点 和 中 心 
【bl 西 出 新 的 点点、 项 心 和 中心 ， 并 且 画 在 新 
椭圆 中 . 

43. 把 双 有 曲线 (xz16) - (yA9) =1 向 右 称 动 2 个 单 

位 ， 产 生 双 曲线 
(2 | 

16 9 

{a) 求 新 双 则 线 的 中 心 、 集 点 、 顶 点 和 新 近 线 . 
(bj) 邑 出 新 的 中 心 、 焦点、 顶点 和 新 近 线 ， 并 


且 测 在 新 双 曲 线 中 . 
4 把 以 曲线 (zx4) - (rz5) = 1 向 下 穆 动 2 个 单 
位 ， 产 和 后 双 曲线 
{y+2)’ _ -1 
4 3 


1a} 求 新 又 曲线 的 中 心 、 焦 点、 顶点 和 渐 近 线 . 
1b) 画 出 新 的 中 心 ， 焦 点、 顶点 和 渐 近 线 ， 并 
且 画 在 新 双 曲 线 中 . 
相 题 和 5- 物 给 出 拍 物 线 的 方程 ,并 和 且说 明 每 
和 抛物 线 向 上 或 者 向 下 以 及 向 右 或 者 向 左 移 动 多 少 
个 单位 ， 求 新 抛物 线 的 方程 ， 并 且 求 新 的 厌 点 ， 仿 
点 和 准 线 . 
45.y =4x， 诺 称 2， 个 称 3. 
4 和 .六 = -12， 右 稀 4， 上 黎 3. 
47.x* =8yY， 石 移 1. 下 移 7. 
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得 . =67， 左 移 了 了， 下 物 2. 

当 题 和 ~ 有 5 给 出 椭 轿 的 方程 ， 并 上 说 明 每 个 横 
网 向 上 或 者 向 下 以 及 向 右 或 者 向 左 穆 动 多 少 个 单位 
求 新 炳 略 的 方程 ， 井 且 求 新 的 伪 点 、 顶 点 和 中 心 . 


49， 于 + 生 =1， 左 称 2， 下 移 1. 

5. gp 右 移 3， 上 移 4 

S1. 下 石 称 2， 上 移 3， 
x Fai 

和 2 个 + 各 后 =1， 左 移 4， 下 移 5， 


习题 3 ~56 给 出 双 则 线 的 方程 ， 并 且说 明 每 
对 又 曲线 向 上 成 者 向 下 以 及 向 右 或 者 向 左 称 动 多 少 
个 单位 ， 求 新 双 曲 线 的 方程 ， 并 且 竣 新 的 中 心 、 紫 
点 、 顶 点 和 渐 近 线 , 


53. 1 右 称 2， 上 称 2， 
Ei 

54 后 -分 =1, 左 称 2， 下 移 1 

55.7-x =|, 左 黎 1, 下 称 1. 

so =1， 右 称 1， 上 称 3， 


在 习题 5 ~68 中 ， 求 圆 维 曲 组 的 中 心 、 部 点 、 
顶点 和 源 近 线 ， 以 及 相应 情况 下 的 半径 ， 
57. 刀 +4z + 人 = 1 
58. 2x7 +277 —28x + 127 + 114 = 由. 
S59. x +2x +4y~3=0. 0. 7 -4y -Br -12=0. 
G1. x + Sy +4t=1. 62. 97 + Gy + 36y =0. 
63. xz +272 —2x -dy= -1. 
后. 只 -yt -2x+dy=4. 条 .说 -y+dr -6y =6. 
67. 2z2 — yy’ +6y =3. 68. 产 — dx’ + fx =24. 
全 .如 附 图 所 示 ， 如 果 经 过 抛物 线 央 = 和 ,上 > 人 上 
“点 邮 作 两 条 平行 于 坐标 轴 的 直线 ， 抽 物 线 把 
以 这 两 条 直线 和 坐标 轴 为 界 的 矩形 区 域 分 隔 战 
两 个 较 小 的 区 域 4 和 B. 


9.5 极 坐 标 中 的 圆锥 曲线 


极 构 标 在 天 文学 和 宇航 工程 中 是 很 重要 和 的 ， 因 为 人 造 卫 基 、 


椭 山 、 描 物 线 或 双 曲 线 的 轨道 运动 ， 


4 4x + +Bx—27= -1. 


(8) 如果 绕 y 轴 族 转 这 两 个 较 小 的 区 域 ， 证 钥 
它们 产生 的 族 转 体 体 积 之 比 为 4:1. 

tb} 当 绕 x 轴 旋 转 这 两 个 区 域 时 ,它们 产生 的 
旋转 体 体积 之 比 是 什么 ? 

70. 吊桥 秽 绩 按 扫 物 线 下 要 ” 附 图 所 示 吊桥 包 纺 在 
水 平方 向 支撑 每 英尺 w 酶 的 均 名 负荷， 可 以 证 
明 ， 如 果 钢 缆 在 原点 的 水 平 张力 为 HH， 那么 钢 
缆 的 曲线 往 足 方程 

全 


中 让 
通过 以 *=0 时 yY=0 作 为 初始 条 件 求解 这 个 微 
分 方程 ， 证 上 明 钢 缴 搞 抛物 线 下 重 . 


71. 执 物 战 在 第 点 处 的 宽度 ”通过 证 明 直 线 y =P 同 
抛物 线 局 =4pyrfp >0) 相交 的 两 点 相距 4p 个 单 
位 ， 证 明 数 和 4p 是 抛物 线 在 焦点 处 的 宽度 . 

72.， [zxAe?} -【[ 形 / 所 ) =1 的 渐 近 线 ”通过 证 明 


-过 lim(s- vs)-0 

证 明 ， 直 线 y = (bxajs 同 双 曲 线 (ze) - (YA) =1 
右 赤 7= (aa) ww -下 上 半 部 分 之 问 的 垂直 昨 
离 ， 当 x-*w 时 艳 近 零 . 对 于 双 曲 线 的 其 余部 
分 同 直线 y= 上 + (8/a)x 有 类 似 的 结果 . 

73. 在 可 以 内 接 于 椭 略 ** + 4y =4 和 边 同 坐标 轴 平 
行 的 矩形 中 , 求 具 有 最大 面积 的 矩形 的 尺寸. 
这 个 矩形 的 面积 有 多 大 ”? 

74. 绕 (a)z 轴 和 (b)7 轴 旋 转 由 精 加 9z +4P = 36 
包围 的 区 域 ， 求 所 产生 的 旋转 体 体 积 . 

75. 绕 x 轴 旋 转 第 一 象限 内 以 * 轴 和 直线 *=4 以 及 
观 曲线 9x* -4y =36 为 界 的 "三 角形 "区 域 , 求 
所 产生 的 艇 转 体 体 积 . 

76. 证 明 有 从 直线 x = -p 上 插 何 点 到 曲线 六 =dps 的 
两 条 切线 正 交 . 


月 球 、 行 星 和 茜 星 都 是 近似 地 沿 


它们 可 以 用 一 个 相对 简单 的 极 坐 标 方程 拱 述 ， 我 们 在 下 面 推 


导 极 坐标 方程 时 首先 引入 圆锥 曲线 当心 率 的 概念 ， 敲 心率 揭示 圆锥 曲线 的 类 型 ( 圆 、 丁 财 、 抛 物 
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线 或 双 申 线 ) ， 以 及 曲线 “不 向 "或 者 变 扁 的 程度 . 
引 .5.1 离心 率 
虽然 对 于 补 圆 而 言 ， 中 心 - 紫 点 距离 c 不 出 现在 碍 程 

所 + 汽 -1 (a > 和) 

中 ， 我们 依然 可 以 从 公式 56= va -5 确定 c 如 上 虹 园 定 a 而 让 c 在 基 间 0<e<e 上 变化 ,椭圆 的 

形状 将 随 之 改变 ， 如 果 e=0( 所 以 上 = 她 ， 椭 圆 成 为 晤 ,而 雪 c 增加 时 ， 椭 加 变 扁 、 如 果 c =&， 

焦点 同 项 点 重合 ， 栏 加 退化 成 线段 ， 于 是 引起 我 们 对 比率 e = ea 的 考察 ， 对 于 双 曲 线 也 用 这 个 

比率 ， 只 不 过 这 种 情况 的 c 等 于 v 呈 + 上 而 不 是 va 下， 我 们 用 略微 熟悉 的 术语 当心 率 来 定义 

这 些 比 宁 ， 


定义 
椭 国 (x Ve) + (PE ) =1(Ca > 的 离心 率 是 
ev 
< 既 三 


汉 曲 线 (x* “ae ) - (7 人) =1 的 高 心率 是 
c 
ss=— = 


抛物 线 的 离心 率 是 | 


es 二 ] | 


抛物 线 有 一 个 焦点 和 一 条 淮 线 ， 而 椭圆 有 两 个 焦点 
和 两 条 准 线 ， 椭 圆 的 准 线 在 了 距离 中 心 + ae 处 垂直 于 长 
轴 、 抛 物 线 具 有 这 样 一 种 几何 性 质 : 对 于 抛物 线 上 的 任 
何 点 PP， 


PF=1.PD (1) 
其 中 下 是 焦点 ，D 基准 线 上 最 接近 P 的 点 ， 对 十 精 贺 ， 
可 以 证 明 等 式 {1) 由 两 个 等 式 


Pr =e* PD, PF, =e- Ph, (2) 
代 圭 。 其中。 是 离心 率 , PP 是 椭圆 土 的 任意 点 ,Fi 和 下, 
是 焦点 ，D, 和 D, 是 准 线 上 最 接近 中 的 点 ( 见 图 9. 28)》， 图 9 如 柱 国 (ar + (P75) =1 的 
在 式 (2) 的 两 个 等 式 中 ， 准 线 和 焦点 必须 对 应 ; 就 焦点 和 玲 线 ， 准 线 1 对 应 于 焦 
是 说 ， 如 果 使 用 从 PP 到 FF 的 距离 也 必须 使 用 从 PP 到 点 严 ， 次 线 2 对 应 于 售 点 瑟 
桶 圆 同一 端 准 线 的 距离 ， 淮 线 x = -ae 对 应 于 下 ( -<， 
0)， 而 准 线 x = ae 对 应 于 瑟 (c, 0). 
正如 椭圆 的 情况 一 样 ， 可 以 证 明 ， 直 线 x = +ave 充当 双 昌 组 的 两 条 准 线 ， 并 且 
PF =e- PD 和 PF, = “ev PD, {3) 
其 中 是 双 曲 线 上 的 任意 点 ，F 和 下, 是 焦点 ，D, 和 了 , 是 准 线 上 最 接近 P 的 点 ( 见 图 9.29). 
在 类 圆 和 双 曲 线 这 两 种 曲线 中 ， 离 心率 是 焦点 之 闻 的 距离 同 顶点 之 刹 的 距 离 的 比率 ( 因为 
ea =2e2z)， 
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焦点 间 的 距离 
的 中 


在 术 圆 中 ， 两 个 焦点 比 更 哆 个 项 点 更 柴 近 ， 这 个 比率 小 二 1， 在 双 曲 线 中 ， 阿 个 焦点 比 两 个 
顶点 相距 更 过 ， 这 个 比率 大 寺 上 

“焦点 - 准 线 "等 式 上 = 到 以 下 面 的 方式 把 扫 物 线 、 栖 圆 和 双 曲 线 统 -- 起 来 ， 楚 设 点 上 
到 国定 点 所 焦点) 的 电离 PF 是 到 辐 定 详 线 ( 准 线 ) 的 昭 离 PD 的 常数 俯 就 是 说 ， 候 定 


PF =e: PD (4) ; 


其 中 喇 是 从 PP 到 准 线 的 硬是 ,+ 是 比例 常数 ， 这 时 

【al 如果 e=[,， 中 综 过 的 路 生 是 抛物 并 ; 

(b} 如 果 e <1， 局 经 过 的 路 径 是 椭圆 ; 

(cj) 如 果 e>1， 疡 经 过 的 路 径 是 双 曲 线 . 

在 等 式 (4) 中 设 有 出现 坐标 ， 当 我 们 试图 把 它 转 
化 成 坐标 形式 时 ， 要 用 不 同 的 转化 方法 ， 这 随 。 的 
大 小 而 定 . 圣 少 ， 在 笛 卡 儿 坐 标 是 这 样 ， 热 而， 我 
们 将 会 看 到 ， 在 极 坐 标 中 等 式 PF =e* PD 转化 成 同 
* 的 值 无 关 的 单一 方程 . 

对 于 中 心 企 原 点 和 焦点 在 x 轴 上 的 双 山 线 ， 在 | 
给 定 焦点 和 对 应 的 准 线 后 ， 我 们 可 用 图 种 29 所 示 的 几 5 29 下 曲线 (eV v8) -1 的 


尺寸 求 e. 知道 e。 后 ， 可 以 从 等 式 PF =e .PD 芋 出 眩 点 和 准 线 ,无 沦 呈 位 于 也 地 
双 曲 线 的 箭 卡 儿 方 程 ， 像 在 下 面倒 子 那样 ， 对 寺中 线 上 上 何 处 ， 都 有 PF = 。 - PD, 
心 在 原点 和 焦点 在 4 轴 上 的 燃 圆 ， 可 以 用 岁 9.28 所 Fp, 2e .PD. 


示 的 尺寸 以 类 伺 的 方式 求 柄 圆 的 方程 . 
例 1 并 中 心 在 原点 的 双 曲 线 的 向 卡 几 方程 . 它 的 一 个 焦点 在 (3, 0) .并 且 以 直线 *= 1] 为 
对 应 的 准 线 . 
解 ”首先 用 图 9. 29 所 示 的 尺寸 求 观 曲线 的 离心 率 ， 焦 点 是 
(tc,0) = (3,0)， 所 以 c=3 
准 线 是 直线 


x= 卫 =1， 所 以 a-e 


把 所 得 结果 同 定 文 离心 率 的 公式 结合 起 来 ， 给 出 
kc 所 以 -3 而 = 
知道 < 后 ， 现 在 可 以 从 等 式 PF =e， PD 时 出 我 们 所 要 的 方 
程 . 用 图 9. 30 的 记号 ， 有 
PF =e" PD (等 式 (4)) 


vx-3) +(y-0) = xz- (ee = 3) 
x 一 =3{(x -2x+1]1) 
2x -y=6 
sy 
3 5 图 名 30 例 !1 中 的 双 曲 线 和 淮 线 
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.5.2 极 方 程 
为 广 求 椭圆、 抛物 线 和 骏 曲 线 的 极 方程 ,我们 把 一 个 焦点 置 于 原点 ， 而 以 原点 训 边 的 对 直线 
x = 上 为 对 应 的 准 线 ( 见 图 9.31)， 这 样 使 得 
PF = 


和 
PD =kR- FBR=k-recong 
两 锥 曲线 的 焦点 - 荆 离 等 式 PF =e - PD 于 是 变 成 
r = etk -reos dy) 
从 其 中 求解 :， 得 到 证 述 表 达 式 ， 


离心 率 为 e 的 圆锥 曲线 的 极 方程 


+ ee ; (5) 图 9.31 如果 圆锥 曲线 所 处 位 置 
是 焦点 在 原点 ， 一 -条 
.其 中 x=k>0 是 下 直 准 线 . pt 


在 原点 右边 ， 那 么 可 以 


2 三 和 ， 
例 2 下 面 是 三 种 圆锥 曲线 的 报 方程 从 男 众 曲线 的 焦点 - 难 


_ 人 
e = 宁 : 栅 国 + = oa 线 等 式 求 它 的 槛 方 竹 
4。 = 1; 抛物 线 r- 一 一 
1 + cos 日 
_ 9， 2 国 
* =2: 双 曲 线 " = 7 co 


可 以 看 出 ， 方 程 (5) 随 准 线 的 位 置 不 同 曾 改变 ， 如 果 准 线 是 在 原点 左边 的 直线 x= -原点 
仿 然 是 一 个 焦点 }， 方 程 (5) 变 成 

ke 
|] -eonsg 
布 端 表达 式 中 的 分 母 取 { - ) 号 而 不 是 ( + ) 号 ， 如 果 准 线 是 直线 y= 或 者 y= -上 ， 极 方程 中 包含 
正 纺 而 不 是 余 芝 ， 如 图 9. 32 所 示 . 


r= 


r= Ke r= ke = Ke 
i+ecensg ] — ecose il—rsing 
vy 
1 集 点 在 原点 
个 点 在 原点 诺 点 在 原点 站 
本 


准 线 1 =。 准 线 r= 从 准 线 y = ~k 


a) b) cl d) 


图 9.33 离心 率 =>f 而 准 线 位 置 不 同 的 辐 锥 曲线 的 极 方程 : 图 中 显示 的 是 抛物 线 ， 所 以 * = 1 


例 3 求 高 心率 等 于 372 和 淮 线 为 直线 x=2 的 双 曲 线 方 程 . 
解 ” 利 用 方程 (5)， 取 上 =2 和 。=3/2: 
21372 看 
rs 或 “一 os 看 
例 4 求 抛物 线 
25 
10 +10 ceos 由 
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的 准 线 . 
解 用 10 除 石 靖 表达 式 的 分 于 和 分 租 ， 把 万 程 蛮 成 标准 形式 极 方 释 ， 
SA 
32 
T + cos 
这 是 方程 rr 
到 k=572 和 e=1 的 结果 ， 方 程 的 准 线 是 直线 x = 572. 准 线 
[ 
从 图 9.33 的 椭圆 图 解 中 看 出 ,& 辣 离心 率 « 和 于 
长 轴 的 关系 由 方程 


得 
= -- -ea 
Li 


表示 ， 由 此 求 出 如 =all -~ 后 )， 在 方程 5) 中 用 al - 
e) 代 换 和 起 给 出 李 现 的 标准 极 廊 程 . 


、 . 图 9.33 在 半 长 轴 为 a 的 椭 呵 中 ， 焦 
离心 率 为 e 和 举 长 轴 短 于 a 的 椭圆 的 模 方 程 点 - 准 线 虹 离 为 上 = (Cae) - 


| = (6) ca, PRE ke=a(] -e*)} 


请 注意 ， 当 。=0 时 ,方程 (6) 变 成 +=a， 代 表 一 个 圆 . 
9.5.3 直线 

假定 从 原点 到 直线 并 的 三 线 同 工 在 点 P(r ,相交 ， 
其 中 避 宕 0( 多 图 9.34)， 如 果 P(r,8) 导 上 上 任意 的 其 他 点 ， 
那么 点 只 ，P 和 口 是 一 个 直角 三 角形 的 项 点， 由 它 可 以 确 


m=rcos (8— 0) 


直线 的 标准 极 方 程 
车 点 癌 (m, 抽 ) 是 从 原点 到 直线 守 的 重 足 ， 并 用 
mmz0， 旭 工 的 方程 是 图 9.34 从 由 直角 二 角形 0P,P 担 到 
r cos (8 6) =r, (7) | 的 关系 式 m =r cos (9 和) 
-一 一 林 以 求 出 直线 工 的 极 方程 


锡 如 ， 如 果 免 = mr“3， 我 们 求 出 
F CO [8 一 工 = 了 


"(eos 上 cos 加 + sin # sin 荆 | 三 之 


3 
reos e+ rsing =2 或 x +viy = 4 


9.5.4 图 
为 了 求 圆心 在 P(r .后 ) 半 径 为 a 的 圆 的 极 方 程 , 令 P(r,8) 是 贺 上 的 一 点 ， 并 且 对 三 角形 
ODP,P( 见 图 9.35) 应 用 余弦 定律 、 这 样 给 出 


落 9 章 


3 1 
a = 2 nn (0 ) 


如 果 国 经 过 闵 点 ， 那 么 =u， 上 曾 的 方程 简化 战 


n= +r -2arecos (和 -六 


r=2arros (th-0,) 
r= Qa cos {HA) 


如 果 圆 心 何 计 正 * 轴 上 . 这 时 钝 =0， 得 到 近 - 步 莘 化 的 方程 


r= uunsg 


如 昌 加 心 位 和 下 了 了 轴 上 上 上， 机 = m2 eos (8- 夺 )= 了 
cos【 旦 一 瘦 [2) = sin 如 ， 方 稳 r=2a ros f8- 人 大 腊 


有 


《8 ) 


2 (9) 针 9.35 村 区 形 站 由 疾 玫 二 
r 三 2sSin 站 
| 余 束 定律 可 以 得 到 这 
如 果 罗 经 过 原点， 并 心 在 负 x 轴 和 负 Y 铀 上， 加 的 方 和 个 天 的 披 广 和 
可 以 从 以 土方 程 中 用 -r 伐 换 得 到 ， 
例 5 下 面 导 几 个 经 过 诛 点 的 圆 的 极 方 程 . 
半 和 突 | 圆心 (机 于 标 } 则 坊 程 
3 0 r=6cmg 
2 12, 17) r=dung 
17> (1 -12， 0 r= -nm 
1 【 一 1 ，T) r= -2#ing 
国 
习题 9.5 


在 习题 】~8 路 ， 求 梢 圆 的 离心 率 ， 然后 求 本 
圆 的 焦点 和 准 线 ， 并 且 冰 出 图 虎 . 
1. 16x: +257 = 400. 2.37xr: + 1]6y = 1]12. 
.2x + =2. 4. Zr: rr =4. 
号 3 +2y: =6， .Or 十 10y* = 90. 
了 6x3 +9y° =54. 和 16927 + 25y° =4 225. 
习题 9 ~12 给 出 中 心 在 x 平面 原 点 的 椭 国 的 焦 
点 和 离心 率 或 者 俊 点 和 离心 窑 ， 企 每 种 情形 ， 求 李 
圆 在 稍 卡 儿 坐 标 中 的 标准 展 式 方程 . 
9 焦点 ;: 40, +3); 腐 心 率 : 0.5. 
10. 焦点 : ( +8,0); 离心 率 : 0.2. 
11. 项 点: (0. 土 如 ); 离心 率 ; 0.1. 
12， 而 点 : (上 10.0); 高 心率 : 0. 24. 
习题 13 ~ 16 给 出 中 心 在 xy 半 面 原点 的 椭圆 的 
焦点 和 对 应 的 叭 线 . 在 每 种 情形 ， 用 图 9 站 的 尺 
诬 求 顶 圆 的 离心 率 ， 抠 后 求 枉 圆 在 笛 卡 儿 坐 标 中 的 
标准 形式 方程 . 
13. 不 点 : (六 ,0); 淮 线 : r= 
| 
14 焦点 : (4.0); 淮 线 : x= 总 
1s. 焦点 ; CC —4,0)s 淮 号 : x= 一 16. 
16. 焦点 ; (一 0) 淮 线 : 二 一 2 


在 习题 17 ~ 24 中 ， 求 双 有 曲线 的 高 心率 然后 


崔 得 曲线 的 能 点 和 准 线 并 日 可 出 出 形 . 
17. x -=1. 18. ox ~ 16 = 144. 
19. y* —x: =8, 20. -4 
21. Bx — 27 = 16. 22. yx =3. 
23. 8 -2 =16. 24. 的 z -36” = 2 304. 
习题 5 ~28 给 出 中 心 在 克 平 面 原 避 的 离心 学 
和 顶点 或 者 离心 率 和 焦点 ， 在 每 种 情形 ,水 双 申 线 
在 饼 卡 儿 坐 标 中 的 标准 形式 方程 . 
25， 南 心率 : 3; 顶点 (0. 1). 
站 . 亢 心 率 : 2; 硕 点 ( +2.0). 
27. 腐 心 率 ; 3; 焦点 ( +3,0). 
28， 离 心率 ; 1.25; 焦点 (0, +5), 
习题 29 ~ 36 给 出 一 -个 焦点 在 原点 的 央 锥 曲线 
的 离心 奉 ， 以 及 同 这 个 焦点 对 应 的 准 线 . 有 求 每 条 贺 
锥 曲线 的 极 方程 . 
29.c=1, x*=2. 
MH.e=5, = -#€. 
33.e=1/, x=1. e144, T= 一 了 
35.e=1x“5， r= -10. .=1/3, Y=, 
在 半 题 37~ 闪 中 ， 呈 出 拖 物 线 和 畏 圆 的 革 图 ， 
包括 同 在 原点 的 焦点 奎 应 的 准 钱 ， 用 相应 的 概 坐 标 
标 出 顶点， 也 标 出 椭圆 的 中 心 . 


37.r=— 38.r 


E + reoa 站 


M0.r=1, r=2 
=2, x=4. 


_ 看 
os 他 


下 坐 标 与 图 打 曲 线 S29 
.r= 25 0 r- 4 76. 行星 轨道 ”利用 下 圾 中 的 数据 和 方 税 (61 状 从 
5 em 个 行 基 轨道 的 极 方 各 
4Lr= 一 400 42.r=— 2 
1 + sin 在 3 二 3 in 各 行 时 半 长 轴 ![ 大 立 单 位) 高 心率 
-8 -4 水 娃 0. 3871 6 
.r= 3 sin 4 他 金 毕 @ 7233 0 068 
在 习题 45 -48 中， 周 出 直线 的 草图 ， 并 了 外 状 地 球 1. 000 0.0167 
它们 的 管 卡 儿 六 各 , 火星 1. $24 0. 0934 
, .TY ， 3 _ 本 用 5. 203 0, 0484 
45 r oo [9 于) = rem (9 了 = 上 昌 9. 539 0 0543 
271 _ TI, 无 玉民 I9. 18 0. nd450 
4 (9-3) = 龟 rem (9+ 于 )=2 竹下 时 0.06 0D, 0082 
在 习题 49 - 列 中 ， 下 每 条 由 线 取 en (8- 生 = 莽 下 时 39 和 4 0 2481 
和 的 如 ， 有 王 星 的 轨道 
- ， 视 王 星 的 
49. “二 和 S00, v3xr -r=1, 
sl Vs 1 52 2 4 (025) 1) 147.9 
“7 "EO 加 | +0.25 cns 8 ne 


在 习题 33 -~ 56 中， 同 出 天 的 草图 ， 纵 出 国 心 
的 极 坐 林 ， 并 日 确定 圆 的 半 和 桂 . 
Sr =4 cna ph Sd.r=6 sint. 
r= 一 2 on 和 Sh. r= -8 sin 

在 习 其 57 ~- 64 中 ， 求 加 的 概 方 程 ， 在 坐标 平 
面 肉 师 出 半 的 草图 ， 芽 且 标 出 辆 的 稍 卡 儿 方程 和 极 
方程 - 
S7.(x -6)* + = 36. 
59. xz + (y~5)? =25. 
Gl. x +2z + =0. 


58. (x +2)* + 六 = 小 
各. TYyY+T7)2 =49. 
(2. xz 一 ]6z + 天 =0, 


G3 x + + y=0, 


眶 在 当 题 人 5 -74 中 ， 夯 出 直线 和 圆锥 曲线 的 图 形 . 
5. r=3 ger {AH-T/4), B06. r=4 sec (P+ TY). 
67.r=4 pin 此 Rr= -2coa 昌 
69. r=8/ 4 + ens 中 ) TO.r = + sin 8). 
Tl.r=1A(] -ain 0}. TI r= +eos #8). 
73. r=1A(] +2 sin 8). 74.r= 1 + 2e0n 人) 


Gt 


75. 近日 点 和 远 日 点 一 里 行星 以 炳 圆 轨 道 绕 太阳 运 
行 ， 加 道 半 长 轴 的 长 魔 为 af 参见 附 图 】. 
下 村 点 近日点 


{ 贤 本 攻 | 最 远 ) ! 亢 太阳 最 近 ) 


【村 证 明 ， 当 行星 治 太 阳 最 近 时 "> =afl -er)， 
当 行 星 车 太阳 最 远 时 = af1 +e). 

(bj 利用 习题 16 附 表 中 的 数据 ， 求 太阳 系 每 晒 
行星 离 太 阳 的 最 近 距 离 和 最 远 另 离 . 


在 当 晤 7- 品 中， 求 给 定 临 经 的 极 方程 ， 在 每 
种 情形 . 呵 :条 代表 性 曲线 的 草图 . 
Tt 2ar=0. 78. 位 = 4mx + dn:. 
os otraina=p (a,. 疡 是 常数) 
BO. Cx 4+) Aar(a 4) ay =0. 


计算 机 探究 
81 用 -种 CsS( 计算 机 代数 系统 ) 综 制 柜 方程 
ke 
“一 T+ FP rn 和 


在 区 间 -7 和 87 上 对 于 不 向 值 和 * 值 的 疼 
形 ， 回 算 下 列 问题 ， 

[a) 取 = -2， 描 壕 当 取 e 为 34，1 和 和 54 时 
图 形 中 出 现 什么 ， 对 于 上 =2 重复 - 遍 . 
{b] 二 上 = -1 描述 当 取 e 为 ?A6,，5/4， 4/3， 

32,，2,，3,，5，10 和 20 时 图 虑 中 出 现 什 
么 ， 对 于 #=172, 1/3，1A4,，1710 种 L320 
重复 一遍 . 
[ct} 现 在 保持 e >0 为 画 定 值 ， 接 述 当 了 到 具 为 
-1，-2，-3，-4 和 -5 时 图 形 中 出 现 什 
么 .。 闭 必 广 意 抽 物 线 、 梢 较 和 双 曲 线 的 
图 形 . 
如, 用 一 种 CAS 绘制 精 图 的 极 方程 
| afl-e) 
上 十 eeos 好 

在 区 间 -7T 志 98 委 T 上 对 于 5 > 和 和 8<e<l 的 不 

同 值 的 图 形 . 

[a) 取 e=9/i0， 描 述 当 令 4 等 于 1,，3/2,2， 
3, 5 和 和 10 时 图 形 中 出 现 什 么 ， 用 e = 1 才 
重复 一 址 . 

{b] 取 a=2 描述 当 列 = 为 3710, 810,， 7A0，…， 
1710，1720 和 150 时 图 形 中 出 现 什 么 . 
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9.6 园 锥 曲线 与 参数 方程 ， 摆 线 


碍 3.5 节 介 绍 过 在 笛 卡 沁 平 面 内 由 参数 方程 定 六 的 曲线 ， 以 及 如 何 求 它 们 的 导数 ， 那 时 站 经 
计 论 直线 、 贺 和 椭 癌 的 参数 表 天 ， 存 这 一 节 我 们 讨论 长 他 平面 曲线 的 参数 走 示 ， 其 中 包括 抛物 
线 、 双 曲线 、 搜 线 、 捷 线 和 等 时 晶 线 . 
9. 6. 1 抛物线 与 双 曲 线 

在 3.5 站 由 用 参数 表示 

过 = 时， Y=t,， (0 

描述 质点 证 抛物 线 丰 支 的 运动 ， 帮 下 面 的 例 玉 中， 我 们 效 得 整个 抛物 线 的 参数 上 长 示 击 不 限于 它 
的 在世 . 

和 例 1 xy 平 而 内 运动 质点 的 位 置 Ptx.7) 由 上 程 和 参数 区 问 

X=t, = , 一 总 <I 

络 册 确定 质点 的 路 径 并 凡 描 述 其 运动 ， 

解 在 方程 +=t 和 y= 之 问 消 去 :确定 路 征 ， 得 到 

Y= (ff) =x 

质点 的 位 置 坐 标 满足 方程 y= 安 ， 所 以 质点 沿 这 茶 曲 线 运 动 . 

回 3.5 节 例 10 不 阿 ， 质 点 现在 退 历 蓝 个 抛物 线 ， 妆 :出 
-wm 增 加 到 w 时 ， 质 点 沿 左 克 向 下 运动 ， 通 过 原点 ， 髓 沿 右 
世间 上 运动 ( 见 图 9. 36). 国 

如 例 1 说明 的 那样 ， 任 何 曲 线 y=fra) 都 有 参数 胡 75x = 


_ _ | 3, 36 T=, Y=, -om 
y=/(1)， 这 种 表示 如 此 简单 ， 以 至 通常 不 去 用 它 ， 但 是 ， 时 a 


这 种 观点 有 了 时 对 我 们 是 有 帮助 的 . | 
线 +=xt 例 1 
例 2 质点 在 时 间 :的 位 置 P(x,y) 由 所 多 全 了 (入 
天 = sect, y=iant, ~ 至 <ic 了 质点 不 经 


2 2 
始 出 ， 描 述 它 的 运动 . 
解 ”从 方程 
secf = x,. tant=7 
消去 1, 求 P 的 坐标 满足 的 管 卡 儿 方程 ， 我 们 利用 已 等 式 
sec tf 一 tan* t=1 完成 这 人 忻 事 ， 由 它 产 牛 
x -yy =1 

由 于 质点 的 坐标 {x,y) 满足 方程 全- 六 =1， 质 点 运动 出 现在 这 
条 双 有 曲线 上 某 此 地方， 当 1 从 -Tn 人 2 变化 到 5 人民 时 ,x=sec 1 保 图 937 方程 +=Sec 4 了 =tan1 


持 正 值 ， 而 y =tan {由 -名 变化 到 w ， 所 以 P 遍历 双 曲 线 的 右 和 区 间 -m2 <t< m2 
支 ， 当 上 加 时 它 沿 右 下 半 支 运动 . 在 4=0 时 达到 点 (1, 0)， 找 述 双 蝎 线 * - 
而 当 : 向 人 2 增加 时 PP 运动 进入 第 一 象限 ( 见 图 9.37). | =>1 的 右 支 ( 例 2) 
9.6.2 拉线 

信物 传记 当 控 钟 的 摆 铎 按 园 缀 摆动 时 ， 它 牵涉 的 问题 是 摆动 的 


频率 依赖 于 摆动 的 幅度 摆动 概 度 越 宽 ， 摆 锤 返 回 中 心 ( 它 
克 里 斯 琴 ， 惠 更 括 的 最 低位 置 ) 所 需 时 间 越 长 
《Christiaan Huygens, 1629—1695) 如 果 可 能 使 捍 狂 按 一 条 插 线 摆动 ， 那 么 就 不 会 出 现 这 
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例 3 个 伴生 为 上 的 轮 于 沿 -条 水 平 耻 线 滚动 
灼 轮子 圆周 上 点 二 经 过 路 答 的 参数 方程 ， 这 种 路 称 称 
为 摇 线 . 


解 区 们 取 这 条 水 乎 直线 为 * 轴 ， 厅 轮子 上 标 出 - 
碟 卫 只 户 丰 原点 时 开始 向 存 深 动 轮 产 用 轮子 转动 的 
租 上 作 为 参数 ，: 以 弧度 为 单位 ， 图 少 39 显 直 轮子 在 - 
小段 时 间 后 处 二 导线 上 离 原点 at 单位 的 位 置 ， 轮 子 的 中 
心 忆 位 于 (otra) 而 的 毕 标 为 
考 二 全 十 三 TS 可 YY = 站 十 人 Sin 和 


为 了 用 上 静 术 8， 从 图 中 疯 察 到 148=3w/2， 所 以 


图 9.38 在 惠 揭 斯 的 扎 钟 中 ， 控 二 过 
摆 线 探 动 ， 所 以 换 动 频率 下 
依 弥 十 损 动 幅度 


- 3- 
8 = 了 1 
这 使 得 
cns 二 cos (六 一 =—- sinf, sing = sin (7 -1 =—- east 
我 们 所 求 方 程 是 
才 二 人 一 人 SinEt y=aaunst 
通常 这 两 个 方程 在 提出 鞭子 a 后 写成 
X= qt sint}), y=a(tl—cost) 【1]》 
图 9. 和 0 显示 热线 的 第 一 个 拱 形 和 第 二 个 拱 撒 的 一 部 分 . 
} Pla w= tour + acos fu + msinA) 、 
\ 1 
{x + 
CN 
让 ” 0 2 ~ 
图 9.39 流动 轮子 上 点 Ptx, yy) 在 图 9 和 押 线 x =0t! -sin 1)， F=06] -ris 1) .1 闻 习 
前 1 时 的 位 置 (全 3) 
9. 6.3 ” 兵 线 与 等 时 线 人 一 学 -至 一 一 光一 
如 果 把 图 形 9. 40 倒转 过 来 ， 方程 (1 依然 AN 


适 甫 ， 而 所 得 曲线 ( 见 图 9. 41 ) 存在 两 个 有 趣 的 
物理 特 忻 ， 第 一 个 特性 同 原点 D 和 第 一 个 拱 形 


底 端 的 点 旦 有 关 ， 在 联结 这 两 点 的 所 有 光滑 曲 7 


线 中 ， 揪 线 将 使 一 个 只 受 重力 作用 而 无 靡 氛 的 “图 9 4 


修 珠 沿 曲线 从 如 向 召 滑 动 时 是 最 快 的 ， 这 使 扔 
线 成 为 一 条 捷 线 ， 或 者 这 两 点 间 的 最 短 时 间 曲 
线 、 第 二 个 特性 是 ， 即 使 小 珠 从 中 途 开始 沿 曲 
线 向 点 下滑 ， 它 恢 热 将 以 相同 的 时 间 到 达 点 


Hlas. 29) 


为 了 研究 在 重力 作用 下 沿 一 条 倒 轿 援 线 
的 运动 ， 把 图 9. 和 例 转 过 来 这 使 * 轴 
指向 重力 的 方向 ， 并 且 梧 朝 下 的 + 坐标 
为 正 ; 摆 线 的 方程 和 参数 区 闻 仍 然 是 

T=2tr- ani), =efl -cos 1), t¥0 


曲线 上 的 箭头 指向 上 + 增加 的 方向 
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节 2 可 


如 这 使 摆 线 成 为 一 条 等 时 曲线 ， 或 者 由 总 到 如 的 相同 时 间 曲 线 ， 


0D 和 8 之 间 的 唯 --…- 一 条 捷 线 . 证明 从 巾 . 
习题 9. 6 
二 是 1 ~12 瘦 贞 5 于 而 内 质点 运动 的 参数 方程 

和 参数 区 间 ， 通 过 求 质 点 运动 的 和 馆 卡 儿 方 程 确定 质 
点 弛 过 的 路 和 所 ， 册 出 箱 卡 儿 房 程 的 图 形 ( 图 形 将 随 
所 用 的 方程 而 改变 )， 指 出 图 形 中 质点 经 过 的 部 分 
及 其 运动 方向 . 
Lrc fF=in 
2 ruin (C2m{tl -1)), Fy=en fr2mf1 -1)); 

jt 和 1 
on fi 
对 
5.x=1, =; tel. 
Giaerit-l, y=tant; 一 Ta2<1<TL2. 
一 Ti 


x= rt, F=ent rt Daet em. 


了.xr= set, F= tants: 


x=1t, = VA: 0 所 2. 
10.x = r= vv +] 【从 
lx= 一 cnoshr, y=anht; -mm icm. 

12,.x=2 sinht, Y=2 00shi; -wm tm. 

13. 内 摆 线 。 当 一 个 六 在 男 外 个 辣 定 圆 内 部 深 动 
睹 ， 滚 动 关 的 周 异 上 任意 点 了 撒 给 一 条 内 摆 政 . 
设 同 定 辑 为 x +7 =a， 液 动 加 的 兴 么 为 了， 而 
撒 弘 点 P 的 初始 位 置 为 4(a, 0)， 求 内 摆 线 的 盘 
数 上 方程， 以 正 xz 轴 到 两 个 圆心 联 线 的 角 8 作为 参 
数 ， 竺 别 是 ， 如 果 睛 = ad4( 如 附 疼 所 示 })， 证 明 
内 摆 线 呈 尾 状 线 


。 3 
% = 1 ros 8, Y=asing 


到 .关于 内 舞 线 的 其 他 问题 ”后面 附 图 显示 半径 为 
a 的 圆 问 半径 为 2a 的 圆 在 内 部 相 切 ， 图 中 所 示 
的 切 点 了 附着 在 小 加 上 - 当 小 圆 绕 大 圆 内 部 滚 
动 时 ，P 经 过 的 路 径 是 什么 ? 

4， 在 本 题 附 图 中 当 点 入 说 直线 y =s 移动 时 ,点 P 依 
照 0P = jy 的 方式 运动 求 吕 的 坐标 作为 角 : 的 郑 


可 以 证 明 ， 从 如 到 8 的 摆 线 基 


数 的 乔 数 方程 ， 其 中 : 是 直线 ON 问 正 轴 的 来 角 . 


16， 次 捍 厂 一 个 半径 为 a 的 轮 了 于 说 一 -条 水 平 直 线 无 
滑动 地 滚动 、 并 一 条 轮 辐 工 离 中 心 & 单位 的 点 P 
疗 过 的 曲线 的 合 数 方程 ， 用 轮子 转动 的 角 8 作为 
大 数 ， 这 种 曲线 称 为 天 把 线 是 取 上 =a 时 的 
摆 线 . 

17. 求 手 物 线 x =:，y =， 一 2 <1< 上 离 点 (2， 
172) 最 近 的 点 , 【提示 : 使 晤 离 作 为 上 的 丽 数 的 
平方 达到 最 小 . ) 

18. 求 桶 加 x =2 cos tf， y=sin 1. 0 和 i277 上 离 点 
C374 0) 最近 的 点 . 【提示 : 使 中 离 作 为 ! 的 晒 
数 的 平方 达到 最 小 . ) 


如 果 你 有 参数 方程 综 图 器 . 用 它 综 制 习题 


19 ~ 25 中 的 方程 在 给 定 区 间 上 的 图 形 . 


好 .机 画 zxz=densi 7r=2snt， 在 下 列 区 间 目 : 
【和 10D st 和 2 [加 和 生生 林 
te) -TT 

20. 有 双 曲 线 分 支 *=sec !( 输 入 为 Leos (1)7 ,y= 


tan 玉 输 人 为 sin (veos (1})， 在 下 列 区 间 上 : 
【al -1.5arel.5; {hh) -0. ate0. 53: 
Le) —0. 1 S10. . 


21， 搜 物 线 x=21+3, YY =r -1l，-2<&1 所 2. 

22. 氮 线 r=t-sint y=1-cost,， 在 下 列 区 
间 上 : 
{taj0 和 eis2n; [本 


《上 3T 
23. 一 条 精致 的 曲线 (三 角形 曲线 ) 


这 一 了 ceost+eos2 YY = 了 sn 一 sinzts 


替 举 标 与 加 表 曲线 


S37 


0 妆 上 裤 2T 
如 果 在 z 和 7 的 方程 中 用 -> 代 换 2， 会 出 现 秆 
么 ? 夯 出 新 方程 的 图形 并 且 求 出 万 称 . 

24 一 条 更 精致 的 曲 厂 
t= conf+t con de, 
Dat 人 e2n. 

如 果 在 x 和 7y 的 方程 中 出 -3 代 换 3， 全 出 现 什 
各 ? 本 出 新 方程 的 图 形 并 且 求 出 启程 . 
25. 三 条 忧 束 的 曲线 
1a) 外 择 线 
t= 0 epq 一 cos g 
Di 2T 
【bj) 内 插 线 
x =8cnt+a cnsdt, 
Qa27. 


Fy = 4nnt— sna 


Y= 908int -aindt: 


v= 3inf 一 sn 中 


第 9 章 复习 指导 问题 


1. 什么 是 极 坐 标 ? 什么 方程 表示 极 坐 标 同 笛 卡 儿 坐 
标 之 癌 的 甘 系 ? 为 什么 可 能 需要 从 一 个 坐标 系 改 
变 到 其 他 坐标 系 ? 

. 对 于 作 图 而 言 ， 极 坐标 不 其 备 唯 一 性 带 来 什么 后 
果 ? 举 … 个 例子 

.如 何在 极 坐 标 中 绘制 方程 的 图 形 ? 包 含 关于 图 形 
的 对 称 性 、 斜 雍和 在 原点 的 特性 以 及 利用 笛 卡 儿 
图 形 的 讨论 ， 举 出 ”: 些 例 子 . 

.如 何在 极 坐 标 平 面 内 求 区 域 09<r (6) 万 r 拟 r; (8)， 
a 世 # 志 8B 的 面积 ? 举 出 一 些 例 子 . 

- 在 什么 条 件 下 可 以 在 槛 上 坐标 平面 内 求 曲 线 
r=f0)，a 所 9 所 8B 的 长 度 ? 举 出 -- 个 典型 计算 
的 剑 子 . 

. 什么 是 抛物 线 ? 对 于 顶点 在 原点 和 焦点 位 于 坐标 
轴 上 的 抛物 线 ， 它 们 的 笛 卡 儿 方 各 是 什么 ? 对 于 
这 样 -种 抛物 线 . 如 何 从 它们 的 方程 求 焦点 和 
淮 线 ? 


第 9 章 实习 习题 


在 习题 ] ~6 中 曾 出 直线 的 草图 ， 此 让， 求 每 
条 直线 的 笛 卡 儿 方程 . 


tw 


2 


到 


an 


全 


Lr ens (9+ 了] -2 2 ees (9- 次 )= 窜 
3.r=2 sect. 和 r= 一 全 see 站 


Sr= — (3/2) cac A .r= (3y3)csc 儿 
在 对 题 7 ~10 中 ， 求 图 的 笛 卡 儿 方程 ， 在 谷 标 


1c}) 长 超 辐 旧 内 福 线 
x = ont + eon dt, 
ar27. 

26. 更 优 于 的 曲线 


tax =60 Cont + 3 co Hi, 


YY = 而 coal -5 nd: 


T=6anf- 
5 uin Hs 
Or 

(th)jx =6 coa 2t + 5 cow bt, 
Sain Ory 
0stseT. 

lc)jx =6 co + 5 con Br, 


r=6 sin 2 — 


Y=6 sin 2f - 
5 sin rs 
0€te2n. 

[dz =6 ces 2 + 5 cos 6, 
5 sin Br; 
1 


Y=6 snd 


7. 和 什么 基 柄 男 * 对 于 中 心 在 床 点 和 焦点 在 -条 坐标 
轴 上 的 椭圆 ， 它 们 的 管 卡 儿 方 程 是 什么 ?对 于 这 
样 -种 椭圆 ， 如 何 从 它们 的 坟 程 求 焦点 、 顶 点 和 
淮 线 ? 

秆 么 是 双 曲 线 ? 对 于 中 心 在 原点 和 焦点 在 :和 荣 坐 
标 回 上 的 驱 曲 线 ， 它们 的 笛 卡 儿 瞩 程 是 什么 ?对 
于 这 样 … 种 观 曲 线 ， 如 柯 从 它们 的 方程 求 焦 点 
质点 和 准 线 ? 

9. 什么 是 圆锥 曲线 的 离心 率 ” 怎 样 通过 府 心 宗 村 辐 
锥 曲线 分 类 ? 椭圆 的 形状 同 离心 率 有 何 美 系 ? 

10. 解释 等 式 PF =e . PD 的 几何 性 质 . 

11 什么 是 机 坐标 中 的 直线 和 圆 钛 出线 的 标准 方程 ? 
举 出 一 些 例子 . 

12. 贺 愉 曲线 的 某 些 典 型 参数 表示 是 什么 * 

13. 什么 是 摆 线 ? 摆 线 的 典型 参数 方程 是 什么 ?和 什 
人 么 物理 特性 使 摆 线 成 为 重要 的 曲线 


于 面 内 年 出 每 个 国 的 草图 ， 并 且 标 出 它们 的 笛 卡 疙 
方程 和 极 方程 
7.r= -4asin 几 8r=3 ain 
9. r=22 econ b. .r= -6 cos &. 

在 习题 il ~14 中 ， 求 圆 的 极 方 程 . 在 坐标 平 
面 内 两 出 每 个 画 的 草图 ， 并 绅 标 出 它们 的 笛 卡 儿 方 
程 和 极 方程 . 


S34 
lx ty + y=0, 
13.x7 +y: -Hr =0. 

在 习题 15 和 16 4 中!， 


12.0 ty -2y -0, 
14. x + + = 个 
是 册 要 烛 堂 标 不 等 式 定 史 


的 区 域 的 车 撒 ， 
15, Dr eon Af 8. -4 sin 及 雪上 到 外 
在 习题 17 24 下， 靖 定 同 亨 各 (a) ~- 1) 对 应 
的 疾 形 ， 有 上方 简 的 数目 多 于 图 形 数 日 .所 以 有 此 
让 程 没 有 机 匹 卫 的 图 形 . 
Talr= eu 20; [bjyr eos 8=1; 
(or | 二 {td})r=sin2 8; 
(er 一 日; (fr = cog 28， 
人 thir=| ~ sin 8; 
{i)r= 庆生 [jr = ain 20; 
ey {lr=2 cos #8+1. 


17、 四 叶 执 惠 线 . 二 ， 旦 线 . 


如 ， 电 线 . 20. 双 纽 线 ， 


21. 欧 . 


在 习 题 5 -如 中, 求 所 描述 的 极 坐 标 平 而 内 
的 区 域 的 面积 


和 


25. 由 琐 线 r=2 一 ows 8 包 四 的 区 域 . 
站 . 用 时 坊 瑰 线 =ain 38 的 -- 叶 包 周 的 区 域 
27. 在 "8 天狮 "r= ] +eoas26 之 内 穆 国 r= 1 之 外 的 
芭 域 ， 
28， 在 几 , 肝 线 r=2014+sinfB) 之 内 利加 = sin 38 之 
外 的 区 域 . 
在 习题 29 ~ 32 中 ， 
线 的 长 度 . 
29,.r= 一 | +eos 和 
30.r=a in crm 可 间 过 入 妇 TT. 
31r=3 sin (3), Os0erd. 
2.r= Etros 20. -wm/2EHEN2. 
在 习题 33 ~ 关中 ， 喇 出 拍 物 线 的 草 用 ， 在 图 
中 师 土 能 点 和 准 线 - 
33.7° = -d+. 34. +47 =27 
35. 2 = 3x-. M6. 7 = {8/3)x, 
在 习题 37 -40 中 ， 求 棋 响 和 双 曲 线 的 离心 率 . 
而 出 每 条 圆锥 曲线 的 草 几 ， 在 疼 中 通 上 直 点 、 顶 点 
和 凑 近 线 { 对 有 产 近 线 的 曲线 ). 
37. 16z + 77° =1t2. 38. x +2y: =4, 
39. 4r? - y=. 各 .5W -4z2 = 20. 
才 题 41 -二 给 出 圆锥 淹 线 的 方程 ， 并 慕 说 衣 
问 右 和 向 上 或 者 向 左 和 向 下 移动 密 少 个 前 位 ， 求 新 
岗 锥 曲线 的 方程 ， 并且 求 新 的 太 点 ， 硕 点 以 有 中 心 
和 渐 近 线 ({ 对 有 中 心 和 湖 近 线 的 曲线 )， 对 于 掀 物 
线 ， 同时 求 新 的 准 线 . 


求 由 模 举 标 方程 绍 出 的 日 


41. x = -12y， 种 称 2， 填 稀 3. 
42. 9” =10r， 左 务 12， 下 称 1. 
2 也 
43， 左 称 3， 下身 5. 
2 
i 
2 2 
45. 用 ~ ， 右 称 2， 上 称 2v2. 
2 2 
站 Y - 
46. 5- 疝 = ， 左 称 上， 下 移 3. 


在 习题 47 -54 中 ， 对 方程 配 片 ,识别 圆锥 曲 
级 ， 求 曲线 的 态 点 、 顶 点 和 中 心 以 及 新近 线 ( 对 有 
中 心 和 新 近 线 的 曲线 )， 对 于 抛物 线 ， 同 时 求 它 的 
准 线 . 
.7 -dr -47 =0. 48. 4r: -人 +47 =8. 
49.7 27+16x= -49. SO0.x -2r+8y= -17 
Sl 9x 4116 +54x -64y= -1. 
52. 25xz + 9 ~ 100x + 54Y =44 
53. x +y -2x -27=0. 
S4. x + +dx+29=1. 


” 相 举 奈 与 加 维 曲 奢 


在 习题 5 -58 中 给 出 国 慌 曲线 的 棋 举 宗方 程 ， 


呈 册 它们 的 草 出 ， 给 汕 货 点 的 极 虞 奈 ， 对 于 椭圆 也 
给 市 中 心 的 极 举 标 :. 
SS ro og 5 

6 _ .2 
Wr SB. r= poin 


习题 办 -62 给 出 一 个 念 点 在 机 坐标 平面 的 不 
点 的 圆 外 有 曲线 的 离心 率 ， 记 及 对 于 肝 个 妨 点 的 准 
线 ， 求 每 条 圆锥 邮 线 的 极 方 程 . 
S9. er=2，r cos =2. .ee=1 ,rm = 一 4. 
1 r=1/2, r sin d=2, 62.e=]1/3, raind= -6. 
习题 全 ~ 全 给 出 未 半 面 内 质点 运动 的 春 数 方 
程 和 参数 区 间 ， 通 过 求 质 点 运动 的 季 卡 儿 方 程 确定 
质点 的 上 路径、 画 出 笛 卡 儿 方 程 的 图 形 ， 并 巨 措 出 质 
点 适 动 的 方向 和 质点 经 过 的 部 分 . 
63. = 【12 tan y=) tt -TA 
64. x = -2 on ft, F=2 sin ft; 企 生 :到 证 ， 


第 9 章 补 充 和 提高 习题 


1. 求 焦点 在 (4,0D) 和 准 线 为 x=3 的 抛物 线 的 方程 
是 出 扫 物 线 及 其 顶点、 焦点 和 准 线 的 图 形 . 

3 求 掀 物 线 

x -6r-l2r+9=D 
的 硕 点 、 和 焦点 种 淮 线 . 

3. 如 果 从 点 Px,y) 到 拍 物 线 二 =4y 顶点 的 距离 是 
从 号 到 焦点 的 距离 的 两 倍 ， 并 由 点 PP 竹 给 的 昌 
线 方程 .识别 这 茶 曲 线 . 

4 长 度 为 a + 上 的 线段 了 5< 轴 延伸 到 y 轴 ， 线段 上 的 
点 卫 离 一 端 a 单位 而 离 另 一 端 上 前 位 证 明 ; 当 
线段 两 端 沿 两 条 坐标 轴 涓 动 时 描绘--- 个 椭圆 . 

5. 离心 率 为 0.5 的 桶 圆 的 项 点 位 于 点 (0, +2)， 椭 
圆 的 焦点 在 什么 位 置 ? 

,离心 率 为 273 的 棋 册 的 一 条 谁 线 是 直线 zx =2， 对 
应 的 焦点 是 (4,0)， 求 顶 图 的 方程 . 

. 双 曲 线 的 一 个 焦点 位 于 点 10, -了 )， 对 应 的 谁 线 
是 直线 y = - i， 如果 双 曲 线 的 离心 率 是 (a)2 和 
{pb)5， 求 双 曲 线 的 方程 . 

. 求 焦点 是 (0, 一 2) 和 (0,2) 并 且 经 过 点 (12.7) 的 
双 曲 线 的 方程 . 

9 证 明 : 直线 

有 rr + alyy, -gb =0 
是 对 椰 图 同和 + 公关 -全 呈 = 引 上 的 点 (xy ) 的 
切线 . 
10. 证 明 ; 直线 


对 


器 


5 

[人 

Bf = ew, F090 nn, Dire2n. 

67. 求 绕 (a)x 轴 和 (b) 绕 ) 轴 旋 转 市 桶 国 9x + 
4 和 =36 也 时 的 区 域 所 产生 的 旋转 体 体 积 ， 

68. 绕 z 轴 旋转 第 一 象限 内 以 + 轴 和 直线 4 =4 以 大 
组 肖 线 9 -4¥ =3 为 界 的 ”让 角形 "还 域 产 牛 
旋转 体 ， 求 旋转 体 的 枉 租 . 

全 证明: 开 称 =rens 有 =rasin 昌 把 械 六 各 

点 

“+eeas 引 

空 换 成 第 卡 北方 香 
(ex ye 一 让 = 站 

70. 阿 若 米 德 旦 线形 式 为 +=a8 的 方程 的 图 形 称 
为 阿 蚌 米 德 将 线 ， 其 中 a 基 旧 零 常数 ， 关 二 这 
样 -种 螺 线 的 相继 两 财 之 间 的 宽度 有 什么 
特点 ? 


bixxy -ar -ab =0 
是 对 并 有 蝎 线 六 一 太一 人 = 时 的 点 (x ,71) 
的 切线 . 
在 习题 11 -16 中 ,好 平面 册 什 么 点 满足 方 翰 
或 者 不 等 式 ? 丙 出 每 题 的 图 屁 ， 
1 Ca oy 1 tr 25) (7 +d492 -4) =D. 
12. (x+) (x +7 -1) =0. 
13. {0/9) + (yA) 1. 
14. €x7/9) -ty /16) si. 
15.{9x +4 -36) {4x +97° - 16) SE0. 
16. (9x +47 ~ 36) (dx +97° -16) >0 
17. (a) 求 曲 线 
x = ecos!l, Y= esint, 
在 极 坐 标 中 的 方程 - 
(hj 求 这 条 井 线 从 1=0 到 1=2” 的 长 度 . 
18. 求 要 上 坐标 平面 内 曲线 =2 sim (93), 0<0 和 a 
3m 的 长 度 . 
习题 19 - 邓 给 出 一 个 焦点 在 航 坐 标 平 面 订 点 
的 圆锥 曲线 的 离心 率 ， 以 放 和 邯 个 焦点 对 应 的 准 
线 ， 淮 每 条 圆 欠 曲线 的 执 方 程 . 
19.6=2, ron =2. 20.2=1, reos f= -4. 
21.e=1 半 ,rsinf=2. 22.6=1/3, rsin B= -6. 
马 . 外 摆 级 ”如 附 赂 所 示 ， 当 一 个 贺 沿 男 -个 出 定 
赔 的 圆周 外 部 滚动 时 ， 深 动 贺 贺 周 上 任意 一 点 
器 描绘 - 荣 外 摆 线 ，、 信 围 定 贺 的 中 心 在 康 点 和 


一 年 苹 和 


536 


半径 为 令 沪 动 关 的 半径 为 5， 并 且 搞 给 点 己 
的 初始 位 置 在 4ta.0)， 求 外 摆 线 的 参数 方程 ， 
利用 从 下 = 轴 到 道 过 罗 心 的 直线 的 前 日 为 参数 


24. 求 由 x 轴 和 摆 线 拱 形 

=a sinil,y = atl -co se27n 

包围 的 区 域 的 形 心 ， 

极 坐标 曲线 的 径 向 量 同 切线 之 间 的 夹 角 在 笛 
卡 儿 坐标 中 ， 当 需 昌 讨论 曲线 在 一 点 的 方向 时 ， 我 
们 利用 从 正 x 轴 依 反 时 针 方向 到 切线 度量 的 角 中 
在 极 坐 标 中 ， 计 算 从 径 南 本 到 切线 的 角 业 更 为 方便 
(参见 附 几 )， 这 样 ， 呆 以 由 关系 式 

加 = 昌 + 业 (1) 
计算 角 由 ， 式 (1) 是 对 附 图 中 的 二 前 形 应 用 外 和 角 定 
理 得 到 的 . 


» 
4 


利 趟 (1) ,下 = 轴 -B8， 所 以 
thn = tan -0) = 
而 是 


lan 中 ~ tan 8 


]+ian 中 tn 


dd 
dx rdg 


内 为 tan 下 基 曲 线 在 中 的 糙 罕 ， 此 外 ， 


tan 中 = 


因此 


4 
tr ddp dg “de 
由 式 t2) 和 式 {3) 求 出 式 (4) 中 最 后 表达 式 的 分 子 是 
和 
Td Td 
同样 ， 分 几 是 
d r 
各 * 旷 -" 节 
把 它们 带 人 人 式 (4} ， 得 到 
Wan = 机 (5) 
这 是 习题 25 ~ 如 中 用 于 求 岁 作 为 # 的 陋 数 的 
方 翟 . 
25. 参考 - -个 图 形 ， 证 明 两 条 曲线 在 一 个 交点 的 切 
线 之 同 的 夹 角 如 可 以 从 公式 
tsr wy — tar 如 
AT {6} 
求 出 .两 条 曲线 在 什么 条 件 下 将 以 直角 相交 ? 
26， 对 于 曲线 r=sio*(B74) 求 tan 由 的 什 . 
27, 求 曲 线 r=2a sin 38 在 #8=m6 时 的 径 向 量 同 其 
切线 之 间 的 角 几 


lnB= 


假定 用 r= 所 8) 的 形式 给 出 曲线 的 方程 ,其 中 向 24. {al] 夯 出 双 曲 螺 线 中 = 1 的 用 形 ， 当 早 线 绕 原 点 


多 了 是 #8 的 可 微 函 数 . 于 是 
x = reogs 日 和 
是 日 的 可 币 师 数 ， 具 有 导数 


Y=raing {2} 


2sing+cosg 


ED 上 8 
业 =- remsg+asing 邓 《3) 


盘旋 时 严 显 现 出 什么 变化 ? 
(b) 通过 分 析 证 亦 休 在 (a) 中 的 发 瑰 . 
29. 园 r=, cos 8 和 r=sin 日 在 点 (v3 人 2,m/3) 相 
变 . 证 明 它 们 在 那里 的 砌 线 正 交 . 
和 也. 求 心脏 线 nr=a(E -cos 的 辐射 线 昌 = Ta2 相交 处 
的 独 几 
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概述 为 了 在 客观 世界 的 许多 现实 环境 和 高 等 数学 中 应 用 微 积分 ， 昔 要 一 种 对 三 维 容 同 的 
数学 描述 ， 我 们 在 这 一 章 引 入 三 维 举 标 系 与 向 重 ， 以 我 们 已 经 了 解 的 zy 平面 内 的 坐标 为 基础 ， 
通过 增加 度量 x 平面 上 下 的 距离 的 第 三 个 坐标 轴 ， 建 立 空间 中 的 杏 标 。 向 量 被 用 于 研究 空间 解 
析 交 何 学 ， 它 们 给 出 描述 空间 中 的 直线 ， 平面、 曲线 和 曲面 的 简单 方法 ， 我 们 利用 这 些 几 何 概 念 
在 本 书后 面 儿 章 研究 空间 中 的 运动 和 多 元 函数 的 向 积分 ， 以 及 它们 在 自然 科学 、 工 程 技术 、 经 济 
学 和 商 等 数学 中 的 许多 重要 应 用 . 


10.1 三 维 坐 标 系 


10.1.1 空间 中 的 笛 卡 儿 坐 标 系 

为 了 对 空间 中 的 一 点 定位 ， 我 们 利用 -: 条 相持 答 直 的 坐标 轴 ， 其 布局 如 图 10. 1 所 示 ， 图 中 
显示 的 坐标 辅 构成 右手 坐标 架 ， 当 查 住 右手 使 四 个 手指 
从 正 * 轴 转 向 正 yY 轴 时 ， 手 指 指向 正 > 轴 ， 所 以 ， 如 果 
从 正 z 轴 方向 悄 视 xy 平面 ,平面 内 的 正 角 是 依 反 时 针 方 : 

向 从 正 x 轴 绒 正 : 轴 旋 转 度量 的 ，( 在 左手 华 标 架 中 ，: 7 

轴 指 向 图 10. 1 中 的 下 方 ，xy 平面 中 的 角 当 从 正 * 轴 依 bio.0.- “常数 

上 顺 时 针 方 向 度量 时 为 正 ， 妇 手 坐 标 架 阿 左 手 举 标 架 是 不 
等 价 的 . ) 

空间 中 一 点 PP 的 笛 卡 儿 举 标 (x,7,:) 是 通过 P 和 举 一 0. 0 让 二 
标 轴 垂 直 的 平面 问 坐 标 轴 的 交点 的 值 ， 空 间 的 箱 卡 儿 时 
标 也 称 为 直角 坐标 ， 内 为 定义 坐标 的 坐标 轴 星 直角 相 
交 x 轴 上 的 点 的 了 坐标 和 = 坐标 为 零 ， 就 是 说 ,它们 un 
具有 (xz,0,0) 形 式 的 坐标 ， 同 样 ，y 轴 上 的 点 具有 (0,7， -3 
0) 形 式 的 坐标 ，z 轴 上 的 点 具有 (0.0,z) 形 式 的 仆 标 . 四 

由 坐标 四 决 定 的 平面 是 9 平面 (标准 方程 为 z*=0) 、 网 10 | 稍 卡 儿 符 款 条 是 右手 举 标 对 
并 平面 (标准 方程 为 x=0) 和 xz 平 面 (标准 方程 为 y=0). 

这 三 个 平面 在 原点 (0,0,0) 相交 ( 见 图 10. 2)， 原 点 也 简单 地 用 0 标识 ， 或 者 有 时 用 字母 0 标识 

三 个 坐标 平面 *=0，y =0 和 z=0 把 空间 分 成 称 为 卦 限 的 8 个 区 域 ， 点 坐标 全 部 为 正 的 封 限 
区 域 称 为 第 一 卦 限 ; 对 于 其 他 7 个 卦 限 的 编号 没有 约定 . 

在 同 * 轴 垂直 的 平面 内 ， 所 有 点 具有 相同 的 x 坐标 ， 这 个 数 是 平面 同 x 轴 相 交 处 的 x 坐标 
值 , 而 y 坐标 和 := 坐标 可 以 到 任何 数 ， 同 样 ， 在 同 y 轴 垂直 的 平面 内 的 点 具有 共同 药 y 坐标 ， 在 
同 :> 轴 垂直 的 平面 内 的 点 具有 共同 的 : 坐标 ”为 了 写 出 这 些 平面 的 方程 ， 我 们 指定 它们 的 共同 淮 
标 值 ， 平 面 x=2 是 在 + =2 垂直 于 * 轴 的 平面 ， 平 面 y =3 是 在 y=3 垂直 于 y 轴 的 平面 ， 平 面 : = 
5 是 在 z=5 垂直 于 z 轴 的 平面 ， 图 10.3 显示 平面 zx=2，y=3 和 z=5 专员 它们 的 交点 (2.3.5)， 

在 图 10. 3 中 平面 * =2 和 y=3 的 交 线 星 一 条 平行 二 = 轴 的 直线 ， 这 条 直线 由 一 对 方程 x =?， 
y=3 描述 ， 一 点 (%*,y,z) 位 于 这 条 直线 上 ， 当 且 仅 当 x=2 和 y=3. 同样 ,平面 y=3 和 :=5 的 交 
线 由 一 对 方程 Y=3, z=5 描述 这 条 直线 平行 于 x 轴 延 伸 ， 平 面 *-2 和 y=5 的 交 线 平行 于 y 
轴 ， 由 一 对 方程 +=2、z =5 描述 . 
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i ， (0.0.5) | 02.3.5) 
0 - 1 正业 和 二 3 


\ ' 


a 
2 
- 


平 而 = > 


【0 .04 
{2.0.01 


vy 


直线 zx=32v=3 
图 10.2 平面 x=0, y=0 和 z=D 间 10.3 平面 z=2, y=3 和 :=5 决定 通 
把 空间 分 成 8 个 封 限 过 点 (2，3，5) 的 二 条 直线 


在 下 面 的 例子 中 ， 指 出 坐标 方程 或 者 不 等 式 同 它们 在 空间 中 定义 的 点 集 之 间 的 对 应 关系 . 

例 1 对 下 列 方程 和 不 等 式 作出 几何 解 室 : 

{ajz 关 0， 由 xy 平面 内 以 及 用 平面 上 方 的 点 组 成 的 半空 间 , 

(bjx= “3; 在 x*= -3 惧 直 于 x 轴 的 平面 ， 这 个 平面 平行 于 闪 平 男 ， 并 且 位 于 它 后 面 3 个 
单位 的 地 方 . 

1c)z=0， x ，y 庆 0， wy 平面 的 第 二 象限 . 

19jx 主 0，y 宇 0，z 空 0; 第 一 卦 限 . 

{e) -1<<y<<1; 平面 Y= -1 种 y=1 之 间 航 空间 12, 0. 3 
层 { 包括 两 个 平面 在 内 ). 详 

(fjy= -2, z=2: 平面 Y= -2 和 z=2 的 交 线 . | 
或 者 说 ,通过 点 (0, -2,2) 同 * 轴 平 行 的 直线 ， | 

例 2 什么 点 P(x,y,z) 满 足下 面 的 方程 ? 

x 十 所 ==4，z=3 

解 ”满足 方程 的 点 位 于 水 平面 zs=3 上 ， 并 且 构 
成 这 个 平面 内 的 圆 * +y =4. 这 个 点 集 称 为 “平面 
z=3 内 的 加 x +y =4”, 或 者 更 简单 地 称 为 “ 隐 x* + ” 
=4, z=3"( 见 图 10.4). 图 加 认 .4 平面 z=3 内 的 圆 盖 + 大 =4( 例 2) 
10.1.2 空间 中 的 距离 和 球面 

把 条 平面 内 两 点 之 间 的 腊 离 公式 扩展 到 空间 中 的 点 . 


平面 
2 一 


0 2. 人 


也 【FE sp 21 】 和 P,{x, mz 1zz) 之 间 的 距离 公式 


1 PP, | = Vr) tn + ) ! 


证 明 ”我 们 构造 一 个 长 方形 盒子 ， 盒 面 平 行 于 坐标 平面 ,点 Pt 和 P, 在 盒子 的 对 项 角 ( 见 
图 10.5)， 如 果 4(z ,7 ,5) 和 B(xs,y;,41) 是 图 中 指出 的 盒子 的 顶点 ， 那 么 三 条 盒 边 PA，4B8 和 
EBP, 的 长 度 为 
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539 
IPAT=Ex Ad, HABI=Iy, -yl, lA8P,|I=1z, -+ 1 
内 为 :角形 BP 和 A8 邦 是 在 租 衣 形 ， 两 次 讼 用 勾 股 定理 结 出 
IPPD =IPBPF rihp FE, IPBE =IPAL +lABr 
({ 见 网 10.5)， 所 以 
[IPPP=IP BE + BP, tr 
=1PAT +HABE +1 BP (CRATPBE =1PAF +1ABLY 
=1xy -x ty FE +z 一 了 
= (x 
峙 此 
| 大 声 | = (x, 一 tj 
' 旺 
例 3 Pi(2,.1,5) 和 PP,( -2,3.,0) 之 问 的 配 亢 为 
1IPPI= vet-2-2) +(3-1 +(0-5) 
= vI6+4+25 
= vA45 = 6. 708 
国 
利用 用 离 公式 可 以 写 出 空间 中 球面 ( 岂 图 10.6) 的 方程 ， 对 于 中 心 在 点 已 (， 5, 己 ) 来 竹 


为 二 的 球面 点 上 (x7, 引 恰 好 亲 1PPL =#4 或 者 


{x 一 2 + (YY 一 四 十 【= —.) 二 人 


中 落 在 球面 上. 


+ 

PY. Yo. Zn} 

Te Mo Sn Plt teal 

+ . 
Pts. Yh, £1} Pgs Ya 22) 


BU, Yo 21} 
ai 一 


国 2 Cy 
yy - - 


图 10.5 对 于 在 角 三 角形 站 48 和 PBP, 应 


图 10.6 中 心 在 点 (xo | 于 径 为 4 的 球面 
用 和 刀 股 定理 求 PI 和 PP 立 间 的 距离 


中 心 在 点 [ Ko rp :Te} 半径 为 各 的 球面 的 标准 方程 


{x xo) 十 【7 一 0 十 【一 有 =a: 


例 4 恢 球 曾 x+Y+2 3x 一 4 二 1 = 人 的 让 和 半径, 
解 ”我 们 用 求 贺 心 和 半径 的 方法 求 球面 的 oe 和 半径 : 在 需要 时 对 球面 方程 中 的 x， 7， 2 项 
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配方 ， 并 且 把 每 个 一 次 式 写成 线性 表达 式 的 平 坟 然后 从 标 肉 型 方程 确定 中 心 坐 林 和 半径 ， 对 于 
本 例 的 球 酒 有 
x + + +3x -d+1=0 


(x + Br) ++ (42)=—1 


(2 +3x+ (3))+y + 人 -4+ (34))=-1 + (3) + (3) 


2 


3 3 3 _ a 
(x + 5) + + (ts—2) = 1+3 + 


9 a- 2 
4 


从 上 面 的 标准 型 方程 看 由 ，x。 = -372，yo =0, w=2 和 a = v2172， 球 面 中 心 在 ( - 3/2, 0, 2)， 


半径 为 v2172. 
例 5 下 面 是 对 几 个 关系 式 的 几何 解释 . 


(ajw ++2 <4， 球面 x + 六 +z =4 的 内 部 区 域 . 

{bjz + +z 二 4: 以 球面 x + +z=4 为 罩 的 球体 ， 或 者 说 球面 z+y + 三 =4 及 其 内 部 区 域 

[elx +y + >4: 球面 x + 六 + =4 的 外 部 区 域 . 

[dx + + =4，z 生 0: 由 平面 (平面 :=0) 从 球面 x +y +z =4 切 出 的 下 半球 面 ， 国 

正如 极 价 标 给 出 在 x7 平面 内 定位 点 的 另外 一 种 方法 (9.1 节 ), 在 三 维 空间 存在 不 同 于 第 卡 
儿 坐 标 系 的 其 他 坐标 系 ， 在 13.7 节 我 们 考察 两 种 这 样 的 坐标 系 . 


习题 10. 1 

在 习题 1 - 12 中， 对 空间 中 的 点 描 给 出 几何 拱 
述 ， 它们 的 坐标 满足 给 定 的 … 对 方程. 
2,.x= 1, :=0. 
4.x=1, y=0. 
Gx =4, z= 一 了 
By + =1, x*=0, 


lx=2, y=3. 
.Y=0, z=0. 
Sx + 4, f=0. 
Tx + =4, y=0, 

9 ++ =1, t= 人 0. 
再 x* +y +2: =25, ¥= 一 4. 

+ ts) =25, z=0. 

2 -1) + =4, y=0. 

三 习题 13 ~ 18 中， 描述 空间 中 的 点 集 ， 它 们 
的 坐标 斑 足 给 定 的 不 等 式 或 者 方程 和 不 等 式 的 
组 合 . 

13. (ajx0, YF0, :=0, 

{b}x0, yO0, z=0. 

14. {fa}O<xr 人 el. 

{bh}O<re1l, Osyel. 

{csrel, Orel, Osse1. 
15, 【xz + 十 于 所 1 

{byx + + >1. 

16. [ae + El, :=0. 

[bx +Y 1, z=3. 

{ej + 六 和 帮 1， 不 限制 z 
17, (al}x’ + +z =|，zU. 

{byx? +y + S120. 


18. [a}x=y, z=0. 
[9)x=y， 不 限制 2 
在 习题 19 -28 中 ， 用 单个 齐 程 或 者 一 对 方程 
描述 给 出 的 点 于 . 
19. 在 第 定点 垂直 于 坐标 轴 的 平面 ， 
[1a) 点 (3,0,0) ，z 轴 ; 
[bj 点 (0. -1.0)7，y 轴 ; 
10) 点 0,0, -2)， = 轴 . 
加 经 过 点 (3, -1.2》 垂 直 于 坐 标 轴 的 平面 : 
1alzx 轴 ; 
【bjy 轴 ; 
1c)z 轴 . 
21. 经 过 点 (3, -1,1}) 平 行 于 坐标 平面 的 平 曾 : 
【ajzxr 平面 ， 
fbl3z 于 面 ， 
(¢] 心 平 洲 . 
22. 位 于 坐标 绊 面 内 圆心 在 点 上 .0.0) 半 径 为 2 
的 加 
1ajzxry 平面 ; 
(fb ) ?= 平面 : 
tc)xz 半 面 . 
23. 位 于 绍 定 平面 内 圆心 在 点 {0,2,0) 半径 为 2 
的 圆 : 
(aljxr 平 曾 ， 
(bj)z 平面 
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(€] 平 向 y=2. 

24. 位 于 问 举 标 平 面 平 行 的 平面 内 ， 抽 心 在 点 
(一 3,4.1) 灶 栓 为 | 的 数 : 
1ajxy 学 而 ; 
fhbjy: 下 面 ; 
{Leys Fi. 

站 ， 经 过 点 61,3 ,一 站 于 行 于 给 定 坐 标 轴 的 直线 ; 
{a}x 轴 ， 
《bj7 轴 ; 
1e]z 轴 . 

26. 空间 中 辐 谨 点 和 点 1 ,2,0) 等 取 的 点 撕 . 

27.， 经 过 点 (1,1,3) 得 在 于 z 轴 的 平面 癌 中 心 在 床 点 
半径 为 5 的 球面 相交 的 喇 - 

28. 空间 中 的 点 集 ， 其 中 的 点 此 卤 点 (0.0,1)2 个 单 
位 ， 同 时 应 离 点 (0.0, - 1)2 个 单位 . 
在 习题 3 ~“ 34 中 ， 写 出 措 述 点 集 的 不 等 式 . 

29. 以 平面 := 四 和 > = 1 为 界 (包含 这 两 个 平面 ) 的 
空间 层 . 

30. 第 一 卦 限 内 以 举 标 于 面 以 及 平面 x*=2, Y=2 和 
z=2 为 界 的 立方 体 . 

31, xy 平面 上 和 太平 面 下 方 的 点 档 成 的 半空 间 . 

3 中心 在 原点 半径 为 上 的 款 击 的 上 半球 面 . 

33. 中 心 在 点 (1,1 1)} 半 很 为 1 的 球面 的 下 列 空间 
区 域 ，{a] 内 部 区 域 ，(b) 外 部 区 域 - 

多 以 中 心 在 原点 半径 为 ] 及 半 答 为 2 的 球面 为 界 
的 闭 氏 域 , 【用 区 域 昆 指 包 售 了 个 球 而 在 内 - 
如 果 要 把 球面 排除 在 外 ， 就 说 以 球面 为 界 的 开 
区 域 ， 这 一 点 同 用 闭 区 间 和 开 区 间 丘 述 区 司 的 
方法 相似 : 研 区 间 是 指 包 含 端点 在 肉 ， 开 区 间 
是 指 排除 端点 ， 同 样 ， 闭 集合 包含 边界 ， 开 集 
合 把 边界 排除 在 外 . ) 
在 习题 35~ 检 中 ， 求 点 P, 和 PP 之 间 的 有 距离 . 
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35. PI(1,1,1),.P(3,3,0). 
WP -1.1.5) ,DP(2.5,.0). 
I P45) , 户 (4. -2,7). 
38. PI (3,4,5) ,P,(2,3,4). 
39. P00.0.0) .PP(2, -2, -2). 
0. P53 2),P,(0,0,0). 
仁 习 鸯 4 一季 中， 并 球面 的 中 心 和 灶 径 . 
dl (x +2) +y + (i-2) =8. 


42. (+ 坟 ) + {7+ 2) + 人 + = 人 

Cr- 

本 (+) + (: 一 于) - 宇 . 
在 习题 45 ~ 48 中 ， 求 给 出 中 心 和 半 征 的 球面 

万 程 . 

和 -中心 (1,2,3)4 半径 ”14. 

条 中心 0， 一 1,5)， 半 和 被 2. 

47. 中 心 ( -2.0,0); 半径 

二 中心， -7.0)， 半 入 了 . 
在 习 是 49 ~ 52 中 ， 求 球面 的 中 心 和 半径 

9. rr + + 0 

50. x tr +2: -hy +9:=0. 

Sl1. 2x: + 2 + 2 t+Y+2=9. 

52.3xz + 437 +35 +27 -2 =09. 

53. 民 从 点 RUxy ,3 到 下 列 堂 标 轴 的 中高 公式 ， 
{ajx 轴 ; (bjy 轴 ; tt)z 轴 . 

54. 下 从 点 区 xz,7,z 到 下 列 坐 标 平 军 的 此 离 公式 : 
(axr 平面 : {bj3z 平面 ， 【cjxz 平面 . 

5S. 小 以 点 4 -1,2,1)， BI, 一 1.3) 和 CGC(3.4,5) 
为 项 点 的 二 角形 的 局 长 . 

Sh 证明 点 P03 .1,2) 同 点 442, 一 1,3) 和 和 上 8(4.3,1) 
等 距 . 


我 们 要 度量 的 某 些 对 象 侵 由 它们 的 大 小 决定 ， 例如， 为 了 记录 质量 、 长 度 或 者 时 间 ， 只 需 记 


下 数字 和 指出 相应 的 度 基 单位 - 


描述 力 时 ,需要 记录 力 的 作用 方向 以 及 它 的 大 小 . 


而 描述 力 、 位 移 或 者 速度 这 样 一 些 基 时 ， 则 需要 更 多 的 信息 ， 在 


为 了 描述 物体 的 位 移 ， 必 须 指 出 它 的 牧 动 方向 


以 及 移动 的 距离 ， 为 了 描述 物体 的 速度 .必须 知道 物体 返 动 的 朝向 以 及 行进 的 快 九 ， 在 这 一 节 我 
们 说 明 如 何 表 示 平 面 内 或 者 空间 中 国 时 具有 大 小 和 方向 的 对 象 . 


10. 2.1 分 量 形式 


像 万 、 位 移 或 者 速度 这 样 一 些 量 称 为 向 于， 并 且 用 有 向 线段 表示 ( 见 图 10.7}。 有 向 线段 的 箭头 指 


向 作用 方向 ， 它 的 长 度 给 出 在 适当 单位 选择 下 作用 的 大 小 ”例如 ， 力 向 量 指出 力 的 作用 方向 ， 它 的 长 
度 是 力 强 度 的 度量 ;速度 向 是 指 出 物体 运动 的 方向 ， 它 的 长 度 是 运动 物体 的 速率 ， 图 10.8 显示 质 
点 滞 平面 或 空间 路 径 运 动 时 在 特定 位 置 的 速度 向 量 * (向 量 的 这 种 应 用 在 第 11 章 讨 论 . ) 
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31 “ 维 下 人 而 hy 二 难 守 和 


图 10.7 有 向 线段 入 图 10.8 ”运动 质点 设 4) 平面 路 征 和 bb) 空 间 路 径 的 速度 
向 攻 ， 路 征 上 的 稍 头 指示 质点 的 运动 方向 


定义 ”一 个 向 量 是 一 条 有 向 线段 ， 有 向 线段 4 以 4 为 起 点 ， 以 8 为 终点 ， 它 的 长 度 用 ! 
1 45 表示， 如 果 两 个 向 最 有 相同 的 长 度 和 方向 ， 它 们 是 相等 的 向 量 . 


当 夯 向 量 时 ， 如 果 是 其 背 相同 长 度 的 平行 向 量 ， 并 且 指 向 周一 方向 ， 我 们 把 所 用 的 箭头 理解 
为 代表 同一 向 量 ( 见 图 10.9) ， 贞 不 管 它们 的 起 点 在 哪里 ， 

在 教科 书 中 ,通常 用 小 写 粗 身体 字母 表示 向 量 . 例如 av 和 四 有 时 我 们 用 大 写 粗 疼 体 字 
母 表 示 力 向 量 ， 如 下， 在 手写 形式 中 ， 习 避 上 在 字母 上 面 男 上 小 箭头 ， 例 如 下， 他 全 和 到 

我 们 需要 一 种 表示 向 量 的 代数 方法 ， 以 恒 能 够 更 精确 地 描述 向 量 的 方向 ， 令 = 机， 存在 
一 条 等 于 P89 的 有 向 线段 ， 它 的 起 点 在 原点 ( 见 图 10. 10)， 它 是 ， 在 标准 位 置 药 代表 ， 在 正常 情 
况 下 是 我 们 用 来 代表 v 的 向 量 ， 当 v 处 在 标准 位 置 时 ， 可 以 通过 写 出 终点 (vi,v, ,0,) 的 坐标 来 指 
定 v， 如 果 v 是 平面 内 的 向 量 ， 它 的 终点 {ov ,5,) 有 两 个 坐标 . 


了 (or ya.za) 


ET yi (ee va 3} 


本 的 位 置 向 量 


图 10.9 图 中 显示 的 平面 内 的 4 个 第 头 (有 向 线段 ) 加 J0.10 处 在 标准 位 置 的 向 量 疝 以 
具有 相同 的 长 度 和 方向 ， 医 此 ， 它 们 代表 
原点 为 起 点 ， 有 向 线段 冯 0 


辣 一 向 基 ， 我 们 写成 48 = CD = 0P = EF 和 和 * 平 行 且 有 相同 的 长 度 


定义 ”如果 ， 是 平面 内 的 一 个 二 维 向 量 ， 同 起点 在 原点 和 终点 为 (om ,o) 的 向 量 相等 , 那 | 
么 + 的 分 量 形 式 是 
PP = 《pi vB) 
如 果 *” 是 一 个 三 维 向 量 ， 同 起点 在 原点 和 终点 为 ( ,t,t ) 的 向 量 相等 ， 那 么 y 的 分 量 形 式 是 


| 
LL ， 
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所 以 二 维 向 最 是 实数 的 一 个 序 侦 * = (nn ,my》， 而 二 维 向 量 是 实数 的 有 坚守 元 组 = 《rv,， 
2 数 m, mm 和 是 的 分 是 . 

如 果 ” = 《mm ,ts,v,) 是 用 有 向 线段 PG 表示 的 ， 记 的 起 点 是 Px ， 54) ， 终 点 是 O(x 
2 ， 那 么 才 +m 2 + = 和 + 有 丰 图 10.10)》， 因 此 ， 二 和 
zz 是 PO 的 分 量 . 

总 之 ， 当 给 定 点 P(xi,9 3) 和 (zy zy) 后 ， 等 于 0 的 标准 位 置 向 重 5 = (ee ,7, ,4,) 是 

v= 《33 3 
如 果 是 平面 内 以 Pex "Fl ) 和 (x, ;为 ) 为 起 点 和 终点 的 向 量 ， 那 委 Y= 《和 3 一 和 ya 一 站- 平面 
向 量 没 有 第 :分 基 ， 我 们 将 基于 这 种 理解 推导 三 维 向 量 的 代数 运算 ， 而 当 疝 长 是 二 维 ( 平 而 向 
最 ) 时 ， 只 需 略 去 第 一 维 . 

两 个 向 若是 相等 的 ， 当 且 仅 当 它 们 的 标准 位 置 向 量 是 全 等 的 ， 这 样 ，( 4 ,4 ,uy) 和 (46, 
ay 是 相等 的 ， 当 且 仅 当 四 =， 四 = 和 = 

向 晤 PO 的 大 小 或 者 长 度 是 它 的 任何 等 价 的 有 向 线段 代表 的 长 度 ， 特 别 蚌 ， 如 果 w= tx x,，» - 
7 五- 是 生 的 标准 位 置 向 量 ， 那 么 距离 公式 给 出 ， 的 大 小 或 者 长 度 ， 有 记 革 Ty 1 或 上 有 表 天 


向 量 "= P0 的 天 小 或 者 长 度 是 非 负数 


A -+r 2 ) | 


(参见 图 10, 10. ) 


长 度 为 0 的 公有 疝 量 是 堆 向 量 0 = (0,0) 或 者 0 = 0,9,07》， 这 也 是 仅 有 的 无 明确 方向 的 


向 量 . 

例 1 向 量 PO 以 P( -3,4,1) 为 起 点 和 0( -5,2.2) 为 终点 1a) 求 向 量 的 分 量 形式 ，{b) 求 
向 量 的 长 度 . 

解 

(a} 代 表 P0 的 标准 位 置 向 量 v 具有 分 量 : 

VX -3-(-3)=-2,， = =2-4=-2, 4 =2 -5 =2-1=1 
到 的 分 量 形 式 为 
p= {~-2,-2,1) 
(bjv = 及 的 长 度 或 大 小 是 


Iy1= vv(-2)7+f(-2)5+(0 = =3 图 

例 3 在 光滑 的 水 平地 板 上 用 间 地 板 成 45° 角 的 20 磅 力 严 

拖 一 辆 小 车 ( 见 图 10.11)， 使 小 车 向 前 移动 的 有 效力 有 针 大 ? 
解 ” 有 效力 有 是 下 = 《a,b) 的 水 平分 量 ， 由 


a =|Ficos 45° = 2 (2)= 14. 14 由 


图 IQ.11 拖 小 车 向 前 移动 的 力 是 

给 出 ”注意 下 是 二 维 向 量 , 国 由 向 量 下 表示 的 同 地 平 

10. 2.2 向 量 的 代数 运算 面 ( 正 x 轴 ) 成 和 5* 角 和 
罕 涉 向 量 的 主要 运算 是 向 重 加 法 和 标量 来 法 . 一 个 标量 大 小 为 20( 厂 ) 的 力 
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就 是 -个 实数 ，f 我 们 打算 把 注意 力 转 向 数 辐 向上 的 差别 时 这 样 称呼 它 ， 标 所 串 以 到 正 负 值 或 
者 为 罕 ， 而 村 放 下 以 洋 法 * 标 座 ” 个 向 由. 


定 洲 邻 = 人 a， 和 P=， 
加 法 ; 天 + 
标量 物 法 : ki = Ch Hn, ,kn 

向 相 的 加 法 是 把 向 隋 的 对 应 分 三 相 夫 ， 向 三 辐 标 古 的 瞧 法 是 把 标 直 滋生 械 的 鳃 个 分 由 这 
两 个 定义 适用 开具 有 两 个 分 就 i ,is? 和 ye》 的 于 而 向 入. 

对 于 平面 向 荆 ， 向 起 加 法 的 几 林 解释 上 见 图 10. 128， 革 十 :个 向 几 的 起 点 是 男 外 个 向 其 的 
色 点 。 办 外 一 种 和 解释 瑟 示 在 图 16.12b 下， 称 为 向 三 加 法 的 平行 四 边 形 定律 寺中 的 和 是 于 行 四 
边 形 的 村 和 线 ， 称 为 合成 向 量 ， 厅 物 理学 上 中 ， 力 接 向 茂 相 加 ， 如 坷 速度 、 加 速度 等 的 如 法 样 . 
所 以 ， 例 如 对 于 受到 岗 个 力作 用 的 慎 点 ， 作 几 在 质点 上 的 为 由 两 个 为 向 成 相 加 香 到 . 


下 汪 


+ 


fa 十 a 二 


ai 回 赴 兵 If7JL 亲 基本 hi 后 扰 而 陪 的 优生 [中 起 开 定 入 
攻 10. 82 癌 委 项 法 


峰 10. 13 显示 标 钙 二 和 向 放 & 约 丑 各 kw 的 一 种 儿 何 和 解释， 如果 >0， 那 么 fw 和 站 有 兵 有 相同 
方向 ; 如 果 上 <0，fw 同 & 的 方向 相反 ， 比 较 & 和 的 长 
度 ， 看 出 isu 
[kw l= vB) + (bu) + Ck) 


和 站 2 2 
= wh + + pA 7 


MT 
= vk A | | 
fu 的 长 度 等 于 标 尼 友 的 绝对 值 对 & 的 长 度 ， 向 大 图 10.13 向 工 “ 的 标 若 乘 法 


《-1e= 一 gn 县 有 同 w -: 样 的 长 度 , 但 是 指向 相 度 的 方向 . 
两 个 向 好 的 善 呈 -me 用 


下 一 = 下 +【 -的 
定 蜗 ， 若 于 = ia， Rb bs yy。 则 
和 一 
请 注意 ，( -pp) +y= 和 ， 所 以 向 慑 Cw 一 加? 得 到 wt( 见 图 19.143)， 图 10. 14b 显 生 向 量 的 益 
天 一 # 为 问 量 的 和 中 +( 一 4}. 
例 3 令 a=(-1.3.1)，p=(4,7.03， 求 
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(taj2a +3ri (bju—v; {ce) | 去 | 


-YY 


+ dr) 


井 册 最 tw-+} 册 v 给 出 mw bj gu=m+{—y) 
转 10.14 向 是 的 益 s -vr 
和 解 


(a}2n t+3v=20 -1,3,1) +3¢4,7,0) =《 -2,6,2) + (12,21.0) = (10,27,2), 
(hju-y=t -1.3,1) -04,7.0) =(-1-4.3-7,1-0)》=( -5, -4,1y; 


A EE a 
向 晤 运算 上 基 有 许多 普通 的 算术 性 质 ， 这 些 性 质 很 容易 利用 向 量 加 法 和 向 量 同 标量 的 乘法 定 


9 


向 量 运算 的 性 质 


令 z，Y， 风 是 向 量 ，a 和 上 是 标量 ， 

【+ 二 (2) (68+tP) twW = (r+w). (3)x+0=u. 
{4ju+( -nu) =0. (5}0n =0. (6)1u = 号 

(7)}a(tbu) = Cab)n. (8B)aftw +P) =an +ar. {9}) {a+b}n = an + br, 


向 量 的 一 个 重要 应 用 出 现在 航行 中 . 

例 4 一 架 喷 气 式 客机 向 正 东 以 500 mph 的 速度 飞行 ， 在 飞行 途中 过 到 一 股 从 机 尾 吹 来 的 东 
北方 向 560° 的 网 ， 风 速 为 ?0 mph， 飞 机 罗盘 汶 位 保持 正 东方 向 ,但 晨 由 于 风力 而 获得 新 的 地 面 速 
度 和 航向 ，、 这 个 航速 和 航向 是 什么 ? 

解 ” 如 果 w = 飞机 本 身 单独 飞行 的 速度 ,rv = 尾 风 的 速度 ， 那 
么 181=500，lrl =70( 见 图 10.15)， 飞 机 对 地 面 的 速度 由 合成 
向 重 # +y 的 大 小 和 方向 给 出 ， 如 果 用 正 * 轴 表 示 东 ， 正 y 轴 表 示 
北 ， 那么 ww 和 * 的 分 量 形式 为 
y= {500,0) 和 y= 《70 cos 60°,70 sin 60°) = (35,35.3) 


N 


因此 . & + = {535,3503) 
1 + vl= VS353 + {3543)* = 538.4 {不 按 比 和 例 ) 
9573 图 10.15 创 4 中 表示 飞机 速 
二 一 一 = 看. 人 5 .1 
0= tn 35 “05 (E10.15) 度 的 向 是。 和 民风 


发 机 新 的 地 面 连 度 约 为 538. 4 mph， 新 的 航向 约 为 东北 6. 5°"， 国 速度 的 向 最 ， 
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10. 2.3 单位 向 量 
长 度 为 工 的 向 量 称 为 一 个 单位 向 量 ， 标准 单位 向 量 症 
1 = (61,0,0), j= 0.1,0), = (0.0.1) 
尾 何 向 量 > = ua:oy 可 以 表 成 为 如 下 的 标准 单位 向 量 的 线性 组 合 : 
V= 0 + 0,5.0) 0 
= vl,0,0) + ot0,1,0) + ot0,0,.1) = vl + ti + nk 
我 们 把 标量 ( 或 数 )o 称 为 向 量 v 的 1 分 量 , +. 称 pd 
为 j 分 量 , v, 称 为 分量 用 分 量 形式 ,从 P(x ,yi， : 
引 ) 到 PP (x; yz) 的 向 量 是 
PB = (x 
( 见 图 10. 16). 
只 要 yx0， 它 的 长 度 1r1 就 不 为 零 ， 并且 


， xi 3. 23) 


1 lo 

ras vil*!=1 
就 是 说 ，w 1r | 是 向 量 v 的 方向 上 的 单位 向 量 , 称 为 上 _ PIN 
非 零 向量 * 的 方向 . OP = dt vd 


例 5 在 从 PC1.0.1) 到 P43,2,0) 的 向 量 的 方向 图 10.16 从 P, 到 的 向量 是 启 = 
求 单 位 向 量 &. 


解 、 用 万 启 的 长 麻 除 忆 疡 : 
BPP;= (3 11+(2 -0 +(0- 1k = 27+2 大 
IBPB I= VTF) (I = V4 3 


-x rir -+r -2,7 


PP 2+3-k 2. 2, 1 
| 大 
1P 产 | 3 3 3 3 
单位 向 量 w 是 户 记 的 方向 , 加 
， 例 6 如 果 v=3i-- 才 是 一 个 速度 向 量 ， 把 v 表示 成 
人 人 物 传记 
从 i 它 存 运动 方向 的 速度 乘 一 个 单位 向 量 . 
赫 尔 曼 ' 格拉 斯 曼 解 ” 速 庶 是 向 量 ， 的 大 小 (长 度 ); 
【Hennann Grassmann, 1809—1877) 1y| = EVE _ T=5 
单位 向 有 量 vi/1iv | 和 + 的 方向 相间 : 
”3 
IvyI™” 5 ~ 5 Ed 
所 以 
3 4 ， 
y= 3 二 = {i 要 明 
发 席 应 柄 的 广 则 层 
【 建 草 1 


人 
[yl 


总 之 ,可 以 把 任何 非 零 向 量 * 用 它 的 长 度 和 方向 这 两 个 重要 特征 表示 成 w= 1 v1 
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| 
{1 ] 区 是 在 * 的 方向 的 单位 向 量 ; 


12) 等 式 v = 17 1 把» 表示 成 它 的 长 度 和 方向 的 乘积 . 
例 7 一 个 6 后 晤 力作 用 在 向 量 v21 4 好 的 的 太 向 上 上 ， 把 办 下 表示 成 它 的 太 小 问 方 身 的 
姜 积 . 
解 ” 力 向 量 严 的 大 小 为 6， 方向 为 T 。 所 以 
四 2 _ x 2 ] 
-6i 阅 =6 于 3 = 6( i+ 守 -广大 量 


10. 2.4 线段 的 中 点 


在 几何 党 中 ,向 量 经 常 是 很 有 用 的 .例如 ， 用 平均 方法 求 线段 中 点 的 坐标 . 


联结 点 P(x ， i, I} 和 P(x,, az， 2 的 线段 的 中 点 昆 
| + 二 21 二 3 
人 | 

为 了 明 睛 原因 ， 从 图 10. 17 看 出 Pixs- vp. cr} 


ON = 不 + 方 (已 霹 ) 
= oF, + 六 (0F, -FP,) 


oe 


= (DF, + OF,) 


图 10. 17 线段 PLP, 中 点 的 坐标 是 卢 
国 和 PP 坐标 的 平均 值 


例 8 联结 点 P.(3,~2,0) 和 P,(7,4,4) 的 线段 的 中 0 
点 是 
{> 4 (5,1,2) 
习题 10. 2 
在 习题 1~8 中 , 令 uW=(3, -2), p=《-2,5)., 


求 [8} 向 量 的 分 量 形式 ，(b} 向 量 的 大 小 (长 度 ). 


i. 3u. 2. 2p. 
+r. 号 下 一 了 
SS. 2 37. 本 一定 由 二 SF 
3 4 5 ,了 
了. 5 + LA 8 -3 + y. 


在 习题 9- 16 中 ， 求 向 量 的 分 量 形式 . 
9 联结 点 P=(1,3) 和 0=(2, -1) 的 向 量 P9. 
10, 联结 原点 0 和 线段 RS 中 点 的 向 量 O， 其 中 


R=(2,—1), 5=( —4,3), 
1 从 点 4 =(2,3)} 到 原 吉 的 向 量 . 


12. 向 量 禄 和 CD 的 和 , 其 中 4=(1, -1), 8= 
(2,0), C=( -1,3), p=( -2,2). 

13. 同 正 z 轴 构 成 夹 攻 日 = -273 的 单位 向 量 . 

14. 同 正 * 抽 构成 夹 角 8= -3m4 的 章 位 向 量 . 

15， 绕 原点 依 反 时 针 方 向 旋转 向 量 40，1) 120* 得 到 
的 单位 向 量 . 

16. 绕 原 点 依 反 时 针 方 向 旋转 向 量 <1，0)135° 得 到 
的 单位 向 量 . 
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LN 
17, 


在 对 吓 17 ~22 中 ， 把 每 个 问 量 表 未 成 # =i+ 
+ 光 的 形式 . 

联结 感 5,7， -1) 和 下 529， -2) 的 问 
晤 记 记 ， 


18, 联结 点 户 (1,2.0) 利 已 ( -3,0,5) 的 向 最 户 启 . 

19. 联结 点 4 -7 一 8 1 和 吾 ( -10,8,1) 的 向 
最 4 生 . 

20, 联结 点 4(1.0,3) 和 8( -1.4.5 的 而 是 4 启 . 

23. 问 量 5- wm， 基 中 下 = 1 -17，m 一 《了 ， 
1,3). 

22. 向 最 -2843p， 藉 中 下 = (1,0,2), p= 


《1 ,1,1). 
在 习题 33 和 24 中 ， 当 需要 章 出 指示 向 而 的 草 


图 时 ， 复 制 首尾 相连 的 向 匿 wy，w. 


23, 
[2 
【和 下 +v. (the+r+t+w. 
[ea = +. {dd} —w. 
24, 
中 
【和 ) 一 全 (bar+w. 
【ece)2m — + {dw 二 十 证 ， 
在 习题 25 ~ 和 0 中 ， 把 每 个 向 量 表 示 成 它 的 长 
度 和 方向 的 乘积 . 
25. 2i +7 -2K. 26. 97 -2 + Ok. 
3 ， 4 
7 Sk. 28. + 起 . 
29. 


31. 


1, 1,1 i 
i jE 30. 二 EN 
BE/ 砚 * 厅 + 厅 
求 下 列 给 出 长 诬 和 方 问 的 向 量 ， 不 书写 算式 : 


(9) 民 谋 2， 方向 下 
(fb 长 度 生 ， 方 向 -大 
Le) 长 度 3， 方 面 3 7 3 寻 
网 i .2 .3 
(dj 长度 3 了、 方向 卫 -7 了 
32. 落下 列 给 出 长度 和 方 疝 的 向 最 ， 不 书 汪 算式 ; 
(a) 长 座 7， 方 同一 


(b) 芍 度 认 ， 方 向- 32 


3 

{ci} 长 度 辣 ， 方向 1 条 半 于 友 : 

(j 托 讼 4>0， 方向 上 上 j- 上 直 
这 "3 站 


33. 求 大 小 为 了 方向 为 =12i 一 5k 的 向 重 . 

34. 求 拓 小 为 4 方向 v= ftz2NE-C1Z2 这 一 72) 直 
的 方向 柑 反 的 向 量 . 
在 习题 35 和 中 ， 求 {a} 向 最 所 所 的 志向 ， 

{bj 线段 PP, 的 中 点 . 

35, PA -1.1.5), P{2.5.0). 

M6. PL4.5), Pld, —2.7). 

I. P {34.5), Pl2,3.4). 

POD0), Pl2,—2.—2). 

39. 设 4 =i+ 导 一 号 ， 昌 时 点 (5.1.3) ， 求 点 雪 

币 . 设 语 = 一 在 + 村 +f 如， 二 是 点 ( -2, -3,6),， 求 
点 虹 

41. 线性 组 合 今 丰 =2+7 =i+j, w=i-j 水 
满足 上 =av + bw 的 标量 a 和 

42， 线性 组 合 今 W= i 一 如 ,v=21+ 台 ,WwW =1 + 天 
求 和 = 山寺 本 ， 其 中 司 平行 于 vw 于 行 于 Ww 
{参见 习题 4:). 

43. 力 向 量 如 附 图 所 本 ， 有 几 力 三 拖 手 提 箱 ， 力 的 
大 小 [1R1=10 磅 . 水 直 的 关 分 量 和 分 县. 


F 二 

2 
i i 
1 ' i 


MW 

和. 力 向 量 ”如 附 矢 所 示 ， 所 签 绥 以 12 磅 拖 卢 

F( IF =12) 拉 住 列 筝 ， 并 且 同 水 平 卢 向 成 
45" 角 .， 求 下 的 水 平分 量 和 垂直 分 量 . 


向 量 与 空 闻 见 何 学 
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一 -r- - 
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45. 融 度 上 吉 飞 机 朝 西 北方 向 23" 以 SO00 kmh 的 
航速 改行 ， 或 六 和 速 度 的 分 世 形 忒 ,假定 正二 
轴 老 生 止 东 ，iF 了 轴 老 到 正 北 . 

46. 速度 一: 架 习 机 朝 东 南方 名 10" 以 600 kmvh 的 
航速 飞行 ， 求 发 相 速度 的 分 量 形式 ， 根 定 下 
轴 老 小 正 东 ， 正 了 轴 胡 未 正 北 . 

47. 位 置 一- 只 乌 从 它 的 时 朝 东 北方 向 60* 飞 53km， 
停留 .- 则 树 上 休息 . 然后 朝 由 东南 方向 飞 10 
km， 降 阔 在 : 梢 电话 线 杆 项 端 ， 把 xy 坐标 系 的 
原点 证 哮 在 岛 刘 处，x 轴 指 疝 东 ，r 轴 指 向 北 
{a) 树 位 于 和 什么 点 ? (b+ 电话 线 杆 在 什么 点 ? 

地 碟 昌 把 从 开户, 到 户 (x , 记 , 名 ) 的 线 
绩 分 成 长 度 比 为 weg =7 的 两 段 ， 利 用 相似 三 角 
找 求 点 如 的 于 标 . 

49. 三 角形 的 中 线 假定 4，8, 6 基 后 面 附 图 所 示 
的 常 密度 角形 注 板 的 角 点 . 

(2) 求 愉 到 边 48 中 点 出 的 向 量 ; 

(by 汶 中 线 CH 上 从 尼 到 位 于 申 妇 至 时 的 二 分 
之 二 点 处 的 向 晨 ; 

{0} 求 248C 一 条 中 线 变 扣 的 坐标 ， 按照 6.7 季 
习题 21， 这 个 点 是 三 角 肛 薄板 的 质心 . 


10.3 点 积 


etl. 1,3) 


同人 了, 


50. 求 从 原点 到 三 角形 中 线 训 点 的 向 量 ， 三 角形 的 
项 点 为 
4f1, -1.2), Bt2,1,3}, Ct-1,2,-1) 

51, 今 45C 六 是 空间 中 的 -- 般 四 边 形 ， 不 必 在 平面 
内 证明 联结 A8CD 两 个 对 边 中 点 的 两 条 线段 
互相 等 分 (提示; 证 明 这 两 条 线段 有 相同 的 
中 点 . ) 

52， 从 平面 内 正 5 边 形 的 中 心 引出 到 和 个 顶点 的 向 
有 量 . 证明 这 些 向 者 的 和 为 零 ，( 覃 示 ， 如 虹 线 
中 心 旋 转 字 边 形 ， 向 量 和 会 出 现 什 么 结果 ?) 

53, 假定 4. BB, 是 三 角形 的 顶点 a, 8. rr 分别 
是 相对 边 的 中 点 ， 证 明和 + 珊 + GE -= 

4. 平面 内 的 单位 向 最” 证明: 平面 内 的 单位 向 其 
可 以 表示 成 站 = 《eos jE+ (sin 站 ， 由 对 二 依 反 
时 针 方 向 转动 一 个 角 8 得 到 解 杂 这 种 表示 形 
式 为 什么 给 出 平面 内 的 每 个 单位 向 量 . 


如 果 * 


如 果 力 下 作用 于 沿 一 条 路 径 运 动 的 质点 上 ,我 们 时 常 需 要 知道 力 在 运动 方向 的 大 小 . 
是 平行 半路 答 上 下 作用 点 的 切线 的 ， 那么 需要 知道 在 r 方向 的 大 小 . 
钝 基 基 长 度 | 下 | ros #8， 上 其 中 8 导 孙 个 向 量 下 种 v 之 间 的 夹 角 . 


在 这 一 季 ， 我 们 阐明 从 帅 个 向 量 的 分 量 直接 计算 它们 
之 间 的 角 是 很 容易 的 ， 计 算 的 关键 部 分 是 称 为 点 积 的 表达 
式 ， 点 积 也 称 为 内 积 或 者 纯 重 积 ， 因为 厂 积 的 结果 是 纯 基 
而 不 是 向 量 . 在 考察 点 积 后 ,我 们 把 它 用 于 求 一 个 向 量 在 
另 一 个 向 最 车 的 投影 {如 图 10. 18 显示 的 那样 }， 以 及 求 恒 
力作 用 通过 一 段位 移 所 作 的 功 ， 
10. 3. 1 向 量 之 间 的 角 

使 两 个 非 等 向 最 ww 和 + 的 起 点 重合 ， 它 们 构成 一 个 角 
8， 其 度量 范 膨 是 区 间 人 0 万 8 志 7( 见 图 10. 19)， 如 果 两 个 向 
量 不 位 于 同一 直线 上 ， 时 么 人 第 8 在 包 会 它们 的 平面 内 度量 . 


长 度 = |F| cosg8 
图 10.18 力 下 在 向 量 * 的 方向 的 


大 小 是 正在 r 上 投影 的 
长 座 | leos 6 


图 190. 18 有 显示， 我 们 求 的 
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如 果 两 个 向 量 位 于 同一 直线 ， 那 么 册 个 向 量 之 间 的 角 在 它们 指向 同一 方向 时 为 零 ， 而 在 它们 指 
各 相反 方向 时 为 n， 角 8 是 s 和 v 之 间 的 角 ， 定理 1 给 出 确定 这 个 角 的 公式 . 


定理 1 {两 个 向 量 之 间 的 角 } 两 个 非 零 向 量 # = Cu ,>》 
和 ?= ap 之 间 药 角 吕 由 公式 


vr 
i =] 


加 -1 
8 = cos ( Tv 


确定 . 


总 a 


在 证 明定 理 1 之 前 ,我 们 把 注意 力 集中 到 计算 8 的 表达 式 ”图 10.19 向 量 u 和 v 
uv + + 上面 之 间 的 角 


定 光 向量 # = , 吉 ) 和 y= 《po ,sD, 妈 ) 的 点 积 w vl"w 点 v") 是 


Hp 二 王 z1 站 是 


例 1 
(ai -2, -1 -6 -6,2, -3) = -6) +(-2)(2) + 1) -3)= -6-4+3= -了 
(b(t (4 -Jj +2k) = (去 )(4) + (3)( -1 41) C2) =1. 徊 
一 对 二 维 向 量 的 点 积 用 同样 的 方式 定 广 ， 
{Wi st) Col ,a 二 证 + V7 
定理 1 的 证 阴 对 图 10.20 的 三 角形 应 用 余 荡 定律 (1.3 w 
节 公 式 (8)), 求 出 * 


Iw = +ly-2I8lylcos8B 【余弦 定律 ) 


21ullvlcos 0 =|Iwl: +Irf -Iwr 


由 于 由 = 站 -YY， Ww 的 分 量 形 式 是 《uw -i 


p 


所 以 ， 图 10.20 向量 加 法 的 平行 四 边 
Iu!l’= (rr) = +t 形 定律 给 出 w = -? 


1y12 = (+ 
w= (Va tn tn ) 
= t+ 


1 2 2 了 2 衬 
= 2 


2 2 2 
lIwl + lvl iw! =2(ut + Ht + iv) 
因此 ， 
21ullvicos 6=Iub +ivh -iwl = 2(u9 + Wot + bt) 
lullylcos 8= tt, + Wb, + kath 
yl 十 且 3 史 3 十 HV 
lullyl 


cos f= 


因为 0<09<7， 我 们 有 有 


向 重 与 从 间 几何 学 国 | 


_ 加 | | 十 Dy + Hi 
0 = eo (Th) 和 
用 点 积 记 苇 ， 两 个 向 般 4&# 相 v 之 问 的 外 可 以 写成 
- | Hy 
2 = eos 人 二) 
例 2 频 向 量 n si -22 和 =6+3 了 + 之 间 的 角 . 
和 解 ” 利 用 上 述 公式 : 
Rv= C6 + CC-2)(3) +{-2)(2) =6-6-4=-4 
Iul= vO + (2) + 2 = 而 =3 
lvl= v6) + (3)T + (2) = v49 =7 
_ ff HR 1 -4 \, 
站 = cos (ES) = eos (03757) 1. ?76 弛 诬 | | 
夹 角 公 式 也 适用 于 二 维 向 量 . > 
例 3 求 由 顶点 4t0,0)，B(3,5) 和 C(5,2} 确 定 的 三 
角形 42C 中 的 和 角 引见 图 10.21). 
和 解 ”、 角 68 是 向 量 6H 和 之 则 的 角 ， 这 两 个 向 量 的 分 
量 形 式 是 
CA={-5,-2) 和 CB =(-2,3) 
0.2 -角形 
首先 计算 这 两 个 向 量 的 点 积 和 大 小 ; 四 10.21 例 3 中 的 -角形 
CA- ChB= (5 -2) +(-2)(3) = 4 
CAIl= VOLSY +2) 2 v9 
{CBI= Vi-2) + (03) = v13 
然后 利用 夹 角 公式 ， 得 到 
,1 _ ACE J 4 
8= |= 一 一 一 一 一 | 坊 78.1° 或 1].36 
on (| (yA) 或 下 度 本 


10.3.2 垂直 [ 正 交 ) 向 量 

如 果 两 个 非 零 向 量 4 和 + 之 间 的 角 是 r/2z， 有 那么 它们 是 垂直 的 或 者 正 交 的 . 对 于 这 样 两 个 
向 量 ， 有 ww .v=0， 因为 tos {Tr 人) =0 反 过 来 的 结论 也 成 立 : 如 果 a 和 是 满足 zw = 
| 站 由 | cvs =N0 的 非 零 癌 量 ,那么 cos 6=0， 而 和 =coa 0 = Tv/2. 


定义 ” 问 量 # 和 + 是 正 交 的 {或 者 会 直 的 ) ， 当 且 仪 当 & :r=0, 


例 4 
{a) 向量 w=《3, -2 和 7= 《4,67 是 正 交 的 ， 因 为 站 "PP=(3)(4) +( -2)(6) =0. 
{hb}) 向 量 上 = 人 于 一 裤 + 上 和 v= 引 + 御 是正 交 的 ,因为 v= (3)(0} +( -2)(2) +(1)(4) =0. 
{¢) 向 量 0 是 司 任 何 向 量 w 正 交 的 ， 因 为 
Ou= 00,07 ist) = (Om) + OL) + (0) (4) =0 | 
10. 3.3 点 积 性 质 与 向 量 投影 
点 积 服从 一 般 实数 ( 纯 量 ) 积 保持 的 许多 法 则 , 
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点 积 的 性 质 ; 
若 n,v 和 w 二 任意 向 时 .ce 是 纯 量 ， 则 有 有 
| th)jaep=y. {2} (cea) p=u cp) =e( Wr). 【有 (了 二 
| (dwnw= ul: (S$}0:n=0. | 
人 物 传 记 性 质 [1) 和 (31 的 证 明 ”点 积 的 性 质 容易 利用 定义 证 明 .， 例如， 


下 面 给 出 性 质 (1) 和 (3) 的 证明 


(Uap = + ur + Hd = + a + = 


卡尔 ， 弗 里 德里 希 ， 高 斯 
CCarl Friedrich Causs, 
1777—1855) 


(3)u (vy + Ww) = 

= +) t+) + 十 二 

Su tH tv yy + yy + ;iy 

= Cu tt + + 

=H"V + WwW. 国 

现在 我 们 转向 本 节 开 始 时 提出 的 一 个 向 最 在 男 一 个 向 呈 上 的 投影 问题 ， 向 量 w = 本 在 一 个 
非 堆 向 量 v = PB 上 的 向 量 投影 ( 见 图 10. 22) 是 由 从 如 对 直线 PS 作 下 看 线 确 定 的 向 量 成 ， 这 个 向 
其 用 记号 
proj,n ("# 在 bt 上 的 向 量 投影 ”) 

表示 ， 如 果 点 代表 力 ， 那 么 proj,a 代表 在 ”方向 的 有 效力 ( 见 图 10.23). 


2 
| 
as 4 
| 
全 
Pe R 5 
| ~ 人 人, 
| 
下 pp RY 
图 10.22 向 量 u 在 + 上 的 应 量 投影 图 10. 23 ”如 果 用 力 丰 拖 仍 子 ， 使 合子 在 "方向 向 前 


移动 的 有 效力 是 中 在 ”方向 上 的 投影 


如 果 向 量 # 和 *» 之 间 的 角 8 是 锐角 ，proj,n 具有 长 度 1u1cos 8 和 方向 vA1lv1( 见 图 10.24). 
如 果 8 是 钝 朋 ，eos 8 <0 而 proj,tt 具有 长 度 - 1 wl cos 8 和 方向 -vA1lrv1， 在 丙种 情况 下 ， 


projn = (lulcos 0) 站 


! 


= (i (uieose 和 fo 


= (vy 


数 1#1cos 8 称 为 # 在 ?方向 的 纯 量 分 量 ， 总 之 有 


向量 与 空间 几何 学 S553 
长 度 = jl cos 8 长 讼 = -| 可 gos 8 
9) 旭 果 日 2D，projsw 的 长 度 是 meos 在 bj 如 果 百 < 有 ，prcoj, gs 的 长 度 是 一 al cos 日 
图 10.24 站 的 向 量 投影 的 长 度 
中 在 ?上 的 向 量 投影 : 
proj.m = | 人 ij) 人) ， 
# 在 + 的 方向 的 纯 量 分 若 : 
lleos 0= 11 =H* {2) 


请 注意 ,uw 在 ”上 的 向 量 投影 和 在 4 方向 的 纯 量 分 量 都 仅 依 赖 于 向 量 + 的 方向 ， 而 同 它 的 


长 度 无 美 ( 因为 我 们 用 同 w lv1 的 点 积 ，y/1v| 是 * 的 方向 ). 
例 5 求 u=6i+3 引 +2k 在 v=i- 轨 -2k 上 的 向 量 投影 以 及 wu 在 + 方向 的 纯 量 分 基 . 
和 解 ”由 公式 (1) 水 praj,a: 


proj.e = Sy = 人 -2 = $i 2k) = 人 + + 有 
由 公式 (2) 求 二 在 * 方 向 的 纯 量 分 量 ， 
lu loos 8= ti = (1+3 +28).{ 3 i -3 了- 子 昌 =2-2- 卫 =- 生 嘱 
公式 (1) 和 (2) 也 适用 于 二 维 向 量 . 
例 6 求 万 中 =54+ 好 在 =-3 引 上 的 向 量 投 影 ， 以 及 严 在 * 方 向 的 纯 量 分 量 ， 
解 ”向 最 投影 是 
proj,F = (人 = Ty) =- 15(i- 3») = 0i+tii 
严 在 ?方向 的 纯 量 分 量 是 
Fry 5-6 1 
IF1 = = = 
os 如 下 J -而 国 
10.3.4 功 


我 们 在 第 6 章 ， 曾 经 用 P= Fd 计算 大 小 为 的 恒 力 移动 物体 经 过 一 段 下 离 4 所 作 的 功 ， 那 
个 公式 仅 当 力 正 指向 运动 直线 的 方向 时 成 立 . 各 果 移 动物 体 经 过 位 移 也 = 到 的 力 下 具有 其 他 方 


向 ， 那 么 所 作 的 功 是 由 灭 在 号 方向 的 分 量 实 现 的 ， 如 果 。” ---- 
玉 同 DD 之 间 的 角 为 引见 图 10.25)， 那 么 


_ [五 在 吕方 向 。 
劝 = (是 分 车 (的 长度 ) ee 
= (IFIcos 0 1D| 图 10.25 恒 力 下 使 物 体位 称 呈 所 作 


= F-.D 的 功 为 { 1 Flcos 的 1 号 | 


SS4 


其 中 8 是 下 和 六 之 间 的 角 . 


例 7 如 果 1F1 =40 N( 和 牛顿 )， 


定义 ” 己 力 严 作 用 于 物体 络 过 位 称 五 = PO 所 作 的 功 为 | 
W=F :DD=1FIIDIcod 
| 


1 号 | =4m, 8=60?， 旋 下 使 物体 从 PP 称 动 到 9 所 作 的 功 为 


功 =1FIDlcos8 (定义 ) 


= {40)(3)cos 60°% (给 定 值 ) 
= {120)(1/2) = 601 1 焦耳 } 国 
当 我 们 在 第 14 童 学 习 求 可 变 力 沿 空 间 中 的 路 径 所 作 的 功 时 ， 特 面 对 功 的 更 上 肛 排 战 性 的 问题 . 
习题 10. 3 
在 习题 1 -8 中， 求 + 二 是 单位 向 最， 则 ae， 是 * 的 方向 余弦 
【alt :rw lrl, lul: = 


(bj 和 之 间 的 角 的 余 落 ; 
tciw 在 7 方 问 的 纯 量 分 量 ; 
【4d] 向 量 pmj,w. 
p=20 +5k, = 一 
Dp=(3/5)i + (dS)k, w=5i+12. 
3.y =10t+1 2h, w= + 
.v=27+107 11 下， 站 = 站 + 他 + 二 
5 = 
Gr Et, Hi +2k. 
TT pSit, xn=2+ VIT. 


gov-{ 志 .二 ha=t 广 ，- 胡 ) 


在 习题 9 ~12 中 , 求 向 量 之 闻 的 角 ， 准 确 到 百 

分 之 一 弧度 . 

,w= + YY = i++ 好 一 天 

10. 4 = 站 -让 + 开 ，P 二 37 + 该， 

limn=y3i-7, = 人 + 一 2 

12.a =i+wA7 一 下 = 一 上 十 站 + 下 

13. 三 角形 冰 以 4=(-1.0),， 吕 =(2,1) 和 
CC1, 一 2) 为 顶点 的 三 角形 的 3 个 角 . 

14. 矩形 求 以 4 = (107 ,R=(0,3), C=(3,4) 和 屿 
= (4,1) 为 顶点 的 矩形 的 对 角 线 之 间 的 角 . 

15. 方向 角 与 方向 余弦 “向量 = 坟 ++ 吐 的 广 向 
角 ma， 月, ? 定义 如 下 ; a 是 + 同 正 * 轴 之 间 的 
角 (0 志 a 所 7), 日 是 + 隔 正 7Y 轴 之 间 的 骨 (0 志 
Bm), 了 是 + 同 正 z 轴 之 间 的 角 t0 和 yy 志 ). 


(a) 证 明 
=-a =— 一 -人 
cos er = Tr coapg= ir cos y= I» 
和 


cosrar + cossB + coe yy =] 
这 三 个 余弦 称 为 的 方向 余 纤 - 
Lb) 由 方向 余弦 构成 单位 向 量 证 明 ; 若 r* =af + 闻 


18. 总 水 管 设 计 设计 一 条 总 水 管 ， 朝 北 的 坡度 为 
20% ， 朝 东 的 坡度 为 10 久 ， 如 附 图 所 示 。 确 定 
这 条 总 水 管 由 北 转向 东 的 角 订 如 


17. 向 量 的 和 与 闫 ”在 阶 图 中 ， 和 庙 mm 和 wv, 的 和 
V+ 与 差 m ~ 必 看 起 来 是 正 交 的 .这 是 纯 属 
巧 侣 , 还 是 存在 的 一 个 事实 ， 在 这 种 情况 下 可 以 
预期 闫 个 向 量 的 和 与 差 正 交 ? 提出 答案 的 理由 . 
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18 图 上 的 正 交 性 ”假定 48 是 以 0 为 圆心 的 加 的 
直径 ，C 是 联结 4 和 B 的 两 段 狐 之 一 上 的 点 . 


证 明 5H 同 芒 正 交 . 
CC 


19. 整形 的 对 角 线 ”证 明 茵 形 ( 边 长 相等 的 平行 四 
边 形 ) 的 对 角 线 牌 直 . 

0， 上 瑟 直 对 角 线 ”证 明正 方形 是 对 角 线 垂直 的 公有 
短 形 . 

2L. 平行 四 过 形 为 矩形 的 条 件 证 明 : 平行 外边 形 
是 拖 形 当 且 仅 当 它 的 对 地 线 长 度 相 等 . 【 木 乒 
经 党 利用 这 个 事实 . ) 

22. 平行 四 边 形 的 对 角 研 ” 峙 图 显示 电 向 量 上 和， 
确定 的 于 行 四 边 形 证明， 如果 1al = 171， 
对 角 线 等 分 同 v 之 间 的 角 . 


23, 弹射 运动 ”- - 支 枪 在 水 平方 向 之 上 8° 射击， 子 
弹出 胜 速 度 为 1 200 ft's， 求 子弹 速度 的 水 平分 
量 和 垂直 分 量 . 

24. 笠 面 ”和缓 设 在 附 图 所 示 的 射 面向 上 和 拖 一 口 箱子 . 
求 使 于 行 于 斜面 的 分 力 达 到 2.5 山 的 拖 力 w. 


25. [a) 柯 西 - 施 瓦 芍 不 等 式 
利用 wu= Fallpleoe 8 这 个 事实 ,证 明 
不 等 式 | v1 志 1gtlrl 对 于 性 和 何 向 量 w 和 
成立. 
{tb} 在 什么 条 件 下 Twrp1l =1wliy1t 如 时 成 
立 )? 提出 答案 的 理由 . 
26. 复制 附 图 的 坐标 轴 和 向 是 。 然 后 描 私 满足 不 等 
式 (下 +y 有 < 的 点 (x*，y) 的 阴影 区 ， 说 明 答 
案 是 正确 的 理由 . 


27. 正 交 单 位 向 量 如 果 和 w, 是 正 交 单位 向 基 ， 
并 且 y=aw +buy， 求 YW :wl. 

如 消去 点 积 中 的 因子 ”在 实数 乘法 中 ， 如 果 ue, = 
ms ， 并且 uz#*0， 那 么 是 以 消去 4， 得 到 4 = 局. 
在 点 积 中 是 否 存在 同样 的 法 则 : 如 果 wWw -+ = 
ww "bs,， 并且 wz， 能 否 得 到 vv =*Y, 的 结论 ? 
提出 答案 的 型 由 . 

鸭 ， 周 向 量 春 直 的 利 线 ”还 明 : 若 代 表 向 量 w= 中 + 
好 的 线 委 的 斜率 是 直线 ax + 好 =* 的 斜率 的 负 
倒数 ， 则 疝 量 同 直线 垂直 . 

3 了 6. 同 向 量 平 行 的 直线 ”证 明 : 若 代 表 向 量 * = e+ 
地 的 线段 的 妊 率 同 直线 如 - ay =c 的 斜率 相等 ， 
则 催 量 同 直线 平行 . 

在 习题 31 ~ 34 中 ， 利 用 习题 29 的 结果 ， 求 经 
过 点 己 同 向 量 "垂直 的 直线 的 方程 ， 然 后 画 出 直线 
的 草图 ， 在 图 中 硬 上 以 原点 为 向 量 起 点 的 向 量 +. 
31.P{(2,1), v=8+2. 

32.P( -1,2), v= -2 下 

33,P( -2.-7)，P= -2i+j. 

34. PI11,10), v=2i-3. 

在 习题 35 ~ 38 中 ,利用 习题 0 的 结果 ， 求 经 
过 点 呈 同 向 量 v 平行 的 直线 的 方程 .然后 画 出 直线 
的 单 图 ， 在 图 中 画 上 以 原点 为 向 量 起 点 的 向 是， 
35. Pt -2,1), r=i-j, 

36. P(0, -2) ,y=21+ 半 

PCL,2), p= -i-2. 

38.P(1,.3), v=3i -2. 

39. 力 沿 真 线 作 的 功 ” 求 由 力 下 =57( 大 小 为 5N) 把 
物体 从 原点 补 直 线 移动 到 点 (1 ,1} (以 m 为 距离 
单位 ) 所 作 的 功 . 

4 和 0 联合 太平 洋 公 司 的 Big Boy( 大 小 和子? 机 车 可 以 用 
602 148 N( 合 135 375 lb) 的 奉 引 力 拉 5000 中 的 
火车 以 这 个 奉 引 力 ，Big Boy 在 从 但 金山 到 洛 
杉 机 接近 直线 的 605 km 行程 中 大 的 作 多 少 功 ? 

所 笠 面 在 装 货 码头 同 水 平方 向 成 30° 的 和 立 面 上 ， 用 
200 N 拖 力 使 货 箱 滑动 为 虽 ， 所 作 的 功 是 和 多少 
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笨 , 山上 船 如 附 蜀 所 天， 通过 帆船 成 昭 的 风 产 生 大 
小 汐 1000 山 的 为 天 成 力 使 帆船 向 前 航行 1 海 
电 所 作 的 功 是 多 少 ?” 管 案 以 英 尺 -和 厂 ( 人 lb) 作 
为 功 的 单位 . 


利用 这 个 亡 实 以 及 寺 题 29 或 各 中 的 结果 ， 求 习题 
43 -和 提 中 戎 条 直线 之 问 的 锐角 ， 
443. 3 +17=5,， 2x 一 站 二 上 
44. = 1 r= -x+2. 
F 45. .xz -r= -2, x-y3r=1. 
不 按 直 骨 相交 的 两 各 直线 之 间 的 锐 解 , 加 由 上 .x+yv3y=1, (1-v3)x+(l +y3)r=8. 
交 于 网 条 直线 的 向 向 或 者 平行 于 两 杀 直 线 的 向 量 之 条 ,3x -4y=3, x -y=7. 
间 的 角 相 等 . 48. ]2x +Sr=]，2x 一 2y=3. 


10,4 向 量 积 


在 研究 平面 内 的 直线 中 ， 当 需要 描述 一 条 直线 如 何 颌 射 时 ， 我 们 用 斜率 各 斜 角 的 概念 ， 在 空 
间 中 ,需要 一 种 描述 平面 妞 何 倾 射 的 方法 ， 采 用 的 方法 是 把 平面 内 的 两 个 向 量 相 莱 ,得 到 垂直 于 
平面 的 第 二 向 其 ， 这 个 第 三 向 量 的 方向 给 出 平面 的 "倾角". 我 们 所 用 把 向 量 相 乘 的 积 是 向 重 积 
或 者 又 积 ， 向 量 积 是 两 个 向 量 的 第 二 种 乘法 .在 这 一 节 讨 论 向 量 积 . 

10. 4.1 空间 中 两 个 向 量 的 向 量 积 

我 们 从 空间 中 的 两 个 非 零 向 量 wu 和 * 开始 ， 如果 和 不 是 平行 的 ， 它 们 就 决定 了 一 个 平 
面 ， 用 右手 法 则 选择 乘 直 于 平面 的 单位 向 量 n， 这 是 措 用 这 样 一 种 方法 选择 单位 (法 ) 向 量 n: 当 
右手 四 个 手指 旋转 从 uw 经 过 角 8 转 向 Y 时， 姆 指 的 指向 就 是 的 方向 ( 见 图 10. 26)， 热 后 ， 把 向 
量 积 w xv( "tw 义 Vw" ) 定 义 为 如 下 的 向 量 : 


定义 ， 
Hxv=t utlvlsin G8)n : 


同 点 积 不 一 样 ， 向 量 积 是 一 个 向 其 .由 于 这 个 
原因 ， 它 也 称 为 # 和 和» 的 巡 积 ， 并 且 仅 适用 于 空间 
中 的 向 量 ， 向 量 上 xy 同时 垂直 于 nw 和 *Y， 因 为 它 是 
# 的 纯 量 倍数 . 

有 一 种 直接 从 两 个 向 量 的 分 量 计 算 它 们 的 又 积 
的 方法 ， 这 个 方法 无 需 知道 两 个 向 最 之 间 的 角 { 像 
定义 暗示 的 那样 )， 不 过 ， 我 们 暂且 搁置 那 种 计算 
方法 ， 以 便 首 先 来 关注 叉 积 的 性 质 

由 于 0 和 4 的 正 强 均 为 零 ， 所 以 把 两 个 非 零 的 
平行 向 最 的 及 积 定 义 为 0 是 合 昌 的， 如果 和 二 图 10.236 xy 的 结构 
省 之 一 为 堆 向 量 或 者 都 是 零 向 量 ， 我 们 电 把 wx x» 
定义 为 人 和 由 此 ， 商 个 向 革 # 和 * 的 灵 积 为 站 当量 仅 当 & 同 + 平 行 ,或 它们 之 中 的 一 个 为 0 或 者 
都 为 0. 


大 小 为 1000 Ib 
的 力 
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- i -- i -| 
平行 向 量 
非 零 疝 垢 中 各 于 行当 时 伐 当 wxv = 人 | 


—— -一 一- 一 - Oo - 一 ， 


车 a, 和 由 是 任 总 向 量 ，* 和 s 是 纯 节 ， 则 有 

【1 xs = {ri}tn xr). {2}u x Cy+w) = XV 
于 人 二 名) XH=FXU+ XH (4)rxw= 一 (xxP)， 
{SO0 x =0. 


例如 ， 为 了 观察 性 质 (4)， 注 意 当 右手 四 个 手指 旋转 从 v 经 过 角 旭 转向 ww 时， 细 指 指向 从 上 
转向 p 的 反方 向 ,并且 在 结构 v x& 中 选择 的 单位 向 世 古 在 结构 xv 中 选择 的 单位 向 其 的 负 向 二 
《 风 图 10. 27). 

性 质 (1) 可 以 在 公式 两 端 应 用 向 量 积 的 定义 并 是 比 较 结果 证 实 ， 性质 (2) 在 附 进 A.8 中 证 呀 . 
手 质 (3) 由 性 质 (2) 的 公式 两 端 乘 ( - 1) 并且 利用 性 质 (4) 睫 倒 向 量 积 的 硕 订 得 到 ， 性 硕 (5) 导 一 
个 定义 ， 一 般 说 来 ， 向 量 积 胶 法 是 非 千 合 的 ， 所 以 Cu xv) xw 通常 不 等 于 wx (vxw), 《做 见 补 
充 和 提高 习题 15. ) 

当 我 们 应 用 定义 逐 对 计算 i fj,， 色 的 向 量 积 时 ， 求 让 

ixj= 一 (xD =k 

jxkR= (kxi)=1i 

Exi= — (ixk) = 

ixi=jx)=k x 人 0 
{ 见 图 10. 28. ) 


i= x hi=-tk x 


图 10. 27 vxw 的 结构 图 10.28 .站 丰 的 逐 对 向 量程 


10. 4.2 12xyr1 是 一 个 平行 四 边 形 的 面积 
由 于 各 是 单位 向 量 ， 因 此 ww xvt 的 大 小 为 


Imxv| = illyllsntlln|l = igllrlsing 


这 是 由 在 和 ”决定 的 平行 四 边 形 的 面积 ( 见 
图 10.29). 1w1 是 平行 四 边 形 的 床 ，1v 11 sin 81 是 
于 行 四 边 形 的 高 . 图 10.29 由 向 量 w 和 * 决 定 的 平行 四 边 形 
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10.4.3 wxvr 的 行列 式 公式 
我 们 讨论 的 下 一 个 目标 是 在 笛 卡 儿 坐 杯 系 中 由 & 和 wv 的 分 基 计 算 向 量 积 w xv 
假定 

= tu tk, v=vi+tr + tk 
那么 ， 由 上 交 天 相 乘 的 分 配 律 和 法 则 竺 到 
HX = kk x (Cv + wf + wk) 

= tb xj+tiuvixk 

+t Ev XE tu XT + uv < 

+ wrk Et vk x + nk 科 贡 
= {iby va un of 

+ (uv ~ uv )k 

上 面 最 后 一 行 中 的 项 与 用 符 寻 
i jk | 


Uy Ly 


表示 的 行列 式 的 展开 式 中 的 项 相同 ， 因 此 我 们 
有 下 述 法 则 : 


利用 行列 式 计 算 向 量 积 
若 吕 = fd+i + 和 和 = 区 ET 四 了 十 
LL | 


例 1 如 果 吕 =2i+ 了 + 大 和 P= -d+37 + 大， 
求 wxv 和 vxu. 


解 
i i f 
wxv= | 2 1 1 = | | 2 1| + ? | Rl, 1 2) 
-431 ! -41 -3 
=-2- + 0k 
vxn=- (uxr) =21+6 - 10k 


例 2 求 一 个 垂直 于 由 点 Pel, -1,0), 0{2,1，, 
一 1 和 R(C ~1,1,2) 决 定 的 平面 的 向 景 ( 见 图 10. 30). 

解 殉 x 孔 是 委 直 于 平面 的 向 量 ， 因 为 它 同 时 垂直 
于 决定 平面 的 两 个 向 量 ， 写 成 分 量 形式 ， 
PO = 2Dir(+D+ -1 OR=i+r2 


x Q02.1,.-1) 
图 10.30 APQR 的 面积 等 于 
1 了 PO x 六 172( 例 2) 


PR ={-1 -it(l + + (2 0k =-2+2j + 
于 是 
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~ 了 2 1 ] 1 | 1 2 
PO x PR= 1 2 下 = 1 | 六 人 
2 2 |-2 2 *! 2 2 
-22 2| 
= 67 + 6k 国 
例 3 求 以 PC, -41,0), {2,1,-1) 和 R(t-1,1,2) 为 项 点 的 角形 的 面积 ( 见 


图 10. 30), 
解 由 P，8 各 只 决定 的 平行 四 边 形 移 面积 为 


1P6 x PRI=16i+6k1 {从 例 2 得 到 的 值 ) 
= A + (6 = VI = 6 


王 角 形 的 面积 有 这 个 值 的 -- 半 ， 即 3 六 ， 国 
例 4 求 竹 直 于 P(1, -1.0)，Q@(2,1. -1) 和 RC -1.1.2) 的 平面 的 单位 向 量 . 


解 ”由 于 两 x 六 委 直 寺 平面 ， 它 的 方向 是 垂直 于 平面 的 单位 向 车 从 例 2 各 例 3 取 值 ， 

得 到 
mn POxPR _6l+tok. ll 
IFPOxPRI 62 2 

由 于 用 行列 式 计算 向 量 积 比较 容易 ， 因 此 我 们 常 把 向 量 写 成 v =i + vj + vw 市 不 是 有 了 序 二 
元 组 $= tv ,po 的 形式 ， 
10. 4.4 特 是 

在 我 们 对 扳 错 施加 力 转动 螺栓 时 ( 见 图 10.31) ， 产 四 
生 作 用 于 螺栓 的 轴 的 转 抢 驱动 螺栓 前 进 ， 转 托 的 大 小 取决 区 
于 力作 用 在 扳 钳 上 多 远 的 地 方 ， 以 及 在 作用 点 垂直 于 扳 钳 
的 力 有 多 大 ， 用 来 度量 转生 大 小 的 数字 ， 是 扳 钳 杠杆 竖 > 
的 长 度 同 下 垂直 于 r 的 纯 量 分 量 的 羔 积 按照 图 10. 31 的 表 
示 法 ， 


转 年 向 量 的 大 小 =1rllF|lsing 
或 者 等 于 1r x 瑚 1， 如果 令 站 是 沿 螺 栓 轴 在 转 矩 方向 的 单位 


向 量 ， 那 么 ， 转 第 向 量 由 r x 下 完全 描述 ,或 者 说 下垂 志 于 r 的 分 量 

转 矩 向 量 = CrIlFlsin 的 有 的 长 度 是 站 sing 
回忆 一 下 ， 当 ww 同 r 平 行 时 ， 我 们 曾 把 wu x» 定义 为 0， 这 样 ! 
定义 局 转 矩 的 解释 也 是 一 致 的 ， 如 果 图 10. 31 中 的 力 严 同 扳 图 10.31 转 乍 向 量 描述 作用 力 正 
钳 平 行 ， 表 明 我 们 试图 用 沿 扳 钳 把 手 的 直线 上 的 推力 或 者 拉 驱动 螺 检 前 进 的 趋 劳 


力 转 动 螺栓 ， 产 生 的 转 矩 为 零 . 
例 5 在 图 10.32 中, 由 力 下 在 支点 一 产生 的 转 矩 的 大 小 为 
156 x Fl=1 PO IF lsin ?70° NA ， 
= (3)(20) (0.94) = 56. 4 ft-1b |] Fj 的 号 
10. 4.5 三 重 纯 量 积 或 框 积 


乘积 Cu xv) 'w 称 为 #,，r 和 wm( 按 此 顺序 ) 的 三 重 纯 量 积 ， 从 图 10.32 ”由 下 在 点 P 产 生 的 
公式 转 短 的 大小 约 为 
56,4 ft-lb( 人 网 5) 


3 i 长 的 本 


[ix xv)wl=Iin xvllwlleos od! 


360 冲 10 烛 


可 以 看 出 ， 三 重 纯 攻 积 的 绝对 值 是 由 上 #,* 和 w 决定 的 平行 六 面体 (以 平行 四 边 形 为 边 的 框 体 ) 的 
体积 ( 见 图 10. 33)， 数 1uxrl 是 底面 平行 四 边 形 的 面积 ， 数 1 w 1 cos 81 是 平行 六 面体 的 商 ， 由 
于 这 个 几何 形状 ，(s x rj):w 也 称 为 w,y 和 w 的 框 积 . 


体积 = 三 芝 各 - 南 
= x eos 本 
= Nx vi wl 


图 10.3 数 |1 (uxv) :wl 是 平行 六 面体 的 体积 
通过 把 和 w 的 平面 和 w 和 ww 的 平面 作为 由 wr 和 中 决定 的 平行 六 面体 的 底 平面 ， 看 出 


【YY 
由 于 点 积 是 可 交换 的 ， 允 有 


(ux)w = u(x w) 


三 重 纯 量 积 可 以 作为 行列 式 计 算 ; 
i dl un ul 区 也， 
Cexmw= | | | 
Vy bi bt 全 Hb | 
[ua, ys 
Us ts [| au, HL | 
= 如 一 Wy + Ww | = | t 人 如 人 
妨 让 bb 1 
| Ww 
计算 三 得 冲 量 积 


| 


WXV}:W= | 册 
[™ 2 3 


EF Ww Ww 


例 6 求 由 & =i+37-E = 一 2E+34 和 w= 了 ~ 全 决定 的 框 体 (平行 六 面体 ) 的 体积 
解 ”利用 计算 行列 式 的 法 则 ， 求 出 


1 2 
3 全 3|=-23 
站 了 


框 体 体 积 为 1( xmwl =23 立方 单位 . | 
习题 10. 4 

在 习题 1 ~8 中, 求 uxv 和 和 Fxw( 定 久 时 ) 的 长 1 w=27—27—k, v=i-k. 
诬 和 方向 ， 2. HH=27+3, v= -+ 
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本 R27 -2 +d p= -i+j -2k. 

dd. m=i+ti-k, r=0. 

本 WH=2, v=- 6 w=ixj, r=yxk 

TH - 呈 - 宁 -4 下 ,= 站 + 着 + 不 
3 

和 业 = 2 i- tk pit + 


在 台 题 9~-14 中 ， 呈 出 举 标 轴 ， 然 后 如 进 以 麻 

点 为 起 点 的 向 量 vv 和 二 二 

和 Hu=i, p= 10,. n=i-k, *=/. 

11, w=i-k, p=j+k 1 n=2-, r=1i+2). 

13, w=i+ti, v=i-j. 
在 习题 15 -18 中: 
(a] 求 由 点 呈 , 日 和 是 决 定 的 三 角形 的 面积 ; 
1b) 求 垂直 丁 平面 POR 的 -- 个 单位 向 量 . 

1S、PL, -1.2)， Qt2.0,.—1), R(D.2,1). 

1 PCI ,1), OF2,.1 ,3), R(3,—1,1). 

19. Pil2,—2,1), QO{(3,—1,2), RE3, -1,1). 

地. 下 —2,2.0), 000,1,—1), RC -1,2,—-2). 
在 习 且 19~22 中 ， 证 实 (u xp)-w=(yXw)- 

站 = {WxuU)'V， 并且 求 由 E,Y 和 w 决定 的 平行 六 面 

体 ( 框 体 ) 的 体积 . 

19. w=2, v=2, w=2K. 

20. = 一 + 起 ，w =2F+ -2k, w= -十 站 -大 

2 Hit. =27 j++， Ww =i+2k 

22. HW =1+ -2 p= 一 一下， 让 三 2 十 司 一 2 下. 

23. 平行 向 量 与 盘 直 向 量 今 u=57-j+k, b=j- 
w= -13 (8) 哪些 向 量 ( 如 果 在 
在 ) 是 恒 直 的 ”(b) 哪 些 向 量 ( 如 果 存 在 ) 是 平行 
的 ?提出 答案 的 理由 . 

24. 平行 向 量 与 垂直 向 量 
tt w= rk 
(ai 哪些 向 量 { 如 果 存 在 ) 是 垂直 的 ? (b) 哪些 
向 量 ( 如 果 存 在 ) 是 平行 的 ? 提出 答案 的 理由 . 
在 习题 25 和 26 中 ,， 求 力 下 对 点 呈 的 螺栓 产生 


的 转 纸 ， 假 设 1 FP 1 =8 in，1 下 | =30 lh， 答案 以 
英尺 - 厂 (f{t-lb) 海 单位 . 


14. wu = +2k, p= 


售 =i+2-k, p= -i 


27. 在 下 列 等 式 中 ， 鳃 些 是 让 终 成 立 的 ， 哪 些 是 不 
能 成 立 的 ”进出 答案 的 理 市. 
(a) fw!l = vi: 
ticju xD =0 xu =0:; 


{bn :w= lwl:; 
tdjux(t -H}) =0; 
[eju x =rxy: 
[站 
{gE) {uxv) =; 
{hj {uxr) w=u {px w), 
28, 在 下 列 等 式 中 ， 哪 些 是 姑 疆 成 让 的 ， 睫 此 是 不 
能 成 立 的 ? 提出 答案 的 理由 . 


[a}ju -r= vi [buxr= - (yxu): 


te}t -wm) xy= -Cu xr): 

(dlteu) r=a tic)=cluv)(ec 是 任意 
实数 )， 

fejctwnxp)y=(tcu)y xv=Wxtcr) tr 是 仔 章 
实数 ); 


[Tu -uu= la|’; [Rllw xu) -uw =; 
{hjiuxr) mu=r "(uy xp). 

29. 给 定 韭 零 向 量 u,v 和 w， 用 适合 的 点 积 和 向 量 
积 记 叶 描 述 下 列 结 果 . 
tajw 在 ?上 的 投影 向 量 ; 

[95} 则 sw 和 * 正 交 的 向 量 ; 
[Cc) 隔 上 xr 和 w 正 交 的 向 量 ; 
{9 市 #,r? 和 w 决定 的 平行 六 面体 的 体积 . 

30. 给 定 韭 零 向 量 ww，* 和 w， 用 点 积 和 向 量 积 记号 
描述 下 列 结果 ; 

{aj 向 wxr 和 wxw 正 交 的 向 其 ; 

1b) 同 w+ 和 4#-r 正 变 的 向 量 ; 

tc) 在 r 方向 上 长 度 为 1u1 的 向 量 ; 
(9) 由 和 和 w 决定 的 平行 四 边 彤 的 面积 . 

31. 邻 a 和 w 为 向 量 ， 在 下 列表 达 式 中 ,哪些 是 
有 意义 的 ， 哪些 是 无 意义 的 ?提出 答案 的 理由 . 
[a} (lu xv) ws; (bjux(tr ws 
{eu x (yxw): (taju {vy -Ww). 

了 2. 三 个 向 量 的 向 量 积 证 明 : 除开 进化 情形 之 外 ， 
{uxv) xw 位 于 # 和 所 在 的 于 面 内 ,， 而 #x 
《PP XU 位 于 和风 所 在 的 平面 由， 和 什么 是 退化 
情形 ? 

33. 向 量 积 中 的 消去 ”如果 下 xm= 和 xx 让， 并 有 生产 
40， 那 么 是 否 有 ”= w? 提出 答案 的 理由 . 

34. 双重 消去 如果 芋 关 0， 并 且 下 xr=axw 和 和 
8 YY=E wu: 那么 让 = 中 吗 ?” 提 出 答案 的 理由 . 
在 习题 35 ~ 38 中 ,， 求 给 定 顶 点 的 平行 四 边 形 

的 面积 . 

35- AC1.0), RCO), CC-1,0), DIO0, -1). 
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WM. ACOO), BCT,3), CC9,8)., DP(2,5)., Al. A{ -5,3), Bt, -2), C(6, -2). 

37. AC 1,2), B20), C7,1), D{4.3). 42. A -6,0), BOD, -5), CC —2,4). 

38. A( -6,0), Bll, -4), C03,]), DU -4,5). 和 3. 三 角形 面积 求 字 平面 内 以 (0,0) (ai.,6;) 和 
在 习题 3 ~42 中 ， 求 给 定 磊 点 的 角形 的 (6,41) 为 顶点 的 三 角形 面积 的 公式 ， 对 你 得 到 

而 各 的 公式 作出 解释 . 

39. A(ODY, BE -2.3)，Cf3.1)， 44, 三 角形 面积 求 xy 平面 内 以 (ta, ,as),，(b, ,5,) 

40. A -1, -1), BC3,3), C(2,1). 和 和 Ce ye) 为 顶点 的 三 角形 面积 的 简单 公式 


10.5 空间 中 的 直线 和 平面 


这 一 季 潮 述 召 何 用 纯 量 积 和 向 量 积 表示 空间 中 的 直线 、 线 段 和 平面 的 方程 ， 本 书 其 余部 分 
将 要 利用 这 些 表示 式 
10. 5. 1 ”空间 中 的 直线 和 线段 

在 平面 内 ， 一 条 直线 是 由 一 点 和 一 个 给 出 直线 斜率 的 实数 决定 的 ， 在 空间 中 ， 一 条 直线 是 由 
-点 和 缩 出 直线 方向 的 向 量 决定 的 . 

假定 上 是 空间 中 一 条 通过 点 P (xs ,六 ,三 ) 并 且 同 向 量 - 
or + sk 平行 的 直线 那么 ,上 是 使 如 户 平行 于 >， | 


1/ 
的 所 有 点 P(x,y,z)( 见 图 10. 34) 的 集会 因此， 对 于 某 个 | 


纯 重 参数 !， 巨 -ty : 的 值 依 扣 于 点 在 直线 上 的 位 置 ， — 
而 :的 定义 城 是 ( - me .om )， 方 程 户 户 =t 的 展开 形式 是 0 
Cx-xo)it (yy +t sa R= t+) ， 
这 个 方程 可 以 改写 成 
wryj+tak = xd +t yt ok ti + mk} (1) 
如 果 r(1) 是 点 P(x,y,z) 在 直线 上 的 位 置 向 量 ， + 是 
点 P(w ,ho 如) 的 位 置 向 量 ， 那 么 方程 (1) 给 出 空间 中 直 


En 


图 10.34 点 PP 位 于 通过 点 Po 并 且 同 ， 
平行 的 直线 LL 上， 当 且 仅 当 


线 方程 的 下 述 向 量 形式 . PP 竺 于， 的 一 个 纯 量 入 数 
直线 的 向 是 方程 
通过 P,(% ,和 和) 平行 于 * 的 直线 上 的 向 量 方程 是 

rt) = +iv, 一 各 < 上 加 {之 】 


| 其 中 了 是 点 P(x,7,2) 在 上 上 的 位 置 向 量 ，1。 是 点 Pu(m ,加 加) 的 位 置 向 量 . 


令 方 程 () 中 两 端的 对 应 分 量 相 等 ， 得 到 包含 参数 上 的 三 个 纯 量 方程 ; 
才 三 和 期 十 刘 ， yy 二 区 +tpz， 3 二 台 十 人 3 


这 三 个 方程 给 出 直线 的 标准 参数 表示 ， 参 数 区 间 为 - m <1< wm. 


直线 的 参数 方程 
通过 点 (ao 加 5 平行 于 向 量 = af + tik 的 直线 的 标准 参数 表示 是 ! 
天 二 40 十 各 FF=% + 2=20+tv, 一 oo < 的 (3) | 


例 1 求 通过 点 ( -2,0,4) 平 行 于 向 量 " =2#i+ 下 -让 的 直线 ( 见 力 10.35) 的 参数 方程 . 
解 ”选取 点 ( ~-2.0,4) 作 为 P(xo ,7 ,zo0) 和 向 量 2+ 有 一 25 作为 it+vj +vk， 方 程 (3) 变 成 
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TE 2+t2, y=dt, z=4-2t 是 
例 2 求 通过 点 P( -3,2, -3) 和 9(1, 一 1,4) 的 直线 的 参数 方程 
解 向量 
PO= -IE 


同 直 线 平行 ， 在 方程 (3) 中 服 (x0,y6 .wy)】=( -3,2, -3) 纵 出 
X=-3+, Y=2-3,， z=-3+7 
我 们 可 以 选择 日 (1 ,一 1,4) 作 为 "基点 "而 写 出 参数 方程 


T=1+ddi, =-1-3t, :=4+7! 
这 组 方程 像 前 面 一 组 方程 一 样 ， 只 不 过 对 于 一 个 给 定 的 * 值 在 直线 上 位 于 一 个 不 同 的 点 . 加 


请 注意 ， 参 数 表 示 不 是 唯一 的 ， 不 仅 是 "基点 "可 以 改变 ， 参 数 也 可 以 改变 方程 x= -3+4 
4 ,y=2-3t 和 z= -3+78 也 是 例 2 中 直线 的 参数 表示 . 

为 了 用 参数 表示 联结 两 点 的 线 明 ,首先 用 参数 表示 通过 这 两 点 的 直线 ， 然 后 决 线段 端点 的 
值 并 且 限 制 上 位 十 以 这 些 值 为 界 的 闭 区 间 内 .直线 的 方程 同 附加 的 这 种 限制 就 是 线段 的 参数 
表示 . 

例 3 用 参数 表示 联结 点 P( -3,2, -3) 和 Q(1, -1,4) 的 线段 { 见 图 10. 36). 

解 ” 我 们 从 求 经 过 PP 和 98 的 直线 方程 开始 ， 在 这 种 情况 下 ， 从 例 2 得 到 参数 方程 ; 

T=-3+d, y=2-3t, z=-3+7r 
我 们 注意 到 直线 上 的 点 
(Xs2) = 3+dt,2 3, -3+7:) 
在 :=0 时 通过 P( -3,2, -3)， 而 在 1=1 时 通过 0{1, -1,4}， 加 进 限 制 条 件 0<t<1 就 得 到 线 
段 的 参数 表示 : 
六 = 一 3+4，yY=2-3，z=-3+37，0srs<s1l 国 


Ql. -1.,4) 


PllD, 4, 2) 
| 


8 
7 y 
。 (pa ， 
v= 34 NA i120 | 
< PP 全 3. 2, -3) 


图 10.35 在 例 1 中 的 直线 土 选 取 的 点 和 和 参数 图 10.36 例 3 导 出 线段 PQ 的 姑 数 表示 ， 
值 ， 第 头 表示 + 增加 的 方向 简 涉 显示 + 增加 的 方向 


如 果 我 们 把 空间 中 一 条 直线 想象 成 质点 从 位 置 Pu(%,%,zo) 开 始 沿 向 量 + 的 方向 运动 的 路 
径 ， 那 么 直线 的 向 量 形式 (方程 (2) ) 更 具有 启示 人 性， 把 方程 (2) 改写 成 


r= rt = rrpl {4) 


补 嫩 位 置 、 时 各” 带 陡 方向 
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揽 句 话说 ， 质 点 全 时 间 上 的 位 置 蚌 它 的 初始 位 置 加 上 上 它 在 直线 运动 方向 w Tv1 上 移动 的 距离 ( 速 
度 x 时 间 )， 

例 4 一 和 名 血 升 机 直接 从 在 举 标 原点 的 停机 坪 提 点 {1,1,1} 的 方向 以 0 fv's 的 速度 飞行 ， 在 
10 s 后 直升机 的 位 置 是 什么 她 方 ? 

解 ”我 们 把 坐标 原点 坑 于 直升机 的 起 飞 点 (停机 坪 )， 那 么 ， 单 位 向 最 

-1 ii 
中 = 育 i 万 * 万 
给 出 垃 升 机 的 飞行 方向 ， 由 方程 (4)， 直 升 机 在 任意 时 间 : 的 位 置 基 
1 


rtt) = +t 速度 )u = 0+4(60)( 友 1+ 请 / + 计划 = 20W34(1 + + 
当 上 =10s 时 ， 


r(10) = 200. (+ + ) = {200y3 ,200Y3 ,200y3} 

在 10 8 后 ， 从 原点 朝 点 (1,1,1) 飞行 的 直升机 位 于 空间 中 的 点 {200Y3 ，200,3，200).， 它 飞 赴 
的 距离 是 C60 fa) (10 s) = 600 和， 这 个 距离 是 向 量 r(10) 的 长 度 . 国 
10.5.2 空间 中 从 点 到 直线 的 距 商 

为 了 求 从 点 3 到 通过 点 平行 于 向 量 v» 的 直线 的 
上 臣 离 ， 我 们 汶 了 其 在 问 直 线 正 交 的 向 量 方向 的 纯 量 分量 
的 绝对 值 ( 见 图 10. 37)， 按 照 图 形 中 的 记号 ， 这 个 纯 量 
分 量 的 绝对 值 是 | PS lsin g， 等 于 [LS xv1 


lvl 


从 点 5 到 通过 点 P 平行 于 向 量 + 的 直线 的 距离 了 
| 其 图 10.37 从 点 5 到 通过 点 平行 于 向 量 
xF 


d 1w1 (5) * 的 直线 的 上 距离 是 1 PS 1sin 9， 
其 中 48 是 成 同 v 之 同 的 角 


例 5 求 从 点 S(1,1 ,5) 到 直线 


L: x=1+t, y=3-1,. z=2 


的 距离 . 
解 ” 从 直线 上 的 方程 看 出 ,4 通过 点 Pt1,3,0) 平 行 于 向 量 Y = -+2K 由 于 


五 =(1-lDi+tl-3y+0 -0) 天 = 一 3 节 + 有 3 


和 
PS xm=- 0 -2 §$|=i++2k 
1 -1 | 
方程 (5) 维 出 既 高 
dr vi+ 瑟 +t4 VW _ 加 


Ir! Vitiz4 后 
10. 5. 3 ”空间 中 平面 的 方程 
空间 中 的 平面 由 平面 一 个 已 知 点 和 它 的 “ 侨 度 ”或 者 方向 决定 ， 这 个 “ 斜 度 "由 指定 司 平 面 
委 直 或 者 正 交 的 向 量 定义 . 
假定 平面 杂 通过 点 P(x6 ,7 ,%0)， 并 且 同 非 零 向 量 # = 让 + 厅 + Ck 正 交 那么 村 是 所 有 这 样 的 点 
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P(x,y ,x) 的 集合， 对 于 这 些 点 PP 间 n 正 交 ( 见 图 10 38)，、 央 此 ， 点 积 n . 严 记 =0， 这 个 方程 等 价 于 
(CAE H+ CCR- TCs x+ pt-a)k] =0 


或 
Al(x xo) + Hy-y) +Ctz-s) =0 
平面 的 方程 " 业 面 好 
通过 (woo 入 ) 同 n= 击 + 女 + Ck 正 交 的 平面 . 
具有 下 烈 形式 的 方程 ， i pa 
向 最 方程 nena 一 一 一 
n -PP=0 
和 ) ,ao yy vec -0 图 10.38 空间 中 的 平面 的 标准 方程 由 
+807 辣 平 面 正 交 的 -个 向 量 定 
简化 的 分 量 方程 祥 : 点 中 位 于 通过 PP, 同 向 
Ax+By+Cr=D， 其 中 D=Axo + By + Ce 最 正 交 的 平面 内 ， 当 且 仅 
例 6 求 通过 点 PC -3,0,7) 重 直 于 向 量 n =5i+ 2 9 BeD 
点 的 平面 的 方程 


解 ”平面 的 分 量 疗 程 是 
St- ( 3)) +2ty -0) +-1)(z-7)=0Q 
简化 后 得 到 
Sx +1s+2y-r+7 =0 
SX 二 2yr 一 和 三 一 22 国 
注意 在 例 6 中 中 = 中 + 站 -的 分 量 是 如 何 变 成 方程 ss+2y-z= -22 中 zx，yr 和 = 的 系数 的 ， 向量 
= 让 + 二 + Ck 是 同 平面 Ax+By+0z= 丫 正 交 的 . 
例 7 求 通过 点 4(0.0,1). 8(2.0.0) 和 800,3,0) 的 平面 的 方程 ， 
解 ” 我 们 求 出 同 平 面 正 交 的 一 个 向 量 ， 并 且 用 它 和 一 个 点 ( 取 哪 个 点 无 关 紧要 ) 写 出 平面 的 方程 . 
向 量 积 
i jj & 
2 0 -] 
D0 3 -1 
同 平面 正 交 ， 把 这 个 向 量 的 分 量 和 点 4(0,0,1) 的 坐标 代 人 平面 方程 的 分 其 形式 ， 得 到 
3(tx -0) +2(r7 -0) +6{t2-1) =0 
3r + 27 + 6z =€ 国 


AB x AC = -++k 


10.5.4 平面 的 交 线 

直线 基 平 行 的 ， 当 且 上 仅 当 它们 有 相同 的 方向 ， 正 如 直线 的 情形 一 样 ， 两 个 平面 及 平行 的 ， 当 
且 仅 当 它们 的 法 线 是 平行 的 ， 或 者 对 于 某 个 纯 量 坟 有 n= kn,(n, 和 rn, 是 两 个 平面 的 法 向量 }. 
两 个 不 平行 的 平 商 相交 于 一 条 直线 . 

例 8 求 同 平面 3t -6y -2z=15 和 2x+y~22=5 的 交 钱 平行 的 一 个 向 量 . 

解 ” 两 个 平面 的 交 线 同 两 个 平面 的 法 向 量 nn, 和 m 垂直 ( 见 图 10. 的 )， 因 此 平行 于 ,x nm,. 
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换 一 种 说 法 ，n, xms 是 平行 于 平面 的 交 线 的 向 量 ， 在 本 例 中 ， 


li J [9 
用 xm = |3 -6 -2 = 14+2+15k 
2 1 -21 
任何 非 堆 纯 景 倍数 的 #, xm 也 是 这 样 的 向 量 . 加 


例 9 求 平面 3x -6y -2z=15 和 2xr+y-2z=5 的 变 线 
的 参数 方程 

解 ” 我 们 求 平行 于 交 线 的 -- 个 向 量 和 这 条 直线 上 的 一 
点 ,并且 利 用 方程 (3). 

例 8 确定 P=14i+ 对 +15k 是 平行 于 平面 交 线 的 向 最 
为 了 求 直线 上 的 一 点 ， 可 以 取 两 个 平面 的 任何 公共 点 ， 在 
两 个 平面 方程 中 代 人 z= =9， 并 且 解 x* 和 y 的 联 立 方程 ， 确 
定 其 中 一 点 为 {3, - 1,0)， 平 面 交 线 的 参数 方程 是 

=3+1d, y=-1+2:, z= 151 

选取 z=0 是 随意 的 ， 同 样 也 可 以 选取 z=1 或 者 := -1 
或 者 ， 可 以 令 * =0 而 求解 y 和 : 的 联 立方 程 ， 不 同 的 选 ”图 19.39 两 个 平面 的 交 线 同 半 面 的 法 
择 ， 只 不 过 给 出 同 -- 条 直线 的 不 同 参数 表示 而 已 ， 国 向 曙 的 关系 ( 例 8) 

有 时 我 们 想 知道 一 条 直线 和 一 个 平面 在 何 处 相交 ， 例 如 在 观察 一 块 平板 和 穿 过 它 的 一 条 线 
段 时 ， 我 们 或 许 有 兴趣 知道 平板 档 住 了 我 们 对 线段 哪 一 部 分 的 视线 ， 这 种 应 用 经 常 出 现在 计算 
机 图 形 学 中 (见习 是 74 ). 


例 10 求 直线 == 本 +24， y= 21，z=1+1 同 平面 34+42y46:-6 的 交点 . 
解 ” 如 果 点 


(+2 - 21,] + 


的 坐标 满足 平面 的 方程 ， 也 就 是 说 ， 如 果 
3 地 +2tj+2(-20 +6(1 +1) =6 
B+r6r-4t+6+6= 65 
Bt=—8 
t=—-1 
那 乏 点 位 二 平面 内 所以， 交点 坐标 是 
(x,¥,.7) 1 = (22, -1)= (六 ,2.0) 国 


10. 5.5 从 点 到 平面 的 距离 


如 果 记 是 具有 法 线 # 的 平面 上 的 一 点 ， 了 那么 从 任意 点 S 到 平面 的 蝶 离 是 5 在 n 上 的 向 量 投 
影 的 长 度 。 就 是 说 ， 从 S 到 平面 的 距离 等 于 


a 开 


4- | 臣 - 吉 (6) 
ln|l 


其 中 = 者 + 如 + Ck 是 间 平 面 正 交 的 . 
例 11 求 从 点 St1,1,3) 到 平面 3x +2y+6z=56 的 芹 离 . 
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解 求 平面 内 一 点 P， 并 且 计 算 瑟 在 同 平面 应 交 的 向 晤 mn 仁 的 向 竹 投 影 的 长 度 ( 见 


图 10.40)， 方 程 3x +2y +6z=5 的 系数 第 出 


n= 3i+2 + 6k 


31+2y+ fz 


Sel. 1, 3 


NH= 3i+ 2 + 6k 


阳 10.40 ”从 5 到 平面 的 嘴 离 是 现在 xn 上 的 向 量 投影 的 长 度 ( 例 11} 


在 平面 上 由 平面 方程 最 容易 求 出 的 点 是 截 距 ， 如 果 取 吕 为 y 截 距 (0，3,0)， 那 么 ， 
PS= C1-O+(1 -3 +3 Ok=7-2+3k 


Ini=- v3) + 2) + (6) = vv 和 =7 


从 5 到 平面 的 距离 为 
d= | 巧 . 加 | (proj, PS 的 长 度 ) 
| 13，2，6 1 13 4 18| 17 
= | 32360 (t+ |3 4 时 [| 


10.5.6 平面 之 间 的 角 


两 个 相交 平面 之 间 的 角 定 义 为 它们 的 法 向 量 之 间 的 


‘ 锐 ) 骨 ( 见 图 10, 41)， 


例 12 求 平面 3x -67-~-2z=15 和 2x+y-2z=5 之 


间 的 角 . 
解 ”两 个 平面 的 法 向 量 是 


An = 6 -2k, rn, =2i+j- 2k 


它们 之 间 的 角 为 

= cos! HF "A, 

6 eo (让 j 

加 -17 4 

二 og (地) 

= 上. 38 弧度 ( 约 79 麻 ) 
习题 10. 5 


在 习题 1 "12 中 ， 求 直线 的 参数 方程 - 
1 直线 通过 点 PC3, -4, - 1) 平行 于 向 量 i+j + 大 
2. 直线 通过 点 Pt1,2, 一 1) 和 Q(t =1,0,4). 


图 10.41 两 个 平面 之 疗 的 角 由 它们 
的 法 线 之 间 的 角 著 得 


3. 直线 通过 点 Pt -2,0,3} 和 Q(t3,5, -2). 
4. 直线 通过 点 PE1,2,0) 和 {1,1, -1). 
5. 直线 通过 原点 平行 于 向 量 好 + 碟 
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不 直线 通过 点 (3, -2,1) 囊 行 于 直线 x=1 + 和 ,y= 
2-t, z=t. 

7 了， 直线 通过 点 {1 ,1,1) 平 行 于 z 轴 . 

8 直线 通过 点 (2,4.5) 生 直 于 平面 ae +7y -5z =21. 

儿 直线 道 过 点 (0， -7,0) 垂直 于 平面 x +2y + 
2z = 13, 

18 直线 通过 点 {2,3,0) 恒 直 于 向 量 w =i+2+ 3 

和 =3f+ 生 +5 
11. x* 轴 . 12. z 轴 . 

在 习题 13 ~20 中 , 求 联结 两 点 的 线段 的 参数 
表示 ， 癌 出 坐标 轴 和 线段 的 草图 ， 指 明 参 数 表 示 中 
参数 :增加 的 方向 . 

13. (OO,0), Cl,l,42). 
14. {0,0,0), (C1,0,0). 
15. (OD0), C1,1.0). 
16. (1,0), (1,1,1). 
T7. 《0,1.1) tO, -1,1). 
18. coO,2.0), 3,0,0), 
19. (2,0,2), {0,2,0), 
20. {1 ,0, -1), (0,3.,0), 

在 习题 21 ~26 中 ， 求 平面 的 方程 . 

21. 平面 通过 点 哺 40,2, -1) 同 向 量 n =3i-2- 太 

正 交 . 

22. 平面 通过 点 Pot1, -1,3) 同 于 面 
3x+Y+z=7 

平行 . 

23. 平面 通过 点 Ptl,1, -1),， 8(2.,0,2) 和 R(0Q， 

—2,1). 

24. 平面 通过 点 P42,4,5),， 9{t1,5,7) 和 

RE -1,6,%). 

25. 平面 通过 点 P(2,4,5) 同 直线 


Xt FF=1+3t, z=4 
垂直 . 
26. 平面 通过 点 4(L1, -3,1) 垂 直 于 从 厚 点 到 4 的 
向 量 . 


27. 求 直线 x =2t+1, y=3t+2, z=dt+3 各 x=s+ 
2，y=2s+4，z= -4 -| 的 交点 ， 扰 后 求 由 这 
两 条 直线 决定 的 平面 . 

28. 求 直 线 zx=! y= 一 :+2, z=f+1 和 x=2r+2， 
y=s +43， z=5s +6 的 交点 ， 然 后 求 由 这 两 条 真 
线 决 定 的 平面 . 
在 习题 29 和 30 中 , 求 由 相交 直 缓 决定 的 

平面 . 

29. Ll: x= -1]+t, y=2+t, z=| -it; ~m <tcm, 
L2; x =| -4, Y=1+25, z=2-23; -mm sm, 


0. Ll; r=1, Y=3-3, := -2-1; 
了 :fr=i1+3 =4+4 = 一] +s; 一 有 < 的 
31， 状 通过 点 P02,1, -1 并 县 辐 平面 Zr + -z=3 
和 x+2r+z= 的 交 线 垂直 的 平面. 
32. 求 通过 点 户 (,2,3) 和 户 (3,2,1) 并 匡 同 平面 
4z -y+2z=7 垂直 的 平面 
在 与 题 33 -38 中 ， 炒 其 点 到 直线 的 距离 . 
双人 .0,12)，xr= 丰 ,= -21, :=21. 
Md. (0.0.01，3=S+3，r=3+d = -3 一 9 
.2,1 ,3); #¥=2+21, y=1+6, = 
6. (2,1, —1); x=2t, y=] +2, :=21. 
37 
3 


-fT 


2 

( -14,3}; x=10+4t, y= -3, 3=. 
在 习题 和 ~ 和 44， 求 从 点 到 平 击 的 肥 离 . 

39. (2, 3,4): #4+27+2r=|14. 

0. (10,0,0); 3x+2y +67=6. 

41 0,1.1); 4ry+32= -12. 

42, (2,2,.3); 2z +y+2z= 二 ， 

委 ，(10. -1,0): 2xr+Y+2s=d. 

44. (1,0, -站 -dr+y+z=4. 

4. 有 求 从 平面 x+2y+6z= |L 到 平面 x+2yr+6z=10 
的 距离 . 

拓 . 求 从 直线 xx=2+67=1L+i = -2) 一 
《122) 到 平面 x+2r+6z= 1 的 呈 离 . 
在 习题 4? 和 48 中 ， 求 两 个 平面 之 间 的 角 . 

47. x+7=1, 2r+y -2z-2. 

48. 5x++7-=:=10, x-27+3:= -1]. 


在 习题 和 ~ 和 2 中 ,用 一 种 计算 器 求 两 个 平面 


之 间 的 锐角 ， 准 确 到 1 名 弧度 . 
49, 2x +2Y+2r=3. 2x -2yY—-s=5. 
SO0. x+y+z=1，z=Dtsr 平 面 )- 
Sl 2x+2y—2=3, T+t2yY+2=2. 
S2. 4y +3 = 一 12，3z +2y +0z=6#. 
在 习题 53 ~ 56 中 , 求 直线 同 平面 的 交点 . 
区 和 = 一 ¥=3, 2=1] +t; ax 一 个 十 3 一 石 ， 
人 .xz =2，y7=3+2，z= -2 -2 rte= -此 
5 4+=1+2t, Y=1+5t, z=3t; x+y+2=2, 
Sh, = -1+3 Y= -2, z=5; 2x —3r=7. 
在 习题 37 ~ 如 中 ， 求 两 个 平面 的 交 线 的 参数 
表示 . 
S57, x+y+7=1, x+¥=2, 
58. 3r -Hv -r=3, 2r+y -27=2. 
S59, x -2yY+4=2, +Y-2:=5. 
#0. Sx -2y=11, 47-5z= -17. 
给 定 空间 中 的 两 条 直线 ， 它 们 可 能 是 平行 的 或 
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者 相交 的 ， 也 吕 能 是 相 错 的 (例如 ,想象 两 架 飞 机 


在 空中 的 飞行 路 线 )， 


在 习题 61 和 区 中 纵 出 一 条 


和 直线， 在 每 道 同 中， 每 次 取出 两 条 直线 ， 确 定 它 们 


是 平行 的 或 者 是 相交 的 还 是 相 氏 的 . 
奖 ， 


61. 


62, 


看 3 


69. 


0. 


如 果 直 线 相 

炬 出 它们 的 交点 . 

Ll x=3+21, y= 一 ]+41 f=2 -1; -< 
Fe. 

2 z=] +4ds, y=] +25, z= -3+4s; -wm< 
EE 

3 reo3+2r, y=2+r, = -2+2ri -wm< 
Trem, 

Ll: x=1 +21, Y= -1 -1, 2=31 -mm citem, 

到 := 

DB: r=5+2r, y=|-r, 7=8+3r; 一 oo <r<m. 

利用 专程 (3) 产 生 通过 点 Pt2, -4,7) 平 行 于 向 

量 v =25-j+3 拒 的 直线 的 参数 表示 ， 然 后 卢 生 

用 点 二 ( -2, 一 2,1) 和 向 量 W = -+ 

(3 过 大 的 另 :条 直线 的 套数 表示 . 


， 利 用 平面 方程 的 分 量 形式 产生 通过 点 Pi (4,1， 


5) 同 向 最 wn, = 站 -好 + 大 正 交 的 平面 的 方程 ， 然 
后 用 点 户 13,， -2.0) 和 读 向 量 本 = -1 
+2y 了 1 -YE 产生 同一 平面 的 另外 -个 方程 


. 求 直 线 x=1+2，y= -1-t,， z=31 同 坐标 平面 


的 变 点 ， 接 述 你 的 答案 包含 的 推理 . 

求 在 平面 z=3 内 同和 构成 6 驱 度 首 和 构成 
m3 张 梭 角 的 直线 的 方程 。 描 述 你 的 答案 包含 
的 推理 . 


.直线 x*=1 -2+,， y=2+5t, z= 一 31 同 平面 2x + 


-z= 和 是 再 平行 ? 提出 答案 的 理由 . 


,你 能 断定 两 个 平面 x+By+ 人 Cz=D, 和 x+ 


ay+eCs= 严 在 什么 荣 件 下 平行 ， 在 什么 条 件 
下 垂 家 ? 提出 答案 的 理由 . 

求 两 个 不 同 的 平面 ， 它 们 以 直线 =] +t, y = 
2 -1,，z=3+2i 为 伙 线 . 用 4+ 本 +Cz= 吕 的 
形式 写 出 每 个 平面 的 方程 . 

求 通过 原点 同 平面 时: 2x +3y +z=12 以 直角 格 
变 的 平面 ， 怎 样 知道 你 的 平面 况 平 面 好 垂直 ? 


10.6 柱 面 与 二 次 曲面 


迄今 我 们 已 研究 了 两 种 特殊 类 型 的 曲面 : 球面 与 平 商 ， 在 这 一 节 . 我 们 要 把 研究 范围 扩大 到 
各 种 各 样 的 柱 面 和 二 次 曲面 。 二 次 曲面 是 由 x,y,z 的 二 次 上 方程 定义 的 曲面 ， 球 面 是 二 次 曲面 ， 亿 
是 还 有 值得 同样 关注 的 其 他 曲面 . 


10. 6.1 


柱 面 


?1. 


72, 


73, 


74. 


对 于 和 尾 何 非 零 的 数 a,58,r， 方 程 (ww) + 

C7} + LzAe) =]l 的 图 彤 是 … 直 平面， 哪些 平 

面具 有 这 种 形式 的 方 穆 * 

假定 L 和 二 是 不 连接 (不 相交 ) 的 侨 下 行 直线 . 

是 再 可 能 存在 -个 医 党 向 最 同 时 垂直 于 志和 

二 ?提出 答案 的 理由 ， 

计算 机 图形 学 中 的 远视 在 计算 机 图形 学 和 透 

视 厦 法 中 ,需要 把 空间 中 日 视 的 物体 表示 成 . 

维 半 而 的 图像 ， 假 定 视点 慎 于 附 图 所 赤 的 点 

上 (zi0.0)， 而 我 们 曲 把 点 P(x .nm ,5 表示 成 

芝 平 面 上 的 - -点 ， 做 法 是 从 王 引 -- 条 射线 把 户 

投影 到 yz 平面 上 点 PP 特 被 描 织 成 点 

PI0.7.z)、 对 让 作为 图 形 学 设计 者 而 二 ， 问 题 

基 从 给 出 的 丘 和 中 求 了 7 和 = 

(本 写 出 在 瑟 和 5， 之 间 成 立 的 向 量 方程 ， 利 
用 这 个 方程 区 如, 和 5 表 沁 +? 和: 

[h) 研究 从 (a) 中 得 到 的 y,z 在 xz =0 和 x =xo 
的 特性 ,并且 观察 当 z 一 m 时 发 生 的 情况 
来 检验 y 和 z 的 公式 ， 得 到 的 结果 是 什么 ” 


Flaum 0. 人 


隐 线 ”这 里 提出 计算 机 图 形 学 中 另外 一 个 典型 
的 问题 : 把 视点 置 于 点 (4,0,0)， 现 察 一 块 草 
点 为 (1,0,1)，(1,1,0) 和 ( -2,2,2) 的 一 角形 
板 ， 从 点 (1,0,0) 到 (9,2,2) 的 线 妇 穿 过 这 块 
板 ， 在 视线 中 线段 的 什么 部 分 被 板 隐 藏 ?( 这 
是 一 道 求 直线 同 平面 交点 的 汪 杰 . } 


柱 曾 基 沿 给 定 的 平面 曲线 移动 一 条 直线 产生 的 曲面 ， 在 移动 直线 时 保持 同一 条 固定 直线 平 
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行 ， 给 定 的 曲线 称 为 柱 面 的 母 曲 厂 { 见 图 10. 42)， 在 立体 几何 中 ， 垃 面 是 指 园 柱 面 ， 其 去 肌 线 基 
岗 ， 但 当 前 我 们 多 许 用 任何 类 型 的 曲线 作为 旺 遇 线 ， 在 下 面 第 - :个 例子 中 才 扫 物 线 作 夺 曲 线 ， 
例 1 求 通过 抛物 线 y=x ，z=0 移动 平行 于 : 轴 的 直线 乍 虑 的 柱 面 { 见 图 10. 43 的 方程 


尼 晶 线 
《在 二 下 而 IN) 


3 
Or Ta TH 


Pl ro. 人 

ph ; 

Gp . 
IAA * 
LA 
< INOUU 

< AZ “AL 
人 AZ 
， AAA 通过 地 机 线 平 

和 由 x 轴 的 直线 
用 10.42 村 而 和 母 晶 线 图 10.43 出 ] 中 桩 面 上 竺 个 点 县 有 (各 ,二 .3 形式 


的 坐标 ， 把 它 称 为 " 柱 面 Y=x:” 


解 点 户 人 mm, 如 加) 位 于 入 平面 六 的 抛物 线 y = 二 上， 于是， 对 干 任何 : 值 ， 点 &C ,天 ,位 于 
杜 面 片 ， 因 为 它 在 通过 产 平行 于 z 轴 的 直线 x =x。， 7= 台 上 .反之 ,任何 了 举 标 为 坐标 的 于 方 
的 点 四 (xo, 对,z) 位 于 柱 面 上 个 ， 认 为 它 位 于 通过 PP 平行 于 大 轴 的 直线 xz= 和 syY= 了 上 ( 见 
图 10. 43)， 

因此 ， 无 论 : 请 什 么 值 ， 曲 面 上 的 点 是 其 坐标 满足 方程 y =x 的 点 .这 使 y= 成 为 柱 面 的 
太 程 ， 山 二 这 个 原因 ， 我 们 称 这 个 柱 面 为 " 柱 面 y =x ". 国 

正如 条 1 所 暗示 的 那样 ，zy 平面 内 的 任何 曲线 所 x,y) =< 定义 一 个 平行 于 z 轴 的 柱 面 ， 它 的 
方程 也 是 玫 x.Y) =r， 例 如 ， 方 程 吕 + =1 定义 由 平行 于 z 轴 的 通过 x 平面 内 的 加 让 +Y =1 的 
直线 构成 的 圆柱 面 . 

接 加 样 方式 ， 在 委 平 面 内 的 插 何 曲线 gz,z) =r， 定 类 一 个 平行 于 yx 轴 的 柱 面 ， 它 的 空间 方 
程 也 是 gfx,z) =c， 性 何 遇 线 上 ly,z) =e 定义 一 个 平行 于 x* 轴 的 柱 面 , 它 的 空间 方程 同样 是 
上 yy，z) =c， 然 而， 杜 面 无 需 是 平行 于 举 标 轴 的 . 

10.6.2 二 次 曲面 
二 次 曲面 是 *.y,z 的 二 次 方程 在 空间 中 的 图 形 ， 我 们 把 注意 力 集中 到 特殊 的 一 次 方程 
xz + By +0 +Dz=E 
上 ， 其 路 4,8,C,D,E 为 常数 ， 基 本 的 一 次 曲 而 是 烯 球面、 抛物 面 、 燃 网 锥 面 各 戏曲 面 ， 球 面 足 
机 球 面 的 特例 ， 下 面 我 们 举 出 说 明 恕 何 珊 二 隐 曲 面 草图 的 几 个 例子 ， 然 后 物 出 基本 类 型 的 二 次 
曲面 图 形 的 简 表 . 
例 2 椭 球 面 
二 
a pb c 


{ 池 图 10 和) 在 点 ( +a.0.6)，(0, 8.0) 和 (0, 0，+e) 同 坐标 轴 相 交 ， 它 位 于 由 不 等 式 1x1 二 
4a,17y1 二 志和 1zl 近 ec 定 六 的 长 方形 框 体内、 这 个 曲面 对 于 每 个 坐标 平面 对 称 ， 央 为 在 定 兰 曲面 
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的 方程 中 每 个 室 赋 带 有 半 方 . 
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平面 三 po 入 的 
栅 旭 瑶 术 


间隔 1 v2 
好 于 而 内 的 晴 调 一 + 三 = 
\ 1 


恋 下 电 内 的 由 国 
1 1 = 


a oe” 


Hl 


2 了 22 
和 平面 内 的 枉 园 到 二 二 


图 10.44 例 2 的 精 奈 而 
五 
a 和 


在 “个 尝 标 平 击 的 往 个 半 面 皮具 夺权 殴 哉 本 
一 个 坐标 半 面 对 椭 球 面 的 载 痕 是 椭圆 例如， 上 :=0 时 ， 
2 了 
半 面 z= .1501 <c 对 椭 球 面 的 截 净 是 椭圆 


x 


z 二 -一 二 ai 
oatl -se)) b(tl -ame)’) 
如 果 椭 融 面 的 半 轴 ,ce 中 任何 两 个 相等 ， 曲 面 成 为 交 转 椭 球 面 ， 和 如 果 三 个 半 轴 都 相等 
面 变 成 球面 ， . 
例 3 观 曲 抛物 面 


， sy 
a i 
具有 对 半 面 x* =0 和 y=0 的 对 称 性 ({ 见 图 10.45)、 曲 面 在 这 两 个 平面 内 的 截 痕 是 


x (1 
7 = 0: 宙 物 线 : = - 所 (2) 
在 平面 x=0 内 ， 抛物线 自 原点 向 上 张 开 ， 在 平面 y =0 内 ， 抛物线 向 下 张 开 , 


如 果 用 平面 := >0 切 曲面 ， 截 痕 是 双 曲 线 


它 的 焦 轴 平行 于 y 轴 ， 而 其 项 点 在 方程 (1}) 的 搜 物 线 上 ， 如 果 za 是 负数 ， 焦 轴 平 行 于 x 轴 ， 硕 点 
在 方程 (2) 的 抛物 线 上 . 


在 原点 附近 ， 曲面 的 形状 像 - 座 马鞍 或 者 山 隘 ， 对 于 在 关 平 面 内 沿 曲面 的 旅行 者 来 说 ， 原 


| 天 
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芝 于 而 内 的 扫 物 乒 z = 三 


了 1 
四 本 
到 曲线 吉 殷 1 
在 下 而 = el 的 郁 分 
本 ps 


> 


三 玫 几 内 的 栅 物 线 z = -三 只 


种 
A 政 瑟瑟 = 1 


化 此 而 = -宇内 的 -部 分 


图 10.45 刺 曲 扫 物 面 {y VA) (Ao ) =zr，c>0: 在 z 车 面 上 方 和 下 方 垂直 于 z 轴 
的 平面 内 的 截 交 是 双 昌 线 ， 在 生 丰 二 其 他 轴 的 平面 内 的 截 痕 县 捧 物 线 


点 像 是 最 低 点 ， 对 于 在 *z 平 面 内 襄 曲 面 旅行 者 来 说 ， 原 点 像 是 最 高 点 。 这 样 一 点 称 为 曲面 的 鞍 
点 ， 在 12.7 节 将 对 上 鞍点 作 进 一步 讨论 . | 
表 10.1 大 未 一 次 曲面 6 种 基本 类 型 的 图 形 ， 所 示 每 种 曲面 对 z 轴 对 称 、 但 是 其 他 淮 标 轴 世 
可 以 作为 对 称 轴 (对 曲 而 方程 作 相 应 改变 )， 
囊 加 .1 二 次 曲面 的 图 形 
二 次 则 而 图 ” 形 


和 


+ 2 
下 而 均 的 博 关 三 + 二 =1 
可 | 


本 球面 人 
Ai 
人 了 “YY 
目 了 
od sl 
2 1 
二 + 本 1 江 二 击 IN 交 旺 间 
= 下 而 内 外 = Cl + 
站 半 面 由 的 项 煌 让 二 a 直面- -的 本 四 所 4 5 =1 1 


彬 圆 挑 先 面 
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《 续 ) 
“次 申 向 图 甩 
DT 
工 二 sr | 贞 的 娩 贺 
CC 
窟 下 内 机 
情 贺 绯 面 四 
和 \, 
下 a 
i 
二 下面 由 的 站 肌 线 瑟 - 专 1 人 部 和 
了 四 
rer 1 太 + 
于 下 商 册 的 壮 柄 
单 叶 双 上 曲面 Ct 


Fs 


| ” 
于 血 内 的 起 曲线 责 一 总 
的 一半 他 
于 人 2 2 向 的 有 师 的 
和 2 加 
| + pi ! 
居于 朵 内 的 贞 曲 起 


E4 担 


双 叶 戏曲 面 OO 
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次 曲 测 [| 形 
宇和 出 内 的 天 物 二 > i i 罗 . 
: Ti ert 
- Bi 
国 相沿 证 
多 et pd 
ee 
' 才 | . 人 
十 明丽 的 瓜 HH 近 一 - - 1 
一 Te 全 2 i ” 
到 直面 拓 的 狂 牺 乓 二- af 站 
双 则 抛物 面 


习题 10.6 


在 习题 1 ~ 42 中 ， 比 配方 程 和 它 定义 的 曲面 . §. x=Y -3. t= 
此 外 ,认定 往 个 曲 而 的 类 型 (抛物 面 、 椭 球面 等 }. 7. x + = tr 
曲 南 用 (a》 ~ 们 标识 ， 9. x = 开 一 六 10. = = —dx vi. 
1. + + =10. 2. 7: +47: -dx =4. Hl x + 4 = 12，9x: +4 +22 = 36， 
9 + =16. 二 十 王 二 . 


(a) | . {b} = [e) 1 


~ - 
上 < 一 ~ 
， 
[1 、 
四 a 
0D : 


{j) 


向 自 与 答 闻 几何 学 575 
(hk) 1 
x 1 ， ~ - 
. 2 I ~ ， 了 ， . ~ 


在 习题 13 -44 中 ， 呈 出 曲面 的 草图 , 


柱 面 

3, x + =4. 14. z=Y -1. 

15. x + dz’ = 16. 6. 4x? +y° =36. 

棋 球 而 

[A 18, dx + dy +2* =16. 


19. 4x? +9y +dz = 36. 
抛物 面 与 惟 面 

21, s=x +47°, 

23. rsd -dy -一 

35, 和 +y =2, 

民 曲 面 


94 + dy + 26 = 36. 


z= x —y. 
y=l -2 2 
4 + Oz = 9 


27. x + -rl. 28. y +2 x=]. 
29. x y=1. BW, {7 4) {xiv4) -a =1. 
双 曲 抛物 面 
31。 Yr = 了 32. 富有 = 了 
混合 型 曲面 
33. z=[ +7 -x 34. 4 +4y: = 
35. 7 = {x 十 了 ) 0. Il6x’ +47° = ]. 
Er Bp. x + = 
3 47 +z =1 40. 16y’: + 9 =dx:. 
41. 2= (x +y). 42. yx -+ =1. 
43. 4 + -4x: =4. 4 + 
45. {a) 把 由 平面 =r 从 焕 球 而 

+ 2 + Ea = ] 

4 9 


切 出 截 瘦 的 面积 4 表示 成 * 的 前 数 - 〔 半 轴 
为 & 和 的 炳 加 的 面积 为 rab. ) 

1b} 对 于 {a) 中 的 椭 球 面 利用 奏 直 于 :z 轴 的 切片 
求 体 积 . 

1e) 现在 沙 酉 球 

二 -1 


村 
© 


的 体积 ， 你 得 到 的 公式 在 a = =e 时 能 给 出 
半径 为 上 的 球 的 体积 吗 ? 

'， 附 图 所 示 押 桶 像 椭 球 两 端 用 和 对 直 于 z 轴 的 平面 
场 去 后 的 形状 ， 科 起 于 = 轴 的 截 痕 是 珊 ， 贺 桶 
电 24 单位， 正中 截 痕 的 半径 为 丸 ， 两 端的 半 科 
为 上 求 圆 桶 的 体积 公式 ， 然 后 检验 两 件 事 情 ， 


了 
2 
trt+t 


第 .， 想 定 把 精 壤 变声 ， 使 加 桶 灾 成 卡 征 为 中 
和 遍 为 24 的 圆 林 面 ， 你 的 公式 能 缩 出 圆柱 虞 的 
体 和 > 第 一 ， 候 设 / =0 和 名 = 名 ， 贺 桶 成 为 - 
个 球面 .你 的 公式 能 给 出 球 的 体积 时 * 


#7， 证明 ， 用 平面 z= 从 抛物 而 
= 2 人 


42 
b: c 


团 出 区 域 的 体积 ， 等 于 区 域 底部 面积 乘 它 的 病 
度 的 站- 
48. 【a) 求 以 站 曲面 


=. 


二 


-二 =! 


利平 而 += 但 及 z=4,， 思 >0 为 界 的 立体 的 
体积 . 

【bi 把 (ay 中 的 体积 公式 用 产 以 及 以 平面 := 
知 == 疡 从 型 曲 而 切 出 区 域 的 面 程 4 和 4， 
表 少 . 

(1) 证 明 (a) 中 的 体积 也 由 公式 

= 让 (4 十 44， 二村) 


缩 出， 其 中 4, 是 用 平面 z=Ax2 从 到 曲 面 切 
出 区 域 的 面积 . 
在 刁 题 4 ~ 52 中 ， 画 出 曲 而 车 措 定 定义 域 上 

揭 图 形 ， 如 果林 能 ， 把 曲面 旋转 到 不 同 的 现 察 
位 置 . 
4 = 
5 z=, -2 -2 所 2. 
Sl z= +Y 3， 


S52 z= 二 x + 277 在 下 列 定 多 域 上 : 
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{a] -eral,， -4157<i; 


(bj -1 sre!l, -2ars3; 
te} 一 了 
{dd)】 -2 和 x 和 2， 一 1 和 Y 芝 1. 

计算 机 探 痰 


在 习题 下 ~58 路 ,用 :种 CAS( 计算 机 代数 系 
统 ) 给 制 曲面 的 图 形 ， 从 图 形 确 定 一 次 曲面 的 迷 虱 . 


第 10 章 复 习 指 导 问 题 


1 球面 内 的 有 向 线段 在 何 种 情况 下 代表 同 :向 量 ? 

， 几何 上 上 如何 作 向 量 的 加 法 和 减法 ? 代数 上 如 何 作 
向 菇 的 这 两 种 运算 * 

如 何 求 问 量 的 长 度 和 方向 ? 

4 如 果 用 正 的 纯 量 乘 向 量 ， 结 果 同 诛 向 量 有 何 关 
系 ? 如 果 纯 量 是 堆 或 者 负数 ， 结 果 同 厌 向 量 有 何 
美 系 ? 

. 定义 两 个 向 量 的 点 积 ( 贱 醒 积 )， 点 积 满 足 哪些 
代数 法 则 ? 举 出 : 些 例 子 ， 两 个 向 量 的 点 积 在 奸 
么 情况 下 等 于 零 ? 

6 点 积 有 秆 么 儿 何 解释 ? 举 出 一 些 例 子 . 

?7. 向 量 & 在 向 量 v 上 的 向 其 投影 是 什么 ? 举 一 个 有 
用 的 向 量 投 影 应 用 的 实例 
8， 定 区 两 个 向 量 的 向 量 积 ( 尺 积 )， 向 量 积 满足 哪 
些 代数 定律 ， 不 满足 哪些 代数 定律 ” 举 出 一 些 例 
子 .两 个 向 量 的 向 量 积 在 什么 情况 二 等于零? 

4 间 量 各 有 什么 几何 解释 或 者 物理 解 纤 ? 举 出 - 些 
例子 , 
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在 习题 1~4 中 , 令 w=C-3,4), v=《2, 一 5). 
求 [ 时 向 量 的 分 量 形式 ，{b1} 它 的 长 度 - 
1，3 -db 2, H+r. 
当 ， 一 2u. 4 Su. 

在 习题 5 -8 中 ， 求 向 量 的 分 量 形式 . 
， 向量 由 转动 10,1) 经 过 2m3 弧度 钊 得 到 . 
. 同 正 x 轴 构 成 x6 铂 度 租 的 单位 向 量 . 
,在 性 -的 方向 上 长 座 为 2 单位 的 向 量 . 
- 在 向 量 (3A$)i+ (445)j 的 反方 向 上 长 度 为 5 单 
位 的 向 县 ， 

在 习题 9~12 中 ， 用 向 量 的 长 度 和 方向 表示 向 量 . 
9, .2i+ FF 10，- -让 
11。 当 t= 雪人 2 时 的 速度 向 重 7 =( -2 sin i+ (2 coa 这. 
12. 当 !=]n2 时 的 速度 向 是 = (e' cos 1 -esin1)i 


+ {esin {+e cos A)F. 


to 


th 


tn 


证 3h 


2 2 了 

和 了 x 和 
1 -ol 
， 3 = 2 3 = -于 z 
5, Sx A 6 tb 1 可 十 

2 2 

EE Yr EF 2 

— -|=~ — v4 = 
7. + S58. + 


动人 在 稍 发 儿 总 J 革 坐 标 系 由， 计算 两 个 向 季 的 向 最 
积 的 行 询 忒 公式 是 什么 ” 举 个 用 行列 式 公式 的 
例子 

11. 如 何 类 空间 中 的 直线 、 妖 段 和 平面 的 六 程 ? 举 
出 一些 合子 ， 你 能 只 用 一 个 方程 表示 空间 中 的 
直线 和 平面 吗 ? 

12. 如 何 求 空间 中 内 一 点 到 一 条 线 以 及 从 :点 到 - 
个 平面 的 既 离 ” 举 出 一 些 例 庄 . 

13. 什么 基 枢 积 ” 框 积 有 何 意 六? 如 何 计 算 框 程 ? 
举 .个 例子 

1 如 何 求 空间 中 球面 的 方程 ” 举 出 一 些 例子 

15. 如 何 求 空间 中 西 条 直线 的 交点 ? 如 何 求 - -条 直 
线 同 -- 个 平面 的 交点 ”如 何 求 两 个 下 面 的 交 线 ? 
举 出 一 些 例子 . 

i6. 什么 是 柱 面 ” 举 出 在 荫 卡 儿 坐标 中 定义 柱 面 的 
方程 的 一 些 例子 . 

17. 什么 是 二 次 曲面 ? 举 出 椒 同 类 型 的 攀 奈 面 ， 抛 
物 面 、 锥 面 和 双 曲 面 ( 方程 和 图 形 ) 的 例子 


在 习题 13 和 14 中 .用 向 量 的 长 度 和 方向 表 泵 

向 量 . 
13. 王后 + 的. 14. 1 + 好- 下 
5. 求 在 * = 拓 -+4 的 方向 上 长 度 为 2 单位 的 

向 量 . 

1 二. 求 在 向 量 ”=《37S)i+(4A5) 直 的 反方 向 上 长 惠 

为 5 单位 的 向 量 ， 

在 习题 17 各 给 中 , 求 lyl ,lw CE su-k. 
Fxw xgl, 和 # 之 间 的 骨 , & 在 vv 的 
方向 上 的 纯 量 分 量 ， 以 及 站 在 上 的 向 量 投 影 . 

17. v=i+j; 6. r =i + +2k; 
HH=21 + —2K. v= i-k. 
在 二 题 19 和 29 中 ， 求 pmj,#. 

19, = 好 + 一 天; 2, ui; 
= + 一 p=i+i+k. 


在 习题 3] 和 总 中， 画 出 坐标 轴 ， 然 后 是 出 


向 量 与 空间 几何 学 
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和 x 作为 在 原点 的 向量 
21. w=i, p=i+tj. 22, w=i-j, t=1+4. 


23. 没 Ir| =2，Iwl =3， 并 时 + 和 w 之 间 的 角 为 


Tw |. 
24。 站 量 上 =2i4+ 填 -5K 和 p= 一 中 一 时 + 下 对 于 a 
的 哪个 值 盛 者 睹 些 值 基 平 行 的 


在 习题 23 和 26 中 ， 求 (8 让 站 和 决定 的 平 

行 四 边民 的 面积 ，{ bj) dw,， + 和 w 决定 的 平行 六 

面体 的 体积 . 

3 站. w=itj—k, y=20 tii, w= i 

36. 日 = + p=, We=i+ty+k. 

27, 假定 a 是 同 个 平面 正 交 的 向 量 , 而 + 是 同 这 
个 北面 平行 的 向 量 . 撒 述 如 和 何 求 -个 向 量 站 ， 
它 既 王 直 于 * 又 平行 于 这 个 半 面 . 

28， 冰 平面 内 个 同 直 线 er + 入 =c 平行 的 向 量 . 
在 加 和 各 中 ， 求 从 点 到 直线 的 距离 . 

29 (2,2,D); x= -1, y=1, 2= 一 ] + 

01) r=2+1, y=2+t, z= 

31. 川 参数 化 法 表 寺 通过 点 (1 ,2,3) 平 行 于 向 量 
p= 一 43 和 的 直线 . 

32, 用 参数 方式 圾 砂 联 钻 点 P(1.2,0) 和 总 (1,3， 
~ 人 的 线段 . 
在 习题 33 和 34 中 ， 求 从 点 到 平面 的 忠 离 . 

33, (i,D,—6): 

34. (3,0,10); 2x +3y+:=2. 

35， 求 通过 点 (3, -2,1) 同 向 量 n =2i+j+ 直 正 交 的 
平面 的 方程 . 

3 天 求 通过 点 ( - 1.6,0)? 答 直 于 直线 x= -1+6 Y= 
二 -21，z= 3 的 衬 面 的 方程 . 
香河 题 好 和 如 中 ， 求 经 过 点 P,@, 吕 的 平 出 的 

方程. 

37. PC, —1.2)}, Of2,1,3), R( -1.2,-1). 

M8, PUL OO0), O00,1,0), REQ,D,1). 

39. 求 直线 x -=-]+21,， 3 = 一 1 -1, z= 如 则 二 个 坐标 
平面 的 交战. 

4 和。 求 通 过 需 点 牌 直 于 平面 2r -y -z=4 的 直线 同 
平面 3x 一 5y+2: = 石 的 充 点 . 

41. 求 平 击 zz= 了 7 和 zx*+y+s= -3 之 间 的 锐角 . 

和 2. 求 平面 x*+yY=i 和 *+z=1 之 间 的 懂 角 . 

43. 求 平面 ++2y+z=| 和 +-7y+zz= -8 的 交 线 的 
参数 方程 . 

和 4. 证 明 ， 平 面 

T+2y-22=5 和 和 53x-2y-z=0 
的 交 线 平行 于 直线 
T=-3+t7 = ,z=1+dt 


I -Y=4. 


45. 


平面 3x + 6 = 间 2x+2y-:z=3 相交 于 : 杀 
直线 . 

(a) 证 明 这 两 个 平面 基 正 交 的 . 

[bj 灶 这 卫 个 半 面 交 线 的 方 种. 

求 通过 点 (1.2,3) 平 行 于 向 最 mw =2i+ 革 + 和 
Y=F-7+2 的 平面 的 方程 ， 


。 在 疝 量 ”= 妾 -可 + 二 同 平面 2x+yvr=5 之 癌 存在 


任何 特殊 关系 吗 ” 提 出 答案 的 理由 . 


， 方 称 虽 :PP 六 = 和 表示 通过 点 所 加 半生 交 的 平 


面 ， 不 等 式 半 :万 产 >0 的 点 集 表 未 什么 ? 


有 求 从 点 己 (1,4.0)7 到 通过 点 400,.0,.0)， 


如 [2 人 -1 和 CE, -1;0) 的 平面 的 申 离 . 


， 求 从 点 [2,2.3) 到 平面 24 +3y + 5z =0 的 距离 
: 求 一 个 下行 于 平面 2x -y -= =4 和 同 向 最 i+j + 


大 正 变 的 向 量 . 
温 生 = 站 -+ 是 加 =E+ 人 + 站 ,人 =T+F -2， 求 
-个 在 旦 和 万 的 平面 内 同 A 正 交 的 单位 向 量 . 


- 求 .个 长 度 为 2 司 平面 x+2y+z-1=0 和 x- 


++as+7=f 的 交 线 平行 的 问 量 . 


$4. 求 通过 原点 垂直 于 平面 2x -+ - : -4 的 直线 同 
平面 3x -Sr+2z =6 的 交点 . 

$55. 求 通过 点 PC3.2,1) 正 交 于 平面 ?2+ -y+2:= -2 
的 直线 同 这 个 平 闸 的 交点 . 

婚 . 平面 27+7Y 一 = =0 和 #+y+2z =0 的 交 线 同 止 + 
四 构成 的 灾 骨 是 什么 ? 

直线 

L; ET=3+zayr=arz= | 

间 平 面 x+3》 -z= -4 在 点 忆 相 交 ， 类 王 的 从 
标 ， 并 且 求 这 个 平面 内 通过 PP 重 直 二 二 的 直线 
的 方程 . 

58. 证 明 ; 对 于 每 个 实数 上 ， 平 面 


59. 


61, 


-27+tz+3+kt2x -YY-s+l)=0 
包含 平面 

-27+2+3 =0 和 2x-y-s+!1 = 
的 交 线 . 
求 通过 点 4( -2,0, -3} 和 8B(1, -2,1) 的 直线 以 
及 同 经 过 点 CC 一 2, -13/5,26/5) 和 DI(1675，, 
-13“5,0) 的 直线 平行 的 平面 的 方程 . 
直线 xx=1+ 了 于 ，y = -2+ 守 ,f= 一 竺 同 平面 -4 - 
6y +10z =9 存在 任何 关系 吗 ? 提出 答案 的 理 直 . 
下 面 哪些 平面 方程 是 通过 点 PIl1,1, -1)， 
人 (30,2) 积 呈 ( -2,1,0) 的 方程 ? 
fay (a+) (r+2}+ (1) +) =0; 
{bjr=3—t, y= -1]t, 2=2 -31; 
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(eitx+2} +1ll{y-1)=%; 

(dj (和 -全 + 秆 ) (Ur 4)E+ (LU 天) =0: 

【ee 信 2 一 十 3 站) 《一 3 十 和 (二 人 TY 一 
1 + =0, 

举 赎 所 东 的 平行 四 过 形 的 质点 在 442, -1,4)， 

有 10,-1)， C0,2,3) 和 如， 求 

[a} 几 的 坐标 ; 

[b) 在 BB 的 内 角 的 余 冻 ; 


{e 于 在 3C 的 向 量 投影 ; 


| 


12, 一 人 .4 


0 


第 10 章 补充 和 提高 习题 


1. 


. 直升机 救援 ”两 架 直 升 机 下 和 本 一 起 飞行 : 


截击 潜艇 ”两 租 沪 洁 中 的 水 闸 舰 般 坛 天 确定 一 艘 
潜艇 的 航线 和 速 座 ， 以 使 壬 施 飞 机 截 上 而。 如 附 图 
所 六 ， 舰 艇 4 位 于 点 (4, 介 ,0)， 而 舰艇 位 于 点 
(0,5,0)， 金 部 坐标 以 下 英尺 为 单位 舰艇 4 定 
位 游艇 在 向 量 如 + 台 一 《13) 大 的 方向 ,舰艇 上 8 
定位 潜艇 在 向 明 18i -可 -不 的 方向 ，4 分钟 过 
和 前， 潜艇 位 于 点 (2. -1, -173)， 尺 机 正好 在 20 
分 钟 内 到 达 ， 盆 定 潜艇 按 埋 线 航线 以 常 束 航行 . 


水 而 舰艇 才 和 如 应 向 飞机 指示 什么 位 置 ? 


( 椒 按 比例 ) 潜 


{dj 平行 由 边 形 的 面积 ; 

【el 平行 外 边 形 所 在 平面 的 方程 ; 

【六 平行 上 四边形 在 三 个 坐标 平面 上 的 正 交 投影 的 
面积 . 


， 直线 之 各 的 更 次 求 通过 点 4(1,0，- 1) 和 


Bt -TI10) 的 直线 同 通 过 点 CC3.,1， 
-1 和 DB(4,5, -2) 的 直线 £5 之 间 的 距离 ， 这 
个 虐 离 基 治 两 条 直线 之 间 的 契 线 度量 的 ， 疙 先 


辩 一 个 垂直 于 西 条 重 直 线 向 量 上 然后 求 4C 在 
呈 上 的 投影 . 

【 续 避 是 63) 求 通过 4(4,0,2) 和 Bt2,4,1) 的 直 
线 问 通过 点 C01 ,3,2) 和 Dt2,2,4) 的 直线 之 间 
的 电离 . 

在 习 是 是 ~ 76 中 确定 昨 面 的 类 霸 ， 并 且 邑 出 


攻 面 的 草图 . 

65. x + yi + =4. YL 
G7 dr +4% +2 =4 全 .36x +9) +49 = 36. 
的 . := (e+) WO. = {a +e) 
Tr = 2. + 

73. x + 一 于 一 4. 74. 4 + 一 x 二 

75. Yr =]. 76. 2 rl]. 


时 间 +， 它们 分 别 飞 行 在 由 

Hi; x=60+401, = -3+10, z= -3+2t 

H: r=6+1D, y= -3+4dt, z= -3+! 

给 出 的 不 同 直线 航线 上 ， 时 间 : 以 小 时 为 度量 单 
位 .全 部 坐标 以 英里 为 度量 单位， 中 于 系统 故 障 ， 
二 在 点 (446 ,13 1) 处 停止 发行， 并 且 在 可 以 忽略 
前 时 间 内 着 陆 到 点 (446,13.0}， 两 小 时 后 ,下 得 
到 这 个 事件 的 消息 并 且 以 1 办 mpb 的 航速 朝 号 飞 
去 .入 | 到 达 后 的 着 陆 点 需要 多 少时 间 ? 


. 转 短 ”Toro 牌 21 英寸 制 草 机 操作 手册 上 载 朋 * 拧 


紧 火 花 塞 到 15 fb( 合 20.4 Am)“， 如 果 你 正 
在 用 -- 把 10.5 英寸 孔径 板 钳 安装 火花 塞 ， 掌心 
放 在 离 火花 塞 的 轴 9 英寸 处 ， 太 的 需 槛 用 密 大 的 
扳 为 ?等 案 用 碚 计量 . 


= 


启 重 与 竹 间 几何 学 
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- 施 转 物体 ”通过 原点 和 点 4A(1,1,1) 的 直线 是 以 
常 角 速率 372 弧度 7/ 秒 ( tad/a) 话 转 一 个 刚 体 的 
旋转 轴 ， 从 4 向 原点 看 去 旋转 取 顺 时 针 方 向 . 
求 物 体 上 处 于 B01,3,2) 的 点 的 速度 *. 


行列 式 与 平面 


{aj 证 明 
EE 加 -7 x-zl 


7 = 


Ixy -x Hy 
是 通过 三 个 不 共 线 点 P(t, ) P(x， 
各 ) 和 户 (Cx3 ,7 三 ) 的 平面 的 方程 

{b) 出 廊 程 


XT 和 
和 
Ty 
描述 的 是 空间 中 的 什么 点 集 ? 

行列 式 与 直线 证明; 直线 

和 
区 
相交 或 者 平行 ， 当 且 仅 当 

Bi-ad,! 

|=0 

如 一 中 


a 5 
aa 人 


| cy 


' 平行 四 边 形 ” 附 图 显示 平行 四 边 形 48CD 和 对 角 


线 的 中 点 PP 
(9g) 用 48 和 她 表示 
[有 b) 用 檬 和 以 表示 访 . 


{ej 证 明 PP 也 是 对 角 线 太 的 中 点 . 
8 Cc 


甩 D 


8. 在 附 图 中 . 口 基 一 有 角形 487 的 机 过 的 中 点 ， 天 
基 亡 和 如 之 间 三 分 之 -处 的 点 ， 利 由 向量 述 明 ， 
下 是 线段 CD 的 中 点. 


A BB a 


儿 利川 向 全 证 明 ， 从 P(x ,74) 到 表 线 ax + 加 =r 的 
蝶 离 图 


_ [ax + 机 | -1 
va + 
10. (al 利用 向 量 证 明 ， 从 疡 (xl 四) 到 平面 
4 + + C= 如 的 距离 为 
14r， + BY, + CC- -DI 
vA rr 
[bb} 求 一 个 球面 的 方程 ， 这 个 球面 厨 平面: + 
7+z=3 和 zxr+y+s= 相 切 ， 并 日 平面 
2x -y= 人 和 3+ 一 z = 人 0 通过 球 必 . 
41 [aij 证明， 两 个 平行 平 商 Ax + By + C: = DD， 和 
Ar + Ry + C=- D, 之 间 的 距离 崔 
fe ID, -| 
1 和 + 好 + CEI 
{bj 上 求 平面 2x +3y-z=6 和 2x +3*+ 一 = =12 字 问 
的 距离 . 
[ej) 求 一 个 平面 的 方程 ， 这 个 平面 同 平 面 2x - 
+2z= -4 平行 ， 并 且 有 从 点 (3,2. - 1) 到 两 
个 平面 的 距离 相等 . 
【dQ 写 出 同 平面 x -2y+z=3 平行 并且 路 离 这 个 
平面 3 单位 的 平面 的 方程 . 
12. 证 明 ; 四 点 4,， 5, C, 畏 共 面 (位 于 - .个 共同 的 


平面 内 ) ， 当 且 仅 当 芒 -( 租 x 有 6) =0. 

13. 向量 在 平面 上 的 投影 ” 设 哺 是 空间 中 的 平面 ，， 
是 向 量 . ”在 平面 P 上 的 向 量 投影 prejrr 可 以 
非 形 式 地 定义 如 下 : 假定 太阳 昭 字 平 面 时 它 的 
射线 同 P 正 交 。 那 么 projpv 是 ?在 P 上 的 " 影 
子 "， 如 果品 是 平面 *+27+E =6， F = 二 二 了 二 二， 
求 projpv. 

14， 附 图 显示 非 零 向 量 y, w 和 xz、 其 中 zz 辣 直线 上 
正 交 ,vy 和 w 同上 构成 等 佣 B 假设 ir1 = 
1w1， 求 用 * 和 < 家 示 的 w. 

15. 三 重 向 量 积 三重 向 年 积 (Wxv) xw 辣 wx 
(vxw) 通 常 是 不 相等 的 ， 虽然 用 分 量 计算 它 们 
的 公式 是 相似 的 : 


d 


d= 


第 11 章 ”空间 中 的 向 量 值 函 数 和 
物体 的 运动 
概述 ”这 一 章 介绍 向 量 全 西数 的 微 积 分 ， 包括 这 种 函数 的 导数 和 积分 、 我 们 在 本 章 利用 向 


车 微 积分 研究 运动 物体 的 路 径 、 速度 和 加 速度 ， 从 讨 论 这 但 中 可 以 了 解 如 何 解答 关于 平面 内 或 
痢 空 间 中 的 措 射 体 和 其 他 话 动 物体 的 上 路径 和 运动 的 器 题 ， 


11.1 向 量 画 数 及 其 导数 


当 质 点 在 整个 时 间 区 间 /内 经 过 空间 移动 时 ， 我 们 把 质点 的 坐标 看 成 定义 作 1 上 的 函数 . 
= 人 y=g(0),. z= hn), tel (1) 
碟 集 | (xy r=f1)， y=g(t)， z=(1); ae 构成 = 
空间 中 的 曲线 ， 称 为 质点 的 路 径 ， 式 (1) 中 的 方程 和 区 间 
给 出 曲线 的 参数 表示 . _ 
空间 中 的 曲线 也 可 以 用 向 其 形式 表示 ， 从 原点 到 质点 
在 时 间 * 的 位 置 POA gtt ,hi2)) 的 向 械 “7 
rt) = OF = f(OF + a + hnk (2) 
是 质点 的 位 置 向量 ( 匈 多 11.1)， 毅 数 刻 和 天 是 位 置 > 
问 基 的 分 量 沙 数 ( 分 量 )， 我 们 把 质点 的 路 径 杞 象 成 在 时 ， 
间 区 间 开 内 由 7r 拱 给 的 有 曲线， 图 1.2 显示 由 计算 机 绘图 玫 11.1 经 过 空间 运动 的 质点 的 位 置 
和 交 外 条 空 间 曲 线 这 些 曲 线 难 于 用 手工 方法 向 量 r- 5 访 是 时 间 的 哺 数 
Er 


RFUn, oi. 基站 


ry = {sin Bevs ni + Fr) = (cos ry + (Sind + {sin 2 PIT = (4 + SinN207Keos Ni + 
toin rsin rn + i (4 + sin20rksins)? + 
(cos 200 
a) b} cy 


图 11.2 计算 机 产生 的 由 位 置 向 量 rit) 定义 的 空间 曲 钱 


方程 (2) 把 r 定义 为 区 间 7 了 上 实 变 量 ! 的 向 量 函 数 ， 在 更 一 般 的 情况 下 ， 定 义 域 集合 DD 上 的 
向 量 值 函 数 或 者 向 量 函 数 是 一 种 赋值 规划 ， 对 吕 中 的 每 个 元 素 赋 予 空间 中 的 一 个 向 量 ， 至 于 当 
前 ， 我 们 把 定义 域 限制 为 产生 空间 曲线 的 实数 区 间 ， 在 后 面 第 14 章 , 将 以 平面 内 的 区 域 作为 定 
义 域 。 在 那 时 ， 向 量 哨 数 将 表示 空间 中 的 曲面 ， 平 面 内 或 者 空间 中 的 定义 域 上 的 向 量 函 数 也 导致 
“向 量 场 ”， 这 种 场 在 研究 流体 流动 .引力 场 和 电 凡 现 象 中 是 很 重要 的 ， 我 们 将 在 第 14 章 考 察 向 
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有 1 章 


量 场 及 其 应 用 . 


实 伟 斋 数 称 为 纯 量 画 数 ， 以 便 把 它们 同 向 晤 函数 区 别 开 来 . 


值 咀 数 的 定义 域 是 其 分 策 的 公共 定义 城 . 


例 1 绘制 向 量 商 数 


rt} = (cos ti + (sini)j+tk 


的 图 形 . 
解 向量 晒 数 
rer) = 
是 对 所 有 实数 值 上 定 尽 的- 


(eosr)i + (sin zy + 


由 r 描绘 的 曲线 绕 罗 柱 面 


** + =1 盘旋 ( 见 图 11.3)， 曲 线 位 王 辆 柱 面 上 ， 因 
为 的 ! 分 量 和 7 分量 是 > 顶端 的 z 坐标 和 y 坐标 ， 


满足 圆柱 面 方程 


x ty = (cogt +resint = 1 
曲线 当 色 分 量 z=: 增加 时 上 升 . 每 当 : 增加 2m， 曲 线 
围绕 柱 面 转动 一 图， 此 曲线 称 为 螺旋 线 (helix) (来 源 
于 古 希 腊 字 “spiral*( 螺旋体))， 方 程 


T= cot, 


了 = sint, 


和 二 上 


是 螺旋 线 的 参数 表示 形式 ， 参 数 的 区 间 被 看 成 
-% <t<%， 在 图 11.4 中 可 见 到 其 他 几 种 曝 旋 线 ， 国 


nit) = (cos A + (sin ty + i 


11. 1.1 极限 与 连 张 性 


nn = (cos EY 十 【Sin Df + OLE 


图 11.4 由 计算 机 钛 制 的 螺旋 线 


r 的 分 若是 1 的 纯 最 也 数 。 向 基 


图 11.3 螺旋 线 rr = (econ 1 了 7+ (sin 1)j 
+ 法 的 上 半 部 分 ( 例 1) 


|, 
| 


| 
| 


| 


| 
| 


| 
| 


| 


从 
| 


nn = (eos TNT + 15in So) + i 


定义 向 量 值 函 数 的 极限 的 方法 ， 同 定义 实数 秆 函数 的 极限 的 方法 相似. 


0 <lt-ii<d = 


就 说 + 当 : 赵 近 与 时 有 极 陋 节 ， 并 且 记 为 


limrtiy = 上 


[rt -Li<s 


定 穴 令 r(f) =J0i+g(t +h(2)K 是 冉 量 函数 ,上 是 向 量 ， 如 果 对 于 每 个 数 <>0, 存 | 
在 一 个 对 应 的 数 8>0， 使 得 对 于 所 有 : 有 ， 
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如 困 二 = 上 Li+bj+k*， 那 么 当 
lim ft) = 于， lim gt e) = 上， lim CL) = 上, 
时 ， 恰好 可 以 证 明 lim rft) = 上， 让 朋 从 蜡 ， 公 式 
jar (oj (nato) + (msn )e 3 
提供 一 种 计算 向 量 丽 数 极限 的 实际 方法 , 
例 2 若 rft =feostf+fsn+ 屋 ， 则 有 
lm r= (oO 加 


定义 向 量 浦 数 的 连续 性 同 定义 纯 量 消 数 的 连续 性 的 方法 一 样 . 


定义 ”向 量 函 数 r(1) 在 其 定义 域 的 一 点 := 是 连续 的 ， 是 指 tim rt1) =r(i}， 如 果子 数 . 
在 其 定义 域 的 仍 个 点 是 连续 的 ， 那么 晒 数 是 连续 的 . 


从 公式 {3) 和 看 出 ，r(1) 在 1=4 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 每 个 分 量 函 数 在 这 个 点 是 连续 的 { 见习 题 31). 
例 3 
(a) 显示 在 图 11.2 和 图 11.4 中 的 所 有 空间 曲线 是 连续 的 ,因为 它们 的 分 量 丽 数 企 
tel 一 wm，%m) 的 每 个 值 是 连续 的 . 
(bh) 淆 数 
Bl) = (cos ti + (sin tf + tk 
在 每 个 整数 点 是 不 连续 的 ， 其 中 最 大 整数 函数 | : j 是 不 连续 的 . | 
11. 1.2 导数 与 运动 
假定 rt =DE+g(DF+h(2) 是 沿 一 条 空间 曲线 移动 的 质点 的 位 置 向 量 ， 其 中 f, zg 和 
基 上 + 上 的 可 微 画 数 ， 于 是 质点 位 置 在 时 间 : 和 +#+ Ai 之 间 的 羔 为 
Ar = rt + AL) CE 
《更 图 11. Sa)， 用 分 量 形式 表示 ， 
Ar = r(t + At) -rot) = [fe + ADE + gli + A + her + At)K] - [FOF + gC) + h(E)K] 
= [fet Be) -Ai+ [gl + AD 一 有 了 + [h(t + Ae) - h(t) Kk 


FAD -Fir 
Fo 十 DD) 一 Fit 


图 11.5 当 At-*0 时， 点 全 洪 曲 线 趋 近 点 PP: 在 取 极 眼 时， 向 量 扩 /at 变 成 切 向 量 产 (站 


当 4 赵 近 零 时 ， 有 二 件 事 看 来 会 同时 发 生 ， 第 一 ,如 沿 则 组 趋 近 P， 第 二 ,基线 PO 似乎 趋 近 同 
曲线 在 天 相 切 的 极限 位 置 .第 二 ， 商 Ar/At{ 见 图 11, 5b} 趋 近 极 限 
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一 I i [st 


因此 ， 我 们 按照 以 往 经 验 引 出 下 述 定义 . 


定义 如 果 /( 1 ， gl 和 (在! 有 邹 数 ， 向 最 眶 数 ) = 扩 DE+gGDJ+ 40D 间作 1 存 
在 导数 ( 是 订 微 的 )， 这 个 导数 是 向 最 明 数 
mn -rt -出 | 此。 


"(0 = di lim Bt Td + 下 


如 果 向 量 消 数 + 在 其 定义 域 的 鲜 个 点 是 可 微 的 ， 那么 它 是 可 微 的 。 如 果 dr 由 是 连续 的 首 昌 
不 会 为 0， 就 是 说 /，g，h 有 连续 的 不 条 时 为 零 的 一 阶 导 数 ， 那 么 由 措 绘 的 曲线 是 光滑 的 ， 
导数 定义 的 几何 意义 显示 在 图 11.5 由， 点 P 和 8 具有 位 置 向 量 r(rt) 和 rtrt+ A&r)， 市 癌 量 


由 rti+at) -rii) 表示 ， 对 于 Ai >， 问 量 P 的 纯 量 倍数 (LAL) (rc + Ar) -rt 指向 上 的 
同一 方向 ， 当 太一 0 时 ， 这 个 向 量 趋 近 在 忆 后 曲线 相 切 的 向 量 ( 见 图 11.5b)、 向 攻关 (在 其 不 
等 于 章 时 定义 为 在 PP 同 曲 线 相 切 的 向 量 ， 曲 线 在 一 点 (C6) Et) ,h(io)) 的 女 织 定义 为 通过 这 
一 点 同 mn) 平行 的 直线 ， 对 于 光滑 曲线 要 求 dr/di #0， 
这 是 为 了 保证 曲线 在 每 点 具有 连续 转向 的 切线 .在 光滑 
曲线 上 没有 尖 攻 或 者 尖 点 ， 

由 有 限 数 日 的 光滑 有 曲线 段 以 连续 方式 拼接 的 曲线 称 
为 分 段 光滑 的 ( 见 图 11.6)， 

请 再 次 观察 图 11. 5。 我们 是 对 A 的 正 值 而 出 的 图 
形 ， 所 以 Ar 向 前 指向 质点 运动 的 方向 ， 向量 Arzar 具有 图 11.6 由 五 段 光滑 曲线 以 连续 方式 扶 


同 Ar 一 样 的 方向 ， 也 指向 向 前 的 六 向 ， 如 时 At 取 负 值 ， 首尾 相连 构成 的 分 段 光滑 上 申 
Ar 将 向 后 指向 质点 运动 的 相反 方向 ， 但 是 商 Ar/At 是 线 : 这 条 曲线 在 五 段 光 沸 曲线 
ar 的 负 值 纯 量 倍数 ， 将 再 次 指向 向 前 的 方向， 无 论 如 的 连接 点 不 是 光 清 的 


指向 如 何 ，Ar/At 都 指向 质点 运动 向 前 的 方向 ， 并 且 预 计 向 其 drvd = limAr/Az 在 其 不 为 0 时 具 
有 同样 方向 ， 这 表明 ， 导 数 dr/dt 作为 同时 间 相关 的 位 置 的 变化 率 ， 总 是 指向 质点 运动 的 方向 . 
对 于 光滑 曲线 ，drvdl 不 会 为 0; 质点 运动 不 会 停止 或 者 朝 相 反 的 方向 运动 


定名 ”如 果 r 是 质点 沿 空间 中 的 光滑 曲线 运动 的 位 置 向 量 ， 那 么 

Ytty = 中 

所 

是 质点 的 速度 向 量 ， 同 曲线 相 切 ， 在 任何 时 间 :!，* 的 方向 量 是 质点 运动 的 方向 ，" 的 长 度 是 
质点 的 速率 ， 而 导数 a = drxdt 在 其 存在 时 是 质点 的 加 速度 向 量 ， 总 起 来 说 ， 


(是 位 置 向 量 的 导数 是 速度 向 量 "= 衬 ; (2) 速度 向 量 的 长 度 是 速率 1v1 


(131 速度 向 量 的 导数 是 加 速度 向 最 = 下 = 4 


{4} 单 位 向 量 v/ lr 1 是 在 时 间 # 的 运动 方向 . 
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我 们 可 以 把 运动 质点 的 速度 表示 成 质点 的 速 府 和 方向 的 习 积 
速 床 =1rl (= (速率 )f 方向 ) 
11. 1.3 ”微分 法 则 


由 于 向 最 丽 数 的 导数 可 以 按 分 量 逐 个 计算 ， 向 最 责 数 的 微分 法 则 和 纯 最 昕 数 的 微分 法 则 具 
有 同样 形式 . 


向 量 西 数 的 微分 法 则 | 
没 # 和 5 是 :的 丰 微 向 量 晴 数 ,C 是 党 向 最 ，e 是 任意 纯 最 ，/ 是 任意 可 微 纯 晤 鸯 数 ， 疝 其 
两 数 的 微分 法 则 如 下 ; 
二 


{2} 纯 重 信 孝 法 出 号 [esf = et 


AOD = fu road 


{13) 和 法 对 了 = 
(4) 差 法 则 ue) -MD] =) -v0) 

(5] 点 积 法 则 [aD] = ve) + u(t) vn) 

{6) 向量 积 法 吊 三 [CD x w(t)] = wt) x v(t) + w(t) x ps) 

(7] 链 式 法 则 C20)] = fw A) 


- | 


我 们 将 证 明 点 积 法 则 和 向 量 积 法 则 及 链 式 法 则 ， 但 是 把 常 向 
基 丽 数 法 则 、 纯 量 倍数 法 则 、 和 法 则 及 差 法 则 留 作 习 题 . 2 


点 积 法 则 的 证 明 ”假设 总 这 深 生 和 得 因 实 的 岳 
R= + tk 9 和 全 和 基于 枯 式 左 二 

和 人 
p= Et wt + vk ea a 

交友 : 六 

ER "py) = (un + Hb 二 下] 折 ) 
= 司 二 于 十 臣 3a3 二 下 的 十 二 2 二 下 村 
一 一 一 一 一 一 


Ev HF 
向 量 积 法 则 的 证 明 ”我 们 依照 纯 量 函数 乘积 法 则 的 证 明 ， 槟 照 导 数 的 定义 ， 


uF + hh) x rit+h) — wtt) Tt 
k 


d . 

de 
为 了 把 这 个 公式 改变 成 会 有 和 ， 的 导数 的 差 商 的 等 价 形式 、 在 分 于 中 先 减 后 加 Ct) x v(e + 和 hh). 
于 是 


qd (ux pF) = lim H(t +h) x vt thR) ut) x pit +h) +au(r) XV 二) x pt) 
dr 0 上 - 
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= lim 
上 


于 和 -ut) x pf 十 内》 + Ht) x 


P(t +A) -voty 
nA 


= lim +- ut{t) 


bt 


x lim vr + h) + lim ult) x lim vt+h) vin) 二 YL 
最 后 -一 个 等 式 成 立 ， 万 是 因为 两 个 向量 晒 数 的 向 量 积 的 概 限 等 于 它们 的 极限 (如 果 存 在 ) 的 向 量 积 
【见习 题 32)， 妆 上 趋 近 替 时 ，PCE+8) 赵 近 ptr)， 这 荐 由 于 vr 在 上 星 订 微 的 ， 所 以 它 在 上 是 连续 的 
【见习 是 33)， 两 个 分 式 赵 近 da 由 和 中 /由 在 的 值 ， 曾 之 ， 
是 xm = xuex 时 | 

链 式 法 则 的 证 明 假设 站 fr) =atfaia+thsyt+rcets) 上 是 的 可 
微 向 量 隧 数 ，s = 厌 电 是 上 的 可 徽 纯 量 丽 数 ， 十 是 上 上 上 是 + 的 可 
徽 冰 数 ， 市 可 微 实 值 丽 数 的 链 式 法 则 给 出 
_dr, dh, de duads. dhbd: . dec ds 


dl 
di, dd 
dj (号 + + ls 6 = dt ds 
= uA (ss = A ) | 


11. 1.4 定 长 向 量 的 向 量 函 数 
当 我 们 跟踪 在 以 原点 为 中 心 的 不 面 上 移动 的 质点 时 
《 见 图 11.7)、 位 置 向 量具 有 等 于 球 半 径 的 赔 定 长 度 . 同 
运动 路 答 相 切 的 速度 向 量 rAdt 和 球面 相 切 ， 因 此 屏 直 
于 r， 这 是 可 微 定 长 向 明了 浮 数 的 通常 情况 ， 向 量 隔 它 的 
一 阶 导 数 向 量 正 变 ， 通 过 直接 计算 ， 
rr) = ce (lr(i)1= < 是 常数 ) 


号 [r(D cr(9 1 = 0 《两 端 沿 分) 


Fr) ertt) + rei) :rtt)=0 
{对 rei) = at = YI 用 法 则 (5)) 


2r'(t) rtt)=0 
， 2 _ 图 11.7 如 果 夺 点 在 球 向 上 运动 的 位 曾 
启 景 "(1) 同 rtr) 是 正 交 的 ， 因 为 它们 的 点 积 为 堆 . 向 最， 是 时 间 的 可 微 隙 数 ， 


总 起 来 说 ， 都 么 7 (dr/dr) =0 


车 * 是 定 长 的 t 的 可 微 向 量 函 数 ， 则 有 
r-—— =0 (4) 


在 11.4 节 将 要 反复 使 用 这 个 结果 . 
习题 11. 1 

在 二 题 1 ~4 中 ,rt 让 是 xy 于 面 内 的 质点 在 时 间 
1 的 位 置 向 量 。 求 质点 路 径 图 撒 的 * 和 7 的 方程 ， 然 
后 求 质 点 在 给 定 ! 倘 的 速度 向 量 和 加 速度 虞 量 . 4 rity = {eos 227 + (3 sin 21)7 1=0. 
r= t+ 1 t=1. 在 习题 5 ~8 给 出 夸 点 沿 xY 平面 内 不 同 曲 线 运 
2 r= + +r); t=172. 动 的 位 置 向 量 ， 在 每 种 情况 下 ， 求 质 点 在 指定 时 刻 


3. riry = i r=1n%. 


人 笃 部 中 的 向 重 值 函数 和 物体 的 远 动 
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的 速度 向 量 和 加 速度 向 量 ， 并 所 岂 出 它们 作为 曲线 
于 的 向 量 的 草图 . 
s 在 国 x ?+y* =1 上 的 运动 

rity = cain ti + toos tiit = mT/4, m2. 
,在 圆 好 + 岂 = 了 杯 上 的 运动 

Pi = {4 CON 请 + {4 sin 于 = 人 3 


， 在 搬 钱 并 = 一 sin 1 = -cos 1 上 的 运动 
rt) = 《it + eo8 eft = TT, 2. 
.在 批 物 线 》=x +1 上 的 运动 
Fe) =， 
在 习题 9~14 中 ,rtt} 是 空间 中 的 质点 在 时 
闻 上 的 全 是 向量， 求 质 点 的 速度 向 量 和 加 速度 向 
量 ， 然 后 求 质点 在 给 定 上 值 的 运动 速率 和 方向 . 
把 质点 在 那个 时 间 的 速度 表 冰 成 它 的 速率 和 方向 
的 乘积 . 
9. rity ={r+ littr -Ytak 


二; 


10. ry (4Di4 三 有 3 


-2 


il. retry = {2 eos t+ (3 sin FF + Hk; t= m2. 


12. ri) = (rec Dir (tan f+ 6 


2 
13. rer) =(2 hn Ct) r+ 1=1, 


14. mt = (te it (2 cos 31)F + {2 sin 31)K, 1 =0. 
在 半 题 5 ~18 中 ，r(1:) 是 空间 中 的 夺 点 在 时 
间 上 的 位 置 向 量 - 求 :=0 时 的 速度 向 量 同 加 速度 向 
量 之 间 的 角 . 


1 和 PT = 【351 + 让 下 十 让 时. 
16. "0 = (+ (Fey 
17. 0) = Cn CF +O (an t+ VE 
18, rt) = 0 0 -+ 二 壤 


如 正文 所 述 ， 充 清 曲 线 rf = 中 让 + gt + 
上 的 无 在 上 = 避 的 切线 是 通过 点 (Fomy，egCo)， 
上 if 加) 理 行 于 曲线 在 的 速度 向 遇 rt) 的 直线 . 
在 习题 19 ~ 22 中 ,， 求 同 给 定 曲线 在 给 定 参 数值 
:= 志 相 切 的 直线 的 套数 方程 . 
19. 
20. 
21. 


rt = {sin tit (Cf con t)j + ek 10 =0. 


mt) = {2 sin t}i+ (2 con )F + Sk; t, =4%. 


Mi) = Ca sin i+(e con tt}j + btk; to =27. 


人 


22. r{it} = (cos t)E+ {ain ty + {sin ZA)i: 1 = 2 


如 下面 (a) ~(e) 中 的 餐 个 方程 ， 捕 述 质 点 在 具有 
相同 的 单位 圆 路 径 生 + 大 = 上 上 的 运动 ， 虽 热 
在 ta) ~ (e) 中 的 等 个 质点 有 同样 的 路 答 ， 作 是 
它们 的 特性 或 者 "动态 特性 " 荐 不 同 的 ， 对 于 每 
个 质点 阿 答 下 列 问 题 : 

{质点 具有 常 速率 吗 ” 如 果 有 ， 这 个 速率 是 
什么? 

【{ 站 质点 的 加 迷 度 向 量 总 是 辣 它 的 速度 向 量 正 

交 史 7 

【 血 ] 质点 绕 单 位 园 作 顺 时 针 还 是 反 时 针 运 动 * 

[jy ] 质点 运动 是 从 点 (上 ，0) 开始 吗 ? 

{fa}rts) 一 《eos f+ (ein 1}, tO. 

(bjrte) =cos (21)i + sin (21)7, r=0. 

(ejria) =eo0 (一 人 /了 人 +Aintr - m2 
1 半 届 . 

[dr = (con i- {sin ij t20. 

[er =cos (FE+sin (fj; t¥0. 

. 证 明 : 向 量 什 函数 


ren) = (a 
i+ Lj+- 


( 存 广 
撕 述 质点 在 以 点 (2,2,1) 为 中 心 半径 为 1 的 圆 
上 的 运动 ， 并 且 是 在 平面 ++y-2:=2 内 的 
运动 
. 沿 抛 物 厂 的 堪 动 ” 设 质 点 沿 搜 物 线 Y=2x 的 顶 
部 从 左 至 右 以 5 单位 每 秘 的 常 速率 运动 。 求 质 
点 通过 点 (2 ,2) 时 的 速度 . 
. 党 择 乒 的 运动 ” 设 质点 在 才 半 面 内 运动 ， 它 在 
时 间 :的 位 置 向 基 为 
rn = Ce-aln i+ tl ocos tt) 
1a) 通 出 rtrt) 的 图 形 ， 获 得 的 曲线 县 一 条 燃 线 . 
{3) 求 速度 向 量 积 吉 速 度 癌 量 的 长 度 1w1 和 
181 的 草 坟 值 和 最 小 值 . (提示 : 首先 求 
1v1? 和 1a1? 的 极 大 值 和 极 小 值 ， 然 后 求 
平方 根 . } 
， 令 * 蚌 :1 的 可 微 向 量 函 数 . 证 明 ， 若 对 于 所 有 + 
有 fd/ 出) =0, 则 1p1 是 常数 . 
三 重 纯 量 积 的 导数 
Ia) 证明; 车 5， 
数 ， 列 


a 
Ca xwy) 


+ sint 


是 1 的 可 微 向 量 孙 


x w+ ds rx 
直 dt 


有 11 章 
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fb 证 明 在 t= 基 可 油 的 ， 则 它 在 1 =i 也 划 连 综 的 . 
d {" 生 x ds) _ | dr 、 de) 34. 常 向 量 函 元 法则 证 明 ; 共 s 是 取 常 向 本 值 忆 
中 dri dg de 


(提示 : 对 在 端 微分 热 后 求 锋 积 为 零 的 问 量 . ) 
29. 撮 量 迟 数 法 则 
{ta} 证明; 车站 是 :的 叮 微 向 量 尊 数 ，* 昆 人 尾音 


实数 ， 则 
d(cuy 2c 
dt dr 
tb 证明; 车 # 是! 的 叮 微 向 量 靖 数 , 是 :的 
可 微 纯 量 函数 ， 则 


二 ba) = 垩 w+ 
30， 和 法 则 与 可 法则 证明: 若 w 和 ，* 是 :的 可 微 


du 
dt 


向 大 两 数 ， 则 
ws +p) 一 些 + 业 
和 
Ep 
出 Td dt 


31. 向 量 函 数 在 一 点 连续 的 分 量 检 驻 法 ”证 骨 ， 出 
rt = 瑟 虽 + 二 (+ 下 去 定 穴 的 向 量 郴 数 
在! = 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 f, g 和 上 在 是 连 
续 的 ， 

32. 向 量 函 教 身 量 积 的 极限 假设 (5 = 而 (9 宇 二 
DF +A r(t) =ati+e ti)j+ 
5&3 (Dk, 并 且 lim 《7) = 是 ， lmr tn) = 吾 ， 利用 向 
量 积 的 行列 式 公 式 和 纯 量 函数 极限 的 积 法 加 ， 
证 明 

lim fr) =AxH 

33. 可 微 向 量 函 数 的 连续 性 ”证明 ， 若 

FE = MND + BT) 十 由 [大 


11.2 向 量 函 数 的 积分 


的 向 量 前 数 ， 则 dudi = 外 
计算 机 探究 
在 习题 节 - 训 中 ， 几 -种 Cast 计算 机 代数 系 
统 ) 执 行 下 刻 处 理 步 又 ; 
{a} 绘制 由 位 置 问 量 r 撞 综 的 空间 贞 线 ， 
tb) 求 速度 向 量 由 A! 的 分 量 ; 
1e) 计算 drzd 在 给 定点 所 的 值 ， 并 革 确 定 山 线 
在 rt } 的 切线 方程 ; 
i 绘制 切 线 间 曲线 在 给 中 区 间 上 的 图 抠 . 
35. Ff) = {saint -icont)ititomr+tt sin 1) 了 + 人 二 ， 
Ost<6n, to =3n2. 
WO.rity = Atite jte kk, 2s3, m=1. 
37.r(D = (sin 20E + (Cn (1 + ON +R, Oredn, 


i = 4. 
38. rit) = (Cn (fe + 2 + tan Hj w+ 再， 
31，10 = 了 


在 习题 39 和 4 和 中 ， 当 对 螺旋 线 
rtey = Ceon ff + Can ofjf + brk 

改变 常数 a 种 的 值 时 ， 从 活 形 上 考察 曲 组 的 煌 

性 用 一 种 CAS 执行 每 题 中 的 处 理 步 又 . 

39. 设 B8=1， 对 于 4a=1, 2, 4, 6,， 在 区 间 0 把 
47 上 综 制 果 族 线 以 昌 和 这 条 曲线 在 :=3TZ2 的 
切线 的 图 形 ， 用 你 自己 的 说 法 描述 当 & 经 由 这 
些 正 数值 增加 时 ， 螺 族 线 的 图 形 及 切线 的 位 里 
发 生 的 变化 . 

物 . 设 e=1， 对 于 5=1M44，12，2，4， 在 区 阳 站 天 
ts4T 上 绎 制 螺旋 线 玖 和 这 条 曲线 在 := 3T72 
的 岁 形 ， 用 你 自己 的 说 法 猫 述 当 上 经 册 这 些 正 
数 利 增加 时 ， 娃 艇 线 的 图 形 及 切线 的 位 置 发 生 
的 变化 . 


我 们 在 这 一 节 研 究 向 量 画 数 的 积分 ， 以 及 它们 在 物体 洛 平面 或 者 空间 路 径 运 动 中 的 应 用 . 


11.2.1 向 量 函 数 的 积分 


可 微 向 量 函 数 员 () 称 为 向 是 函数 民品 在 区 间 了 上 上 的 反 身 数 ， 如 果 在 了 上 每 全 点 有 眼 / 册 = 上 
如 时 虹 是 r 在 1 上 的 反 导 数 , 那么 通过 一 次 处 理 一 个 分 量 ， 可 以 证 明 r 在 了 上 的 每 个 反 导 数 具 有 
下 + 忆 的 形式 ， 其 中 cC 是 某 个 这 向量 (见习 题 29). r 在 1 上 的 所 有 皮 导 数 的 集合 是 r 在 1 上 的 不 


定 积分 . 
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定义 问 莽 蝴 数 50) 类 十 + 的 不 定 积分 想 的 所 有 反 导 数 的 集合 ,用 [ r(r) dt 表示 . 如 果 
RC 呈 避 昌 的 任 章 反 导 数 ,那么 
[ra = ROUY+C 


其 中 心 是 常 向 扒 . 
常用 的 算术 规则 适用 于 不 定 积分. 
例 1 [ Ceos 9 ~ 2 k)d = (f eost de)i+ (far)i- (f 2 0 )# (1) 
= (sint+ Ct (tC + ok (2) 
= (Caint)itej -tk+0 (C= Ci+rCy -Ck) 
像 在 纯 呈 了 蚂 数 的 积分 中 一样 ， 我们 建议 选 者 跳 过 成 (1) 和 {2) 中 的 步骤 ， 直 接 取 得 最 后 形式 . 
求 督 个 分 量 的 反 导 数 ， 并 且 在 最 后 加 一 个 常 向 是 . 
向 最 珊 数 的 定 积分 最 好 用 分 量 的 形式 定义 . 国 


定 如 盯 rte) =f02i+ gtij +h(t)k 的 分 量 在 La. 5] 上 是 可 微 的 ， 了 那么 r 在 [a， | 
是 可 微 的 ， 并 日 r 从 a 到 8 的 定 积分 为 | 


[re = (frar)i+ (f ea)s+ (Sacoar)s 


例 2 [eos ts +j 21 kd = (Ju (fa 六 (fz de )& 
= [sin ti + Ter [elk 
=[0-0li+[m-0j-[m -0 k=m- sk 国 
连续 向 量 酒 数 的 微 积分 基本 定理 指出 
[rede = R(T: = RD ~ R(a) 


其 中 呈 是 了 的 任意 反 导 数 ， 所 以 尼 (6 =r(t)( 见 习题 30). 
例 3 假定 一 架 虞 挂 式 滑翔 机 的 路 径 是 未 知 的 ， 但 是 它 的 加 过 度 向 量 为 a(1) = -《3 eos 1)i 一 
(3 sin bf +2 同时 ， 我 们 知道 最 初 ( 在 时 间 上 =0) 清 翔 机 从 点 (3，0，0) 以 速度 向 量 P(0) = 3 
和 起飞、 求 滑 逆 机 的 位 置身 量 作为 上 的 丽 数 ， 
和 解 ”我 们 的 目标 是 求 rt1), 已 知 
微分 方程: a = 5 
初始 条 件 : 2(0) = 五 ，r(0) = 31 +0j +0k 
在 微分 方程 两 端 对 : 积分 ， 得 到 
vit) =- (3 sin Di+ (3 co I) +2tK+O, 


=— (3 cost}i- (3 int) + 2k 


利用 v(t0) = 辽 求 局: 
=- {3 sn0) + (3 cos ON + (O}KF + OC, 
JF=+C, 
C= 人 0 

滑翔 机 的 速度 向 量 必 为 时 间 :的 函数 是 
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= = en) + td cos I) +2 下 
对 这 个 微分 方程 两 端 积分 ， 得 刘 

rt) = (cos E+ (3 sini + tk+ C, 
然后 利用 初 值 条 件 rt0) =3 炒 C:: 

3= (3 cos OF + (3 sin ON + (CO)K + CO, 

= + ON + (OK +O, 

C=0 
请 翔 机 的 位置 向 节 作 为 上 的 晒 数 是 

res) = (3 coa + (3 sin t+ 


这 是 图 11.8 小 所 未 的 滑翔 机 路 径 . 用 上 8 位 洗 向 量 为 r= 
注 : 这 个 例子 中 积分 的 两 个 常 向 量 C, 和 C, 都 是 ， 习 是 Gm OO any 
1 和 12 给 出 积分 的 常 向 量 不 为 0 的 例子 . 国 + 上 的 琶 挂 式 滑 典 


11. 2. 2 ”理想 抛 体 运动 的 向 量 方程 和 参数 方程 机 的 路 强 ( 例 3) 

为 了 推导 拍 体 运动 的 方程 ， 我 们 假定 抛射 体 的 运动 像 在 织 坐 标 平面 内 质点 的 运动 _ 样 ， 在 
抛射 体 飞 行 过 程 中 ， 作 于 它 的 态 只 有 恒定 的 重力 ， 蕊 是 直 指 下 方 ，( 实际 上 ， 这些 假定 是 不 成 立 
的 ， 当 地 球 转动 时 ， 地 面 在 抛射 体 下 面 移动 ， 空 气 产生 和 随 扫 射 体 的 速度 和 高 度 而 变化 的 摩擦 力 . 
并 鼎 重 力 存 摔 射 体 运动 时 也 在 变化 . ) 

我 们 假定 在 时 间 4=0 从 原点 以 杞 始 速度 内 把 折射 体 发 财 到 第 -- 象 限 ( 见 图 11.9)， 如 果 
司 横 举 标 轴 构 成 a 角 ， 那 么 ， 


~» 


[msl sin ef 


r=0 “| lvl cosoat 
时 间 | 二 作 


~ -gl 
2) 在 上 =0 的 位 置身 时、 速度 剖 量 、 加 速度 向 量 和 发 射 角 5 随后 在 时 间 ! 的 位 症 向量、 速度 向 量 和 有 山 速 度 向 最 
图 11.9 抛 体 运动 


加 = (lwlcosa+flw1sinc) 
如 果 用 更 简单 的 记号 mm 表示 初始 速率 1m 1 ， 上 式 变 成 
加 = Cu cos ji + (vo sin oa) (3 
抛射 体 的 初始 位 置 县 
r= +0=0 (4) 
牛顿 运动 第 二 定律 说 明 . 作用 在 扫射 体 上 的 力 等 于 抛射 体 的 质量 普 乘 它 的 加 速 麻 ， 或 者 说 
等 于 mr/dr )， 其 中 7 是 抛射 体 的 位 置 向 量 ,: 是 时 间 ， 如 果 作 用 力 公 跟 于 重力 - m 寻 ， 那 么 ， 


通过 求 解 下 述 摇 值 问题 求 出 作为 上 的 琢 数 的 r: 
徽 分 方程 : 二 = -gj 


初 值 条 件 :r =r， 于 = (=0) 
第 -… 个 方程 的 积分 给 出 


第 二 个 方程 的 积分 给 出 


从 式 (3) 和 {4) 代 人 和 的 值 ， 得 到 


r= 8+ {a cos ojti+t (tw sin oa)tj + 
—、 _ 
LA 


合并 项 ， 遂 有 


理想 搜 体 运动 方程 ”r= (v, cos oit{ fw sin a) (5) 


方程 (5) 是 理想 抛 体 运动 的 向 重 方 程 ，a 是 抛射 体 的 发 射 第 ( 点火 角 ， 仰角 ) ， 如 前 面 所 说 . 

ww 是 抛射 体 的 初始 速率 .Fr 的 分 量 给 出 抛 体 运 动 的 参数 方程 
t= tv eosa)t, y= (vsine)t -et (6 

其 中 x 是 在 :0 时 抛射 体 的 水 平 距 离 ，y 是 抛射 体 的 高 度 . 

例 4 抛射 体 在 地 平面 上 从 原点 发 射 ， 初始 速率 为 500 mAs， 发 射 角 为 60°， 抛 射 体 在 10 秘 
后 位 于 何 处 ? 

解 ” 用 方程 (5) 取 v=500, a =60°,，g=9.8 和 t= 由 ,得 到 擅 射 体 在 发 射 t0 秒 后 的 位 置 
向 量 ; 


r= (ve Cos oa)ti+ (Cm sin oa)t 一 er)i 
= (500) (二) oi + (‘so0) ( 闪 )1o - (¥) 0.870100)) 1 ~ 2500 1 + 3840 


在 发 射 0 秒 后 ， 抛 射 体 大 约 在 高 空 3840 m 和 水 平 距离 2500 m 的 地 方 . 二 
如 同 可 以 从 方程 (6) 看 出 的 那样 ， 理 想 抛 射 体 沿 抛物 线 运 动 。 如 果 在 方程 (6) 中 ， 把 第 一 个 
方程 的 :=x/( vo cos oq) 代 人 第 二 个 方程 ， 我 们 得 到 笛 卡 儿 坐 标 方程 


y=- (zi 5 ] + Can ax 
2 ww coa ea 


这 个 方程 具有 y=ax + bx 的 形式 ， 所 以 它 的 图 形 是 抛物 线 . 
抛射 体 当 其 垂直 速度 分 甚 为 零 时 达到 它 的 最 高 点 。、 如 果 折 射 体 是 在 地 平面 上 发 射 。 当 它 在 
方程 (5) 的 刁 直 分 量 为 零 时 着 陆 ， 而 和 英 程 是 是 从 原点 到 落地 点 的 距离 ， 我 们 把 结果 概括 如 下 ， 请 
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读者 在 习题 23 由 于 以 证 明 . 
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理想 抛 体 运动 的 高 度 、 飞 行 时 间 和 射程 1 
对 于 理想 擅 体 运动 ， 当 物体 在 地 平面 上 从 原点 以 
初始 速 窑 各 发射 骨 a 发 射 时 、 它 的 运行 数据 如 下 ; 
最 大 高 度 “= Cusin an | 
2 | xo- Ho) 
飞行 时 间 ，- 2rn sin a 
a 
; 0 
Uy 
射程 R= sin 2a 图 1.10 从 点 (4,5) 发射 的 抛射 体 
和 的 路 答 ， 发 射 的 划 雄 速 诬 
如 桌 理 想 抛 体 是 从 点 (56.5) 而 不 是 原点 发 射 ( 见 图 向 量 为 加， 和 癌 地 于 向 之 间 
11.10} ,运动 路 径 的 位 置 向 世 为 的 发 射 角 为 天 
r= (+ (to Cos oad)i+ {» + (uo sin oe}t — st) (7) 
这 是 在 习题 25 中 要 证 明 的 结果 
可 题 11. 2 
在 习题 1~6 中 ,计算 积分, 11. 微分 方程 ; dr _ 一 32 
i 3 _ “ “。 dr 和 时 
1. | [B+ tk dd 器 值 条 件 ;r(0) = 100k， 
2 [6- -i+ 3 + (5 ] = | ty 
了. 三 [Csin E+ (UL + ens tf + (sec Fk] de. 12. 油分 方程 : 旺 - 一 
mi 日 
4 [ {ser t tan YE + Clan Nf + (2 sin t coa 下] 出- 初 值 条 性 : rt90) =10j+107+10， 
dr i 
三 [十 生计 让 一 
了 3 质点 在 上 = 人 时 位 于 点 (1.2,3)， 它 从 一 条 直线 
‘| [i 4] 运动 到 点 (4,1,4)， 在 点 (1,2,3) 的 速率 为 2. 
加 速度 向 基 为 党 向 量 天 -+ 大 求 质点 在 时 间 上 
在 习题 7 -12 中 ,能 初 值 问题, 求 作为 :的 本 的 位 置 向 量 r(D 的 方程 
数 的 位 先 向 量 " 14. 在 直线 上 运动 的 质点 在 4=0 时 位 下 点 (1， 
7. 微分 方程 时 = -ttj tk -1.2) ,其 速率 为 2， 质 点 以 恒定 吉 速 度 2i + 
楚 值 条 件 : ri0) =i+27+3 乓 和 求 它 在 时 间 ! 的 位 置身 
8， 微 分 方程 : 字 = (180t)i+ (1804 - 165 7 在 习题 15 - 26 中 ， 所 有 抛射 体 的 飞行 在 不 加 
初 值 条 件 : r(O) = 100 上 说 明 的 情况 下 都 被 乔 成 是 理想 的 ， 假 定 所 有 发 射 角 
gr 本 都 从 水 平方 向 起 度量 ， 间 时 假定 所 有 抛射 体 都 在 地 
9 微分 方程 : 等 = 冯 (+ te 从 平面 上 从 原点 发 射 ， 除 非 另 作 说 明 . 
切 伪 条件 ; r(0) = 万 15. 运动 时 间 ” 擅 射 体 发 射 的 切 始 速率 为 840 ms， 
发 射 角 为 名 "， 它 需要 于 少时 间 达 到 321 km 水 平 
10. 微分 方程 : 伴 =(e 十 二 十 上 站 十 8 天 3 


韧 值 条 件 : rt0) = + 了 了 


中 南 ? 
16. 求 炮弹 的 初速 率 ”假定 雹 洋 的 最 大 尉 程 为 24. 5 km， 


20. 


21. 


22. 


. 投 搓 棒 球 在 场 邮 之 上 32 ft 的 腹 台 


帘 间 中 的 向 量 何 通 圾 和 物体 的 壕 动 


六 烛 弹 库 开 娩 时 的 速 桨 . 


-飞行 时 间 与 高 度 ”扫射 体 以 切 始 速率 500 ms 


和 伸 角 为 45" 发 射 、 

(8 扫射 体 糙 在 什么 时 间 善 陆 和 疏 越 多 少 虑 而 * 

(1b) 当 枫 射 体 的 水 平 跨 离 为 5 km 时 它 的 商 度 是 
多 少 ? 

[抛射 体 达到 的 最 大 高 度 是 党 大 ? 

于 投 邱 岩 

瑟 ， 投 邱 角 在 水 平方 向 之 上 30*， 如果 初 始 违 

率 为 32 fs， 梭 球 将 在 什么 时 间 蓝 她 和 落 丰 多 

还 的 地方? 


.发射 识 尔 堪 球 ”在 地 面 用 弹射 器 以 息 * 角 发 射 


商 尔 大 球 ， 球 在 10 mm 迁 的 地 方 落地 ， 

{aj] 球 的 初始 速率 是 客 少 ? 

【bj) 用 同样 的 初始 速率 ， 求 售 落 地 点 为 年 过 
的 两 个 发 射 角 . 

电学 次 射 、 电 视 显 像 管 中 的 … 个 电子 从 水 平方 

向 以 5 x 10* ms 的 速率 朝 距 离 40 cm 处 的 荧光 

屏 发 射电 子 在 其 撞击 荧光 屏 前 大 约 下 降 省 少 

高 度 ? 

等 射程 发 射 角 ”上岗 个 发 射 角 能 够 使 炮弹 在 地 上 款 

辣 一 玉 平面 上 达到 16 km 下 射程 的 目标 ， 如 巢 

炮弹 的 要 巡 束 举 为 400 m/s， 这 两 个 发 射 角 是 条 

大 ? 

射程 与 高 度 周 岂 率 的 关系 

【8 证 明 ， 在 绽 定 的 发 射 划 ， 当 抛射 体 的 初始 
速率 加 倍 时 ， 它 的 射程 为 原来 射程 的 4 售 . 

【bp] 为 了 使 地 射 笨 的 高 度 和 射程 吉 傍 ， 初 始 速 
率 应 增加 的 百分数 是 多 少 ” 


.对 于 理 配 抛 体 运 动 的 最 大 高 度 ， 飞 行 时 间 和 射 


程 ， 证 明正 文 {按照 例 和 中 结 出 的 结果 . 


， 弹 于 碰 擅 ” 附 图 显示 用 两 虹 弹 子 司 试 验 ， 把 弹子 


所 向 弹子 BB 投射 ， 损 射 角 为 x， 初 始 速率 为 ww， 在 
同一 时 刻 ， 弹 子 中 在 4 的 下 射程 RR 单位 的 一 点 之 
睹 民 tan a 单位 的 地 方 从 静止 状态 下 落 ， 结 果 发 现 
此 蒜 弹子 碰撞 而 同 mm 的 值 无 关 ， 这 是 纯 属 巧 舍 还 
是 必然 发 生 的 事件 ?提出 答案 的 理由 . 
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25. 从 点 (1x ,Yo] 发 射 
微分 方程 :中 


二 悄 共 件 : 

二 

中 

推导 sr 学 面 内 个 贰 疝 最 天 的 参数 方 得 ! 
如 (31)) 


X= x + tn enn 中 


通过 杰 角 梓 什 问题 
=-gj 

r(0) = ref + hn， 

(DY = 【roeon odd + {rs sin ey 


见方 


- ] 3 
Ft sn 放手 。 放 


36. 抛射 体 轨 道 的 峰值 点 对 于 从 地 面 以 发 射 骨 避 


和 杞 始 速 率 + 发 射 的 扫射 体 ， 考 虑 把 wx 作为 变 
量 和 mw 作为 岗 定 常数 我 们 对 每 个 a 
ts<asT2) 得 到 如 附 图 所 朱 的 抛物 线 轨道 , 
证 明 : 和 平面 内 受 出 这些 抛物 线 轨 遂 的 其 大 商 
全 部 位 于 精 贺 


_ 人 Pm 
x + 人 一 也] = 可 
de dg 


上 上， 其 中 *se0 


度 的 点 ， 


27， 证 明 可 积 向 量 溺 数 的 下 询 运 算 性 质 : 
(aa] 常 闭 纯 量 仿 法 则 : 


站 toa = 本 rode (任意 纯 基 各 
取 大 = -1， 得 到 负 常 数 纯 量 倍 法 则 : 


[rn = -fr lf 


{b} 和 法 则 与 着 法则 : 
六 en Er yd = Pres fr 

(ej) 常 向 重信 法 则 ， | | 
ferng = red ( 任 各 党 向 车 


cxrd = cx riod (任何 常 向量 人 


28. 纯 量 函数 和 向 量 画 数 的 积 ”假定 纯 量 孙 数 
E 人 和 向 是 丽 数 必 号 都 是 在 区 间 msit 反 5 上 定 


S94 蓝 1 章 


电 的 . 灼 后 利用 习题 29t3) 中 的 结论 证 明 ; 若 如 有 是 

【aij 让 呈 : 攻 w 和 是 [as 上 的 连续 丽 数 ， 则 碍 [a,#] 上 的 任何 反 导 数 ， 则 有 
好 是 [at 上 的 连续 函数 ， 六 ou = Rh) -只 fa 

1b) 证明: 若 = 和 部 是 [a,b] 上 的 可 微 数 ， 则 ” 
wr 在 [4.5] 上 基 可 微 的 ， 并 且 31.， 排 妆 一 个 排 碌 在 距 5 高 球 网 12 ft 远 的 地 面 

1 册 之 上 4 的 点 被 击 出 ， 它 飞 离 击 球 点 的 切 始 过 
Co 度 为 35 fs 和 佩 角 为 27*， 并 且 林 被 对 方 球员 
29. 向 量 酒 数 的 反 导数 接 到 而 落地 . 

[ai 利 髓 线 量 随 数 涉 值 定理 系 2 证明: 车 两 个 ia) 求 排球 路 径 的 向 量 方 程 . 

向 导 琴 数 旺 ,Cf) 和 起 (2) 在 区 间 上 有 恒 等 (tj 排球 上 升 的 商 度 基 科 各? 它 在 什么 时 间 夺 
的 导数 ， 则 它们 在 整个 区 间 上 上 促 相差-- 个 到 最 大 高 度 ? 
常 血 量 值 . 【ce) 冰 排 球 飞越 的 距离 和 飞行 的 时 间 . 

{b] 利用 Ca) 中 的 结果 证 明 ; 若 串 ( 间 是 江 虽 在 节 [di 记 在 什么 时 起 达到 地 面 之 上 了 下 的 高 麻 ? 从 
上 的 伍 何 反 尾 数 ， 则 r 在 7 二 的 任何 其 他 反 那 一 点 到 落地 点 的 距离 [地面 距离 ) 且 多少? 
导数 等 于 只 (0 +C， 其 中 心 是 某 个 党 向 量 . 1e) 假定 把 排球 网 升 商 到 8 五， 结果 会 改变 吗 ? 

30, 微 积分 基本 定理 ” 实 变 量 纯 量 函数 的 微 积 分 基 作出 解释 . 

本 于 对 于 实 变 量 向 量 务 数 同样 成 立 ， 用 下 述 方 了 2. 掷 铅 球 1987 年 ， 娜 塔 骨 娅 - 里 苏 斯 卡 娅 在 莫 

法 证 明 这 个 结果 : 斯 科 创 造 了 一 项 友子 世界 纪录 ， 嫁 把 18 栈 13 
首先 利用 纯 量 蝴 数 的 基本 定理 证 明 ; 车 向 内 司 的 输 球 投 指 73 英尺 10 英寸 假定 她 是 在 

怖 消 数 r() 对 于 a 志 : 志 是 连续 的 ， 则 在 (06,4b) 地 平面 之 上 56.5 英尺 以 40? 角 投掷 ， 希 球 的 初始 

内 的 每 个 点 有 速度 是 密 少 ? 


[rr)dr = rr) 


11.3 ”空间 中 的 统 长 


我 们 在 本 节 和 后 面 两 节 讨 论 曲线 形状 的 数学 特征 ， 
这 种 特征 表明 曲线 转弯 和 扭曲 的 陡 度 
11.3.1 沿 空间 曲线 的 史 长 

光滑 的 空间 曲线 的 特征 之 一 是 其 具有 可 度量 的 弧 长 . 
这 使 我 们 可 以 从 曲线 上 的 某 个 基点 起 给 出 沿 曲线 的 有 向 ”图 11.11 光滑 曲线 可 以 像 数 直线 屠 


想 离 来 定位 曲线 上 的 点 ,这 是 在 坐标 轴 上 定位 点 的 方法 ， 样 标 度 ， 每 个 点 的 坐标 是 
即 通 过 给 出 它们 距 原 点 的 有 向 距离 ( 见 图 11. 11). 从 珊 先 设 定 的 基点 起 褒 曲 
为 了 量度 沿 空间 中 光滑 曲线 的 距离 ， 我 们 在 用 于 平 线 的 有 向 距离 


面 曲线 的 距离 公式 中 增添 一 个 z 项 . 


定 兴 ” 光 请 曙 线 
rey = xCtF + y(t) ttt)k, got 


当 ! 从 1=a 增加 到 +=5 时 恰好 描绘 一 次 的 长 魔 是 


2 2 3 
Z -了 /( 攻 ) (+) 
正如 对 于 平面 曲线 一 样 ， 可 以 用 注 足 所 述 荣 件 的 任何 方便 的 参数 表示 来 计算 空间 曲线 的 长 


度 . 证 明 从 上 略 . 
公式 (1) 中 的 平方 根 是 1v|1 ， 即 速度 向 量 grid 的 长 度 ， 这 使 我 们 可 以 用 更 简单 的 形式 写 出 
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曲线 长 度 的 会 式 ， 


统 长 公式 
Lf ivia (2) ， 


例 E 一 架次 戎 机 滑 螺 旋 线 r0) = 《cos + (sin t+ 志向 上 滑 著 ， 滑 期 机 有 愉 上 =0 到 ;=2T 
的 路 径 的 长 度 是 多 少 ? 
解 ” 这 段 时 间 的 路 径 对 应 于 螺旋 线 的 一 个 整 图 ( 见 图 11. 2). 曲线 这 部 分 的 长 度 为 
= f viat = vw(-ainb + (cost) + (1)idt = [ Aa = 27 六 长度 单 位 


这 是 螺旋 线 坐 落 在 xy 平 页 内 的 圆周 长 的 内 偿 . 国 

如 果 我 们 在 用 和 参数 上 表示 的 光滑 曲线 上 选择 - -个 基点 P(r,)， 每 个 : 值 决定 上 上 一 点 中 (人 
= (xf tsfty ) 和 一 个 "有 向 距离 ” 

s(t) = f lytr) ldr 

这 个 距离 从 基点 起 沿 C 度量 { 见 图 11. 13)， 如 果 :> st 是 沿 曲 线 从 中 5) 到 (5) 的 虐 离 ; 
如 果 i < 如，:s( 中 是 这 个 中 离 的 负 值 ，: 的 每 个 值 决定 C 上 的 一 点 ， 并 且 这 战 为 C 对 于。 的 参数 表 
示 . :3 称 为 曲线 的 驱 长 参数 ， 参数 的 值 随 : 增加 的 方向 增加 . 驱 长 参数 对 于 考 泰 空间 曲线 的 恋 曲 
和 和 扭曲 性 质 特别 有 效 . 


图 11.12 出 1 中 的 蜡 旋 线 图 11. 13 沿 曲 线 从 点 Pt) 到 任何 点 Pn) 的 有 向 距离 是 
rte) = {con E+ (sin 二 二 本 -f v7) lar 
风 


以 了 {5 ) 为 基点 的 驱 长 参数 ， 
站 = 上 vr) + [y'(r)}]: + [>(7y] dr = | tp(+) fdr (3) 


在 公式 (3) 中 用 希腊 字母 rt 读 作 “tau”) 作 为 积分 变量 ， 因 为 字母 1 已 经 用 作 积分 上 限 . 
如 果 曲 线 昌 已 用 参数 :给 出 ，s( 昌 是 由 公式 (3) 给 出 的 驱 长 函数 ， 那 么 我 们 有 可 能 求解 
作为 * 的 函数 : := 以 ?)， 于 是 曲线 可 能 通过 用 以 s) 代 换 : 重新 用 参数 * 表示 :rti) =r(1(s))， 新 
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的 参数 表示 用 沿 曲 线 从 基点 到 一 点 的 有 向 距离 来 确定 曲线 上 的 这 个 点 . 
例 2 ”如果 =0， 沿 螺旋 线 
Pe) = (com ti + Csin ti)j+itk 
从 与 到 上 的 着 长 参数 是 


s(t) = ICr)》1dr 【公式 (3)) 


- | Adr (从 例 1 得 到 的 值 ) 


= 2t 
从 这 个 方程 求解 5， 得 到 := wwv2， 代 人 位 置身 量 rr， 给 出 螺旋 线 的 于 述 弧 长 参数 表示 : 
rii(ts))} ka ERA D3 Ede 加 


对 于 已 经 用 某 个 其 他 参数 上 给 出 的 曲线 ， 通 常 是 很 礁 用 解析 方法 求 弧 长 的 参数 表示 的 ， 这 一 
点 不 同 于 例 2， 不过， 幸好 我 们 很 少 需 要 用 气 忆 或 它 的 反 曙 数 区 7) 的 确切 会 式 ， 
11, 3,2 质点 沿 光滑 曲线 运动 的 速率 


信物 传记 由 于 公式 (3) 中 根 式 的 导数 是 连续 的 ( 曲线 是 光滑 的 ) ， 微 积 
一 一 一 分 基本 定理 表明 ，, 是 ;的 可 微 两 数 ， 具 有 导数 
乔 塞 亚 ， 威 拉 德 . 吉 布 其 v0 4) 


【Josiah Willand Gibba, 1839—1903) 
正如 我 们 已 经 知道 的 那样 , 质点 灌 它 的 路 舒 运 动 的 这 个 速 座 是 ' 
速度 向 量 * 的 长 度 . 
虽然 基点 Pi} 在 公式 (3) 的 5 定义 中 起 作用 ， 代 是 它 对 于 公式 (4) 不 起 作用 ， 运 动 质 点 沿 它 
的 路 径 行 进 一 段 距离 的 速率 同 它 离 基点 的 远近 无 关 ， 
注意 由/ 由 >0， 因 为 按照 定义 ， 对 于 光滑 曲线 1+ | 不 会 为 零 ， 我 们 又 一 次 见 到 s 是 + 的 增 
函数 . 
11. 3.3 单位 切 向 量 了 
我 们 已 经 知道 速度 向 量 ”= drzd 同 曲线 由 切 ， 因 此 .向量 
11 
是 加 (光滑 ?曲线 相 切 的 单位 向 量 . 由 于 对 于 我 们 考虑 的 曲线 ds 由 >1，* 是 一 对 一 画 数 并 且 有 反 
函数 ， 反 本 数 给 出 上 作为。 的 可 微 函 数 (3,7 节 }， 反 清 数 的 导数 为 
1 1 
= dr 1 
这 使 r 成 为 ;的 可 微 函 数 ， 它 的 导数 可 以 用 链 式 法 则 计算 如 下 : 
dr 中 虫 _， 1 节 


de dd 7 ivi Iv 
这 个 公式 说 明 ，drzds 是 在 速度 向 量 * 的 方向 上 的 单位 切 向 量 ( 见 图 11. 14). 


定 空 “ 殉 滑 曲线 rf 昌 的 单位 切 向 量 是 
机 _ dr/dt F 
T= dd ”Iv (5) ， 
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单位 切 央 量子 是 上 的 可 微 郑 数 ， 只 要 ， 是 :的 可 微 师 数 ， 在 11.5 节 将 会 见 到 ,外 是 移动 参考 
标 架 中 的 一 个 单位 向 量 之 一 ， 这 个 标 架 是 用 来 描述 : 维 空间 中 移动 物体 的 运动 的 ， 
例 3 求 曲 线 
re) = (3 eos t)F + (3 sin rt) + tk . 
的 单位 切 向 量 . 这 条 曲线 表示 11.2 节 例 3 中 的 滑翔 机 的 路 径 . 
解 ”在 那个 例子 中 ， 求 出 


v= in + (3 cos ty +2k 

和 
Irl= v9 + dr 

因此 ， 

Vy 3 snt ， 3cost , 2t 

= = 一 一 f+ ~ - 上 
tv| v9 +4r v9 rae VS +A 9 
对 于 围绕 单位 圆 依 反 时 针 方向 的 运动 
ri) = (eos ti + (sin ey)F 

我 们 看 出 


VvV= -snt)i+t (eosrt)j 


已 经 是 单位 向 量 ， 所 以 T=wvt 见 图 11.15). 


图 1t.14 用 ir1 除 v 求 单位 切 向 量 图 11.5 围绕 音 位 圆 依 反 时 针 坟 向 的 运动 
习题 11. 3 
在 习题 ] ~8 中 ， 求 曲线 的 单位 切 向 量 ， 此 外 ， 9 在 曲线 
求 曲 线 指出 部 分 的 长 度 . rfty = {5 sin ti + (5 cos 1)f + 121 
rt) = (2 co8 D+ (2 sia fj + YS KE, OS1ET. 上 ， 求 滑 此 线 在 狐 长 增加 方向 下 离 原点 26% 单 
Frft) = (5 gin 21) E+ (6 can 34) + 5 0 和 ti 位 的 点 . 
.ri tA, 00h, 10. 在 曲线 


rt) = (12 sin tf}i ~ (12 cos 1)j + 5w 
上 , 求 沿 曲 钱 在 弧 长 增加 的 反方 向 距离 序 点 
13T 单位 的 点 . 
在 习题 11 ~ 14 中 通过 计算 公式 {3) 的 积分 


5 = {lv lar 


FE) = tl +tk, Osi 

FE) = Co00 0 + (sint)k, Outenm2. 

re) = 看 207 一 3 大，] < 上. 

FU) = ft oon DF + gin t+ (ZA KK, ORL En. 


FU) = ain t+om NE+tt cos t -sin ty, ets? 


得 
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求 从 t=0 的 点 起 沿 申 线 的 饭 长 参数 . 


11. 


ree) = (4 conn)it (dd sin Ft DE. 


囊 1 非 


【gm = (oo di) i + tain dt) + hk 1 
2, 


12, riry ={em t+t sin tf + (aint -rt con tf, TA2E (bjrftt) = [eo tr2)] i + [sintet2hy + 
1 [和 
9. pe) = ep E+ enin fF +e ,ln 4er OO. [en = (cos tli- {sin ty -HK, -2271<). 
14，r( = Ot 4 + 6 -6 -lers0 19. 面 的 渐 伸 线 ”如果 把 缠绕 在 周 定 国 上 的 绳子 解 
15 弧 长 ” 求 明 线 开 ， 同 时 使 其 在 圈 所 在 平面 内 崩 宜 ， 它 的 端点 
re) = (v2 + (CVO + (OL -Kk P 描绘 出 网 的 一 条 渐 仲 线 ， 在 附 图 中 ,涉及 的 
从 点 (0,0,1) 到 (2 ,2,0) 的 长 度 . 圆 是 x 十 到 = 1， 描 绘 起 点 在 {1、0). 绚 子 的 
16. 螺 允 线 的 长 度 “ 例 | 中 絮 旋 线 图 的 长 度 2m 应 解 开 评分 同 国 在 点 @ 相 切 而 是 欠 正 * 轴 到 
也 是 边 长 为 2 单位 的 正方 形 的 对 角 线 长 度 线段 00 的 角 的 弧度 量度 ， 推 导 渐 伸 线 的 点 
说 明 如 何 适 过 切 贡 并 且 悦 平 妾 施 线 环绕 的 因 柱 。 “人 人 
面 的 “部 分 获得 这 个 正方 形 nn 
17. 梢 加 
{a) 证 明 曲 线 
rt) = {Cron ti + {sin DF + (Ct - cos 于， 
Ot 和 S27 
是 -个 止 圆柱 面 间 一 个 平面 的 交 线 ， 由 此 
证 明 这 杀 曲 线 是 一 个 柄 圆 ， 求 这 个 浆 柱 面 
和 平面 的 方程 
[b) 画 出 团 柱 面 上 酉 圆 的 草图 ， 在 图 上 后 加 在 
=0，Tx2， 囊 ，3m2 的 单位 切 向 量 . 
te 证 明 加 速度 向 基 始 然 处 在 同 平面 平行 的 
位 堂 ( 同 平面 的 法 向 量 正 交 )， 二 此、 如 
果 炸 出 加 速度 作 为 附着 在 精 贺 上 的 向 是， 
它 将 位 于 椭 加 所 在 的 平面 内 ， 在 章 图 中 
添加 1=0，% 人 2, 3mc 时 的 加 速 诬 20. (里 习题 19? 求 图 的 新 伸 线 在 点 P(x,y) 的 单位 
向 量 . 切 向 荐 . 
[5) 写 出 椭圆 长 度 的 积分 ， 但 是 不 要 试 疼 求 这 231， 沿 直线 的 距离 证明: 如 果 ww 是 单位 向 其 ， 那 么 . 
个 积分 它 是 非 初 等 积分 . 沿 直线 ri) = 所 +tw 从 成 起 的 殊 长 参数 等 于 1 自 
(e) 数 值 积分 焰 ”用 计算 机 积分 器 估计 这 个 椭 身 ， 其 中 户 是 5=0 时 的 点 矶 (入 过) 
贺 的 长 度 ， 准 确 到 两 位 小 数 . 22. 利用 ”= 10 的 辛普森 法 则 ， 求 曲线 
15， 曲 线 长 度 不 依 刺 于 参数 吸 示 “为 了 说 明光 清空 间 PCD = 和 + 
曲线 的 长 度 不 依 刺 于 用 来 计算 它 的 参数 表示 ,用 从 原点 到 点 (2,4,8) 的 线 长 的 近似 值 
下 列 参 数 表示 计算 例 1 的 幼 旋 线 一 图 的 长 度 : 
11.4 曲线 的 曲率 
在 这 一 节 我 们 研究 曲线 是 如 何 转 向 或 者 弯曲 的 .首先 考察 坐标 平面 内 的 曲线 ,然后 转 信 空 
间 中 的 曲线 . 
11.4.1 平面 曲 钱 的 曲率 


当 质 点 沿 平 面 内 的 光滑 曲线 运动 时 ， 向 量 和 = 由 xds 在 曲线 弯曲 的 地 方 转向 ， 由 于 了 是 单位 
向 量 ， 在 质点 府 曲 线 运动 的 过 程 中 ， 它 的 长 度 保 持 不 变 而 只 改 变 方向 ， 了 沿 晶 线 每 单位 长 庆 转 向 
的 变化 率 称 为 曲 酝 { 见 图 11. 16)， 曲 率 消 数 所 用 的 传统 符 导 是 希腊 字母 x( 读 作 * kappa"). 
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i 


ds 


如 果 1dTAds1 的 人 秆 很 大 ,了 在 质点 通过 P 时 
急剧 转向 ， 曲 线 在 P 的 曲率 是 很 大 的 如 时 
1 dTAds 1 接近 于 零 , 工 的 转向 比较 缓慢 ， 曲 线 在 
PP 的 曲 罕 比较 小 . 

如 朱 光 滑 曲 线 ri) 已 经 用 不 同 于 弧 长 参数 
的 另外 一 个 参数 上 给 出 ， 可 以 按 下 述 方 式 计 算 
曲率 : 


= | 
<= | 拼 并 于 | 链 式 法 划 ) 
-1 至 | 
| ds/dil | dt 图 11.16 当 户 沿 曲 线 在 疡 长 增加 的 方向 运动 
_1. | (和 -iv 时 ， 单 位 切 向 量 了 转向 ;1dFr“d 1 在 
1y1 | 中 dt P 的 值 称 为 曲线 在 PP 的 曲 站 
计算 曲率 的 公式 
如 果 r 世 是 光滑 曲线 ， 那 么 曲率 为 
~- 工 | 虹 
Tv | | 人 


其 中 了 = w 1Trl 是 单位 切 向 量 . 


通过 检验 定义 ， 我 们 在 下 面 例 1 和 出 2 中 看 出 ， 直 钱 和 加 的 曲 
率 是 常数 ， 

例 1 一 条 直线 的 参数 表示 为 r(D =C+， 其 中 避 和 "是 党 
向 量 ， 因 此 , 产 ( =r， 单 位 切 向 量 了 =w1ivr1 尼 党 向 量 ， 它 始终 
指向 同一 方向 并 且 导 数 为 0( 见 图 11.17)， 由 此 推出 ， 对 于 参数 : 
的 任何 值 ， 直 线 的 曲率 为 


了 
T1001 
< = | 衬 = 证 al=0 硬 

例 2 现在 来 求 贺 的 曲率 ， 从 半径 为 = 的 圆 的 参数 表示 图 11.17 沿 一 条 直线 的 单 
Fft) = Ca cos i)i + (a sin t)j 位 切 向 量 了 始终 
开始 ， 寺 是 ， 指向 同 -- 方 向 ， 
dr . 曲 宰 1 dT/d: 1 为 

?= 本 = (0sin Dit+ (ecosi)) 零 ( 例 1) 


1y | = wasnbrytecosDi = wa =lal= a (由 于 > 0,lal- a) 
由 此 求 出 


了 = - =- (sin t+ (cosi)i 
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dT, — {cost}r - (sin ti 
dt 
dT - varyana =1 
de i 
所 以 ， 对 十 参数 1 的 企 何 值 ， 加 的 曲率 是 
-idg7| -1 上 上 1 
“=ivilg| ”a1 Y=- 和” 平 径 四 


式 (1) 中 计算 x 的 公 坏 虽然 也 可 以 用 来 计 秆 空间 曲线 的 曲 尝 ， 但 是 在 下 节 我 们 要 强求 一 个 通 
常 更 便于 庶 用 的 计算 公式 . 

在 回 单位 切 向 量 了 正 交 的 癌 贡 中 ， 单 们 法 问 量 六 是 特别 重要 的 一 个 ， 因 为 它 指向 曲线 转弯 
的 方向 。 由 于 了 的 长 度 为 常数 (等 于 1)， 导数 4T“d 同 了 正 变 (001 节 公 式 44))， 因 此 ， 如 果 
d7“ds 几 它 的 长 诬 x 相 除 ， 我 们 就 得 到 辐 下 正 交 的 单位 法 向 本 NC 议 图 11. 18). 


定名 在 xz 的 点 ， 平 而 内 光 疹 曲线 的 主 单位 法 向 量 是 
] dT 


! Kk ds 
L . - - - 一 


癌 量 q7x 指向 了 在 曲线 弯曲 时 转弯 的 方向 
因此 ， 如 果 我 们 面向 弛 长 增加 的 方向 ， 向量 gd“ ds 
在 了 沿 顺 时 针 方 向 转弯 时 指向 太 傅 ， 在 了 举 反 时 针 
方向 转弯 时 指向 左 侧 ， 换 名 话说 ， 主 法 向 量 六 指向 
曲线 四 的 一 侧 ( 见 图 11. 18). 

如 果 光 滑 曲 线 已 经 用 弧 长 黎 数 s 之 外 的 另 一 个 
参数 上 给 出 ， 几 人 么 利用 链 式 法 出 可 以 直接 计算 少 ， 
dz“ds _ tdTrdi}) (di/ds) 


N 


TdTr/dsl | dF/de tl derds | 图 11.18 同 曲 线 正 交 的 向 量 dTvds 始终 
dd (消去 下 - ] > 0) 指出 了 转弯 的 方向 ;单位 法 各 
~ 1dT/de | “ds ds/dr 量 六 是 dy7 电 的 方向 


这 个 公 起 使 我 们 能 够 求 交 而 不 必 先 水 < 和 5 


计算 六 的 公式 


如 果 rtr) 是 光滑 曲线 、 暑 么 主 单位 法 向 基 时 
dT/dt 
N = drzran (2) 


其 中 了 =w1Pi 是 单位 切身 莽 . 


例 3 求 圆周 运动 
Free) = (oon 210 二 【sin 2) 
的 他 和 疼 . 
解 首先 求 了 : 
p=— (2 sin 227i+ (2 cos 21)f 
lvi= v4sinz2r +4 cos'2r =2 
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T= ji = (sin 2 + (nos 22Y 
y 
由 此 上 冰 出 
了 — {2 cos 2tF - (2 sin 2ry 
写 vonos2 + 4 sin'2t = 2 
上 
和 
dTAdt 
~ 1dT/qtl 


= -teos 20)8 —- (sin 20 ( 公 戌 (2)) 

请 注意 TN=0, 证 实 入 同 T 正 交还 要 注意 .对 于 本 例 中 的 贺 周 运动 ，r(1) 的 单位 法 向 
其 刘 指向 圆 在 原点 的 圆心 . 国 
11. 4.2 平面 曲线 的 曲率 圆 

在 平面 曲线 上 xz0 区 点 P 的 曲率 团 或 者 密切 加， 是 曲线 所 在 平面 上 满足 下 列 条 件 的 国 : 

(1) 它 加 曲线 在 相 切 (具有 和 曲线 相同 的 切线 }，; 

(21) 其 有 和 曲线 在 中 的 相同 曲率 . 

(3 处 于 曲线 止 的 一 倒 或 者 内 侧 { 如 图 11. 19). 

曲线 在 中 的 曲率 半径 是 曲率 阅 的 半径 ， 依 据 例 2， 


曲 之 半径 =p = 过 


为 了 求 曲率 半径 PP， 我 们 求 曲率 wx， 再 取 倒 数 ， 曲 线 在 P 
的 曲率 中 心 有 是 曲率 图 的 圆心 . 

例 4 求 搜狗 线 y = 在 原点 的 密切 圆 ， 并 且 画 出 
图 形 . 

解 ”利用 参数 5=x 给 出 抛物 线 的 参数 表示 ( 见 9.6 节 
例 1) 


曲率 中 


图 11.19 在 P(x,y) 的 密切 贺 
处 于 曲线 的 内 制 


ri) = + 


首先 求 搜 物 线 在 原点 的 曲率 ， 利 用 公式 (1) ， 


y= 字 = 了 +247 
ly1= vT+48 
所 以 
T= tA) 20L+42) 
由 此 求 出 
了 =-4HKL+42) + [2 +40) 7 820L+ 4 下 
在 原点 ， +=0， 所 以 向 率 为 


1 
Tro 1 


-元 1G431= 【1) vO +2 = 


x(0) = | 


#02 身 11 沸 


岗 此 ， 曲 率 半 和 从 是 1 =172， 从 图 11.20 看 出 ， 在 原点 ，T=i， 所 以 入 =j， 而 密切 加 的 圆心 在 
但,]2)， 帘 切 加 的 站 程 二 
: 1 1 1 
Go +{r-7) = (7) 
从 图 襄 .20 可 以 看 出 ， 书 切 圆 在 原点 对 抛物 线 的 遇 近 
比 切 线 通 近 y=0 县 更 好 的 遂 近 . 图 
11. 4.3 空间 曲线 的 曲率 和 法 向 量 
如 果 空 间 中 的 光滑 曲线 居 用 作为 其 个 参数 1 的 函 


数 的 位 置 向 量 r() 表 示 的 ， 开 且 ;是 曲线 的 弧 长 参数 ， 0 1 
刷 么 单位 共 向量 工 是 drs = vA/1r1， 于 是 空间 曲线 的 ， 
蝎 率 定 交 为 图 11.20 在 原点 的 
2 dr jar (3) 密切 圆 ( 例 4) 
ds lrlidt 
同 平面 曲线 的 曲率 一 样 . 向 量 dT/ds 同 T 正 交 ， 我 们 把 主 单 位 法 向 量 定义 为 
1dr d7rd (4) 
~ xd 1dT/dtl 
例 5 求 螺 旋 线 
ri = (a cost)it (a sinty +hk,ab20a + ¥0 
《 见 图 11.21 7) 的 曲率 ， = 
解 ”从 速度 向 是" 计算 了 
v=— tasini)i+ {acos tt) + bk 
[pl= Vasint +a'cos t+ = va + 
T= io 0 + 如] 
lr| a 十 起 
然后 利用 公式 (3) ， 
k= .| d7 
lvl de 
1 _， J [一 (ae cos i)E - {a sin t)f] 3 
a +b ve + 
= lcos EE ~ (sin tt) | 
a 十 由 图 11.21 用 正 数 ae 和 六 玉 te0 面 出 的 
a 昱 旋 线 ri) = (a cos + 


= ost) + (sint)” = 
nb g++ 《basin ej + 各 5) 


从 这 个 等 式 看 出 ， 对 于 固定 的 a， 曲 率 随 上 的 增加 而 减 
小 ， 对 于 画 定 的 上 ， 减 小 “最终 也 是 减 小 曲率 . 
如 果 避 =0， 螺 旋 线 退化 成 半径 为 < 的 圆 ， 它 的 曲率 像 应 有 的 那样 三 小 刘 1/a， 如 果 ==0， 螺 
旋 线 变 成 :办 ， 它 的 曲率 减 小 到 0， 这 也 是 应 有 的 结果 - 
例 6 求 例 5 中 主 单位 法 向 量 驴 ,并 且 描 述 它 的 指向 . 
解 ” 对 于 从 例 5 得 到 的 单位 切 向 量 T， 有 


4 - ! [{a cost)if + (oa sint)i |] 【全 15)) 


dt /rr 
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dT|_ i emt +r ni 
1 ! a i vn 十 站 ant 7 
NE east 
-+t [Ca cos tj + Ca sin tyf] 
G wa + 
=— (vont)i— (sain t)j 
因此 ,六 平行 于 xy 平面 ， 并且 馈 终 指向 > 轴 . 国 
习题 11, 4 
在 习题 1 ~4 市 ， 求 平面 曲线 的 了 ， 交 和 上 (ort) = v4 i+ttj, 2g1€2. 
1. Fee) =t tin con 有， -m/e 2. 如 ( 续 习 丁 7)1aj 利 用 习题 7 的 上 方法 尖 遇 线 
3. rr) =(m sec ittj, -T/L <r<TA2. rn) = +3 
3 re = + i+ ts 泊 1< 人 0 时 的 入; 热 后 求 其 当 1>0 时 的 NN 
rt = co8 t+inin ittani-t co t)j, 1>0. 【b) 对 于 (a) 中 的 曲线 ， 利 用 公式 14) 直 捷 由 了 
5. zy 平面 内 函数 转 形 的 曲率 公式 计算 对 于 tz#0 的 NN， 在 :=0 时 存在 训 取 * 
1a}xy 平面 内 y =f(x) 的 图 形 自 动 具有 人知 数 表 寺 画 出 曲线 的 图 形 ， 并 且说 明 当 : 南 负 值 变 成 
形式 xz=x， yy =Fxr) 以 及 向 量 公 式 rfr) = 正 值 时 六 会 出 现 什 么 变化 . 
x 了 + 六 x 让 利用 这 个 公式 证 明 : 著 / 居 x 的 在 习题 9~16 中 , 求 T,N 和 kk. 
一 次 可 徽 陋 数 ， 则 9 DO = 103 sin YE+ (3 coy 1)F + dk, 
wzy = I M0, rin) ={cos 1+1 sin E+ (unt-teo r+ 
[1 + 11. rts) = (ereos )E+ (esin 1)f +2k. 
(1D 利 及 {8) 中 必 的 公式 求 12. r(i) = (6 sin 20)1 + (6 con 21)7 +451k. 
Y=In (ean x), -m2 < 和 区 页/ 13. r(t} = ee/ + (rr/2), 1»>0. 
的 曲率 ， 把 答案 同 习 题 1 的 答案 作 比 较 . 4. re) = {wos E+ {sain}, 0 ct < 2. 
{¢} 证 明 在 抛 点 的 曲率 为 堆 . 15. rs) =ti+ (0 cosh(1/a) )j, a > 人 
6 用 参数 讼 示 的 平面 曲线 的 的 率 公式 16. r(1) = (engh 0) (sinh 7 会. 


主语: 由 一 次 可 允 明 数 * -A 和 y=-g() 定 7. 证 明 : 哲 物 线 y=ax ，ax0 在 其 顶点 具有 最 大 
文 的 光滑 曲线 7(f) =/(x)i+g(4)j 的 曲率 由 旧 率 ”并 且 无 最 小 古诗 (注意 ， 直 于 二 组 丰 


人 . 平移 或 者 旋转 时 保持 曲率 不 变 ， 这 个 结果 对 于 
x = -了 任何 抛物 线 都 是 正确 的 . ) 
人 18. 证 明 ; 椭 闻 x+=a cost, y=bsint, a>b>0 在 
千本， 公式 中 的 点 (”) 表示 对 4 的 导数 ， 每 其 长 轴 有 具有 最 大 曲率 ， 在 其 短 轴 具有 最 小 遇 率 . 
让 人 全 素 次 守 数 ， 利 用 这 个 公式 求 下 列 南 。。 《 同 习 题 17 一 样 ， 这 个 结果 对 于 任何 术 因 者 是 
[byrfr)y =t f+ (ln ninft)j, Oct<m; 19 最 交 是 大 二 在 全 5 中 已 求 出 螺旋 线 
{ce}rei) =ftan (sioh £} }i + (ln cosh EA. 

7, 平面 曲线 的 法 线 rtt)y =【《Gaeoasc)Et+(azainpy+ 可 二 《4 吉 基 人 站 ) 
(a) 证明: mt) = -人 (+ 户 (了 和 -uC = 的 曲率 为 k=eA(a + 大 )， 对 于 给 定 的 占 值 ，x 
(一 产 (1 都 是 曲线 r(D = (2)i+ g(t)j 可 能 达到 的 最 大 值 是 什么 *” 据 出 答案 的 理 巾 . 

在 点 (J(1) ,g(t) ?的 法 线 . 20. 总 曲率 ”对 于 光滑 曲线 从 :=s, 延伸 到 *=。 > 

为 了 获得 特定 平面 曲线 的 主 单位 法 向 量 的 部 分 ， 我 们 用 对 «从 到 2 的 积分 求 烛 线 的 
交 ， 可 以 从 fa) 中 选择 指向 曲 线 凹 随 一 边 的 站 总 曲率 ”如 果 曲 线 有 某 个 另外 的 参数 ， 例 如 +， 
或 者 -mw 并且 使 其 成 为 单位 向 量 ( 见 同 那么 总 曲率 为 


11. 18)， 利 用 这 种 方法 求 下 列 曲 线 的 必 : _ 六 = 
(bjror) = i +e Ki 
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其 中 和 和 三 对 说 于 so 各 ， 并 下 刚 曲 线 的 总 曲率 : 算 曲 线 在 缚 定 值 的 曲率 x， 如果 曲线 是 
1a) 早 旋 线 出 晒 数 y=f{ix) 给 出 的 ， 利用 参数 表示 
站 x=t 相 y=). 
的 这 部 分 . {te} 由 曲线 在 三 的 单位 法 向 量 A， 请 注音 ， 闪 
1b) 抛物线 的 分 量 的 符号 取决 于 冲 倍 切 向 最 下 在 1=m 
了 = 的 转向 基 巾 时 针 方 向 还 是 反 时 针 广 向 { 参 
21., 阔 遇 线 见习 是 7). 
FE = i+ ain fd 如 果 人 =i+ 胡 是 从 原点 到 密切 圆 的 中 心 
三 点 CT 人 ,1 的 曲率 圆 的 上 方程， 曲线 是 xy 和平 (a, 的 向 目 ， 从 向 晤 公式 
面 内 y=sinx 的 图 形 的 倒数 表示 . } l 
22， 求 肌 线 C= rt) tA Nt) 
re)y = {21n oi [+TL U, eratee 求 中 心 向 量 C， 曲 线 上 的 点 Pts6o，%n) 巾 
在 点 (0, -2) 的 曲率 加 的 方 往 ， 这 个 点 是 :=1 位 园 向 量 r(s) 给 出 . 
的 点 . {e] 用 隐 式 方式 给 制 密切 阅 的 方程 {z -aa) + 
在 习题 5 中 排 导出 的 公式 Cy -bi = 1x 的 图 形 ， 热 后 -起 绘制 曲 
tx) = Lx) 1 线 和 密切 加 的 图 形 ， 你 是 能 需 鉴 试验 视 笠 
[1 + CF 的 尺寸 , 但 是 要 棵 证 视窗 是 正方 形 的 . 
把 二 次 可 微 的 平面 曲线 了 = fix) 的 曲率 表示 成 x+ 的 27, ry = (3 oo 1 + (Sain tf, DELE2T: 0 = 
图 数 ， 在 与 题 23 -26 中 ， 求 曲线 的 曲率 丽 数 . 热 。 28. r{i) =(feoaE+fain ty D127; ty = 1/4. 
后 在 给 定 区 间 上 -一 起 夯 出 雇 x} 和 xtx) 的 图 形 . 你 329. rts) = 人 tri-30)j, -4&ts4; to =375- 
A 鞭 此 
25. y=sin x, OEr 人 E27 6. y=e, -1ere2. to =】. 
计算 机 探究 31 rio) = (2 ein Nit+(2 -2 cm) Osteyn: 
在 习题 27 ~ 34 中 ,你 将 上 用 一 种 CAS( 计算 机 ty =3772. 
代数 系统 考察 平面 曲线 上 离心 率 x0 的 一 点 P 的 32. r(D = (ecos Dit(e vin)j, 0 二 1 二 6mi 
密切 回 ， 用 CAS 执行 下 列 处 理 步 又 : = 


(a) 在 指定 区 间 上 绘制 用 参数 形式 或 者 函数 形 。 了 .= 只 _*，-3<x<5) -1 
式 给 出 的 平 而 曲线， 以 便 观 察 曲 线 的 形状 。 4 yy 4， 1 #2: 40 1 
(b) 利 山寺 是 5 或 者 习题 6 中 的 相应 公式 ， 计 " 四 


11.5 加 速度 的 切 分 量 和 法 分 量 


当 你 沿 着 一 条 空间 曲线 行进 时 ， 如 果 用 向 卡 儿 站 j ,坐标 系 表示 描述 你 的 运动 的 向 晤 ,其 
实 对 你 是 不 适合 的 ， 窜 有 意义 的 向 量 反 倒是 表示 你 前 进 方向 的 向 量 ( 单 位 切身 量 T) 和 你 的 路 径 
转弯 方向 的 疝 量 (单位 法 向 量 计 ) ， 以 及 你 的 运动 在 这 两 个 向 最 决定 的 平面 中 从 平面 的 垂直 方向 
(由 单位 副 法 击 量 吾 = 了 x 丰 定 史 1 扭转 ”的 赵 势 的 向 量 ， 这 个 TNB 标 架 是 随 运 动 移动 的 三 个 相 
互 季 直 的 单位 向 量 ( 见 图 11.22) ， 把 请 曲线 药 加 速度 表示 成 这 个 标 架 的 线性 组 合 ， 等 别 插 示 出 路 
径 和 沿路 径 过 动 的 性 质 . 
11. 5. 1 TNB 标 架 

空间 曲线 的 副 法 向 量 是 同时 与 了 和 不 正 交 的 单位 向 量 呈 = 了 了 xA( 见 图 11.23)， 了, 入 和 昌 共 
同 定义 一 个 运动 的 右手 向 量 标 架 ， 它 在 计算 空间 中 质点 运动 的 路 径 方 面 趣 着 重要 作用 ， 这 个 标 
架 称 为 弗 莱 纳 标 架 (因为 简 - 弗 雷 德里 克 - 弗 莱 纳 (1816 一 1900) 而 得 名 ) ， 也 称 为 TNB 标 架 . 
11.5.2 加 速度 的 切 分 量 和 法 分 量 

当 物 体 受 到 重力 、 制 动 器 或 者 火箭 发 动机 组 的 加 速 时 ,通常 我 们 想 知 道 作 用 在 运动 方向 即 
切线 方向 TT 的 加 速度 是 多 少 ， 可 以 利用 链 式 法 则 把 速度 向 量 v 改写 成 
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多 
p 
7 入 
疼 11.22 和 洽 室 间 遇 线 移动 的 相互 簿 直 的 图 11.23 向 最 TT，N，8( 按 这 个 央 疗 } 构成 空间 
单位 向 量 的 TNB 标 架 中 相 乞 正 交 的 单位 向 量 的 右手 标 捐 
-下 由 
de dsdt dt 
并 且 对 这 申 等 式 两 端 微分 计算 加 速度 ;: 
a= wd ds ds dT 
dd di de dt 出 
_ d's ds /dT dsy 中 机 ‘ss dT 
dr’ T+ di 他 外) = dt T+ 中 («xv 对) (号 一 x«N) 
_ 
= 下 了 < [时 ) 
定 尽 ”如 果 拒 加 速记 向量 写成 
a = aT+aN (1) 
那么 ， 
ds ,fd 
sr = 和 和 := «(于 ) = klri (2) 
是 加 速度 的 切 向 纯 分 量 和 法 向 纯 分 量 . 


请 注意 ， 副 法 向 量 如 不 出 现在 公式 (1) 中， 无 论 
我 们 所 观察 的 运动 物体 可 能 在 空间 中 出 现 何 种 转动 
或 者 扭 控 ， 加 速 赃 a 始终 位 于 同 真 正 变 的 请 和 到 的 
平面 内 ， 此 外 ， 公 式 确 切 告 诉 我 们 加 速度 在 运动 的 
切线 方向 所 卢 的 值 (d sxde ) 和 在 运动 的 法 线 方向 所 
取 的 值 (x(ds/de)?)( 见 图 11.24). 

从 公式 (2) 我 们 能 够 发 现 什么 东西 ? 按照 定义 ， 
加 巡 度 # 是 速度 + 的 变化 率 ， 一 般 说 来 ， 当 物体 沿 它 
的 路 径 运 动 时 速度” 的 长 度 和 方向 都 发 生变 化 ， 加 速 
度 的 切 分 量 ay 度量 v 的 长 度 的 变化 率 ( 即 速率 的 变 
化 )， 加 连 度 的 法 分 量 ev 度量 "的 方向 的 变化 率 ， 

请 注意 ， 吉 速度 法 向 纯 分 其 是 曲率 和 速 罕 平 方 的 碰 积 ”这 说 明 当 你 屠 坐 的 汽车 在 急剧 转 棍 
{& 很 大 ) 和 高 速 转 弯 ( 1y1 很 大 ) 时 ， 为 什么 必须 牢 牢 扶 住 .如 果 汽 车 的 速率 增加 一 倍 ， 在 同样 


图 1!. 站 十 速度 的 切 分 量 和 法 分 量 ; 
奶 速 度 a 始终 位 于 同 昌 正 交 
的 了 和 六 的 平面 内 
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的 曲率 下 ， 你 将 经 受 4 售 的 加 速度 法 分 其 的 作用 . 

如 架 物 体 在 加 上 以 恒 巡 运动， 出 sv 中 为 淮 ， 所 有 点 的 加 
速度 以 的 方向 指向 圆心 ， 如 果 物 休 加 速 或 者 减速 ，a 具有 
非 誉 的 切 分 贡 ( 见 图 11. 25). 

我 们 通常 利用 公式 ev = .ai -计算 a、， 这 个 公式 
是 从 方程 al" =6 .aa=o+ay 惧 解 ev 得 到 的 ， 用 这 个 公 趟 
可 以 求 es 而 无 需 先 计算 x 


计算 加 速度 法 分 量 的 公式 
ev = Va -ar (3) 
一 图 11.25 绕 半 径 为 p 的 圆滑 
例 求 物体 运动 依 到 寻 针 志向 运动 
rt) = {eost tisint)i+t (saint -tcost)j. tr>0 的 特 体 加 速 时 加 速 
的 加 速度 ， 把 加 速度 写成 & = arT + asy 的 形式 . 但 是 不 用 求 诬 的 切 分 量 和 法 分 
了 和 和 【运动 路 向 是 期 11. 26 中 国 的 新 伸 线 . ) 最 
解 ”首先 出 公式 (2)1 类 十: 
dr 


dr 
= (-sint+sint+icost)i + (cost— cost +tsint) 


= {ticeostii+ (tsin t)j 


1v 1 = weosE + ijn 于 = =1ltl=+t (t+»0) 
他 7 二 业 ie1= 全 (0) = 1 (公式 (2)) 


得 到 ar 后 ， 用 公式 (3) 求 ay: 
a= (cost -tsint)i + (saint+t costy 


laF = 了 +1 《经 过 代数 运算 后 ) 


av= val -az 
= vBE+i)-() = =1 
然后 用 公式 (1) 求 a: 
a = aT +aN = (ID)T+rN= T+iN 图 
11. 5.3 搁 率 图 11.26 运动 fr(1) ={rost+isint}i+ 
试问 dB/ds 具有 和 何 种 同 T，N 和 了 B 有 关 的 特性 ”从 a 
向 量 积 微分 法 则 ， 我 们 得 到 把 环 绕 固 定 圆 的 绳子 解 开 
NT 并 且 使 其 在 图 所 在 的 平面 内 
由 于 六 是 dT7ds 的 方向 ，{ dTAds) xN =0， 从 而 有 细 直 ， 它 的 端点 经 过 的 路 
4 dN dN 径 基 加 的 洲 伸 线 ( 例 } 
— =0+ITx-—— = Tx— 
ds ds ds 


由 此 看 出 ，dB/ds 同 卫 正 交 ， 因 为 向 量 积 是 同 它 的 两 个 因 式 正 交 的 
由 于 外 也 生 直 于 B( 其 长 度 为 省 数 )， 推 知 乍 同 电 和 的 平面 正 交 ， 换 名 话说， 旦 平行 于 
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w,， 所 以 吧 是 的 纯 景 倍数 ， 用 符号 表示 ， 
Gd 
再 = 了 
在 这 个 公式 中 加 负 叶 是 一 种 惯例 。 纯 量 > 称 为 沿 曲 线 的 找 六 、 注 意 ， 
NN) -=--r 


我 们 用 这 个 公式 引出 下 面 的 定 尽 . 


定 兴 今 B=TxN， 光 滑 曲 线 的 撞 率 两 数 是 


T =- AN {4) 


曲率 x 不 会 最 负 值 ， 同 曲率 不 一 样 ， 措 率 > 可 以 取 正 值 、 负 值 或 者 零 . 

由 了 , 入，B 决定 的 :个 平面 的 命名 和 图 形 显示 在 图 11.27 沾 ， 吕 以 把 胸 举 «= 1dTvdk1 想 
象 成 当 点 卫 在 其 路 税 上 运动 时 ， 法 平面 转动 的 变化 率 ， 同 样 ， 拨 率 7 = (dB8/ds)】. NN 是 当 点 沿 曲 
线 运 动 时 ， 密 切 平面 绕 了 转动 的 变化 率 ， 挠 率 是 曲线 扭转 程度 的 度量 . 

请 注意 图 11. 28， 如 果 PP 是 在 弯曲 的 轨道 上 向 上 移行 的 火车 ， 机 车 前 灯 在 得 单位 距离 上 摇 扣 
的 变化 率 是 轨道 的 曲率 ， 机 车 在 由 下 和 六 构成 的 平面 向 外 扭转 的 变化 率 是 轨道 的 挑 率 . 

剖 法 线 
从 切 平面 法 平面 “ 蛆 


在 的 挠 站 共 由 
-tdBids pm 


A 
-在 P 的 晶 事 是 
”di 
二 法 线 :增加 方向 
一 一 
、 ,10 
单位 切线 密切 平面 
网 11.27 由 T,N 和 8B 决定 的 图 11.28 每 个 运动 物体 伴随 TNB 标 户 运动 ， 这 个 
二 个 平面 的 名 称 标 架 表示 运动 幢 蔷 的 几何 特性 
11.5.4 计算 公式 
应 用 最 为 广泛 的 挠 率 公 式 当 推 
|: 了 2 
x ¥ 3! 
-| (5) 
lyxal 
这 个 公式 在 育 等 微 积分 教程 中 推 学 . 


公式 (5) 中 的 点 ( - } 表 示 对 : 求 导数 ,一 个 点 代表 一 次 求 早 ， 因 此 ， (“x 点”) 表示 dx/di， 
z("z 二 重点 ") 表 示 由 x/dP， 安 ("x 三重 点 " ) 表示 dx/dre， 同 样 7》= dy/d:， 等 等 . 
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还 有 一 个 便于 使 用 的 曲率 公式 ， 如 在 下 面 的 简 表 中 给 出 的 那样 (参见 习题 217). 
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空间 曲线 的 公式 
单位 切 向 量 了 TT 
ys = dd 
主 单位 法 向 本 N= Tr 
副 法 向 曹 B=TxN 
laT| lvxal 
曲率 «= | = 
li | 
jx 主 | 
__dB |x X 
说 半 7 中 Ivxal’ 
加 康 度 的 芽 向 纯 分 硬 和 法 向 纯 分 量 
a=aT+a0.N 
本 
| ar= rr*! 
= = val’ -a 
习题 11.5 


在 习题 | 和 2 中， 用 a =grT+onN 的 上 形式 写 山 
物体 运动 的 加 速度 向 量 e， 不 用 求 了 和 
让 PCt = {a cos fit (a sin A +h wk 
3. re = tt 

在 习题 3~f§ 中， 用 6 =arT 了 +awN 的 形式 写 出 
物体 运动 在 给 定 i; 值 的 加 速度 向 最 a， 不 用 求 了 
利克. 
rr = + = |， 
4 rft {recon ittr aint)f+t, 1=0. 
r= NAO + (13 ,t=0. 
6 rir) = {ee! cos t+ (e'sin ty +y2ek, t= 

在 习题 7 和 $8 中 ， 求 在 给 定 i 伯 的 r,T, 态 利 
召 ， 然 后 求 在 那个 : 值 的 宽 切 平 向 、 法 平面 和 从 切 
平面 的 方程 - 
7, Pt) = (eos OF + (sin tf -kK, 1= m4. 
8, Fry = {ros E+ (sin ej +tk, t=0. 

在 11.4 节 的 习题 9~16 中 , 世 经 求 出 空间 曲 
线 的 T,，N 和 xk。 如今 ,在 本 节 习 古 9~16 中 , 求 
这 些 空间 曲线 的 号 和 7. 
9. rft)y = (3 sin fF+ (3 coa 1) +4tk. 
10. ret} = (coat +t sint)i+t+ (sint—t co t)) + Ak. 
ll rir} = {ee cos t+ (esin i} + 2k. 


21. 


22. 


Ft = (6 sin DF + (6 co 370) + 3k. 

rt = I) £0. 

FU) = {cont Ii +t (nm), O<t < 2, 

rr =ri+t arosh (t/a) i, a >0. 

Fr{ = cnsh PAF- (sinh NF+tE. 

. 在 你 的 汽车 的 速度 计 上 显示 的 车 速 是 稳定 的 


35 mph。， 你 可 能 处 在 加 速 中 吗 ? 作出 解释 . 


.对 于 以 蛋 速 运动 的 质点 的 加 速度 可 以 祥 出 任何 


铺 论 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 


. 对 于 加 速度 向 量 始 终 同 其 速度 向 景 正 交 的 的 质点 


的 速率 可 以 得 出 任何 结论 吗 ? 提出 答案 的 理由 


. 一 个 质量 为 m 的 物体 以 [0 单位 /种 的 恒 速 沿 抛 


物 线 y =** 运动 .在 点 0, 0) 引 起 物体 加 速度 
的 作用 力 是 什么 ,在 点 人 22 ,2) 的 作用 力 是 什 
之 7 用 上 和 了 了 表示 答案. 《 记 住 牛顿 定律 
F=ma.} 
曲率 的 向 量 公 式 ” 对 于 光滑 晶 厂 ,推导 曲率 
公式 
= lyxat 

ir 
证 明 : 如 果 适 动 质 点 加 速 庶 的 法 分 量 为 乱 ， 那 
么 质点 将 党 直线 运动 . 


KE 
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23. 某 些 情况 下 求 曲 率 的 捷 轻 ”站 东 已 知 1av 1 和 求解 这 个 问题 ，( 提 示 : 从 下 = 由 ro 于 
171 ,有 家 公式 ay = lp 上 给 出 一 种 求 蝎 这 的 始 ， 并 疆 控 相反 的 大 序 席 峙 初 倩 条 件 . ) 
便利 方法 ， 利 出 这 个 公式 求 遇 线 28. 由 号 和 "计算 7 的 公式 如 内 我 们 从 宇 义 
Fi = trost tr sinni+r tant -te tt > 0 了 = -tdBAods) NN 开始 ， 芽 让 庙 帮 许 式 法 则 把 
的 曲 举 和 曲率 于 各 ， 从 例 1 联 ay 和 1v1. i 二 “ds 改 耻 成 

24， 对 于 直线 dB dBdt _dB | 
rt) = te + CB | 
证 明 沿 举 « 和 挠 率 7 回 时 为 零 就 获得 会 式 

5， 对 于 光 谢 的 平面 出线 Mi = 天 说 T+gfci 的 搁 = 和 (Bn) 


率 能 租 得 出 什么 结论 ?提出 答案 的 理 咎 . 
站， 螺旋 线 的 找 率 证明; 螺旋 线 
rit) = (Caront)i + (asin tf + Rab=0 
的 挡 认 为 7 = Bw? + 六 )， 对 于 给 定 的 a 信 , 
吕 能 具有 有 的 最 大 什 是 守 么 ? 提 册 答案 的 理由 . 
27. 平面 内 具有 和 涩 挑 率 的 可 微 曲 线 ”平面 内 :条 具 
有 零 找 率 的 充分 可 微 的 有 曲线 县 质点 运动 路 窗 的 
特例 ， 质 点 在 垂直 于 半 定 向 量 如 的 平面 肉 适 


问 公式 (5 相 雍 ， 这 个 公式 的 优点 在 村 史 容 岛 
推 什 和 和 表述， 而 其 缺点 是 在 不 出 计算 机 是 的 计 
算 量 可 能 很 大 ， 利 用 这 个 新 公式 求 二 是 区 中 螺 
旋 线 的 措 率 . 
计算 机 探究 
在 习 古 29 -3 和 中 ， 桂 于 昌 线 和 给 定 的 上 值 ， 用 
:种 CAS( 放 算 机 代数 系统 } 求 牧 体 运动 的 ww，a， 
动 ， 它 的 速度 向 量 保 竺 同心 重 直 ， 这 种 运动 本 速率 ， 了 . 和 吾 ，k，7 以 下 加 速度 的 切 分 唱和 法 分 
身 可 以 被 视 为 微 积分 由 下 述 问题 的 解 ， 是 ， 和 二 案 合 人 到 4 位 小 数 _ 
仍 设 A =J0Di+gtnDj+h(Dk 对 于 区 间 各 7 人 = Geos Dit {sin + 古人 
[a, 光 | 内 的 全 部 上 是 二 次 可 微 的 ， 当 1=a 时 r= .FEY = wos DE+ (esin 1) + re， t=]n 2. 
0， 并 日 对 于 Le 内 的 所 有 上 有， 天 = 那 基站 = 人 -Sin 下 二 一 rp vk +t= 一 3 
人 各， 对 于 [ea, 如 内 的 所 有 1， 大 生 =0. 32. rE = + + ,r=1. 


11.6 极 坐 标 中 的 速度 和 加 速度 


我 们 在 这 一 节 推 导 极 坐标 中 运动 物体 的 速 麻 和 加 速度 的 方程 ， 然 后 ， 把 它们 庶 几 于 建立 并 
普 勒 行 明 运动 第 一 定律， 这 个 定律 是 牛顿 万 有 引 轧 定律 的 捧 论 . 
11.6. 1 极 坐 标 和 柱 面 坐 标 中 的 运动 
在 极 坐 标 中 ， 当 在 点 P(r,，8) 的 质点 灌 极 从 标 平 商 内 的 
血 线 运动 时 ， 我 们 用 图 11. 29 所 未 的 运动 的 单位 向 荆 
HW, = (cos BE + Coin GN, wo = - (sin i+ {eos 98) 
(Ey 


来 表示 它 的 位 置 、 速 度 和 加 速度 ， 向 量 um, 指向 位 置 向 量 0P 的 
方向 ， 所 以 r=rg， 辣 &, 正 交 的 向 量 &, 指向 8 增加 的 方向 . 


从 方程 (1) 求 出 图 1.29 Fr 的 长 度 是 点 的 目 模 坐 
in E+ (eos 1 = a, 标 r， 国 此 , 4 = rr| 
1 也 是 mr: 方程 (1 用 1 
如 = eos OF (sinbj = — a, 和 表示 上 和。 
当 我 们 求 a, 和 ws 对 时 间 : 的 导数 考察 它们 如 何 随时 间 和 变化 时 ， 链 式 法 则 给 出 
一 dn, 让 一 ds 日 一 2 
2 (2) 


因此 ， 
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y=r= Cru,) = Fw, tr = Fu, + rh, 

{参见 图 有.30}， 回 前 一 节 --- 样 、 我们 采用 牛顿 对 于 时 间 y 
导数 的 点 ( …  ) 记 导 ,， 使 公式 尽 可 能 保持 简单 : #, 表示 
da 由 ，8 表示 蝗 / 由 ， 售 此 类 推 . 

加 速度 问 量 为 

站 = 站 (有 十) + + Bu, + 中) 
当月 六 程 (2) 求 n, 和 #&, 的 值 认 有 昌 把 分 其 分 离 时 ， 加 速度 向 
攻 的 方程 变 成 

g= (Fr 一 rr 有] 二 (70 + 2 10)u, 

为 了 把 这 些 运动 方 得 推广 到 室 间 中 的 运动 ， 我 们 在 方 

程 r = ru, 的 太 端 添加 下 ， 于 是， 在 这 样 的 往 面 坐标 中 ， 我 们 有 


图 11.30 在 极 坐 标 中 ， 速 度 向 量 是 


b= Fi + rf, 


r= + 时 -请 症 宣 ， 白果 关中, 
p= Fi, (3) “ 那 和 ier 
a= (rr )n,+ (rg +2170)n, + 了 上 
向 量 ww 和 大 构成 一 个 右手 标 架 ( 见 图 11.31)， 其 中 
HH, Kg = KE, XE = x, = Ws 

11.6.2 行 举 的 平面 运动 

牛顿 万 有 引力 定律 表明 .如果 了 是 其 质 量 为 时 的 太阳 中 心 到 质量 为 亚 的 行星 中 心 的 径 向 起 ， 
那么 . 行星 局 太阳 之 问 的 引力 为 

GCmyi rr 


rEirl 
{ 风力 11.32)， 数 己基 万 有 引力 常数 如 时 质量 以 千克 为 单位 ， 力 以 牛顿 为 单位 ， 划 离 以 米 为 单 
位 ， 上 那么 怠 的 秸 约 为 6.6726 x 10 "Nm kg 


图 11.31 和 柱 面 坐标 中 的 位 置 向 量 和 基本 单位 向 基 图 11.32 引力 于 向 行星 和 太阳 的 质心 之 间 的 连 线 


把 片 有 引力 定律 间作 用 于 行星 的 力 的 咎 顿 第 二 定律 =mrf 结 合 起 来 ， 得 刘 
人 Pei r 


Trirl 
SM rr 


Irl:lrl 


1 六 二 


合 间 中 的 向 重 值 池上 烧 和 物体 的 返 动 O77 


行 必 在 所 有 时间 是 制 太阳 的 质心 加 建 . 
出 于 7 是 的 纯 量 倍数 ， 均 有 


rxr=0 
从 这 个 方程 得 到 
由 Cr yx 六) =rxrF+rxF=rxr=0 
dt uw 
0 
由 此 推出 
rxr=tC (4) 图 11.33 上 妥 大 千 环 的 廊 有 引力 宝 
其 中 忆 是 某 个 常 向 莉 . 律 和 这 动 室 律 的 行星 在 
方程 (4) 说明，r 和 了 总 基 位 十 闻 Ce 硬汉 的 平面 内 经 过 大 几 质心 和 重 让 于 
因此 , 行星 是 在 通过 太阳 质心 的 癌 定 平面 内 这 行 ( 网 C=rxr 的 平面 内 运行 
| 到 11. 33)， 
人 物 传记 11.6.3 开 普 勒 第 一 定律 ( 构 贺 定律 ) 
开 普 勒 第 一 定 痒 指出 .行星 运行 的 轨道 星 以 大 阳 为 -一 个 
约翰 内 斯 * 开 普 勒 焦点 的 椭圆 ， 这 个 机 贺 的 离心 率 是 
【Johannes Kepler, 1571—1630) pa 
= Fw {5) 
其 极 方程 是 
Cl 二 ar 
“Te (6) 


我 们 省 略 这 个 定律 的 元 长 证 明 ， 太 阳 质 量 虹 为 1.99x109kg. 
11. 6.4 开 普 勒 第 二 定律 (等 面积 定律 } 
开 普 勒 第 二 定律 指出 ， 从 太阳 到 行星 的 径 向 量 ( 我 们 所 用 模型 中 的 向 量 让) 在 相等 的 时 间 内 扫 过 
相等 的 面积 ( 见 图 11.34)， 为 了 导出 这 个 定律 ， 利 用 公式 (3) 计 算 公 式 (4) 中 的 向 量 积 C =r x 了 ; 
C=rxr=pxr 
= rn, x (FH + ru) (公式 (3),2 =0) 
= rr x wn.) 二 Fr) x us) 


aa —— 
由 A 


= r(rok (7) 
置 :=0， 显 示 
C = [rr0) ] ,ok = rovok 
从 式 (7) 中 代入 这 个 忌 的 值 ， 得 到 
ma = Po 或 np6= 而 2 


这 就 是 面积 的 由 来 ， 在 极 誉 慰 中 ， 面 积 微 分 是 
dd4 = rdg ， 
{9.3 节 ). 因 此，dAAdt 具有 常数 值 图 11.34 行星 到 太阳 的 连 线 在 相等 时 
d4 1 > ， 1 间 内 殷 过 相等 的 下 积 


= r= row (8) 
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所 以 d4x 量 为 常数 ， 给 出 开 普 驳 第 一 定律 ， 
t1.6.5 开 茧 勒 第 三 定律 { 时 间 - 上 臣 离 定律 } 
行星 坏 绕 太 阳 这 行 - 周 所 需 时 间 荐 行星 的 轨道 周期 ，、 开 普 勒 第 三 定律 指出 .行星 的 轨道 周 
期 了 和 轨道 半 长 轴 a 的 关系 由 等 式 
TT 4 


中 OM 
确定 ， 由 下 等 式 右 端 在 已 知 的 太阳 系 内 是 常数 ,下 和 a 之 比 对 于 太 查 系 的 每 个 行星 是 相同 的 - 
下面 给 出 开 普 勒 第 定律 的 部 分 推 鱼 过程， 对 行星 的 椭圆 轨道 包围 的 面积 计算 如 下 : 


面积 = | d4 


矿 广 vodt 《公式 (8)) 


= 于 了 rt 
如 果 上 是 半 短 轴 ， 椭 圆 的 面积 为 mab、 所 以 
T2702 对 于 任何 撒 加 ,ha Ee (9) 


ro moto 
全 此 ， 仅 剩 下 用 m， ww 和 前 表示 a 和 e， 公 式 (5) 缩 出 对 6 的 表示 ， 对 十 a， 我 们 注意 到 ， 
在 方程 (6}) 中 置 8=T， 给 出 


r. 二 太 ! © 
TH n 1 e 
内 此 ， 由 图 11, 34， 
2r, 2m 币 
Da = rn 十 ru = [一 = CW re {10} 
对 等 式 (9) 现 端 平方 、 青 代入 公式 (5) 和 (10) 的 结 梨 ， 即 得 到 开 普 勒 第 “定律 (习题 91. 
习题 11. 6 
在 习题 1 ~5 中 , 求 用 中 和 加 表示 的 速度 向 量 7. 赔 形 轨道 ”证 明王 贺 形 轨道 的 行星 以 常 速率 运 
和 加 速度 向 量 . 行 . (提示 : 这 是 开 萌 勒 定律 的 推论 之 -… ) 
1L r=atl-eos 人 和 昌 -=3 8. 假定 r 是 治平 商 蝎 续 运 动 的 质点 的 位 置 向 量 
dt daxd 是 向 其 扫 过 面积 的 速率 。， 对 于 方程 
2. r=asin 2 利得 =25 学 = 地 Ir x 


的 正确 性 给 出 基于 增 甚 和 概 限 的 几何 论 十， 在 


3. ,=e 和 872. 
出 其 中 不 引 和 人 坐标 ， 并 且 假 定 所 需 的 导数 存在 . 


4. r=all+sint) 和 6=1-e . 人 开 和 音 勒 第 三 定律 ”完成 开 普 勒 第 二 秆 律 的 推导 

5. r=2 ceo 由 和 8=2 {公式 {10) 之 后 的 部 分 ). 

看 轨道 类 独 方程 (56) 的 轨道 在 公式 (5) 中 的 % 取 10. 利 开 开 羡 勒 第 三 定律 和 地 奈 的 轨道 局 期 为 
忻 么 值 时 分 别 为 圆 、 杭 轩 、 抛 物 线 和 溉 而 线 ? 365. 256 天 这 个 事实 ， 求 些 球 轨道 长 轴 的 长 度 . 
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1 陈述 向 量 晒 歼 的 微分 法 则 和 积分 法 则 ， 举 出 一 些 六 和 计算 它 的 速度 . 速率 . 运动 方向 和 加 速度 ? 
例子 . 举 一 个 例子 . 
2. 对 于 浴 充 分 可 微 的 空间 曲线 运动 的 物体 ， 如 何 定 。 3. 关于 定 长 疝 量 函数 的 导数 有 什么 特性 ? 举 一 个 


宇 问 中 的 向 醒 值 通才 和 物体 的 运动 


在 1 3 


uh 


例 寺 . 


,什么 是 理想 抛 体 运 动 的 向 量 方程 和 参数 方程 ? 如 


笨 求 抛射 体 的 最 大 高 度 ， 
- 些 例 子 . 


名 全 时 间 ] 和 射 竹 ” 举 出 


， 如 条 定 交 和 计算 光 清 空间 曲线 线段 的 长度 从 一 


个 例子 在 定义 中 要 作出 什么 数学 上 的 假定 ? 


， 如 何 度量 室 间 中 向 沦 浙 曲 从 某 个 颅 先 选 定 的 基点 


下 的 距离 ”党 … 个 便于 . 


7 什么 是 加 微 曲线 的 单位 切 向 量 ? 举 -… 个 例子 . 


定义 平面 内 一 次 可 微 曲线 的 晶 沸 、 有 曲率 加 {密切 


圆 ) ， 曲 康 中 心 和 曲率 半径 ， 举 出 - 些 例 子 ， 什 
公 遇 线 具 有 零 帆 率 ” 什么 曲线 及 有 常数 曲率 ? 
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在 习题 1 和 2 中， 曾 出 曲线 的 图 形 并 履 描 给 有 曲 


线 在 给 定 上 值 的 速度 向 量 和 加 速度 向 量 ， 然 后 用 ae = 
ar 了 +en 的 天 式 表示 加 速度 向 量 at 不 用 求 了 和 


N 


pk 


wm 


hh 


下 


到 ， 沿 摆 钱 运动 的 速率 


. 囊 现 图 上 运动 的 特征 


1)， 并 有 卫 求 < 在 给 定 工 信 的 值 . 

-Pr) = (4 econ E+ (AZ sin tN, 1 =0 和 m4. 
FO) = (V3 sne HE + (V3 tan tf, t=0, 

. 平面 内 的 质点 在 时 间 : 的 位 置 向 划 是 


l - t ， 
1 


求 质点 的 最 商 速率 . 


Fr 


.假定 位 置 向 量 为 


rit) = {ecoo ei + Tecstn 
证 明 + 同 加 速度 向 攻 a 之 间 的 角 不 会 改变 ， 这 个 
角 有 密 大 ? 


' 求 曲率 ”在 平面 内 运动 的 质点 在 点 刀 的 速度 和 


加 速 庶 为 w=38+ 必 和 ea=5+15 求 质点 的 路 
秆 在 呈 的 曲 窗 - 


. 求 曲线 y=e 上 曲率 达到 最 大 值 的 点 . 
， 质点 围绕 xy 平面 肉 的 单位 圆 运动 它 在 时 间 


的 位 痪 是 r= 苹 +7yy， 其 中 * 和 7 是 5 的 叮 徽 函 
数 ” 如 果 w "=y， 求 qy/dr 质点 运动 是 依 顺 时 
针 方 向 还 是 反 时 针 方 向 ? 


. 通过 一 条 沿 曲 线 9y =* (距离 以 米 为 单位 ) 走 向 


的 气压 传输 管 传送 信息 .在 点 13,3)，v :4 
和 ae:1= -2 瞧 P 了 和 am 在 点 (3,3) 的 值 . 
假定 在 平面 内 运动 的 质点 
的 速度 向 量 和 位 演 向 脐 始终 正 交 ， 证 明 质 点 是 在 
以 原点 为 中 心 的 加 上 运动 . 

让 中 心 在 它 半 和 经 为 上 英尺 
的 圆 形 轮子 沿 x 轴 以 每 秒 半 圈 的 速度 向 右 凉 动 


和 什么 是 半 耐 曲线 的 让 法 问题， 存 什 么 情况 下 证 


10. 


亚 
[ 


pm 
lw 


1i. 


1 


1 


~ 


. 什么 是 曲线 的 删 法 向 量 ?” 举 


六 ?上 法 向 量 指 向 哪 果 ? 举 一个 例子 . 

如 何 定义 空间 曲线 的 主 单位 法 向 量 六 和 曲率 x” 
这 项 个 最 有 他 关系 ” 浴 出 一 些 例 子 . 

:个 例子 这 个 间 
量 同 册 线 的 指 率 有 什么 关系 ” 华 个 例子 . 


.用 什 么 公式 可 以 把 和 运动 物 址 的 加 速度 问 量 守成 


它 的 切 分 量 和 法 分 旺 之 和 ? 举 … 个 例子 为 什 
么 可 能 需 豆 把 加 速度 向 量 写成 这 种 形式 ”如 呆 
物体 以 常 速 宁 和 运动， 将 是 什么 情 疯 y” 如 果 物 体 
以 常 这 率 绕 辆 周 运 动 ， 交 是 什 么 情况 ? 


.描述 开 背 勒 关于 太 险 系 行星 运动 的 三 个 定律 . 


(参见 附 图 ). 
的 位 置 向 量 是 
六 = Cnt- sin mi+{l -cos mi) 
fj 别 册 点 PP 在 整个 区 间 人 D1 志 3 撕 综 的 棉线 
意图 . 

{bj 求 在 := 站,1,2,3 时 的 速度 向 量 ” 和 加 速度 
问 量 a， 并 且 把 它们 谋 如 到 图 形 中 . 

1 在 任何 给 定 的 时 刻 ， 轮 子 最 高 点 和 和 中心 蕊 
向 前 行进 的 速率 是 和 多少? 


在 时 间 民 秒 1. 轮子 周 界 上 成 呈 


射击 -粒子 弹 以 4" 角 和 反 fs 的 速率 从 射 
和 手 在 地 面 之 上 村 和 芋 处 的 手中 射出 ， 子 弹 在 3 
种 后 到 达 人 和 何 处 ? 

标 答 ”标枪 从 投 描 者 手中 在 地 面 之 上 7 了 人 以 45° 
角 和 80 fts 的 速率 指出 标枪 将 达到 名 大 
席 度 ? 

在 水 平 丑 斜 外 为 四 的 一 座 直 边 坡 的 小 山脚 下 ， 
从 一 点 以 初始 速率 mw 和 仲 前 x 击 出 高 尔 夫 球 . 
其 中 


0< 中 <a< 本 


证 明 : 在 山坡 上 度量 的 球 着 点 距离 为 


514 


网 14. 


15. 
16. 


2 COR tr 

re 
因此 计 明 ， 对 于 给 定 的 切 始 速 究 w，， 可 能 达到 
的 般 大 陡 诗 在 点 = (中 人 2) + 4 人 了 时 出 现 ， 也 就 
是 说 ， 员 现在 初始 速度 向 最 等 分 山坡 和 稚 和 直线 
之 问 的 去 角 的 时 候 ， 
标枪 1988 年 东 德 过 动员 僻 特 是 ， 费 尔 科 创造 
了 搓 标 耸 262 英尺 5 英寸 的 女子 世界 纪 藤 . 
(91 假定 费 尔 科 是 在 40" 仙 角 和 地 面 之 上 6.5 英 

尺 掷 出 标枪 ， 标 愉 的 切 始 速率 是 多 少 ? 

【bj) 标枪 达到 了 煞 妈 的 商 麻 ? 
在 导 古 15 和 16 中 ， 求 曲线 的 长 度 . 
POY ={12 6081 二 【2 sin LF + 和! 三. 
rt = 3 en + (3 sin ty +2 Kk, dete3. 
在 习题 17~20 中 , 求 在 给 定 : 值 的 T, N, 旦 ， 


x 和 T， 


17. 
18. 
19. 
0 


示 


21. 
22. 
3 


27. 


4 22; ,4 322， 上 
= 二 ff 过 fl 了 国 
所 有 ot + itT (1l-n) j+3 t,t =D 
Frit) = (e'sin 2 + (ee won 22)F + 2e'k, 1 =0. 
ri it £=1n 2. 


rey = (3 coah 27)i + C3 ainh 1)Ff +6r KE, 5= ln2 
在 习题 21 和 22 中 ， 用 a =arT+awN 的 形式 表 
t= 从 时 的 加 速度 向 量 w， 共 中 不 求 T 和 以 . 

下 = 2 4) + AP (6 eos 1)K. 
ry = (2 + +t {t+ +{] tek 

如 果 位 局 向 量 为 

rr) = Caini)i+ {yacos I + {ain )k 
求 作为 上 的 区 数 的 了 , N, ,x 和 7. 


. 在 区 间 0 各 t 志 7 内 ， 运动 方程 


Fes) = E+ (SF cost}y + {3 sini)k 
的 速 庶 向 量 和 加 速度 名 量 在 什么 时 候 正 变 ? 


- 空间 中 运动 质点 在 :sm0 的 位 置 为 


r0 =2+14 sin 二 )7+13 -二 上 


求 + 同 向量 i-j 首次 正 交 的 时 间 . 


'， 求 册 线 


RE = 二 
在 点 (1,1,1) 的 密切 于 面 、 法 平面 和 从 有线 平面 
的 方程 . 
求 同 曲 线 
ri)y =e f+riaint)+ln(tl—+t)t 


在 1= 相 切 的 直线 的 参数 方程 . 


- 求 同 螺旋 线 


29. 


0. 


31, 


32. 


第 下 问 


rt = (deos YF + vsinty + 1k 
在 5= Ti4 的 点 相 切 的 直线 的 参数 方程. 
同步 曲线 ”从 理想 抛 体 坟 程 


x = vror lisy = {rho sin ot 一 Dr 


中 消去 a. 证 明寺 (+ 这 7 = 局 ， 这 说 明 
从 原点 以 相 朵 万 始 速率 m 发 射 的 抛射 体 ， 在 任 
和 | 给 定时 刻 都 将 落 入 中 心 在 (0, -gz 人 2) 半 给 为 
tot 的 圆 上 .无 论 它 们 的 发 射 前 是 多 大 这些 圆 
是 发 射 的 同上 市 曲 强 . 

曲率 半径 ”证明 : 二 次 可 微 于 面 曲 线 rir = 
+ gtANf 的 曲率 半径 由 公 


YY 
给 出 ， 其 中 


d /i 
卫 . 二 
de 了 


平面 曲线 曲率 的 另 一 个 定 允 ” 另 一 个 曲率 定义 把 
充分 叮 微 的 平面 曲线 的 曲率 定义 为 1dhx 由 [， 
其 中 由 是 了 和 之 问 的 前 ( 见 图 11.35a). 
图 11. 35b 显 示 从 辆 宕 + 好 = 上 的 点 (ae 0) 依 
反 时 针 方 向 绕 贺 周到 点 了 测 出 的 距离 ;s， 以 由 
在 中 的 角 币 利用 这 个 替代 定 交 计算 加 的 曲率 . 
【提示 : 由 =8+m52.) 


要 二 


图 11.35 


习题 31 的 图 形 


从 太空 实验 察 的 观察 ” 当 宇航 员 在 本 空 实 监 室 
Skyiab 4 飞越 它 在 地 面 上 空 43? km 的 远地点 高 
度 时 ,能够 观察 玫 百 分 之 几 的 地 球 表 面积 ”为 


公 半 中 的 向 量 值 通 装机 惫 体 的 运动 


了 疏 这 个 生 分 数 ， 如 附 几 所 天 ， 用 绕 7 轴 旋 转 

加 蜂 6 产生 的 申 拓 模拟 地 奈 的 叮 克 表面 .的 

后 采取 下 列 步 驼 : 

fi 用 图 中 的 相似 :前 形 证 明 ，mzv6380 = 
6380A(6380 +437). 天 解 六 

【3 按 公 式 


WA = 2a: Vl ( 衬 ) dy 
计算 厢 风 面积 ， 到 4 位 有 效 数字 
仿 ) 把 结果 表示 成 地 球 表 面积 的 百分数 . 


第 11 童 补充 和 提高 习题 


1 ， 如 附 图 所 示 ， 在 上 = 时 ， 一 个 大 摩擦 的 质点 己 
在 重力 作用 下 几 静 止 状 态 从 点 (ea,0,0) 开始 沿 螺 
旋 线 

Ha) = (acos BE + zaing+bBg (ab > 0) 
下 请， 这 个 方程 中 的 8 是 柱 面 坐 标 8， 螺 旋 线 是 
柱 面 堂 标 中 的 曲线 r=w，= = 女 ，830， 假 定 对 
于 运动 而 言 站 是 ;的 可 微 函 数 。 能量 守 恒定 律 告 
诉 我 们 ,质点 在 秩 直 下 幕 一 段 距离 z 后 的 速率 是 
v287 ， 其 中 g 是 恒定 的 重力 加 速度 . 

(ta) 求 8=27 时 的 角 加 速度 dg 中. 

(bj 把 质点 昌 举 标 和 :坐标 表示 成 :的 函数 . 

(te 把 速度 向 量 dridi 和 可 速度 向 量 中 rdf 的 
切 分 量 和 法 分 量 表示 成 :的 函数 .加 速度 
向 基 在 副 法 向 量 召 的 方向 有 尾 何 非 堆 分 
有 量 吗 ? 


”一 
一 正身 措 向 下 方 


2. 假定 习题 1 中 的 曲线 用 下 面 附 图 所 示 的 圆锥 螺旋 
线 r=a，z = 委 化 赫 ， 
{a] 把 角速度 de“dr 表示 成 8 的 函数 . 
(tb) 把 质点 沿 这 条 螺旋 线 移 动 的 距离 表示 成 8 的 
函数 . 


| 疝 下 方 


. 从 轨道 方程 


【1 + edr 

1 +e con 

推断 ，“- 晒 行 星 在 8=0 时 距离 本 阳 最 近 ， 并 有 
证 明 这 时 上 = mm- 


F 一 


. 开 音 勒 方程 ”确定 一 颗 行 攻 在 纵 出 时 间 和 日 期 在 


其 畏 道 上 的 位 置 问题 ， 最 终 导 致 求解 形 如 
1 . 
Ar = 一 1 一 本 sm = 日 
的 “ 开 普 勒 "方程 . 
1a) 证 明 这 个 方程 在 xz= 和 和 xz=> 之 间 有 -… 个 解 . 
【bj 把 你 使 用 的 计算 机 或 者 计算 器 置 于 弧度 方 
式 . 用 牛顿 法 求解 政 尽 可 能 多 的 小 数位 数 . 


:在 11.5 节 中 ， 我 们 求 出 在 平面 内 运动 的 质点 的 


速度 向 量 为 
V= XE+ri= iu, + re, 
(a) 运 过 计算 点 积 v 和 ?把 大 和 > 表示 成 
和 区 的 汕 数 . 
[bj 通过 计算 点 各 二 和 vv .wu， 把 i 和 功 表 


7 


未 成 x 和 7 的 隧 数 . 

看 把 极 华 标 平 和 疝 内 的 .次 可 微 向 线 7 = 碎 由 的 曲率 
表示 成 上 咏 其 学 数 的 阴 数 ， 

7.， 根 通 过 极 举 标 平 而 原点 的 细 杆 ， 在 于 出 内 以 
3 radxmin 的 速 事 绕 原 点 旋转 . 只 申 旦 从 点 
{2.0) 开 始 以 havimin 的 速率 沿 着 村 向 矿 点 
有 疏 行 . 

{aj 求 当 甲 虫 横行 到 丸 点 的 半 程 (距离 承 点 in) 
时 它 的 慌 举 标 形式 的 速度 和 如 速度 . 

1bp+ 在 四 中 到 达 诛 点 时 ， 它 慌 行 过 的 路 社 的 长 度 
是 多 少 ? 答案 准确 到 1710 in. 

8. 角 动 量 守 衡 邻 (表示 空间 中 运动 物体 在 时 
癌 上 的 僻 烤 ， 假 定 在 时 间作 用 了 物体 力荐 


Fit} = 一 rie) 


lrtn)n 
其 中 * 为 常数 ， 在 物理 学 中 运动 物体 在 时 间 : 的 
角 动 量 定义 为 LC) =rti) xmv(t) ， 其 中 由 是 物 
体 的 荐 量 ，r(1) 是 速度 ， 证明 上 5 上 (由 是:… 个 守 本 
的 晤 ， 即 是 证 明 上 Ltt) 是 不 依 校 二 时 间 的 常 向 量 . 
记 住 牛顿 定律 F=ma. 【这 是 -个 微 积 分 问题 而 
非 物 狂 学 问题 . } 

9 柱 面 上 坐标 中 训 示 位 置 和 运动 的 单位 向 量 ” 妆 在 性 
面 坐 标 中 给 出 空间 中 和 送 动 质点 的 位 置 时 ， 我 们 用 
于 撒 述 它 的 位 置 和 运动 的 单位 向 基 是 

NB, = {cos E+ {sin fF 
us =— Cain Bi + (eos BO 
(对 见 附 网, ) 于 是 质点 的 位 置 向 慑 是 


r= r+zk 


弟 1 章 


其 中 了 基质 点 位 思 的 正 杉 卓 党 慰 - 


tr 8, 0) 
(a) 证明 ,ws 和 大 以 这 个 顺序 林 成 单位 向 量 的 
在 竺 标 架 . 
1b) 证明 
de du, 
| 


tc) 假定 存在 所 需 的 关于! 各 个 导数 ,用 4,.u，， 
丰 ， 节 和 总 表示 = 了 和 人 = 六 
10. 柱 面 坐标 中 的 张 长 

[a) 证 明 当 用 柱 面 坐 标 表示 ds* = dx* + dr + da 
时 ,得 到 d=dr + rd + 由 

【pb 用 一 个 框 体 的 边 和 对 角 线 对 这 个 结果 作出 
几何 解释 ， 呈 出 框 体 的 草图 . 

1 利用 ta) 中 的 结果 求 曲 线 

r=e ,z= 0<Bslng 


的 长 度 . 


第 12 章 偏 导 数 


概述 许多 阴 数 所 依 束 的 自 变量 在 一 个 以 上 .， 同 如 ， 焉 辕 柱 体 的 体 直 是 其 半径 和 高 度 钦 一 
个 谓 数 = Tr 起 ， 所 以 它 医 两 个 杰 量 的 语 数 Yir, 上 I， 在 这 一 章 ， 我 们 把 一 元 函数 微 积分 的 基本 概 
个 推广 到 密 元 冰 数 ， 多 元 函数 的 导数 具有 更 多 的 变化 和 更 为 育 趣 ， 因 为 它们 的 变量 牙 能 以 不 同 
的 方式 相互 作用 ， 多 元 函数 的 积分 [在 下 -- 章 讨论 ) 具 育 各 种 各 样 的 应 用 . 


12.1 多 元 函数 

在 这 一 节 我 们 定义 多 于 一 个 白 空 其 的 孔 数 ， 开 且 讨 论 绘制 它 的 图 形 的 方法 . 

定义 包 元 实 白 变 荆 的 实 值 函 数 的 方法 ， 同 定义 一 元 靖 数 的 情况 类 似 ， 定 义 域 是 实数 的 有 序 
组 ( 序 偶 ， :元 组 ， 四 元 组 ，a 元 组 ) 的 集合 ， 值 域 是 我 们  - 直 以 来 讨论 的 实数 的 集合 . 


定义 ”假定 是 实数 n 元 组 (x,,x,,…,*,) 的 集合 、D 上 的 实 值 画 数 /是 个 赋值 规则 ，， 

它 对 总 中 的 每 个 元 束 赋 了 予 一 个 唯 … 的 ( 一个} 实数 ， 

w= ty, ot,) | 

集合 口 是 两 数 的 定义 域 、f 所 到 的 w 值 的 集合 是 两 数 的 值 域 ， 符 导 w 是 /的 因 变 量 , / 称 为 | 
个 自 变量 x, 到 zx, 的 函数 .各 个 + 也 称 为 函数 的 输入 人 变量， 称 为 消 数 的 输出 变量 . 


如 果 / 了 是 两 个 自 变 量 的 听 数 ， 遂 常用 * 和 作为 白 变量 ， 并 旦 把 了 的 定义 域 描绘 成 六 平面 内 
的 :个 区 域 . 如 果 / 了 昆 一 个 日 变 最 的 两 数 ， 那 么 用 *，y 和 = 作为 自 挛 和 量 ， 并 日 把 定义 域 想 象 成 空 
间 中 的 一 个 区 城 . 

在 各 种 应 用 中 ， 我 们 倾向 用 可 以 对 变量 含义 引起 联想 的 字母 ， 例 如 ， 为 了 表示 正 圆 林 体 
的 体积 是 其 六 痊 和 高 的 函数 ， 可 写成 Y=fr,h)， 为 了 更 加 明确 ， 可 以 用 由 r 和 的 值 计算 体 
积 玉 的 公式 代替 记号 fr,h)， 写 成 WY= rr 无 论 哪 一 种 情况 ，r 和 是 函数 的 自 变 最 ,是 
因 变 其 . 

如 通常 那样 ， 计 算 由 会 式 定 义 的 吨 数 值 时 ， 在 公式 中 代 人 自 变量 的 值 ， 由 此 计算 因 变 是 的 对 
庶 值 .例如 ， 郴 数 凡 rr,y,z) = vx + 六 + 在 点 (3,0,4} 的 值 是 

30.4) = V3) + (0) + (4) 
= v25 


12. 1.1 定义 域 与 值 域 

在 定义 多 诗 一 个 变量 的 需 数 时 ， 我 们 遵循 通常 的 惯例 ， 把 导致 复数 信 或 者 以 零 做 除数 的 输 
人 排队 在 外 ， 例 如 ， 如 果真 xy) = VI) -x ，7 不 能 取 小 于 x 的 值 。 如 果 所 zy) =1VACxy) ,xy 不 
能 取 0 值 ， 假 定 丽 数 的 定义 域 是 使 定义 规则 产生 实数 的 最 大 集合 .除非 对 定 文 域 另 外 给 出 显 式 说 
明 ， 郴 数 的 值 域 由 因 变 量 的 输出 值 集合 构 战 ， 

例 1 (a) 下 而 是 陆 个 变量 的 了 邱 数 . 
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需 数 和， 值 域 _ 

wi ye .Da ) 
we x {-m OUD,m) 
TE 全 平面 -1,l; 


{b) 下 面 是 :个 剑 基 的 哺 数 . 


加 加 时 是 蝴 汪 汪汪 乙 汪 晴信 .村 时 时 半 吓 是 乡 室 祥 成 人 域 
二 二 Ver 全 空间 iD,m)} 
1 
Wo ys {rr N00 {DO,.m) 
w=xr Inz 于 空间 ; > -wm,m) 


12. 1.2 二 元 函数 
正如 实 直线 上 的 区 间 - 样 ， 有 平面 内 的 区 域 可 能 有 内 点 和 边界 点 ， 闭 区 间 [a,5] 包 含 它们 的 边界 
点 在 内 ， 而 开 区 间 {a, 他 不 包含 它们 的 边界 点 .全 于 -ea, 妇 这 样 的 区 间 是 非 开 区 间 ， 也 非 拷 区 间 . 


定义 在 好 平 商 内 ， 如 果 区 并 (集合 ) 站 中 的 一 点 (mm ,加 ) 是 整个 位 于 中 内 的 某 个 正 半生 加 | 
稚 的 中 心 ， 那 么 它 是 玉 的 内 点 ( 见 图 12. la)， 如 果 以 (xu ,和 ) 为 中 心 的 每 个 圆 盘 既 包 含 只 之 外 
的 点 ， 也 包含 吕 内 的 点 ， 那 么 它 是 中 的 边界 点 ( 见 图 12. 1b}，( 边界 点 本 身 不 必 一 定 属于 尺 ) | 

区 域 的 内 点 作为 一 个 集合 ， 构 成 区 城 的 内 部 。 区 域 的 边界 点 构成 区 域 的 边界 、 如 果 一 个 区 ， 
域 全 部 由 内 点 组 成 ， 它 是 开 区 域 ， 如 果 一 个 区 域 包含 它 的 全 部 边界 点 ， 它 是 闭 区 域 ( 见 图 12.2). 


站 
1 # 
@(. 
~ 四 RR {xo. yp) | 


b} 边界 点 
图 12.1 平 商 区 域 是 的 内 点 和 边界 点 ， 内 点 必须 是 下 的 点 ; 上 的 边界 点 不 必 - 定 属于 如 
正如 实数 的 半 开 区 间 ia,8) 一 样 ,平面 内 的 某 些 区 域 既 非 开 区 域 也 非 闭 区 域 ， 如 果 在 图 12.2 


的 开 贺 盘 中 永 加 它 的 某 些 边 界 点 ， 而 不 是 全 部 边界 点 ， 那 么 得 到 的 集合 就 既 非 开 区 域 也 非 六 区 
域 ， 存 在 革 些 边界 点 使 这 个 集合 不 是 开 区 域 ; 不 包含 其 余 的 边界 点 使 集合 不 是 闭 区 域 . 


定 久 ”平面 内 的 区 域 如 果 位 于 某 个 固定 半径 的 关 盘 的 内 部 ， 那 么 它 是 有 界 和 的 . 区 域 如 果 
不 是 有 界 的 ， 它 就 是 无 界 的 . 


平面 内 的 线段 、 三 角形 、 三 角形 的 内 部 、 和 矩形 、 圆 和 敬 盘 是 有 罩 集 合 的 例子 ， 平 面 内 无 淖 集 
合 的 俩 子 包 合 直 线 、 华 标 轴 、 定 义 在 无 限 区 间 上 的 泪 数 图 形 、 和 象限 、 半 平面 和 平面 本 身 . 


情 2 描述 函数 Kxz,y) = yw- 攻 的 定义 域 
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av + ea 12 -1] ce) er + 1 
开 单 位 贺 些 ， 单 本 加 发 的 过 给 半 单 位 三 盘 ， 
等 个 点 是 内 点 {单位 辐 1 世 含 金 部 这 界 点 


图 12.2 和 平 疝 内 单位 辐 盘 的 内 点 和 边界 点 


解 ” 由 于/ 仅 当 YY 一 * 衬 0 时 有 定 多 ， 内 此 定义 虑 是 图 12. 3 所 示 的 无 界 除 区域， 抛物 线 y = 
是 定义 域 的 边界 .位 寺 抛 物 线 上 方 的 点 构成 定 立 域 的 内 部 . ， 图 
12. 1.3 二 元 函数 的 图 形 、 屋 曲线 和 等 值 曲线 4 

描绘 揣 数 tx,y) 值 的 图 形 有 疝 种 标准 的 方法 ，- -种 
方法 是 别 出 并 且 标 明定 义 城 中 到 常数 信和 的 曲线 另外 一 
种 方法 且 存 空间 中 男 出 曲面 z =f(x,y) 的 图 撒 , 


定义 ” 耳 数 记 x,7) 在 xy 平面 内 具有 常数 值 F(x,y)} 
=“ 的 点 集 称 为 了 的 层 曲线 (或 等 位 线 )， 对 于 定义 域 
内 的 点 tx,Y)， 空 间 中 全 部 点 {x ,yf(x,Y) ) 的 集合 称 为 
了 的 图 形 ，/ 的 图 形 也 称 为 曲面 z =f(x,y). 


图 12.3 人 购 2 中 产 x,7) 的 定义 绍 
例 3 绘制 郴 数 六 *,y) = 100 -x 一 六 药 图 形 ， 并 旦 由 阴影 区 域 和 它 的 边界 
在 好 平面 上 内画 出 了 在 定义 域 中 的 层 图 线 f(x,y) =0， 抛物 线 组 成 
fx,y) =51 和 fxr, =75. 
解 .的 定义 域 是 整个 x 平面 , f 的 值 域 是 小 于 或 者 等 于 100 的 实数 的 集合 .上 蚌 数 的 图 形 是 
抛物 面 z = 100 -x* -yy， 图 形 的 一 部 分 显示 在 图 12. 4 中 . 
层 曲 线头 z,y) = 人 0 是 xy 平面 内 满足 
xy) = 100 -好 - 姑 =0 或 x+r = 10 
的 点 集 ， 这 是 图 心 在 原点 半径 为 10 的 圆 ， 同 样 ， 层 曲线 f(x,y)} =51 和 f(x,y) =75{ 见 
图 12.4) 昆 圆 
fr) = 100-x -y=51 或 +Y=49 
xy) = 100-x -y=753 或 x+y =25 
层 曲 线 放 x，y) = 100 只 包 售 一 个 原点 , 《〈 它 依然 是 层 曲线 . ) 图 
在 空间 中 用 平面 :=c 切割 曲面 z =f(x,y) 得 到 的 曲线 ， 由 代表 函数 值 f(x,y) = 的 点 构成 . 
它 称 为 等 秆 曲线 ， 以 便 区 别 于 /在 定义 域 中 的 层 曲 线 作 x,7) =c， 图 12.5 显示 曲面 :=100 -x*- 
关上 由 器 数 Ax,y) =100 - x- 产 定义 的 等 秆 曲线 F(x,y) =75， 这 条 等 慎 曲 线 位 于 贺 x +7y =25 
的 正 上 方 ， 这 个 加 是 卫 数 定 闵 域 中 的 层 曲线 (x,y) =75. 
然而 ， 并 非 人 人 都 采用 这 种 区 分 ， 有 的 人 也 许愿 意 用 单一 的 名 称 来 称呼 这 两 种 曲线 ， 并 且 眼 
决 于 他 起 用 其 中 哪 一 个 各 称 来 表达 上 和 下文， 例如， 在 大 多 数 地 图 中 ,把 表示 海拔 (海平 面 之 上 的 
高 度 ) 为 常数 的 曲线 称 为 等 值 曲线 ( 等 高 线 ) ， 而 不 用 层 曲线 这 个 名 称 { 见 图 12.6)， 
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训 什 曲线 fw 0 
是 平 别 z 3 内 的 国 + vr -25 


+ 00 上 而 
i 


x.) 35 00 -ea 
， 娃 / 的 图 有 


Hr rl 51 
《函数 定妆 域 中 
“区 型 的 层 曲 线 ) 


i | 站 曲线 jr -一 站 
9 其 让 平面 内 的 加 z+ = 5 
图 12.4 例 3 中 丽 数 扎 x,7) 的 图 形 疼 12.3 用 平行 于 好 平面 的 平面 := 切割 
和 选 定 的 层 遇 线 曲面 == 姑 xz) 产生 等 值 曲线 


图 12.6 ”美国 新 举 布 什 尔 州 华 盛 幅 山 的 等 值 曲线 图 ( 复制 得 到 阿 巴 拉 韶 亚 山 组 织 的 许可 
12. 1.4 三 元 函数 


在 平面 内 ， 两 个 自 蛮 量 的 函数 / 取 常 数值 所 xz,y) =c 的 点 集 ， 构 成 函数 定义 城中 的 曲线 ， 在 
室 间 中 ， 三 个 自 变量 的 函数 了 取 常 数值 几 *,yr,z) =¢ 的 点 集 ， 构 成 函数 定义 域 中 的 曲面 - 


定义 ”在 空间 中 ， 三 个 自 变 量 的 函数 / 取 常 数值 /(x,y,z) =c 的 点 (x,y,z) 的 集合 称 为 /的 | 
屋 担 面 (或 等 位 面 ]. 
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由 于 个 自 变 基 的 吗 数 /的 用 形 包 含 的 点 (x ,7 ,2 (zx.y,2)) 位于 四 维 空间 中 ， 所 以 在 <“ 维 参考 
标 架 内 不 能 实际 描 给 它们， 然而 ， 和 通过 叔 察 函数 的 - 维 屋 曲 曾 ,可 以 了 解 务 数 具有 何 种 特性 . 

例 4 描述 丽 数 Aras,yz) = vx + 站 + 的 同 i 
曲面 . 

解 /的 值 是 从 诛 点 到 点 (x,y,z) 的 皮 腐 ， 人 能 个 
度 曲 面 ve ++ =ete>0) 且 圆心 在 原点 半 入 为 < 
的 球面 ， 图 12. 7 显示 :个 这 种 球面 的 前 被 图 ， 上 岂 曲 
而 vs 了 + 好 了 =0 只 包 合 原点 . 

我 们 在 此 不 面 哨 数 的 图 形 ， 而 是 考察 明 数 定义 
域 中 的 层 则 面 ， 岂 曲 面 显示 当 在 定义 域 中 移动 时 中 
数值 如 何 变 化 ， 如 果 停 留 在 圆心 在 原点 半 徐 为 r 的 
球面 上 ， 现 数 保持 常数 信 c。， 如 果 从 一 个 球面 上 的 -- | 
点 移动 到 另外 一 个 球面 上 ， 丙 数值 改变 ， 如 果 我 们 
从 原点 移 开 ， 两 数值 增加 ; 如 果 疝 状 点 移动 ， 丽 数 图 12.7 丽 数 凡 xy,3) = v7 1 六 的 层 
值 减少 ， 函 数值 改变 的 方式 取决 十 企 定义 域 中 移动 曲面 是 一 些 同心 球面 ( 例 4) 

的 方向 ， 消 数值 改变 对 方向 的 依赖 性 是 很 重要 的 ， 
在 12.5 节 我 们 再 回 到 这 个 问题 . 国 

在 空间 中 ， 对 于 区 域 的 内 部 和 边界 ， 开 区 域 和 闭 区 域 以 及 有 界 区 域 和 无 办 区 域 的 定义 ， 同 在 平 
面 内 对 于 区 域 的 这 些 定义 类 他 ， 为 了 适应 空间 中 额外 的 一 维 ， 我 们 利用 正 半径 的 球体 代替 圆 夭 . 


i 1 


定义 “在 空 间 中 ， 如 果 区 域 严 内 的 -点 (xs ,5, 书 ) 是 整个 位 于 中 内 的 菜 个 球体 的 中 心 ， 那 
么 它 尾 中 的 内 点 ( 见 图 12. 8a)。， 如 果 中 心 在 点 (aa ,35) 的 每 个 球体 既 包 含 尺 外 部 的 点 ， 也 包 
含 员 内 部 的 点 ， 那 么 点 (mm .为 ,二 ) 是 尺 的 边界 点 ( 见 图 12. 8b)，RR 的 内 部 是 让 的 内 点 的 集合 . 
RR 的 边界 是 尺 的 边界 点 的 集合 . 
全 部 由 内 点 组 成 的 区 域 是 开 区 域 ， 包 含 整 个 边界 的 区 域 是 闭 区 域 


don Yer zl) Dee Nae 


a 内 点 by 超 界 点 
图 12.8 空间 区 域 中 的 内 点 和 边界 点 


空间 中 开 集 合 的 例子 包括 球 的 内 部 ， 半 开 空 间 z>0， 第 -- 卦 限 ( 其 中 x,y,z 全 部 为 正 实数 }， 
以 及 空间 本 身 . 

空间 中 团 集 合 的 例子 包括 直线 ， 平面， 以 及 闭 半 空间 :0. 

去 除 部 分 边界 的 款 体 ， 或 者 缺少 一 个 面 ， 一 条 按 或 一 个 角 点 的 立方 体 ， 它 们 醋 非 开 信 合 也 非 
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闭 集 合 . 

超出 基 个 及 变 旋 的 商 数 也 是 很 重要 的 ， 例 如 在 空间 中 ， 曲 而 上 的 温度 可 能 不 仅 依赖 十 曲面 
上 上 点 天 fy 的 位 内 ， 同 时 纪 依 趟 于 攻 察 温度 的 时 间 #， 所 以 我 们 把 温度 果 数 才 必 成 了 = 
Mr ,st 
12.1.5 计算 机 绘图 

计算 机 和 计算 器 中 的 = 维 绽 山 程序 使 得 只 用 少许 损 作 键 就 可 能 绘制 一 元 明 数 的 图 形 ， 时 党 
我 们 能 够 从 鲜 形 比 从 公式 更 快 地 获得 信息 

例 5 地 表 下 的 温度 w 是 地 下 深度 x 和 -- 年 内 时 间 ! 的 陋 数 。 如果 xt 以 英尺 为 诺 项 单位 .7 是 
从 :年 内 坡 高 地 表 源 度 期 望 日 期 算 起 的 天 数 ， 著 么 我 们 可以 用 旺 数 

w= cos (7 xt0 0.2re"” 

模拟 温度 的 变化 (温度 在 0 英尺 的 变化 范 轩 屋 从 +1 到 -1， 所 以 在 * 英尺 深 的 温度 变化 可 以 解 
县 成 地 表 刘 庆 灾 化 的 若干 分 之 一 ) 

图 12.9 显示 由 计算 机 生成 的 温度 阴 数 的 图 形 . 本 
在 地 下 15 英 彤 深 的 地 坟 ， 副 度 变 化 (图 中 短 直 幅度 1 
的 变化 } 大 约 是 地 表 瀑 度 变化 的 5 和 金 ， 在 地 下 25 英 凡 
次 的 地 方 ， 这 度 在 -- 年 中 几乎 没有 变化 ， 

图 形 还 缉 示 ， 地 下 15 黄 诺 处 的 强度 问 上 地表 温 讶 
大 约 有 半年 的 相位 益 ， 泊 地 表 温 度 最 低 时 {例如 在 - 
月 底 )， 二 下 1 英 太 处 的 刘 度 处 于 它 的 最 高 值 ， 地 


下 1 英尺 处 的 季节 是 相反 的 ， 图 网 129 这 幅 由 计算 机 生成 的 图 形 显示 
图 12.10 最 示 出 计算 机 绘制 的 几 幅 “元 国 数 的 地 下 温度 的 季节 性 变化 是 地 表 


图 形 以 及 它们 的 野 曲 线 ， 温 的 的 若干 分 之 一 { 例 )( 改 
; 白 和 Nortton Star 担 性 的 陪 图 ) 


1 3 rl ye 
a) z= sinx+ 2siny D2=0 + C= te 


图 12.10 计算 机 验 制 的 典型 的 二 元 函数 的 图 形 和 层 有 曲线 
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习题 12. 1 

在 习题 上- 扫 中 ，18] 汪 是 数 的 定 祥 域 ，(b] 六 
陋 数 的 值 城 ，t4c) 描述 沿 数 的 屋 曲 线 ，{ 引 求 山 数 
定义 域 的 边界 ，[e)} 确 定 定义 城 是 开 区 域 ， 财 区 战 ， 
或 者 既 韭 于 区域 也 韭 闭 区 域 ，( 说 剂 断 定 光 域名 在 
加 的 还 是 元 轨 的 . 
.Ar = 一 各 
rr) =dx: + Oy 
SS. Nr) = 


2. x.y) = YF 一 和 
4 fx) 
mr) yr, 


0 


1 


和 


8 Fl = 二 yy. 
9 A zn .fr ee 
1 fx sin i -x}). 
12. 7r = bn | 加 
可 是 13 -人 好 于 在 二 [yp 
数 的 民有 上线 ， 指 出 问 短 组 遇 线 车 训 的 症 数 . 
15. 


一 


一 一 一 一 


~ 


2 = Cos tHeos We Ver 


和 


在 习题 9 ~28 中 ， 用 隅 种 六 式 吕 二 上 果 数 的 值 : 
{aj] 画 出 曲面 ?= Ar.y) 的 卓 册 ;1b] 在 咕 数 的 定 交 
城 肉 画 出 不 间 类 型 的 层 曲 线 ， 标 明 每 条 层 物 线 的 星 
数值 . 
19, fix,y) = 
1, Flx,r) =x +y. 


20. fx,r) =4 -7Y. 
22. fix,sr) = Vr 


Ar) =dx: + 

Ax) 一 42 +y +1. 
27, f(x,y) =1- 171. 
8 Fx, =1-1x| -1rl. 

在 习题 如 ~ 了 2 中, 求 琐 数 卢 xyr) 通 过 给 定点 

的 星 曲 线 的 方程 . 
29. fxr) =16—4 ~ , (2 .2). 
WM. Fz) = v1, (01,0). 


31. fx,y) = es (A 


32. flx,y) = > (三 ) ， (1,2). 


在 习题 33 ~40 中 ， 尊 出 了 葬 数 的 一 幅 典 型 层 曲 
面 的 草图 . 
Fy) = 
| fx) = ln tx + +2 
36. fx ,yt) = 
38. f(x,717) = 六 + 


23 
24. f(x,r) =4 一 地 -Yi. 
25 
26 


33 
34 
35. 站 Yiz) = + 
37. f(r.) =x + 
39. f(r,y,5) = 
各, fx = (x5) + (AE) + {2/9} 

在 习题 机 -44 中 . 炒 丽 数 通 过 给 定点 的 层 申 
面 的 方程 . 
dl, fry) = vx yn, (3.-1,1). 


4 flrsrss)d = (a t+8), (1.2.1). 


43. etry = 了 人 (ln 2.In 4.3). 


nt 
' 二 如 dr 
4 = -一 -一 一 + = 
上 vl- 上 1 
(0,172.2). 
计算 机 探究 


在 洒 题 重 ~48 中 ， 对 年 个 两 数 用 种 CASt 计 
算 机 代数 系统 ) 执 行 下列 处 理 步 又: 
1a) 在 筑 定 的 矩形 区 域 上 给 制 曲 鹿 的 图 上 撒 . 
1b) 在 二 形 人 区域 上 绘制 筷 条 层 申 线 . 
{e]} 综 制 了 通过 给 定点 的 居 晶 组 . 
qd5, f(x,r) =x sin 二 +T sim ax O 芝 二 写生 ， 
01Sn, Pl3Tm,dm). 

46. Fix) = (ain rit en re A 
Darn PlAT dn). 
47. Hr = (r+2 cos y}, 

-27 志 +2T, P(T, TT). 
48. lx, y) =e 

一 了 打扫 TS 站， 下 三， -Tm). 

在 习题 49 -5 中， 用 -种 CS 给 制 隐 式 定义 
便 数 的 层 曲 曾 - 
9. 4In (r++ =1. 
有， =1. 
Sl, r+y -3: =1. 
S52. sin( 去 | - (rns py} Vr + =2. 

此 而 的 参数 表示 正如 在 平面 内 儿 一 对 定 疼 住 
某 个 参数 区 间 /上 的 参数 方程 x =f(1). Y=gt!) 描 
述 曲 线 : 样 ， 在 某 些 情况 上 ， 可 以 用 一 个 定 交 在 某 
个 参数 定形 区 城 了 委 由 乓 ，c 二 1 失 引 开 的 套数 方程 


0 起 Xx 过 5T. 
一 2T 二 xX 入 2T。 


ain Tt +， DErE2T, 


仿 时 数 625 


描述 空间 中 的 曲 S4. r=uemme, y= snr, :=+, DEue2, 


晒 ， 很 多 计算 机 代数 系统 允许 在 参数 模式 下 纵 制 这 Darea27. 
样 的 曲面 图 形 ，( 曲面 的 参数 表示 在 14. 5 入 详细 讨 85 X= icoar， v= +e0n nu)sint, = 
论 . ) 在 习题 5 ~ 天 中， 用 一 种 CAS 绘制 用 面 的 图 sin a, Osns2n, Oars2n. 
形 ， 此外， 在 zr 平面 内 绽 制 儿 条 尼 脂 线 . SSH, x=2 mm r=2 nu ainr, +=2 sinn, 
S53. r= 0 和 27T 人 和 

jeue2T. 


12.2 高 维 空间 中 函数 的 极限 和 连续 性 


这 一 节 讨 论 多 元 晒 数 的 极限 和 连续 性 . 
12.2.1 极限 

对 于 了 网 点 (ww) 充分 接近 的 所 有 点 (x,7) ， 如 果 上 明 数 产 * .的 值 处 于 和 某 个 同 定 实数 地 作 总 
接近 的 状态 ， 我 们 就 说 了 当 (*y) 赵 近 (xo my 时 赵 近 极限 二 这 同一 元 明 数 概 良 的 形 忒 定义 是 相 
似 的 但是， 需要 注意 ， 如 果 点 (zh 由) 倍 于 7 了 定义 域内 部 ，(r,r) 可 以 居 任 何方 向 蒋 近 fx ,mw )， 这 
种 赵 近 极限 点 的 方向 可 能 成 为 一 个 问题 ， 这 种 情况 在下 而 一 些 合子 中 可 以 见 到 . 


定义 ” 设 寺 是 固 定 的 实数 ，{*%,yo) 是 一 个 点 ， 如 果 对 于 每 个 数 # >0， 存 在 -个 对 应 的 数 
5>0， 使 得 对 于 了 定 城内 的 所 有 点 (x,r)， 和 后 当 | 


总 区 WO 一 zi (ry < 


时 有 
1 站 YY) ~ 了 [< 
就 说 滔 数 /x,y) 当 (x,7) 赵 近 (%。，y。) 时 新 近 极 限 志 开具 记 为 
in ,Ar = 


极限 的 定义 表明 ， 只 要 从 点 (x ,7) 到 (x,,%4) 的 距离 充分 小 (但 是 不 汶 0) f(x,7) 同 上 之 问 的 
丰 离 会 变 得 性 意 小 . 
极限 定义 适用 于 /定义 域 的 边界 点 (x6 ;76) 以 及 内 点 ， 叭 的 要 求 是 在 任何 时 候 保 持 (x,y) 在 
上 的 定 关 域内 ， 像 对 一 元 函数 一 样 ， 可 以 证 明 
lim 机 
im = 
im ,二 = 大 (任意 实数 
例如 . 在 第 一 个 极限 表示 式 中 , F(x,y) =*, 上 =*， 利 用 极限 的 定义 ， 假 定 选 定 & >0， 如 果 今 


5=s， 可 以 看 出 ， 
Ox vs- 如 + 区) < 有 = 


隐 含 
Vx-m) <e (rx) r+) 
Ix—-a0l <e (va =lal) 
LS -rol <e (x= f(x,r)) 
就 是 说 


1 站 zy7)》 -xol< e， 只 要 0< wz < 


02 在 种 [2 烛 


7 


同一 元 函数 一 样 ， 两 个 二 元 函数 之 和 的 极限 蚌 它们 的 极限 (如 果 两 个 极限 存在 ) 之 和 .， 对 于 
遇 数 的 差 、 积 、 常 数 倍 、 商 以 及 守 的 极限 ， 有 类 似 的 结果 . 


lim fxy) = lm xz = mm 
Val pr 


定理 1 { 二 元 函数 极限 的 性 质 ]) 如 朵 , 上 时 和 上 是 实数 ， 并 月 有 
Axy) = 工 和 im B(x,7) =M 


lim 
[A 


地 么 ， 下列 法 则 成 立 : 


11) 和 法 则 im ,, (f(x) gtr,y)} =L+M 

(2) 状 法 则 im AT) ~ Er) = MN 

(3) 积 污 则 dim ,x,y) B(x17)) = 地 "NM 

(4) 常数 僻 法 则 n= 刀 《任意 实数 
; 

(5) 高 法 则 lim LD LL (M0) 


dg 
【6)] 徘 法 则 如 果 r 和 s 是 两 个 无 公 因 数 的 整数 ， 并 且 :<0、 那 么 
lin (A(x, 站” 一 


[ar 


| 只 要 "是 实数 . 《如 果 * 是 偶数 ， 我 们 假定 > ) 


我 们 对 定理 1 不 予 证 明 ， 只 对 它 的 正确 禾 作 非 形 式 的 讨论 ， 如 果 {x,y) 充分 地 接近 (x,.7,)， 那 
么 就 有 ALx .站 接 近 天 和 gfxry)y 接 近 遇 ( 由 极限 的 非 形式 解释 )， 于 是 ， 理 所 当然 地 ,， 汽 x,r) + 
g(x ,7 接近 上 + 新 ， 所 x,Y) -gtx,7) 接 近 二 -种 ， fx,y}g(x,7) 接近 LM，JCx,y) 接 近 帮 以 及 
fx ,7 Ag(tx,yY) 接 近 (M0). 

当 我 们 把 定理 1 应 用 到 多 项 式 和 有 理 泪 数 时 ,可 以 得 到 很 有 用 的 结果 : 这 两 种 函数 当 
(7 一 (zo ,Yo) 对 的 构 限 可 以 从 计算 两 种 函数 在 (x,,yo) 的 值得 到 ， 唯 一 的 条 件 是 有 理 消 数 在 
{xo,Y6) 有 定 疼 . 

例 1 

(a) ， lim x xy+3 0 0})(1) +3 

ha ?y+ 5xy—Yy C0)71) +5(0) (1) -1)° 
(bh) lim /+t = A + 和 = v3 =5, 国 
例 2 求 


lim Ei 
i on -yy 
解 ” 由 于 分 母 /x -v7 当 (x,y) 一 (0,0) 时 趋 近 0， 我们 不 能 利用 定理 1 中 的 商法 则 ， 伍 是 ， 如 
果 对 分 子 和 分 母 同 匀 以 xz + ， 就 得 到 可 以 求 极 归 的 等 价 的 分 式 ，: 
于 一 和 lim (x x) (Vr + v7) 
a en A) E+) 
= im sa -Dt (代数 运算 ) 


lim VE +yWY) 【消去 非 零 因 式 (x -7y)) 


ro 


仿 早 数 £27 


= 0 +W6) -0 
我 们 能 够 消去 因 式 (4 -y) ， 是 因为 路 经 y = x( 沿 着 它 * ~y =0) 不 在 函数 
Elie24 
ea 
的 定义 域 中 . 国 
例 3 求 极限 、lim 3， 如果 极限 值 存在 . 


fm 了 
解 ”我 们 首先 注意 到 ， 当 y 关 0 时， 函数 沿 直线 * = 0 的 值 始 终 为 0 同样 ， 只 要 *x0， 消 数 
沿 志 线 y=0 的 值 始终 为 0， 所 以 ， 如 果 当 (xz,y) 一 (0.0) 时 极限 存在 ， 那 么 极限 值 必定 为 0， 为 了 
检验 这 个 结论 是 否 正确 ， 我 们 应 用 极限 的 定义 . 
令 s >0 是 给 定 的 任意 实数 ， 需 要 求 这 样 一 个 数 5>0， 使 得 


了 
-一 -< 只 要 0 < vx +Y <8 


x + 


或 者 
3 
< 内 要 0 < VT + < 
2 
几 于 世 反 和 + 关 、 故 有 
了 


2 
FE e441 4VT 4 /FFT (si < 1!) 
* ¥ 


zr +y 


所 以 ， 如 果 选 择 8 = ex4， 并 且 令 0D < vs’ +y <8， 得 到 


| dry 2 | 
| 0s4vr + < =4( 全 ) = * 
由 定义 推出 
A 
ih, x 0 国 
12. 2, 2 连续 性 


周一 元 函数 一 样 ， 多 元 函数 的 连续 性 是 用 极限 定义 的 . 


定 尽 ”两 数 所 xy) 在 点 (zi 是 连续 的 ， 如 果 
(1) /在 (x,,y,) 有 定义 ; 
(2) lim A*,y) 存 在 ; 


(3) ,，lim f(z,7) = 所 如) 


Cl Te 


如 果 函 数 在 它 的 定义 域 的 每 个 点 是 连续 的 ， 那 么 它 是 连续 函数 . 


同 极限 的 定义 一 样 ， 连 续 性 的 定义 适用 于 在 了 的 定义 域 的 边界 点 以 及 内 点 ， 唯 一 的 条 件 是 要 
求 点 (x*，Y) 在 /的 定义 城内, 

定理 1 的 一 个 推论 是 ， 连 续 函 数 的 代数 组 合 在 涉及 的 所 有 函数 有 定义 的 每 个 点 是 连续 的 ， 这 
意 球 着 连续 函数 的 和 、 差 、 积 、 常 数 倍 、 商 以 及 轿 在 函数 有 定义 的 点 是 连续 的 特别 是 ， 两 个 变 
量 的 多 项 式 和 有 理 函 数 ， 在 它们 有 定义 的 每 个 点 县 连续 的 . 

例 4 证 明 函 数 


2x7 。 
Keiy) = [Er (x,7) # (0,0) 


0， (xy7) = (0,0) 


625 第 12 烛 
在 原点 以 外 的 每 个 点 是 连续 的 ( 见 图 12. 11)， 
解 ” 阴 数 广 在 任何 点 (x,y) 天 (0.0) 基 连续 的 ， 央 为 它 的 值 是 由 x 和 yy 的 有 理 陋 数 给 出 的 . 
在 点 (0.90) ,的 值 在 定 多 ,但 是 我 们 断言 六 当 fx (0,0) 不 存在 要 限 ， 说 因 在 下， 如 姬 
们 现在 所 见 ， 妆 {x ,六 沿 不 辐 足 径 蒋 近 诛 点 时 ， 可 能 得 出 不 同 的 结果 ， 


NN\ SN ~ 


NN 
VS 


夫 
组 灶 fx +) 2 {xD 0 


-DD, x (0. 0) 
的 赂 形 ,十 数 站 原点 引 外 的 拱 个 点 和 连续 各 的 屋 曲 线 


图 12.11 宙 4 的 图 形 


对 于 如 的 每 个 值 ， 丽 数 了 在 * 带 孔 的 " 直线 六 = mx(x 0) 上 取 常 数值 ， 因 为 
An = + am Nm tm 


因此 ， 当 (xyr) 褒 这 条 直 钱 赵 近 (0 .0) 时 以 这 个 数 为 极限 ， 
lim fix,y) = a lim ， [Kxzr) , .1]= = 


和 
“i =mr 


这 个 极限 随 m 改变 ， 所 以 ， 当 (x,7) 趋 近 原 点 时 ， 不 存在 我 们 可 以 称 为 /的 极限 的 唯一 数值 ， 攻 
数 的 极限 既然 不 存在 ， 朱 数 也 就 是 不 连续 的 , 国 

甘于 二 元 丽 数 的 极限 (对 这 一 点 或 者 还 有 多 元 函数 1， 例 4 说 明 一 个 重要 事实 : 如 果 责 数 在 
一 点 存在 极限 ， 那 么 沿 每 条 趋 近 路 径 的 极限 必须 是 相同 的 ， 这 个 结果 同一 元 函数 的 情况 类 似 ， 一 
元 丽 数 的 左 极限 与 右 极 限 此 须 相 同 、 所 以 ， 对 于 一 元 此 数 或 者 多 元 函数 ， 只 要 发 现存 在 具有 不 同 
极限 的 路 径 ， 我 们 就 知道 蛮 它 们 蒋 近 的 点 不 存在 概 限 . 


2xy | 2x(mx) 2mx’ 之 二 


站 


极限 不 存在 的 双 路 径 检验 法 
如 果 在 函数 fx,y) 的 定义 域内 ， 当 点 (x,y) 沿 两 条 不 同 的 路 径 趋 近 点 (xo ,mo) 时 了 具有 不 同 | 
的 极限 ， 那 么 极限 ，lim xy) 不 存在 . 


例 5 让 明 陋 数 


( 见 图 12. 12) 当 (x,y) 赵 近 (0,0) 时 不 存在 极限 
解 ” 不 能 用 直接 代入 变量 值 的 方式 求 函 数 的 极限 ， 拓 为 那样 将 得 到 00 者 不 定式 ， 我 们 考察 
f 在 以 (0,0) 为 终点 的 曲线 上 的 倩 ， 函 数 f 沿 着 曲线 y= hx:(xz0) 具 有 常数 值 


悦 畏 数 Eee) 的 [ 抽 形 名 博 数 的 层 曲 线 
图 12.12 上 共 a 中 图 形 的 暗示 和 中 的 层 曲 线 的 什 ， 计 实 极限 _ lim 不 存在 


_ 2x’y 2x*{ kx’) 2kxz 2k 
A | ty tk 
因此 ， 
; 小 = J = 
mo A 一 i [fen | | + 
六 a 


这 个 极限 随 赵 近 路 科 而 变化 ”例如 ， 如 果 (x,y) 沿 抛物 线 y =x 赵 近 (0,0}， 这 时 上 =1， 极 限 为 【: 
如 果 (%*,7) 沿 x 轴 赵 近 (0.,0) ， 这 时 上 =0， 极 限 为 0， 按照 双 路 径 检 验 法 , 当 {x，y) 趋 近 (0, 0) 
时 没有 和 极限. 国 
可 以 证 明 ,， 例 5 中 的 函数 了 当 (x,y) 沿 得 条 直线 路 径 y = mx 赵 近 (0.0) 时 具有 极限 0( 见习 题 
43)， 然而 ， 销 数 沿 所 有 直线 趋 近 (x ,y。) 共有 同样 极限 并 不 意味 着 在 (mm ,加 ) 存 在 极限 . 
多 元 连续 孙 数 的 复合 湘 数 也 是 连续 函数 ， 证 明 从 络 ， 证 明 方法 类 似 于 一 元 函数 ( 见 2.6 节 定 
理 10)， 


得 合 函 数 和 的 连续 性 
如 果 六 x,y} 在 点 (46,y0) 连续 ， 而 g 是 在 六 mm) 连续 的 一 元 蝴 数 ， 那 么 由 站 xy) = 
SFxzy)) 定 六 的 复 台 两 数 六 =& of 在 {xo ,Yo) 连续 . 


例如 ， 复 合 听 数 
e', cos Ft—, hn (1l+xy) 


本 十 上 

是 在 每 个 点 (* ,7) 连续 的 函数 . 

同一 元 网 数 一 样 ， 通 用 的 法 则 是 ， 二 元 连续 函数 的 复合 请 数 是 连续 的 ， 唯 一 的 条 件 是 每 个 丙 
数 在 其 适用 的 场合 是 连续 的 . 
12, 2.3 多 于 两 个 变量 的 函数 

对 于 宛 元 函数 的 极限 和 连续 性 的 定义 ， 以 及 有 闫 和、 积 、 商 、 窒 和 复合 函数 的 极限 和 连续 性 
的 结论 ， 全 部 推广 到 二 个 变量 或 者 更 多 变量 的 函数 . 像 

In (x+y+z) 和 Tz 


-1 
这 样 的 沙 数 ， 蛮 它们 的 整个 定义 域 上 晨 连 续 的 ， 而 像 


#30 第 


| 已 
| 起 


1im 一 一- - 6 -ll 
Pm teo ver (-1)’+c00 2 
(其 中 表示 点 (x,y,z) ) 这 样 的 极限 ， 可 以 通过 直接 代入 变量 值 求 出 . 
12. 2.4 扔 有 界 入 上 的 连续 涂 数 的 极 值 
极 值 定理 (4. 1 节 定 理 1) 表 明 ， 在 整个 有 界 闭 区 间 [a, 如 上 连续 的 一 元 函数 ， 在 Te 小 ] 于 至 少 
取 一 次 绝对 极 太 值 和 绝对 家 小 值 ， 这 个 定理 ， 对 于 在 xy 平面 内 的 有 界 针 集合 丸 ( 像 线段 、 网 盘 或 
者 填充 二 角形 ) 上 连续 的 沙 数 : =f/(x,y) 同样 是 成 立 的 ， 函 数 在 证 内 的 某 个 点 上 取 绝 对 极 大 值 ， 
在 中 内 的 某 个 点 上 取 绝 对 极 小 值 . 
对 于 尘 个 变量 或 者 园 多 变量 的 函数 有 同样 的 结果 ， 例 如 ， 连 续 函 数 w=f 作 *,y,z) 在 其 定义 的 
任何 闭 有 和 界 集合 (球体 、 立 方 体 、 球 帝 戌 长 方 体 ) 上 ， 必 定 取 绝 对 极 大 值 和 绝对 极 小 值 . 
在 12.7 节 将 学 习 如 何 求 这 些 极 值 . 


习题 12, 2 
在 习题 1 ~ 12 中 , 求 极限 . 25. ,lim ze "coe 2%. 
3 +5 
工 a x + 二 2 2 0 让 pd on VE + +t, 
一 1 1 在 对 题 27 ~30 中 ， 函 数 在 xy 平面 内 的 腊 些 点 
了 sy * + 1. | bE + 了 】 ， 是 连续 的 ? 
2 .3 _ 
避 lim seextany & lim oo -+7 37 (af) =sin (x#+7). 
La dD a) 0 + [bs,y) =ln (zz+ 产 )， 
7. hi 7 BS lim lnll+x rl. 
tn ca 28. (fp) aE (bs) = 
.lim eainx 10. lim cos YTayT -1. 
TD EA _.. 1 + 
29. (tajgtx,y) =sin 3 lb)gtx,.7) Fee 
1 lim SR 12 lm + ua 
rr 二 1 amma — Sn x 30, (a)gts,y) = x + 
, ,7)】 = 二 , 
在 习题 1 ~20 中 ， 首 先 改写 分 式 ， 再 求 极限 . x 3 +2 
1 2 
13. 1 y+ 4 lim < [bjgtx.x) = | - 
nD 0 # ¥ 一 了 
_y- 在 习题 31 ~ 34 中 ， 醒 数 在 空间 中 的 哪些 点 是 
15， lim Ch dh 
ttn 工 一 1 连续 的 ? 
16. lim 一 - -了 +4 Bl. Calx.y,2) =# +¥ -27. 
i (bfxsy.) = A ty Ti. 
17. jim 先 一 了 十 2 -2 32. [alftx,y,2) = In xyz 
{0 Ye -yy (Ib)f(x,y,z) =e""’cos z 
Jim + 19. lim E72 33. (a)h(s,y,2) -xy sin 二. 
18. 
nn ty -2 0 2x -7—4 工 
一 一 一 1 
0. lim Yt (bjhls,y,s) + 
te 光一 了 一 1 
在 习题 21 ~26 中 ， 求 极限 4 {hls TTT 
1 1 1 
im filiil 1 
如, (hh -THT TT 
22. ln ,生生 在 习题 35 -42 中 ,通过 考察 不 同 的 趋 近 路 径 ， 
本 证 明 函 数 当 (*,y] 一 (0,0) 时 不 存在 极限 . 
23. ， lim (sin * + eo08 了 十 ace z). 。 村 
-1 35. A(x,y)= - 06, 4) = 
六 pt en 3 | + 六 


移 早 坑 631 
能 提供 任何 信息 吗 ” 提 出 管 案 的 理 巾 . 
48. 已 知 
leos (lA/y) | 1 
这 对 于 极限 
和 | 1 
lim x cosa 一 
4 了 有 证 一 起 站 Y 
37- f(x) = 38. x.y) = TT 能 提供 性 何 信息 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 
了 ， 49，( 续 例 4) 
ems 40. g(x,7) = (a) 重 述 全 4 然后 在 公式 
41, ix,y) -+ 42. ht{z 二 xp) am 
了 一 他 1 + mi 
43. 证 明 ; 例 5 中 的 函数 在 点 (x,y) 沿 每 条 直线 路 中 从 入 由 = un 9， 并 且 简化 得 到 的 结果 ， 
径 趋 近 (0,0) 时 具有 极 腿 人 由 此 说 明 / 的 值 如 何 随 直线 的 倾角 改变 


44. 设 赤 5,70) = 了 3. 如 果 了 在 点 (x06,Y。) 是 连续 的 ， 
那么 关于 极限 
lim Ax,Y) 
ts} gg) 


可 以 得 出 什么 铺 论 ?” 如 果 了 在 点 (az, 和 是 不 

连续 的 ， 可 以 得 出 什么 论 ?” 提出 答案 的 理由 . 

二 元 晤 数 的 夹层 定理 雪 明 ， 如 果 对 于 中 心 在 点 
(xzosyo) 的 阅 盘 内 的 所 有 点 fxz,7) 天 (myo) 有 

zy) SAF) Shix,y) 
并 且 f 和 冯 当 (xz,Y) 一 (x46 ,70} 时 具有 相同 的 有 限 极 
孤 L， 那 么 
Cn = 


利用 这 个 结果 支持 你 在 过 题 45 ~ 48 中 对 间 题 的 
答案 


45, 已 知 
1 一 和 六 < lan xy ] 
3 Ep 
这 对 于 极 银 
tan xy 
art wy 


能 提供 任何 信息 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 
46. 已 竹 


32 
21z7l- “元 <4-4co05 vayl < lxyl 
这 对 于 极限 
4 -4cos vxrl 


Sy OD) | xy 上 
能 提供 任何 信息 吗 ? 提 出 答案 的 理 巾 . 
47, 已 知 
lain Cl/x} | 1 
这 对 于 根 限 


lim Sn 一 一 1 
ts oo 


{ib) 利 用 内 (a) 中 得 到 的 公式 ， 证 明了 当 (x,y) 
沿 直线 7 = mx 赵 近 (0,0) 时 的 极限 从 -1 变 
化 到 1， 其 值 慑 决 于 趋 近 的 角度 . 


有 0. 连续 翘 拓 ”用 一 种 方式 定义 (0,0)， 把 


+ 
frr) = 好 本 了 全 


+ 这 

延 拓 为 在 原点 是 连续 的 . 

改 用 极 坐标 ”你 如 果 在 直 币 坐标 对 求 极限 
im /x,y) 未 能 取得 任何 进展 、 尝 试 履 用 模 从 
标 ” 在 呵 数 中 忧 人 x =r cos 8,， Y=r sin 四， 并 且 老 
察 得 到 的 表达 式 当 -0 时 的 极限 、 换 句 话 说， 坛 
确定 是 否 存 在 一 个 数 上 满足 下 述 兰 别 准 则 : 

给 定 s >0， 存 在 这 样 一 个 5>0， 合 得 对 于 上 所 
有 r 和 有 

lIrliz8 = 1Aro -Lice 
知 入 存在 这 样 一 一 个 ,那么 
Ar,y) = limflr, 人 = 工 


(1) 


[ ,和 Db ,oy 


例如 ， 


3 有 coat 


lim 了 一 = lim 
tT + 0 


为 了 证 实 上 面 最 后 一 个 等 式 ， 需要 证 明 列 涵 
式 (1) 在 扩 r,， 8) =+ cosm8 和 工 =0 时 是 满足 的 就 
其 说 ,需要 证 滑 : 给 定 任 何 e >0， 存 在 这 样 一 个 
5>0, 司 得 对 于 所 存 r 各 8 有 


1ri< 五 = 


= limr coss8 = 0 
rg 


Irconp-0Oi<s 
由 于 
1r cos" 和 =1rll cosplsirl-i =|rl 
如 果 我 们 到 5= es ， 上 述 莉 洱 式 对 于 所 有 r 和 日 
成 立 - 
相反 ， 
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最 从 0 到 1 虐 的 所 有 值 ， 而 无 论 1r1 多 么 小 .所 以 
极限 


1 


rn 
不 存在 . 

在 这 两 个 例子 中 ， 当 一 0 时 概 限 的 存在 与 否 
是 很 明显 的 然而， 转向 横 谷 杯 井 非 总 基 有 帮助 
的 ， 基 至 可 能 使 我 们 隐 和 错误 的 结论 ， 例 如 ， 示 数 
的 极限 可 能 灌 答 条 直线 (或 射线 )8 = 常数 存 在 ， 而 
在 路 径 更 广 的 瘟 祥 下 仍然 不 存在 ， 例 4 说 明了 这 一 
点 ， 在 枢 党 林 中 ， Fw，+) = {20x + 六} 对 于 
fe 让 成 

rin 8 ain 28 
remgraing) = oa + uid 
如 果 保 持 8 为 常数 而 且 今 - 0， 上 其 极限 为 0，。 然 而， 
在 上 路标 y=x 上 有 r sin 8=reos'B， 从 页 
rrns # sin 28 


Ar con ,7 Hit 站) = Feoug + tr con py 


_ 和 cna'g ainB raing 

2riewstp 

在 习题 51 ~56 中 ， 求 f 当 Cx,y) -0.0) 时 的 
极限 ， 或 者 证 明 极 限 不 存在 . 


3 _ 3 3 3 
51. f(z) = f(y) = one (5 5} 
x 十 下 


za = 1 
rensg 


x + 
_ vy 四 2r 
3. Alx,y) ey 54. x,y) t+ 
ten’! Ix|l+ 171| 
S55, f(x,7) = 上 [ rt } 
12.3 偏 导 数 


了 2 
$6. f(x ,9) = 
a4 本 


在 二 题 37 和 匀 中， 用 -种 方式 定义 0,0}) 把 


了 延 招 为 在 原点 是 连 统 的 
3 ty 
57. flx.y) =In 了 } 


T 

在 习题 5 -62 中 给 出 隧 数 fx,y) 和 让 数 e. 
在 租 题 计 明 ， 存在 这 样 个 五 > 和 0， 使 得 对 于 所 有 
《5 和 

Vt cB = ry) -N00 les 
89. sr) =x +¥, se=0.0i. 

的. Fx) = +1), & =0.05. 
Bl. far) = + +1), -0.0. 
G62. fixyr) =tr tr 2 +eng xs}, oe=0.0. 

在 习题 货 ~ 的 中 给 出 陋 数 和 正 数 # >0，、 在 每 古 
证 明 ， 存 在 这 样 .个 8>0、 使 得 对 于 所 有 (x,Y,:} 有 
Vt eB 3 ag) -R000)|< es 
B63. fx,y,#) = +7 +2, 5 =0.015. 

G4. flix) =r, £ =0.008. 


十 了 十 
65. fx,y ,2) i E =0, 015. 


2 
$8, frr) = -3 


6, fx,r) =tan’x + tan’y +tanzz， £ 二 站, 03. 

67- 证 明 几 ix.y,z) =x+y~; 在 每 个 点 (x0, 和 ,zo) 
连续 . 

58. 证 明 扩 x,y ,#2) = 术 +y +z 在 原点 连续 . 


多 元 函数 的 微 积分 是 以 一 元 盘 数 的 徽 积 分 为 基础 ， 把 徽 积分 一 次 运用 于 一 个 变量 上 .， 当 对 
函数 的 一 个 自 变量 求 导数 而 保 待 其 他 自 变 量 为 常数 时 。 我 们 得 到 一 个 “ 偏 的 "(部 分 的 ) 导数 ， 这 
一 节 说 明 如 何 定 义 偏 导数 和 纵 册 它 的 几何 解释 ， 以 及 如 何 运 用 一 元 阔 数 的 微分 法 则 求 偏 导 数 . 


12, 3,1 二 元 函数 的 偏 导数 


如 果 (m ,mm 是 男 数 头 *, 六 的 定义 城中 的 一 点 ， 牌 直 平 面 7= mo 切割 图 面 :=Fxz,y) 将 产生 曲 
线 z2=f(x,y0)( 见 图 12.13)， 这 条 曲线 是 函数 z =/(x,y,) 在 平 莉 Y= x 内 的 图 形 ， 这 个 平面 内 的 
横 坐 标 是 *， 纵 坐标 是 = 了 值 保持 为 常数 xp， 所 以 7 不 是 一 个 变量 ， 

我 们 把 7 在 点 (am) 对 于 x 的 篇 导数 定 广 为 扩 zyo) 在 点 =zo 对 于 * 的 寻常 导数 ， 为 了 区 别 
偏 导 数 和 寻常 导数 ， 我 们 用 记 导 8 代替 过 去 所 用 的 记号 d. 


定义 ”在 点 {和 ,70) 午 数 f 作 x,y} 对 于 x 的 全 导数 是 . 
bi -Ti xo th, yo) -A xo, Yo) | 


= LL 
ox 太一 


【ee 


只 要 这 个 极限 存在 . 


h 


平面 天 内 的 绩 素 村 独 


Hy | 
[| 
本 为 的 由 旨 


FT tl 


苇 强 


-一 [| 
I 


平 亲 Y -内 的 棋 灿 标 轴 
几 12.13 从 zx 平面 的 第 -象限 上 方 看 到 的 平面 y= 辣 同 曲面 := 大 sy) 的 交 线 
偏 导 数 的 一 个 等 价 表达 式 是 


dq 
Tet) 1 ， 


在 平面 y= 内， 曲线 z = 成 xz 为) 在 点 P(xo ,ye Ja .yo) ) 的 斜率 屁 7 在 点 (mm 对 于 的 偏 
导数 的 值 . 《在 图 12. 13 中 这 个 斜率 为 负数 , ) 曲 线 在 尸 的 切线 是 平面 y = 加 内 通过 P 和 具有 这 个 
斜率 的 直线 ， 在 点 ( ,76) 的 偏 导数 六/9x 给 出 当 y 保持 固 定 人 yo 时 /对 于 x 的 变化 率 . 

含 导数 用 哪 一 种 记 叶 表示 ， 以 我 们 要 强调 的 方面 为 转移 ， 

为 了 强调 在 点 (x ,yo) 求 导数 ， 用 


区 Cn) 或 (royo) 


表示 “在 点 (so ,为 ) 对 于 x 的 偏 学 数 " 或 者 "在 点 (x ,yo) 偏 微分 ”是 方便 的 . 
在 自然 科学 和 工程 技术 中 ， 当 讨论 变量 而 不 涉及 显 式 地 表达 函数 时 ， 通 常用 
Oz 
Ox | 


表示 “3 在 点 {z ,加 ) 对 于 x 的 偏 导数 "， 
当 我 们 把 偏 导数 本 身 作为 一 种 函数 考察 时 ， 用 


于 ， 武生 
££, pe 或 3 
表示 " 帮 或 者 2} 对 于 x 的 偏 导数 "是 方便 的 . 


太 %,7) 在 点 (wo ,6) 对 于 7 的 篇 导数 的 定义 ， 类似 于 f 对 于 x 的 偏 导数 的 定义 ; 保持 * 在 固定 
值 x%,， 再 取 六 xo,y) 在 yo 对 十 y 的 寻常 导数 . 


定义 ”在 点 (xo ,为 )， 范 数 .Hzx,y} 对 于 y 的 倍 导 数 是 
好 jim + 有) -A To ,no) 
By teeny 0 下 
只 要 这 个 极限 存在 . 


] 
= 下 Am | = 


G34 苇 12 重 


在 且 百 于 面 + = 内， 曲线 2 =f(00,7) 在 点 Pmtmo :yo)) 的 射 率 { 风 图 12. 14) 巧 站 在 点 
tao) 站 开 的 妨 导 数 ， 师 线 和 在 户 的 团 线 是 平面 x = zw 内 通过 中 和 及 有 这 个 斜率 的 直线， 这 个 
仿 革 数 给 出 广 当 x 保持 国定 值 二 时 在 点 (36) 对 于 y 的 变化 率 . 

明 数 广 时 于 的 币 钙 数 的 表示 方式 ， 同 了 对 于 工 的 竹 导 数 的 表示 方式 一样 在 不 同情 并 下 溃 
以 选用 
¥, / 


Ay, 

请 注意 ， 我 们 如 今 存 了 两 条 在 点 P(xo ,太吉 90)) 辐 曲面 相 切 的 切线 (如 图 12.15)， 它们 
决定 加 二 面 在 P 相 团 的 平 而 吐 ? 我 们 将 避 看 到 的 下 是 这 样 ， 担 是 在 查 明 原因 之 前 ， 忆 绒 对 贫 守 
数 有 条 更 多 的 了 了 解 . 


EAA 


Fs oy 


内 的 给 贤 标 轴 


这 某 昌 下 帮 且 行 料 浊 
fm Yor fo 0) 这 条 团 线 具有 疼 来 


sp pl 


[Ha 
省 级 Llsp Nn 
Pr vf Un. yo) 下 面 < 后 内 的 曲 号 
=f 正春 邓 三 Xp 内 的 曲线 
2 = Ar Avo) 
z= HAF) 
\ ， 名 
x : 
Cm Foy ~ y 


Cx Fn 十 下》 


于 出 x = 6 内 的 曲线 ep - 
= fo 而 Y = ca 内 的 横 尝 标 轴 Nor Yo0) 二 Xp y 


图 12.14 从 好 平面 的 第 --- 象 限 上 方 图 12.15 把 图 12.13 和 12.44 合并 在 -起 ， 曲 面 在 点 
天 到 的 平面 *=*o 同 曲 面 Lx yo tro ,Yo)) 的 两 条 切线 决定 的 平面 至 
z= 放 x,Y) 的 交 线 少 在 本 图 中 看 起 来 是 间 曲 面相 切 的 


12. 3.2 ， 仿 导 数 的 求法 

偏 导数 aFrax 和 afray 的 定义 给 出 在 一 点 冰 了 导数 的 两 种 不 阿 方法 : 把 y 作为 常数 按 寻常 方法 
对 求 导数 ， 以 及 把 x 作为 常数 用 寻常 方法 对 7 求 导数 .如 下 列 例 子 所 示 ， 郑 孝 在 给 定点 (和 ， 
9) 的 这 两 种 偏 导数 的 值 通 常 是 不 一 样 的 . 

例 1 设 

frr) = 和 +3xyr dy 一 1 

求 归 az 和 ar 有 在 点 (4, -5) 的 值 . 

解 ” 为 了 求 arrss， 把 y 作 为 常数 ， 并 旦 求 上 对 于 * 的 导数 : 

= 二 人 +3x7 +7-1) =2x+3:1-7+0- 人 = 2z+37 

aizx 在 点 (4, -5) 的 值 是 2(4) +3( -5) = 一 了 7. 

为 了 求 归 a7， 把 < 作为 常数 ， 并 音 求 了 对 于 y 的 导数 : 


盐 - Izy+y -1) =0+3:xz:1+1-0=3x+1l 
Ar dy 


仿 时 效 635 


arr ay 在 点 (4, -5) 的 值 是 3(4) +1=13. | 
例 2 没 Fx.7y)=yasinxy，、 求 aar 作为 -- 个 函数 ， 
解 把 zx 作为 常数 ， 而 把 了 作为 了 和 sin xr 的 乘积 : 


Y= 2 sin xy) i 47) 
= 《y eon zy) 二 (ay) + Sin xy = YY Cos 4¥ + Sin xy 妓 
例 3 设 
xy) = 
用 < = FF+ casx 
六 上 和. 


解 ” 把 /作为 一 个 商 ， 保持 y 为 常数 ， 得 到 


(y+eos x) 地 7 (27) -2 A (7 + cos x) 


Of 2 
A 3 (7 i) ey 
_ Ay + cos %) C(O) -27( — sin x) 27 sin 7 

【7 + eosx)’ {y+ cos x)’ 


保持 * 为 常数 ， 得 到 


(+ cosx) 六 27) 一条 六 (+ eos x) 
7 


总 之 
1 (i) i 
_ y+ coa x) (2) -2r(1) _ 2 eo0s% 
{y+ oo09 x): (y+ conx)’ 
可 用 寻常 导数 的 隐 式 微分 法 求 偏 导数 ， 如 下 面 剑 子 给 出 的 说 明 
例 4 没 方程 


Ylnz=x+7 
定 文 z 为 两 个 自 变 量 * 和 yy 的 函数 ， 并 且 存 在 偏 导 数 ， 求 35789x. 
解 ”在 方程 中 保持 y 为 常数 并 且 把 :作为 * 的 可 微 函 数 ， 求 方程 两 端 对 二 x 的 导数 ; 
有 (yz) ln z= 5 


x Ox 
7 天 -十 训 =1+0 (以 y 为 常数 ,二 (yz) = 让) 
-ee 
1 | 


例 5 平面 x=1 同 抛物 面 :=x* +y 的 交 绿 是 抛物 线 ， 求 这 条 抛物 线 在 点 {1,2,5) 的 切线 的 
斜率 ! 见 图 12, 16). 
解 ”切线 的 斜率 是 偷 导 数 azxay 在 点 (1,2) 的 值 : 
| -2 = 2) = 4 
作为 一 种 检验 ， 可 以 把 这 条 抛物 线 当成 在 平面 *=1 内 的 一 元 函数 z= (1): +y =1+y 的 图 形 ， 
并 且 求 其 在 y=2 的 和 斜率， 如 今 按 寻常 导数 计算 这 个 僚 率 ， 


- ae 


fl21 
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也 
dy 

12, 3. 3 ”多 于 两 个 变量 的 函数 
参 于 两 个 月 变 所 的 两 数 将 偏 导数 定义 ， 同 “开明 
数 的 编导 数 定义 相似 ， 它 们 是 对 下 一个 自 变 二 的 吐 党 


= rv) | =27| = 4 加 
dr 1 LC 


由 
旦 数 ， 而 让 上 其 他 让 朗 全 保持 为 常数 jo a 
例如 果 x,y,z 是 由 蛮 扯 许 蛙 | [i 
Tx) = ksin (ry + 3:) 
用 各 
Y= x Sin {¥ + 3z) | = sin (y+ 3:) - 
= x os (y+ 3s) pe (r+3s) = 3rcens (r+3:) 国 
例 7 如 时 把 电 阳 为 RR ， 忆 ,及 了 歇 嫌 的 电 夺 [器 并 _ - 、 
本 i - 图 12. 16 六 而 x =1 和 曲 向 = =x + 的 机 
联 成 电 半 为 证 欧姆 的 电 妥 器 ， 吧 的 值 可 以 耻 坟 程 克昌 线 在 点 (1.2.53 的 切线 ( 例 5 


1 -+ + 工 
RR R, R, 
求 肌 (5 昂 本 12. 17)， 求 3RZAiR 在 号 =30, R,= 和 5 和 R=90 
欧姆 时 的 值 . 
解 ” 为 了 求 8R76R,， 把 RR 和 RR, 作为 常数 ， 并且 利用 稳 
式微 分 法 求 方程 两 圈 对 于 R, 的 导数 : 


a 认 (站 + 让 + 看) 


一 大 这 -到 +0 
， , 图 12.17 按 这 种 上 式 联接 的 电 半 
2 器 称 为 并 联 ( 例 7): 但 
> 3 个 电 本 器 计 :部 分 电流 
当 届 =30， 有 中 =45 和 只 ,=90 时 通过 ; 它们 的 等 价 电 及 天 
Tl -3+2+1 -6 -上 上 下 公式 
R 拉 43 90 90 90 15 1 ] | 1 
所 以 员 =15 而 有 RR RR 
aR : IY _ 1 计算 
3R. = ( 全) = (3) 9 " 
因此 ， 在 给 定 的 三 个 电阻 值 ，R; 的 袜 小 变化 导致 站 值 大 约 1 性 的 变化 . 年 


12, 3, 4 ” 偏 导 数 与 连续 性 
一 个 晒 数 /x,y) 在 一 点 可 能 国 时 具有 对 于 x 和 * 仿 导 数 ， 齐 在 那个 点 却 不 是 连续 的 ， 这 不 同 于 
一 元 晃 数 ， 其 中 导数 的 存在 昔 涵 着 连续 人 性， 但 是 ， 如 果 f(x,y) 的 两 个 篇 导数 存在 并 且 在 以 
(xs ,7 为 中 心 的 整个 现 盘 是 连续 的 ， 那 么 /在 (x ,mm) 是 连续 的 ， 这 一 点 将 在 本 节 最 后 看 出 . 
例 8 今 
和， 3 天 间 
fs = Lo 


{ 见 图 12. 18)， 


仿 闻 灶 637 


(a) 准 和 洁 下 线 y=zx 赵 近 (0.0) 时 的 要 了 腿 . on 
16} 计时 六 在 左 碟 是 不 巡 凌 的 . | sr 
(el 证 坦 两 个 仿 尘 数 3Wax 和 aay 在 这 点 在 在 . 

解 


{jx 证 直线 y=xt 除 于 原点 } 椭 为 夫 ， 
艳 有 有 


1 

1 
din oA) es 一 m0 =0 ! 
(由于 9,0) =1，(a) 中 的 极限 证 明 f 在 {0,0) 是 | ， 


不 连续 的 ， 

fo 为 了 状 在 点 1D.0) 的 aarz， 保 持 y 了 全 定 在 =0 由 118 f(r,1) = { 
于 是 对 于 所 有 x ， f(x,r) = 1 六 的 图 形 起 图 12.18 让 的 在 
线 万 ， 这 条 下 线 在 任何 了 的 斜率 是 aar =0， 特 别 是， 
在 点 (0 0)，arax =0， 同样 ，3/7ay 是 直线 无 在 任何 
的 斜率 ， 所 以 ， 丰 点 (0.0)7，apr =0, LJ 

尽管 有 例 8 的 结果 ， 在 高 维 的 情况 上 下， 也 数 让 一 点 
的 可 稚 性 缠 泣 连续 性 仍然 成 站， 例 8 提供 的 启示 在 于 ， 和 村 下 高 维 的 可 微 性 ， 由 要 比 仅 在 在 偏 导 数 
更 强 的 条 件 ， 在 本 节 报 后 ， 我 们 定义 “开明 数 的 吉 微 虱 ， 并 引 青 讨论 叮 往 性 癌 连续 性 的 联系 ， 
12. 3.5 二 阶 偏 导 数 

对 为 数 几 <*，y) 类 俩 半数 晤 次 ， 得 到 它 的 .: 阶 丛 导数， 这 些 续 数 通常 用 下 面 的 记 导 表示 : 


2 4 方 /de 方 ”) 或 4"f 偏 微 x ) 


让 ， x 二 们 
的 加 拭 
| | 


让 直线 瑟 入 于 以 昌 x 平 而 内 
的 四 个 并 象限 组 成 ; 明 数 在 
原点 存在 例 和 导数， 住 是 在 暑 
里 是 不 连续 的 (人 重 $) 


2 ( 方 f 册 方式 六 (7 纲 征 内 7 


2 
YY 


2 (7d 方 fdy dx") 或 上 (7 偏 汪 ww 
定义 含 导数 的 公式 为 
af -2 (A 2 
Dr Ax ard dr xr ari’ 
等 等 ， 清 注意 求 偏 导数 的 顺序 ; 


a 
dx 
表 不 先 对 y 采 导数 ， 然 后 对 x 求 导数 . 
A = (FF), 
代表 同样 的 求 华 数 顺序 . 
人 物 传记 例 9 如 果 Az = cns YY ， 求 -- 阶 偏 导数 
一 一 af 日 了 of of 
皮 埃 尔 ' 西蒙: 拉 普 拉 斯 下 


(CPiere-Simon Laplace , 1749—1827 } 解 ” 由 于 


Ee = 六 TONFF+ I = ey+t re 
所 以 
2 ， 
2 = 人 (¥) =— Sint+e" 
dyYOx dy ‘Bx 
Hf 4 a ye 
Bx -Ax (2) Te 
而 
这 = i os y+ re) =-xsiny+e" 
所 以 
2 ,si ， 
rdy Ax (过 ) MY te 
Ha . 
Ee By (这 ] YX Cos 1 搬 


12. 3.6 混合 导数 定理 
读者 也 许 已 经 注意 到 ， 例 9 中 的 二 阶 “ 混 合 " 搞 导数 


Ea 
和 有 GT 


是 相等 的 。 这 并 不 是 一 种 上 巧合， 正如 下 面 定理 所 述 ， 只 要 /外 , 上 , 所 和 /是 连续 的 ， 它们 就 必 
定 相 等 . 


定理 2 (混合 导数 定理 ) 若 Az,y) 及 其 偏 导数 上 /,，f, 和 .在 包含 点 (a ,的 的 整个 下 区 
城 上 有 定义 ， 并 且 它 们 在 (a,5} 都 是 连续 的 、 则 
lab) = (0.0) 


信物 传记 定理 2 也 称 为 克 莱 罗 定 理 ， 以 发 现 它 的 法 国 数学 家 阿 列 克 丁 
一 一 一 一 斯 - 克 菜 罗 合 名， 定理 的 让 明 在 附录 A.9 中 给 出 ， 定 埋 2 说 明 ， 
隔 列 克 西 斯 ， 克 莱 罗 我 们 可 以 按 任何 一 种 求 导 师 序 计算 二 阶 混合 导数 .只 要 过 续 性 
《Alexis Clairaut，1713 一 1765) 条 件 得 到 满足 ， 这 一 点 能 够 对 求 混合 导数 提供 便利 ， 
例 10 设 


w= YY 十 e 
了 +1 


求 B ww/ Bray. 
解 ” 记 号 六 w/9x6y 表明 先 求 对 7 的 导数 ， 然 后 求 对 x* 的 导数 然而， 如果 我 们 推迟 对 米 导 
数 而 先 对 x 求 导 数 ， 会 更 快 得 到 管 案 ， 按 两 步 求 导数 ， 
Go A te 
ax = 而 yt -1 
如 果 先 求 对 y 的 导数 ， 我 们 同样 得 到 ixgxrby = 1， 由 于 定理 2 的 条 件 对 于 w 而 言 在 所 有 点 


(x0，Yo) 保 持 ， 所 以 可 以 按 任 何 一 种 顺序 求 导数 . 本 


编 性 过 639 


12. 3.7 更 高 阶 的 以 导 数 

虽然 在 大 才 数 情况 下 ， 我 们 所 处 理 的 是 -- 阶 和 .一 阶 偏 导 数 ， 因 为 这 两 种 导数 最 常 出 现在 从 
种 应 用 和 疝 是 中， 但 是 ， 对 -于 函数 可 能 求 多 少 阶 学 数 并 没有 理论 上 的 限制 ， 只 要 所 涉及 的 凶 数 存 
在 ， 于 是 ， 我 们 用 


-af -/ 
= 

xoy: 

Hf - = 

Dx fy 


这 样 的 记号 表示 三 阶 导数 和 下 阶 导 数 ， 等 等 ， 同 下 阶 导数 一 样 ， 求 导数 的 顺序 是 不 重 娄 的 ， 只 要 
其 中 的 所 有 导数 是 连续 的 . 
例 11 求 fx ,yz) =1 -2xy z+xy 的 导数 
解 ” 首 先 求 对 变量 y 的 导数 ， 然 后 求 对 x 的 导数 ,接着 骨 求 对 y 的 导数 ， 最 后 求 对 :的 导数 ; 
fd 


fF = dr + 2x 
人 = 和 4 
fom = 一 4 四 


12. 3.8 可 微 性 
讨 沦 涌 数 可 微 性 的 起 点 不 是 我 们 在 研究 一 元 隔 数 时 见 过 的 差 商 ， 而 是 增 基 的 概念 ， 回 忆 在 
3. 10 节 对 一 元 联 数 的 讨论 ， 如 果 y = f(r) 在 x = 是 可 微 的 ， 那么 /的 值 当 x 从 +, 变化 到 
Ni 十 Bx 时 的 改变 由 公式 
My = f(a) Mx + EAsx 
给 出 ， 其 中 当 az- 时 ，s - 垢 ， 对 于 二 元 函数 ， 把 类 伺 的 性 质 作为 可 微 性 的 定义 ， 增 量 定理 { 见 
于 高 等 微 积分 教程 ) 告 诉 我 们 ， 这 个 性 质 在 什么 条 件 下 成 立 . 


定理 3 (二 元 西数 的 增 量 定理 ) 假定 /x,y) 的 一 一 阶 偏 导数 在 包含 点 (x,， 各 ) 的 整个 厅 区 域 
号 有 定义 ,并 HA 和 /在 tx ,yo) 基 连续 的 ， 那么. 了 的 值 当 从 员 内 的 点 (xo .76) 移动 到 另外 一 
点 (to 二 起 x ,yo 二 让 7Y) 时 的 改变 
A = x + Mx ,Yo + AY) -Hrs vo) 
满足 等 式 
Az = Cx, Fo)Ax tf (to, Fo) Ar+elAr + ety 
其 中 当 ax ,4y 一 0 时 8, 一品 . 


可 以 看 出 其 中 的 s, 和 s, 来 自 附录 A. 9 中 的 证 明 .， 将 来 还 会 看 到 ， 对 于 多 于 商 个 自 变 量 的 两 
数 存 在 类 侯 的 结果 


定义 ”如 果 哆 数 :=f(*,y) 在 点 (xo ,ho) 的 偏 导数 (xo,7y6) 和 {x6,%) 存 在 ， 并 且 满 足 | 
等 式 | 
Az=f, (ro To Ar +f (ro 0 ) Ay + EAr + EAY, 

其 中 当 Ax ,Ay 一 0 时 ee 一 0， 那 么 在 点 (ze 是 可 徽 的 、 如 果 了 在 其 定义 域 中 的 每 个 点 是 | 
可 微 的 ， 就 称 了 是 可 徽 的 . 


我 们 从 这 个 定义 立即 得 到 定理 3 的 系 : 车 函数 的 一 阶 候 导 数 是 连续 的 ， 册 它 是 可 徽 的 . 
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定理 3 的 系 车 呆 数 放 x,y) 的 偏 时 数 / 和 /在 整个 开 区 域 衣 是 连 续 的 ， 则 /在 中 的 鳞 个 | 
点 是 可 微 的 | 


， 厢 微 性 定义 保证 当 Ax,Ay 井 时 Azr=/(s, + Ar,yo + AF) ~ 
~ 万 顺 数 在 其 可 微 的 每 个 点 是 连续 的 


如 困 z = 所 x,7) 是 癌 币 的， 那么 
A yn)} 地 ， 这 个 结 告诉 我 们 ， 


定理 4 (可 微 性 冀 涵 连续 性 ) 若 隔 数 放 x ,7) 在 点 [x,y 是 可 微 的 ， Wn 
绫 的 


正如 从 定理 3 和 定理 4 可 以 看 到 的 那样 ， 如 果 旺 数 护 xy 的 篇 导数 六 和 在 包含 点 (区 ,加 ) 的 
整个 开 区 域 中 基 连 续 的 ， 那 么 了 在 (mm ,74) 必定 是 连续 的 但 是 ， 回 本 一 下 .如 我 们 在 例 8 中 所 
见 的 那样 ， 在 一 点 存在 一 阶 依 导 数 的 二 元 晒 数 仍然 可 能 在 那个 点 征 不 连续 的 .但 存在 仿 导 数 对 


主 保 证 顺 数 在 一 点 的 连续 性 是 不 够 的 ， 
习题 12. 3 
在 当 题 ] -22 中, 求 六 /x 和 jy 
1 fir,y) =2x: -37 -4. 
2 xy) = 好 一 人 二 位， 
3 Nx) = 1) (r+2). 
和 xr) =5xy — 7x Ax 6y+2. 
5 fz) = 【一 上 
fx) = 2x 
7. Fry) = x + 
8. Fr,y) = {r+ (2 
9. Fr,y) = lr +r). 
10. flx,y} =x {x + ). 
让， fxsy) = {x+y)A (ry 1). 
12. fix,r) =tan (yr). 
3, fxr,y) = el 
Nd. Fr,y) =e sin (x +y). 
15. f(x,Y) =In (x +¥). 
16. fx,7) =e" ny. 
17. flx,y) =sin (x -37). 
18. F(x) =cos (3x -说 )， 
19. F(x,r) = 
20. F(x,y) = og,x. 


21. Ax.y) = [ra 对 于 全 部 :连续 ). 


22. fx,y) = Dy (yy Ixyl <1). 


在 习题 23 ~34 中 , 求 /.，, 和/. 
， 扎 xy) = 1 +ay 227. 


34. 


~ Blut) = te 
0) =p sin 中 cns 此 
Loa 8) -=. 

. 心 角 所 必 的 功 ( 见 3. 10 节 习 题 39) 


Nx = sin (Cre), 
.frr,:) =sec (x+). 
x) =n (x +2y +3), 
Fr) = ln {xy). 
fp) se 
.Nt =e " 

Ax = th (r+2y+ 3). 


下 ET = sinh {xry -7 ). 
全 避 题 节 ~ 和 操 中 . 求 畏 数 对 于 每 个 安 量 的 偏 叶 数 


~ fa =econ (ZT - a). 


Zei 


Pa = Pr + 过 


， 威尔逊 批量 公式 ( 见 4.5 节 寺 题 45) 


- tm 站 
em gt 


在 习 晤 由 ~ 御 中 , 求 清 数 的 所 有 二 阶 偏 导数 . 


-Ax +t + 


Hx = Sin ry, 


BEX) = 4c08 YY 十 Sin x 


Ex) =xe ++1. 


FT 一 In 全 十) 
sr) =tan (yy/x). 
在 习题 47 ~50 中 ， 证 明 ,= ww- 


23 

34, flr rz) = + I + 47. uw =n C2x + 3). 

25. F(x,y,s) = 工 - vy +s. =e trlny+tr nx. 
26. ay, 区 = (0 + + 49. w= + rr ry 


人 编 时 载 


SO. w =x ain y + sin x xy. 

Si 对 于 计算 上 下列 卫 数 的 偏 导 数 ,， 吕 以 先 对 * 炒 
导数 或 者 先 对 y 问 纯 数 ， 采 用 哪 -- 种 求 导 贤 序 
更 快 ? 试 在 不 号 任何 算式 的 情况 下 给 出 答案 . 
(a) fx,y) =x siny+te!. 

[hy zy) = 1/x. 

(ce) fry) =y + xy). 

(a) fx,y) =y+x +4 In (x +1). 
(1e] fxsy) =x + Sry + ain x + Ter. 

【人 Fx,y) = ln zy 

52, 下 列 阮 数 中 每 个 两 数 的 5 阶 篇 导数 9’f7ax* 8y' 为 
零 ， 为 了 尽 可 能 快 地 证 明 这 个 结果 ， 应 该 首先 
对 宕 量 * 还 是 y 求 导数 ? 戌 在 不 写 任 何 算式 的 
捕 况 下 给 出 答案 
(a) fx,y) = yx +2. 
ih) fex,y) =y + y(nin x ow ). 

Le) Ax,y) = 和 + Sxy + sin x + Te’, 
(dj fn,y) =xe" 
在 习题 53 和 54 中 ,利用 偏 导 数 的 定义 计算 晴 

数 在 指定 点 的 偏 导 数 . 


53. lay) =1 -x+y -3a2y。 区 和 于 在 上 ( 1.2). 


54. fx.7) =4+2 3y xy. 六 和 六 在 点 ( 2.1). 


$5. 三 个 变量 全 w=Axz'yiz) 是 二 个 自 变量 的 晓 
数 ， 写 出 上 在 点 (xz ,mm ,za) 的 偏 导数 Bi 的 形 
式 定名。 利用 这 个 定义 球 太 x 7.2) =x 在 点 
(1 .2,3) 的 a 9z. 

56. 三 个 变量 令 w=Kx,y,z) 屋 一 个 白 变量 的 函 
数 ， 写 出 /在 点 (xz :mm ,an) 的 偏 导数 太 /gy 的 形式 
定义 ， 利 用 这 个 定义 求 Kxsyz) = -2rr7 +32 在 
晤 { -1.0,3) 的 六 ay- 

57,。 假定 方程 

XY + rR- 2 = 人 0 
把 :定义 为 两 个 自 变 量 * 和 + 的 了 西数， 并 且 存 
在 偏 导 数 ， 求 az“az 在 点 (1.1,1) 的 值 . 
至， 假定 方程 
+ylnx-x +4=0 

拒 x 定 义 为 两 个 自 变 最 y 和 和 :的 函 歼 ， 并 且 存 
在 恼 导数， 求 axaz 在 点 {1, -1, -3) 的 值 . 
习题 99 和 60 涉 及 附 财 所 示 三 角形 的 角 和 边 的 

关系 . 

9. 把 4 表示 成 ec 的 隐 范 数 ， 并 且 计 算 a47ae 
和 BA 8b. 

多 .把 & 表示 成 4,8,8 的 隐 和 函数， 并 且 计 算 3a/84 
和 a88. 


61.， 两 个 天 变 量 ”如果 方程 x*=r lnn 和 7¥=ulnr 把 
4 和 + 定 光 为 扩 变 量 x 和 7 的 陋 数 ， 并 且 存 在 
+z， 用 和 六 济 式 +4， {提示 :; 求 琴 个 肛 程 对 
的 导数 ， 并 日 通 过 消去 4, 汶 解 1. )】 

62， 两 什 因 变量 如 困 方 程 w = 一 和 r= 
把 x 和 7y 定 文 为 和 变量 和 + 的 陋 数 ， 并 生存 
在 篇 导 类 ， 求 jxAan 和 Byzan (参见 二 是 1 
中 的 提示. ) 然后 邻 5=x + 下、 挤 且 求 上 su. 
三 纵 拉 达拉斯 方程 

,2 0 
fx Or ns 
居 空 间 中 的 稳 态 温度 分 布 T= 太 +，r，=) 、 重 力 势 
和 静电 势 所 满足 的 方程 ， 二 挫 拉 芋 拉 斯 方程 
a a = 0 
nx ny 

是 从 目 述 方程 删除 1/3z 项 得 到 的 方程 ， 描述 平面 

内 的 重力 势 和 静电 势 以 及 稳 态 温度 分 布 { 参见 附 图 ). 

可 以 把 平面 看 成 (a) 立体 (by 垂直 于 > 轴 的 - -个 薄片 . 


a oF 
一 上 =0 
rz 一 Ar 
2 
(al A 4 
全 
3 a a 
dx: 人 ds 
(b} i 
i 
FE 人 
Te—. 
边界 温度 受到 控 而 


在 习题 吕 -如 中 ,证 明 责 数 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 
063. Filx, 7，=) = 于 十 三 一 2z. 
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fd4. fr, ,2) = 2 3 + 
65. /Ux, FY) =e Dom 2x. 
6. x, 7)=In vr + 
37. x, F, 2) -x 二 天 +z) 1, 
8,. Fx, y, 2) = ebpa Sz, 

波动 方程 ”如果 我 们 站 在 海洋 的 岸 边 拍摄 菠 
浪 的 快 是 ， 照 片 显 示 茶 个 瞬间 的 波峰 和 波 兴 的 图 
案 ， 从 阁 案 中 看 出 空间 中 相对 于 踢 离 的 周期 性 恒 
直送 动 ， 如 果 我 们 汗 身 于 海水 中 ， 当 波浪 经 过 时 
吕 以 感觉 到 海水 的 起 落 、 我 们 观察 到 随时 间 的 周 
期 性 寻 直 运动 ， 在 物理 学 中 ， 这 种 优 美的 对 称 性 
用 一 纵波 动 方程 


12.4 ”和 链 式 法 则 


第 12 草 


表 术 ， 共 中 是 波幅 的 高 度 ，= 其 中 离 变 贡 ，! 屁 

时 间 变 量 . * 是 波 传 播 的 速度 . 

在 我 们 的 例子 中 ，* 是 横越 洋 面 的 距 南 ， 作 是 

在 其 他 应 婴 中 ，x 斌 能 是 洛 … 条 报 动 落 的 距离 、 通 

过 空气 的 此 离 { 声 波 }， 战 者 通过 空 和 他 的 号 离 ( 光 

波 }， 数 c 因 波 的 类 型 和 传播 介质 而 即 . 

在 习题 克 ~75 中 ,证明 函 数 是 访 动 方程 的 解 . 

90,. w=sin {x+ct}. TO,. w=ron {2x +2ct), 

71. w= in (x+et) + cos (2x 本 了 or) 

3, =]n (2x+2ect). 

TA. w= tan {2r — 2ct). 

TA w=5 cos (3x +3c) + ew ™, 

75. w=J(u), 其 中 /是 ww 的 可 第 函数 ， 而 
=atx+d)， 其 由 a 蚌 常 数 . 

76， 如 果 陋 数 记 x，7) 在 整个 开 区 域 吕 上 县 有 一 阶 
连续 偏 导数 , /在 中 上 是 簿 必定 连续 ” 撕 出 答 
案 的 理由 、 

77. 如 果 函 数 关 sz，7) 在 整个 开 区 域 丸 上 具有 一 阶 
连续 妨 导 数 , 了 的 -- 阶 篇 导数 在 只 上 是 再 必定 
连续 ? 提出 答案 的 理由 ， 


在 3.5 节 讨 论 的 一 元 晒 数 的 链 式 法 则 说 明 ， 当 则 = 大 zx) 是 x 的 可 微 函 数 并 且 * =&(9 是 :的 叮 
微 靖 数 时 ，w 成 为 1 的 可 微 铺 数 ， 并 且 du 由 可 以 用 公式 


dw 


di 
计算 . 


du 由 
dr 


二 元 两 数 或 儿 元 函数 的 链 式 法 则 具有 多 种 形式 、 具 体 的 形式 取 闫 于 涉及 多 少 个 变量 . 但 是 
只 灾 状 虚 附 加 蛮 基 的 出 现时 就 像 3.5 节 的 链 式 法 则 那样 处 置 . 


12. 4. 1 二 元 函数 


当 隧 数 w=Ax, 了) 在 x=x(t) 和 y=y(t) 都 是 :的 可 微 函数 时 ， 链 式 法 所 公 式 由 下 述 定理 


给 出 ， 


或 


定理 5 (二 元 函数 的 链 式 法 则 ) 车 w=f(x,y}) 有 上 县 有 连续 的 偏 导数 /入 ， 且 + = ; 
[rer) ,y=Y() 是 :的 可 微 函 数 ， 则 复合 函数 w= 放 x(1) ,Yt 站 )) 是 :的 可 微 丁 数 ， 且 有 | 


AGORA A 


仿 时 救 | 


证 阴 要 证 明 的 事项 包 插 : 如 果 x=xf 站 和 y=y(0) 在 t= 吓 出 注 
可 铀 的， 那么 ,在 t= 是 可 微 的 ， 并 全 有 
(于) = (名 ) (各) (六 ( 季 和 
i 出 一 个 都 是 指 上 对 于 z 的 仿 
其 中 Po = (ay 下 极 站 和 局 指示 求 每 个 针 数 所 在 的 点 导数. 
令 Ax,Ay,Aw 是 1 从 与 变化 到 避 + 站 产生 的 增 拒 ， 由 王 三 吕 可 微 的 (参见 12. 3 节 的 定义 )， 
起 册 = ( 衬 ) A + (FE) » + EB + EA 


Mrip 
其 中 当 Ax,Ay 一 DD 时 8, ,sz 0， 为 了 求 虹 ， 在 这 个 等 式 中 下 除 以 点， 并 且 令 站 赵 近 零 ， 队 法 纹 帆 
ae 2) Ee) 全 :at 多 


和 
令 4 趋 近 零 ， 得 到 
(至 ) = lim Au -( 空 ) ( 呈 ) + ( 守 ] { 昱 ) 人 
出 Bxip\ dt Dy ps de 链 式 法 则 ， 为 了 求 dw/dz， 从 


开始 ， 把 而 到 ;的 两 末 下 
+ ( 呈 *07 (他) 图 顶 拉 上 写 册 的 导数 相 和 ， 


附注 中 的 树 形 图 提供 记忆 链 式 法 则 的 一 种 实用 方法 ， 注 意 “ 沉 大 对 这 家 录 和 -， 
世 葬 是 x 和 的 函数 ， 叉 是 1 的 孙 数 ， 在 图 中 ， t= 时， 导 


数 dx/dr 和 dy/dt 是 在 所 求 值 ， 因 此 ，， 的 值 决 定 可 微 两 数 因 这 量 

* = x( 昌 的 值 a 和 可 微 丽 数 y =y(t) 的 值 ;， 偏 导数 834/8x 和 

3w/ay( 它 们 本 身 是 x 和 y 的 函数 ) 是 在 对 应 于 的 点 P(x,， 

3») 求 值 . “真正 的 " 自 变量 是 :， 而 * 和 上) 是 中 间 变 委 ( 受 ! 控 

制 ) ，w 是 因 变 量 * 了 中 国 变量 
一 种 更 准确 的 链 式 法 则 记号 ， 指 出 定理 5 中 各 个 导数 求 什 

的 点 : 


sd) -六 (0)- 王 t) 人 tw) 由 自 交 
go) 一 A (x0 ,Yo0) dt (#6) + ay {x yo) di {ry . 
例 1 应 用 链 式 法 则 沿路 径 x = cos 1，y =sini1 求 
ty 一 XF 
对 于 + 的 导数 ， 导 数 在 := 的 值 其 什么 ? 
解 ” 应 用 链 式 法 则 求 tw/di 如 下 ， 
de _ dw dr 四 ie dy 
dxdt ay 出 


= 24y)., 二 Foost) + 一 《sin 站 = 《7 光一 Bini)y + (x)(eos tt 


dx 
= (sin aay + (cos 本 和 = sint + cosrt = wos 2 
在 这 个 例子 中 可 以 用 更 直接 的 计算 来 检验 结果 ， 作 为 1 的 丙 数 ， 
ww = xy = cost sint = 六 sin2i 


所 以 
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和 = = 一 , (3 于 Sin 2j = ) “2 es 2 二 00s 2 
在 顺 种 情况 下 ， 对 十 给 定 的 + 从 半 有 
(时 = ros(2. 7)= com =-! 本 


12.4.2 三 元 函数 
法 此 或 许 能 饮 预 寺 “元 汲 数 的 链 式 法 则 ， 央 为 它 仅 涉 及 在 一 元 瑚 数 的 链 式 法 则 公式 中 族 加 
质 定 的 第 :项 . 


定理 6 (三 元 函数 的 链 式 法 则 ) 车 w=/(x,y,z) 基 可 微 的 ， 目 x.y.; 是 :的 可 验 是 数 ， 则 
ww 是 上 的 可 微 明 上 数 ， 用 有 


dw _ 坟 由 闻 虹 ,末路 
di ar dt Tay dt 


定理 的 证 明 闻 定理 5 完全 一 样 ， 只 不 过 此 时 有 :个 而 不 基 两 个 中 间 变 其 .用 于 记忆 新 链 式 法 
则 会 式 的 图 形 也 是 相 估 的， 其 中 有 :条 从 如 到 : 的 路 径 


例 2 设 Ri 

Ww =XY+2, =ost, Y= nt, z=t - 飞 图 从 如 到 上 有 三 北 路 径 面 

求 dA/dz， 在 此 例 中 ，wt2) 的 值 当 : 变化 时 按照 螺旋 线路 币  : 而 亲 ， 个 是 迷 gd 的 方法 
(11.1 节 ) 变化， 导数 在 :=0 的 值 是 什么 ? 的 出 :1 拒 痢 来 下 生 涛 站 上 和 
解 - 志 扩 办 长， 小 后 开 和 . 


de_ wd wdy ,Ow 由 区 | 
df 六 中 w= fx yx) 因 变 旺 
= Cy) (sint) + (x)(cost)+ (1)(1) 
= {aint){(—sint}+ {cos t) {cos t}+1 
{代入 中 间 变 基 ) 


= sint +cost+1 = 1 +cos2t 


(加 = 1+eo0s (0) =2 [| 


为 了 对 商 数 值 沿 曲线 有 路 径 变 化 作出 物理 解释 ， 普 虚 - 
个 随时 间 上 改变 位 置 的 物体 ， 如 果 w = T(x,y,z) 是 沿 参 数 方 加 ~ 和 全 + 品名 + 滨 入 
程 为 <=x(1) y=),， z=2z(t) 的 曲线 CC 上 短 个 点 (x,yY,z) 

的 证 度 ， 导 和 名 复合 国 数 岂 = TExt2) ,7y(0) ,z(t) ) 表示 沿 曲线 同 1 相关 的 沉 度 ， 于 是 定理 6 中 计算 出 
的 导数 由 exdt 是 沿 曲 线 物 动 时 温度 的 瞬时 变化 率 . 
12. 4.3 在 曲面 上 定 必 的 通 数 

如 果 我 们 关注 的 在 于 空间 中 一 个 球体 上 的 点 (x,y,z) 的 温度 录 数 刀 =A(x,y,z)， 或 许 宁 蛛 把 
x,y,z 看 成 给 出 空间 中 点 的 经 度 和 纬度 的 变量 r 和 ;: 的 旺 数 ， 如 果 x=g(r,s) ,y=h(r,s) ,=k(T,5)， 
那么 可 以 用 复合 陋 数 


w = f(gtrs), hlr,s), klr,s)) 
把 温 表 示 成 r 和 的 函数 .在 下 述 条 件 下 ,，w 同时 具有 对 于 r 和 :的 偏 导数 ， 这 两 个 偏 导 数 可 以 则 
下 面 定 理 中 的 方法 计算 . 


偏 音 霓 645 


定理 7 【两 个 自 变量 和 三 = 个 申 间 变量 的 链 式 法 则 )} 他 定 w =r, 2), X=g(r,5). 
= 四 个 晴 数 者 是 可 微 的 ， 刚 志 具有 对 于 + 和 5 的 仿 举 数 ， 佛 由 公民 
EL 
Or Arar dyAr der 
型 _ Mr du 加 及 
Bs xis Oye dr0s 


给 出 ， 


这 帅 个 公式 的 第 一 个 公式 可 以 在 定理 6 的 链 式 法 则 中 保持 * 回 定 并 此 把 r 当 作 + 而 导出 ， 第 
二 个 公式 可 以 用 同样 方法 导出 ， 即 保持 园 定 并 县 把 s 当 作 +， 记忆 这 两 个 篇 导数 公式 的 树 形 疼 
显示 在 图 12. 19 中 . 


Wr = fr .2) 


内 灾 节 


十 加 变量 


人 门 变 区 

r 5 
w= fOr SS) hr 5) kr 5) ow _ wi a 
dr ar War dz ar Br da dv ods de A 

a} b) x} 

图 12. 19 定理? 的 复合 畏 数 和 树 撒 图 
例 3 设 
=xr+2y7+2, x = 二， 了 一 天 +]ns， z= 2r 
时 


用 > 和 + 表示 Bar 和 ws 


解 加- 知 是 ,有 允 ， 邓 在 


加 1 
ar ggr Orar 及 3 = (+ (2)(2r) + (22)(2) 


二 +4r +(4r)(21 = 二 + 12r 《【《 代 换 中 间 变 是 2) 


bw _ dud Wa ,wo _ 
8 0 (- 2)+ C2) (2 本 )+ (2 《0) = 人 国 


如 果 ./ 是 两 个 变量 谭 非 三 个 变量 的 函数 ， 定理 7 中 每 个 对 应 的 仿 导 数 公式 沽 少 项 


若 旭 = 大 xy)， 4 gr) =er,s)， 划 
dw _ dw Br ow Oy 
dr fx Br dr or 
dw oe ox + 
Bs dx ds ay As 


图 12. 20 品 示 上 和 南 第 一 个 公式 的 树 形 图 . 第 二 个 公式 的 树 形 图 是 相似 的 ， 只 不 过 用 s 代替 


全 
心 
| 站 
:总 


例 4 设 
本 = 和 开赴 一 Y=r+s 
川 r 和 + 开 尖 maozar 和 9w/is, 链 式 法 则 
解 Wr) 
Me dw or ow dy 


Dr Ht Ar + Ay Dr = (C201) + (27)01) 


=2tr 一 3) +2(r+ 5) 【( 代 换 中 国 变 是) 
二 dr 


dw _ 
dy (2x)¢(— 1) + (27) (1) 


= 一 2(r 一 s) +2(r+s) 《人民 换 中 和 间 变 醒 ) 


= ds 加 
如 果 / 单独 是 x 的 丽 数 ， 偏 导数 公式 蝎 为 简单 . 人 = 入 + ~ 芝 
x or Ar 
荐 w =x) x=gtr,，s)， 则 图 [2.20 记 必 公式 时 = 叶 六 时 由 
. Dw dw tx Hw _ dwas ar dr 的 
| ar drar’” Os dx ds 的 树 形 图 


在 这 种 情况 下 ,用 寻常 (一 个 变量 ) 导数 dw/ds 代 赫 w/ax， 记 忆 偏 导数 链 式 法 则 公式 的 树 形 
图 纪 示 蛮 图 12. 21 中 . 
链 式 法 则 


w = ftx) 


w= Fr, Y) 


图 12.21 求 了 的 导数 的 树 形 图 ,了 图 12.22 阔 w= F(z 7) 对 于 x 的 导数 的 树 形 
作为 r 和 s 以 及 一 个 中 疼 : 置 te/dx = 介 ， 学 致 隐 式 微分 法 
间 变 量 * 的 复合 钞 数 的 简单 计算 公式 (定理 8} 


12. 4.4 再 讨论 降 式 微分 法 
定理 5 中 两 个 变量 的 微分 法 则 ， 导 和 致 由 隐 式 微分 法 产生 的 经 过 基 种 代 运 算 的 公式 ， 假 定 
{1} 孙 数 F(x,Y) 是 可 微 的 ， 
(2) 方 程 f(x,yY) =0 隐 式 年 头 y 为 x 的 可 微 衣 数 ， 例 如 y=RCx). 


由 于 w= 下 (x,y) =0， 导 数 dw/dx 必定 为 零 ， 用 链 式 法 则 ( 见 图 12. 22 中 的 树 形 图 ) 计 算 导 


数 ， 求 出 


dw dx dy os _ _ 
0= 示 = Ft 【定理 5 取 ! = x 和 六 = 让) 
a. ,入 
= 站] 二 i 
如 时 所 = 3wA9y 关 0 ， 可 以 从 这 个 方程 求解 yAdr， 得 到 
由 -天 
dx 有 


我 们 把 这 个 结果 表述 为 下 面 的 正式 定理 . 


定理 8( 隐 式 微分 法 公式 ) 假定 六 x,y) 是 可 微 的， 并 且 方 程 F(x,y) =0 定义 为 x 的 也 
数 ， 那 么 ， 在 ,#0 的 任何 点 ， 


业 - 大 
dx 


号 
四 


例 5 设 产 -和 -sin xy =0， 利 用 定理 8 求 dy/dx. 
解 取 Fxz，y) = 六 -天 -sin xy， 于 是 


dy_ 03 0 
de FF 2y-xceoxy 2 ~xceosxy 
这 个 计算 比 在 3.5 节 例 3 中 用 来 求 dy/dz 的 单 变量 的 计算 大 为 缩短 国 


12.4.5 多 元 函数 

我 们 在 本 节 己 经 见 到 链 式 法 则 的 多 种 不 同形 式 , 但 是 如 果 可 能 把 它们 视 为 相同 的 一 般 公 式 
的 特例 ， 就 无 需 全 部 记 住 它们 ， 在 求解 特定 问题 时 ， 玛 出 相应 的 树 形 图 ， 即 把 因 灾 量 置 于 项 端 ， 
中 间 变 量 居 中 ， 而 把 选择 的 自 变量 放 在 庆 部 ， 可 能 是 有 帮助 的 ， 为 了 求 风 变量 对 于 选 定 自 变量 的 
导数 ， 从 因 变 量 开 始 ， 向 下 查看 树 形 隅 下 至 自 变 量 的 每 条 路 径 ， 沿 每 条 路 径 计 算 导 数 并 且 将 它们 
相 乘 .然后 求 不 同 路 径 上 的 乘积 之 和 . 

一 般 说 来 ,假定 w= 放 x,y,… ,4) 是 变量 x,y， …,sv( 一 个 有 限 集 ) 的 可 微 商 数 ，x,yY,，…,r 起 
p，4，…， 所 另外 一 个 有 限 集 ) 的 可 微 函 数 ， 那么 , 如 是 是 从 书 到 # 的 变量 的 可 徽 函 数 ，w 对 于 这 
些 变量 的 偏 导 数 由 形式 为 

dw 豆 扩 ,好 打 ,向 如 
dp 3 和 部 dr op 
的 公式 给 出 ， 其 他 偏 导 数 的 公式 由 每 次 用 4g，…,! 中 的 一 个 变量 代替 哺 得 到 . 
记忆 这 个 公式 的 一 种 方法 是 把 公式 右 端 想象 为 具有 分 基 


dw ow . ow 有 上 .加 
(于 ,党 ， ' 汪 ) 和 (于 :这 | 
OO A 
4 对 于 中 间 变 重 的 导数 中 间 变 量 对 于 选择 的 自 变 量 的 导数 
的 两 个 向 量 的 点 积 ， 
习题 12. 4 


在 习题 ] ~5 中 ，1s) 用 两 种 方法 把 dwdt 表示 
成 1 的 函数 ,一 是 用 链 式 法 则 ， 二 是 用 :表示 w 并 
且 直 接 求 对 1 的 导数 {bb}) 热 后 在 冶 定 的 + 值 求 不 =]In (x + 十 王 ) ， X=co8t, Y=8int, = 


在 - 
和 二 + 二 ， x= cel， y=ant, z=1/; 1=23. 
三 EE 


中 ad t=3. 
wr roa t, 站 二 in t= 5 如 =2ye -lnz, x=]n (FF+1), y=tan tt z=e'; 
=x + X00 t+sint, y=cet— sint; t=1. 


t=0. = in xy, x=t, y=lnt, z=e '; t=1., 
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划 2 间 


在 习题 了 和 日 吓 ，(a) 几 了 两 种 广 苇 把 zzat 和 

aa 部 砾 求 成 二 和 的 随 数 ， -是 利用 链 式 法 则 ， 
起 特 接 用 和 5 表示 z=， 峙 救 导 数 ，{b] 热 后 在 冰 定 
上 Cn 和 9zzp 
了 z=4e lny, x=ln (uron), Fo nin bs 
(uv) = {2,94). 
B. z=tan fr) 二 = 上 ro vb, = 站 Mini 
fut} =【(1.3.TZG67. 

在 与 题 83 和 10 中 (3) 用 岗 种 方法 把 9wx9u 和 
wv 表示 万 & 和 4 的 呆 数 ， : 基 出 链 式 方 网 ， 二 
县 直接 用 4 和 4 表示 ww， 髓 求 导 数 ，[b) 然后 在 给 
定点 Tar 站 匡 Bar 和 wh 
= tt FE FU, $= ut 

tu,n) = {12,11. 
10. w=]n (Cx? + +2), X= ue ain 由 二 Ne cae u, 
2=us ut) = -2.0). 

在 习题 11 和 12 中 ，(a) 用 两 种 方法 把 9u“ax， 
826y 和 9er 表示 成 x,y,z 的 消 数 ，- :是 用 链 式 鞭 
则 ， 一 昆 直接 用 xz,y,z 表示 &， 香 求 导数 .(【b] 然后 
在 给 定 点 (zf,z) 求 Buvar，baxgy 和 Buxaz. 

1 un = 9, 
了 一 了 . 

r= + 2; (YYyiz) = {3 ,2,1). 

12. w= ersin 'p, p=sinx, 9=2 lny, r= lvzi 

(x 2) = {T2172). 

在 习题 13 ~24 中 ， 写 出 对 于 每 个 时 数 的 链 式 
法 则 会 式 并 且 画 出 树 形 图 . 

13. 对 寺 z=f(x,y), x=g(1), y=h(1) 的 导数 学 - 
14, 对 于 z=7u,v ww), v=gtt), v=h(), 

=&( 0) 的 导数 生 . 

1§, 对 于 w= =f y=g(u,v), 


= =A(4,0) 的 偏 导数 于 和 宰 


p=x+trt+i, dX-¥Y+2, 


On 
i 对 w=}, r=gtr,7), s=h{(x,.y), t= 
&#,7) 的 偏 导数 于 和 宇 
dx a7 
17. w= 的 仿 
Ou OW 
18. 对 于 =gtnr)，= 上 zy)，P=xs7 的 偏 
Ow ,Du 
导数 ;和 


均 ， 对 于 z= 让 x 7) x =gtt.s)，yY=h(4,s) 的 篇 必 
Dr dr 
数 g 和 es 


20. 对 于 ¥=A), u =g(r,s) 的 偏 导 数 代 - 


21 对 wgtu), 4 =h(s .的 偏 导数 全 和 名 
22, HH m= x yr), #4=g(p,9), =Atp.q), 
:HP.9) vp,4) 的 偏 导数 鱼 - 


3 对 于 w= 人 x Y=gtr) ,y= 上 h(s) 的 妨 学 数 
HW jk 
有 和 5 
24. WT w=gtx,), x=hrs 的 
偏 导数 宇 . 
a5 


在 习 昧 25 ~28 中 ， 假 定 方程 定义 y 为 x 的 可 微 
顺 数 ， 利 用 定理 8 求 dy/dz 在 给 定点 的 值 - 
25. zx -27 + =0, (C1,1), 
26. xy+y -A -3=0; (-1,l)., 
2 sx + -7=0; (1.2). 
28. xm tsin xy + -ln2=0; (0,In 2), 

三 元 函数 的 隐 式 微分 法 定理 8 可 以 推广 到 一 
元 函数 以 至 更 多 变量 的 函数 . : 抑 晒 数 的 隐 式 微分 
法 会 式 如 下 : 闭 方 程 FUx,yiz) =0 定义 z 为 x 和 yy 
的 可 微 琴 数 ， 则 在 .0 的 点 ， 

EE__h wf 


a FF oy 忆 
在 习题 鸭 - 拉 中 ， 利 用 这 两 个 公式 求 dzxax 和 
az 只 在 给 定点 的 值 . 
29. 2 -ry ++ 2 【111)， 
0. 0 (2,3.6). 
31. sin (x +7) +win {y+z) +sin {x +7) =0; (Tm,m,T). 
32. xe' +ye +2 lx-2-31n2=0; (1,Iln2,ln3). 
= (r+y+2):, 
Xs y= ceosftr+i) ,5= ain (r+:) 
求 8wi5r 在 r=1，,， +#= -1 的 情 ， 
34. 如 果 
Ww =x tn = /cos 
求 eaexar 在 2= -1 ,v=2 的 值 . 
3 站， 如 果 
= ly =24+t-2 
有 求 ineza' 在 w= 人 0 ，#+= 间 的 值 . 
切 。 如 果 
z= inay+xsiny,s =4 + y= uv 
求 az 有 am 在 上 =0，p=1 的 值 . 
37， 如 果 
z= 5tan ,z=e+lnv 
求 aaa 和 EA 在 =ln 2，# =] 的 值 . 
3 抢 . 如 果 


41, 


42. 


43. 


- 拉 普 拉 斯 方程 


= np = +n ea 
求 azan 和 szr 在 = 1 n= -2 的 值 . 


.电路 中 移 电 压 变 人 世 ” 电 上 赂 中 满足 定律 Y= 的 


出 卜 YY， 随 着 电池 的 耗 搞 而 缚 悟 下降 同时 ， 
电阻 是 随 著 电 阴山 的 加 热 而 增加 ， 利 用 塘 程 
di ak di Fd 
tl or dt aR 中 
慌 在 此 =6D0 人 ,f=0.04 A dR =05 fs 和 


dA = -由 人 Ys 的 瞬 记 电流 是 如 柯 变 化 的 ? 


箱子 尺寸 的 变化 ”假设 长 方形 箱 巴 的 边 长 s， 
5 随时 问 改变， 在 考察 的 时 刻 ee = 1 m, 8 = 
2m, c=3 m, due/di = dbdr = 1 ny’s, de 中 = 


-3 ms 箱 了 在 那个 肯 间 的 体积 Y 和 表面 积 5 


的 变化 率 是 多 少 ” 箱 子 内 部 对 角 线 的 长 诬 是 增 
加 述 是 减少 ? 
如 时 站 se,w) 是 可 微 的 ， 振 Hu=x-y, r=y 
-zt =z 一， 证 其 

Da ar 

dx A GH 


要 坐标 ”假定 在 可 微 孙 数 刀 -f(x，y) 中 代入 报 


坐标 zx=r ros 8 =r sin 用 
(81 证明 
cow 0 + ning 
和 
| aw =— ff sin cns 
gr 
{b) 求解 4a) 中 的 方程 ， 用 avar 和 B98 表 本 
和 fe. 
ic} 计 明 
: :dl oy 
Ue? 他 到 “ (%) 


拉 敬 拉 斯 方程 ”证 明 ; 若 w=Fiu,r) 满 足 拉 普 
拉 斯 方程 了 二 大 = 了 0， 月 下 二 (x -+ 2, 二 
zx， 则 ww 满足 控 普 拉 斯 方程, +w,, =0. 

全 za = 六 ua) + ， 其 中 于 = 
x+iy，p=xz-i 交 1i= vw]， 证明 w 满 号 控 普 


47. 


S49 


拉 斯 站 
可 洲 的 . 
螺旋 线 上 的 极 值 ”假定 是 数 扰 <) ,7 在 螺旋 线 
Tvosty = win 二 上 
上 于 的 忆 的 俩 导数 是 
站 = eta = sintg =P+T-3 
了 在 曲线 于 的 什么 点 5 如果 存在 ) 可 能 取 租 俩 ， 
空间 有 曲线 今 = es 4 东 ri 在 阳线 
T=eme v= fr+2) .= 了 
上 的 点 (1 ,In 2.0) 的 什 . 
圆 上 的 温度 令 了 = 天 zy) 且 在 贺 
Y= ceost r=,0 rE?n 
上 的 natx， 7 的 温度 ， 红 入 甬 定 
2 = Bx ~ 4, 5 = YY — 4 
1a] 道 过 考察 学 数 dTAdr 和 于 Trade 求 团 上 在 什 
么 点 出 现 极 大 信和 极 小 值 温度 . 
{Db} 假定 T=4x -4xy +47、 业 了 在 阅 上 的 极 大 
值 和 极 小 值 . 
椭 园 上 的 温度 今 了 =gfxr， +)} 基 让 椭 加 
= 2 cos ft, y= 2 ain ,0 rE?27 


土 的 点 tx， 7) 的 温度 ， 并 且 徽 定 


= 和 在 归 所 需 的 所 有 商 数 想 


a _ aT 
dx or 
1aj 通 过 考察 dTAdt 和 Ydr* ， 确 定 椭 轩 [ 洋 
度 眠 极 太 信和 棋 小 值 的 位 置 . 


[bj 假定 T=xy -2， 求 了 在 籽 贺 上 的 要 大 值 和 
棋 小 值 . 
求 积分 鲨 数 的 导数 ”在 过度 的 连续 性 限 利 下 ， 


存在 下 述 结 困 ; 若 


则 


Fix) = [ate 


Fx) = [gli 


利于 这 个 事实 和 链 式 法 则 ， 通 过 令 


Cus) = [g(tsx)d 


其 中 = 所 x ， 可 以 求 出 


Flixy = Fat 


的 导数 ， 和 在 习题 4 和 旨 中 ， 冰 丘 数 的 导数 . 
9. Px) = | YT 


' "a 
SQ. F(x) = {vr rd 
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12.5 方向 导数 与 梯度 向 量 


图 地 . 23 显示 溢 纽 约 哈 得 孙 河 西点 地 区 的 等 高 线 地 图 ， 你 会 注意 到 图 中 各 条 支流 垂直 于 等 高 
主流 动 ， 这 些 支 流 上 取道 最 速 下 降 的 流动 路 径 ， 所 以 河水 以 尽 可 能 快 的 速度 流 划 上 蛤 得 孙 河 ， 因 此 ， 
支流 中 的 海拔 离 度 的 瞬时 变化 率 带 有 -- 个 特定 的 方向 ， 在 这 一 节 ， 可 以 看 到 为 什么 这 个 称 为 "下 
坡 " 方向 的 方向 尾 垂 直 寺 等 高 线 的 ， 


图 12. 23 纽约 两 点 地 区 的 等 高 线 地 图 ， 显 水 河流 沿 最 速 下 降 路 径 牌 直 于 等 高 线 流动 


12. 5. 1 平面 内 的 方向 导数 
从 12.4 节 知道 ， 如 果 /tx*,y) 是 可 微 的 ， 那 么 f 沿 可 微 曲线 < =g(1)，Y=h(t) 对 于 :的 变化 
永 是 
岂 - 坟 dt， 对 由 
dt ar 出 dd \ 
在 任何 点 已 (入 ) = Ps(g(4o) kta))， 这 个 公式 给 出 
了 对 于 增加 的 的 变化 率 ， 因 而 特别 依赖 于 沿 曲线 运动 
的 方向 ， 如 果 曲 线 是 直线 、 而 : 是 在 某 个 给 定单 位 向 量 
4 的 方向 上 沿 直线 从 P, 度量 的 弧 长 参数 ， 那 么 4f/dt 是 
7 在 其 定义 域内 在 立方 向 对 于 距离 的 变化 率 ， 通 过 改变 
&， 当 我 们 经 过 P 在 不 同方 向 移动 时 求 /对 于 距离 的 变 
化 率 ， 现 在 对 这 个 概念 给 出 更 确切 的 定义 . 
假定 晤 数 f(x,y} 是 在 xy 平面 的 整个 区 域 吕 上 定义 
的 ，P,( 台 ,yo) 是 RR 内 的 一 点 ， 并 且 -ui+usj 是 单位 
向 量 ， 那 么 , 方 和 
=X + su Y= y+ su 
是 通过 忆 同上 平行 的 直线 的 参数 表示 ， 如 果 参 数 * 度量 
在 # 的 方向 从 已 起 的 红 长 ,我 们 通过 计算 在 P, 的 图 12 24 了 在 “方向 在 点 的 变化 率 起 / 
dyYds， 求 出 f 在 uw 方向 上 在 的 变化 率 ( 见 图 12. 24). 沿 这 条 直线 在 P 的 变化 率 


防 间 雪 651 
定 必 了 在 单位 向 量 xs = wz +axy 的 方向 在 点 P, (x,,y,) 的 导数 是 
(2 -lin A (1) 
如 果 概 限 在 在 . _ 
坟 则 学 数 出 川 
Ch 的 导数 ") 
起 


例 1 利 放 定 交 ， 凑 晒 数 
fxr) = tr 
在 单位 向 本 如 = (1AY274 (A 方 同 在 点 P,(01,2) 的 钙 数 
解 
( 世 ] = him (vy + Sy + 3 ) 一 所 yn 


ds 


(公式 ([)) 


a 
, A he (加 (1* 昼 (2 到 -4 + 1 .2) 
一 "mn 
1 25 2 3 Ei 5s 2 
= Jin 2) - 了 本 一 = (= 


Js = 人 + 本 在 下 方向 在 点 疡 (1,2) 的 变化 率 古 5A. 
12.5.2 方向 导数 的 物理 解释 : 

方程 =x.y) 长 未 空间 中 的 曲面 5 如 果 志 = ” 晤 向 5 了 
zo,To)， 陡 公 点 Potswoiy6, 如 ) 位 于 5 上 |， 通过 点 PP 和 
(60.30) 并且 平行 于 站 的 垂 育 平 击 局 5 相交 于 曲线 未 
(网 图 12,25). 了 在 站 方向 的 变化 率 是 曲线 5 在 贞 问 量 
4# 和 去 构成 的 右手 系 中 在 吨 的 切线 的 斜率 . 

妾 = 站 时 ， 在 户 , 的 上 方向 导数 是 WZax 在 (x my 的 
值 ， 当 w=j 时 ,在 记 的 方向 导数 昆 afrar 在 (xz ,yo) 的 
值 ， 方 向 学 数 推广 这 两 个 偏 尼 数 ， 至 此 。 我 们 可 以 六 


I 


= = flr.y) [fn 十 5 SH — NX Wo) 


(xo + SsHI Yn + su7) 


芷 任何 方向 二 的 变化 率 厕 不仅 限于 方向 计 和 六 Poor ro 


下 面 给 出 方向 导数 的 -种 物理 解释 假定 7 了 =f/(x,}) 


图 12.25 线 C 在 后 前 
是 平面 内 某 个 区 域 土 每 个 点 的 温度， 那么 Fr ,六 ) 是 在 詹 线 5 在 出 的 斜 尝 是 


点 (xo ,my) 的 湿度， 而 (DD, 由), 是 在 w 方向 在 点 吕 测 


lm 斜率 (PQ) ; 这 是 广 


出 的 温度 的 瞬时 变化 率 凋 导 数 { 开 】 =D, /Dp 
a-Po 


12.5.3 方向 导数 的 求法 与 梯度 
现在 来 建立 计算 可 微 了 两 数 的 方向 导数 的 有 效 公 式 ， 我 们 从 直线 


Tt = Fo + su 


《21 


开始 ， 这 是 通过 部 的 参数 化 直线 ， 用 单位 向 出 = wi+ wy 方向 上 增加 的 缴 长 参数 ;， 于 是 


5652 芝 12 重 


(区 = (加 旦 + (为 中 (可 微 蝴 数 / 的 链 式 法 则 ) 


(Y) -+ (¥) Hs (由 上 方程 (2), dxA/ds = 4, dyAds = 4.} 


A 


= 【EC {31 
rp dyip, -一 一 一 一 
在 癌 血 
在 由 的 梯度 


! 定 光 ” 丽 数 所 xz, 站) 在 点 帮 (m 罗 的 梯度 向 量 ! 梯度 ) 显 通过 计算 了 在 P, 的 偏 革 数 得 到 的 


| 
和 问 基 
Wit 


记号 Vf 该 作 "grad f*， 也 读 作 “的 梯度 ”和 "dei 7"， 倒 角形 符 革 人 本身 读 作 ” del"， 梯 度 的 
男 外 一 个 记 导 是 grad 7， 按 其 书写 方式 读 育 - : 
公式 (3) 说 明 ， 可 征明 数 了 在 Ww 方向 存 点 P, 的 导数 是 站 和 在 Po 的 峭 度 的 点 积 ， 


定理 9 (方向 导数 是 一 个 点 积 ) 若 /(x.7) 在 包含 点 所 (mm 和) 的 一 个 开 区 域内 是 可 广 的 ， 
则 有 | 
| (的 -en (4) | 


这 是 了 在 PB 的 梯度 阿兰 的 点 积 . 


例 2 求 关 gr)y =xe' ++cos x7) 在 FF= 六 -者 方向 在 y 
点 (2.0) 的 当 数 . 
解 + 的 方向 是 用 r 的 长 度 除 » 后 得 到 的 单位 向 量 : 
y » 3 ， 4， 
“5 
了 的 偏 导数 是 处 处 连续 的 ,在 (2,0) 的 仿 慎 数 由 
了 (2.0) = (ee — ysin (xy)),o0, =e -DO=1 
了 (2,0) = (re — x ain (xy)) so, = 2e -2-0 = 2 
给 出 ，f 在 (2,0) 的 磋 诬 为 
vrl fAOE +H ON = i +2 


(DN lm = VE ( 人 公式 (4)) 中 的 向 量 , 在 f(x,7) = xer + 
部 , 和 3 cos 《xy) 的 情形 定 》 
人 
国 (C475 站 方向 上 的 点 (42,0) 的 
用 公式 变化 率 是 Vi n= -1(5 例 2) 
Df= Vu = |Vi'n cosd= Vieost 
计算 点 积 { 其 中 #8 是 两 个 向 量 # 和 Wf 之 问 的 和 朋 }， 扬 示 方 向 导数 的 下 述 性 质 . 


以 学 雪 653 


和) 遇 数 了 在 cos 用 = 或 背 当 让利 wF 的 方向 相隔 时 增加 最 快 ， 就 尾 说 ， 厅 其 定 义 域 的 往 个 
古 尹 ， 明 数值 了 在 天 的 梯度 向 是 w7 的 疡 向 增加 最 快 ， 在 这 个 方向 的 导数 是 
Df= | weos (0) = | vA! 
(2) 由 样 ， 了 在 -的 并 各 钱 少 下 快 ， 帮 这 个 方向 的 导数 是 DF= [Wl cos (nm) = 一 1 Vil. 
(3) 问 梯度 Viz0 正 交 的 任何 方向 # 是 广安 化 为 零 的 二 向。 因为 这 于 的 单 等 2 由 有 
Df= [viros (TY = | VA =0 


下 如 我 们 将 在 后 面 讨论 的 那样 。 这 此 维 的 廊 向 导数 的 性 质 在 “ 维 时 间 样 存在 . 
例 3 求 Fsz7)=te72)dytrz2I 灾 化 的 方向 : 

(az 在 避 0 全 增 寺 最 局 的 广 癌 ， 

(hb) 在 点 (1,1) 减 省 最 快 的 六 后 

(ef 在 点 (41, 由) 定 化 为 零 的 六 向 是 什么 ? 


解 
18 扩 在 点 人 ,1 增加 最 快 的 方向 大 YA 的 谨 向 ， 在 这 个 点 的 梯 讼 当 
(VA = CA tr = +j 
它 和 网 并 辐 是 


ni 
lit VO ff A 
{bf 在 点 (1 ,1 减少 最 快 的 地 向 是 - YF 的 方向 ， 这 
个 方向 是 


| ， | ， 
一 上 = 一 


2 2 


tc) 在 点 (1,1) 歧化 为 鹤 的 方向 基 辐 VF 笛 交 的 


Le -Wh. 人 
方向 : 了 f 评 于 左 快 - 的 方向 
=- 上 ii+L 和 -mn-1Li lj 的 方向 
星 二 厅 万 | 厅 7 /增加 最 所 Vi+j 
参见 网 12. 27. 必 各 
12, 5. 4 ”梯度 与 层 曲线 的 切线 图 12.27 下 z,y) 在 点 (1.1) 增 而 最 快 的 
如 果 可 向 是 数 /Cx ,7) 济 光 少 曲 线 5 = gC0i+h(ny 具有 方向 是 Wi + 的 方向 
常数 值 (使 曲线 成 为 1 的 层 曲 线 )， 那 么 fat) At) ) = 蕊 对 应 于 曲面 上 在 点 (4111 
在 这 个 方程 的 两 端 求 关于! 的 导数 ， 导 出 方程 的 最 速 上 天 的 方向 ( 例 3) 
d 是 
DAN) = 下 《9 
影星 ,对 有 _ -上 
dx 志 * ay 和 = 0 { 链 式 法 则 ) 
Le 
(ai+ 才 月 ( 呈 时 月 =0 (5) 
Dd 二 


方程 (5) 表明 ，w 同 切 向 展业 “中正 交 ， 所 以 它 阿 曲线 正 父 . 
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在 可 微 陋 数 fz,Y) 定义 域 的 每 个 点 (x6.361, 了 的 梯度 加 通过 (v0.7) 的 民有 曲线 开交 ( 册 ， 


图 12. 28). 

方程 15) 让 实 我 们 的 观察 丫 果 : 地形 财 中 河 
旋 的 流 疝 最 让 于 冤 商 线 ( 参 史册 12.23)， 由 于 
下 流 河流 将 以 最 快 的 六 式 流 向 它 的 终点 .所 以 
它 必 须 在 方向 翌 数 性 质 (2) 的 负 梯 度 向 基 方 向 流 
动 ， 方 称 (5) 告诉 我 们 这 种 产 咎 问 民 里 线 生 和 贞 - 

这 个 观察 结果 也 使 我 们 能 够 求 层 曲 线 的 时 线 
方程 它们 是 同 梯 度 正 交 的 直线 通过 点 
P(xn Yo) 问 和 同 斌 吝 = 者 + 本 本 人 交 的 壬 线 由 有 
方 各 

Atx x) +Hiy-%) =0 


图 12. 28 


可 沼 一 上 两 数 在 点 的 娣 度 搞 终 问 是 
数 通过 螂 个 点 的 呈 曲 线 正 交 


(见习 是 35)， 旭 果 六 是 梯度 (VA =Jxo 300E+ACwm， 和 mm 活 ， 这 个 方程 是 由 


Lm) x — xn) + A -1 ) = 如 


给 出 的 团 线 . 


和 例 4 求 椭圆 生产 =2( 见 图 12,29) 企 点 ( -2.4) Wie l= tt 2 


的 切线 的 方程 ， 
解 ” 这 个 由 加 是 孙 数 


2 
wy) = + 


4 
的 层 曲 线 . /在 点 ( -2，1) 的 梯 麻 为 
Vhs it) 
切线 是 直线 
(Dtr+2) + (2)(y -1)=0 (方程 (6)) 
xr-2r=~4 


如 果 已 知 丙 个 画 数 了 和 的 梯 麻 我 们 自然 知道 它们 的 常数 倍 、 和 ， 差 . 积 以 此 商 的 梯度 . 


图 12.29 把 炳 阅 (x 4) + =2 当 作 


霄 数 扰 rr. = +t 
的 居 曲 线 ， 可 以 求 这 个 山 
加 的 雪线 ( 例 +4) 


在 习题 36 中 要 求 读者 证 实 梯 度 运 算 的 下 述 法 则 ，、 请 注意 ， 这 些 法 则 和 -元 卫 数 导数 的 相应 法 则 


内 有 阿 样 形式 ， 
梯度 的 代数 运算 法 则 
(和 常数 悦 法 则 VOD =k VA 《任意 实数 请) 
12}) 和 法 则 Vif+8) -Vi+ Ve | 
13) 差 法 则 Vg) =VA-ve 
(4) 积 法 则 VUE) =f Ve +g vw | 
| v(£) -es 


.| 


编 时 载 655 


例 我 们 以 
Hx) = x Vi=i-j 
Bx) =3y VE = 3 


为 例 说 明 恒 度 代数 运算 法 则 中 的 两 个 法 则 : 
(1) 法 则 (3) 
VUE) = Vr -dy) = i-d= Vi- ve 
(2) 法 则 (4} 
VUE) = Vxy -37°) = 3% + (9x -67)7 =370f- 月 +3r7+(03r -67) 
= 3 )) + (3x - 3yY 
= 3 +(x TY = aV + ve 图 
12.5.5 三 元 函数 
对 于 空间 中 的 可 微 函数 了 (x,y,z) 和 单位 向 晤 上 =wwi+asj+ wR， 我 们 有 
Wi jt 
和 


方向 蜡 数 可 以 再 写成 
DF= VirH = | wfiln, cos f= |¥F| cos # 
的 形式 .所 以 过 去 对 于 二 元 函数 列 出 的 性 质 仍 然 存在 ， 在 任意 给 定 的 点 ， 了 在 YA 大 加 增加 最 快 而 
在 -Wi 方向 减少 最 快 ， 在 同 Vf 正 交 的 任何 方向 ,/f 的 导数 为 堆 . 
谢 看 
(a) 求 有 x,y,z) = -xy -xz 在 y=2i- 打 +6k 方向 在 点 PP,(1,1.0) 的 导数 . 
Lb}f 在 什么 方向 在 P 的 变化 最 快 ? 在 这 些 方向 的 变化 率 是 什么 ? 
解 【a]) 用 ?的 长 度 除 * 得 到 ， 的 方向 : 
lvl= V2) +3) + (6 =- VA -7 


“= 7 7 + 
了 在 PP, 的 偏 导数 为 
f= (3 -yi) 0 = 2, =-2y 0 =-2, f=-llnn =-1 
了 在 PP 的 梯度 为 


VA; = 和 
因此 , 7 在 "方向 在 点 瑟 的 导数 是 


; 。 2 . 3 ， 
(Dm = VE = (2 (i -了 + 


4 .6 6_4 
-了 +7 了 -7 了 = 了 
(bj 函数 f 在 Vf/=2i -2 一 的 方向 增加 最 快 而 在 - YF 的 方向 减少 最 快 ， 在 这 两 个 方向 的 变 
化 率 分 别 是 


[v= VY +-2) + 3 和 -ivwri=-3 
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习题 12. 5 

在 避 题 ] -4 中 ， 求 晒 数 在 给 定点 的 梯度 ， 规 
后 :起 晒 出 叮 数 通过 点 的 梯度 和 和 尼 肌 线 的 章 虎 |. 
二 站 xz.y) =y 一 区 (2,.1). 
了 所 yn (e+, (1,1). 


dary) yx, (|,0). 


df) = -$1). 
在 习题 5~8 1 中， 求 陋 数 广 在 缩 定点 的 梯度 
SS, fx ,Fy2) = + -22 + Inx, (C1,l,!). 
6 xy) = 好 Hr + +tan ,1,1,1). 
T(x, ,2) = {x + + nt (CC-1,2, 
-2). 
Bx yp) eonm z+ (y+ Ian x, (0,0. 
T7601). 
在 习题 3~16 中 ， 求 明 数 在 遇 让 和 商 在 点 P, 的 
导数 . 
BO, 六 xy) =2x 3, PS,S), 和 = 有 + 于 
10. xy) =2z + 
1 gx) =x— (YA/x) + 有 ser (2xy), Pll,l}., 
闪 =122+ 季 
12. h(x,y} =tan yt +3sin {xy/2), Ptl,1), 
A=31 27. 
13. F(x, 2) = + 2 Pall, — 12), A=3i+ 
6 —2k. 
14. fx ,2) = + 2 ~ A, 
+Kk. 
5. g(t, ,2) = 3ecos tr, PIO0.0). 4A =2i+ 
-2k. 
16. As ys) =ros xr+er +ln zr, PCLl,0,172). 
问 = 了 +27 2 
在 习题 17 ~22 中 ， 阔 蝴 数 在 点 P, 增加 最 快 的 
方向 和 减少 最 快 的 方向 ， 然 后 求 丙 数 在 这 两 个 方向 
的 导数 ， 
了 7. Fr) = tar ty, Pt -1,1). 
18. Nx,y) =rY¥ +eTain y, Ptl.0}). 
Ar) = ,1). 
20. gr,2) =xe + , Pll,ln 2.1/2). 
21. fxr,7y,2) =In ry thn +ln x Potl,i.l). 
22. h(x 2) =n (x 4 1) tr+tes, Pll ,lO0). 
在 习题 33 -站 中 ， -起 器 出 给 定 有 易 线 帮 x,y) 


Ptlsll}), A=i+ 


=7 隔 了 在 稍 定 点 的 梯度 Y7 和 团 线 的 草图 ， 然后 与 

出 切线 的 方程. 

2 

34. x -+1, G2,1). 

25. x7 = -4, (2,-2). 

36 += (1.2), 

27. 零 方向 导数 ” 陋 数 5 =xr + 在 什么 地 向 
上 在 点 P43 ,2) 的 导数 为 从 

28. 零 方 向 导数 ”了 摧 娄 Ax, = (A +) 

在 什么 方向 上 在 点 PtL.1) 的 纯 数 为 泛 ? 

对 于 明 数 站 rr) = 下 -3er+4 关 二 秋 在 三 - 

个 方向 点 ,六 在 这 个 方向 在 点 41.2) 的 宪 化 率 

等 于 147 提出 答案 的 理由 . 

30. 沿 一 个 加 变化 的 温 座 对 于 选 度 两 数 T(x,Y.:) 

=2xr -rz 滥 度 以 摄氏 度 为 单位 . 下 离 以 英尺 

为 单位 1 ， 是 否 存 在 个 方向 下 ,了 在 这 个 方 剖 

上 的 点 PLL, -1 的 变化 率 为 -3 提出 

答案 的 理由 . 

在 点 (1,2)， 东 数据 x.Y) 在 +7 方向 的 导数 

是 2.2. 在 -中方 疝 的 导数 是 -3 了 在 -元 

方向 的 导数 是 什么 ”提出 答案 的 理由 . 

驻 在 -点 PPP， 晴 数 放 t,y,z) 奉 P=i+J 一 下 方向 的 
导数 是 最 大 的 . / 在 这 个 方向 的 导数 值 为 2v3. 
{a} vf 在 P 的 值 基 什么 ?提出 管 案 的 理 巾 . 

[b) 企 点 记 , f 在 1+ 方向 的 导数 是 什么 ? 

33. 方向 导数 与 纯 量 分 量 在 :点 户 . 可 微 陶 数 
有 xy) 在 -- 个 单位 向 有 量 二 方向 的 导数 ， 问 
(V5 在 w 方向 的 纯 量 分 量 有 何 美 系 ? 提出 答 
案 的 理由 . 

34. 方向 导数 与 偏 导数 ”假定 函数 .zy =) 对 于 所 
震 的 方向 剧 数 和 偏 导 数 有 尘 祥 ， 肪 六 已 站 
relf ,f/f, 天 有 本 关系 ?提出 答案 的 理 让 ， 

35. xy 平面 内 的 直线 证明: A(x -x6) +BB(y- 
m0) =0 基 xy 平面 内 通过 点 (xo 4136o) 同 向 基 入 = 
4i+ 刀 正 交 的 直线 的 方程 . 

3 姑 . 梯度 的 代数 运算 法 则 给 定 常数 上 和 梯度 


四 -= 攻 j， 氏 |， 靖 
Vmirm te rk 


2 


al. 


证 实 这 两 个 梯度 的 代数 运算 法 出 . 
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12.6 切 平面 与 微分 


在 这 一 入 ， 我 们 在 空间 中 的 光 谓 曲面 上 一 点 定义 切 平面 . 然后 展示 如 何 从 定 文 曲 面 的 也 数 
的 侦 导 数 求 切 平面 的 方程 ， 这 种 思想 问 在 坐标 绊 面 内 -元 蝴 数 的 天 线 上 一 点 的 切线 定 疼 相似 ( 见 
2.7 季 )， 接 下 二 研究 史 元 随 数 的 全 微分 和 线性 化 . 

12. 6. 1 切 平面 与 法 线 

如 果 r =gCDF+ACDJ+ DK 是 在 可 微 商 数 关 xyz 的 层 曲 面 Frsy,z) = 上 的 光 清 曲线 . 

腊 各 所 EC (2 ,5(1)) =c， 慌 这 个 廊 称 两 山 对 于 上 的 导数 ， 导 数 


/g(t) .ACD ,ECD) 
让 业 ， 趟 业 ， 引 此 


dx dt Bardr az dr 
oF, WW, WL. 8; ， ， 同 ;lx _ 
(和 和 总 站 + 全 时 { 一 二 k] = 0 


de “下 中 


= 
ot (7) 


‘ 链 式 法 则 ) 


dr 性 C1) 


在 滞 师 线 的 短 个 点 ， YF 同 曲线 的 速度 向 黄 正 交 . 人 


JW 


此 时 ， 我 们 把 注意 已 限制 在 通过 点 P, 的 曲线 
1 金针 12.30). 在 户 的 所 有 速度 向 喇 在 P, 部 同 
YF 正 交 ， 所 以 曲线 的 全部 切线 位 于 通过 PP 同 Yr 正 
交 的 平面 内 ， 我 们 把 这 个 平面 称 为 曲面 在 P, 的 切 
六 面 ， 通 过 上 癌 这 个 平面 徘 直 的 直线 是 曲面 在 P， 
的 法 线 ， 


图 [2.30 梯度 Y7 阿 曲面 内 通过 P。 的 坏 
条 光 清 曲线 的 速度 向 最 正 交 ， 
因此 在 上 的 速度 向 量 位 于 - 
个 公共 平面 内 ,这 个 平面 称 为 
曲面 在 点 上 的 切 平面 


定义 在 可 微 函数 /x,y,z) 的 层 曲面 所 xy,z) = < 上 点 Pa ,Yo ,20) 的 切 平 面 是 通过 PP， 
同 YAl，。 正 交 的 平面 . 


曲面 在 PP 的 法 线 是 通过 局 回 YFI 平行 的 直线 


内 此 ， 欠 10. 5 节 呼 知 ， 切 平面 和 法 线 具有 下 人 述 方程 . 


ii =e 在 Plwowy,) 的 切 平 面 ] 
天 (PE 一 xo) tPA -+P =0 (2) 
(zy =¢ 在 P(xo@y6 ,zo) 的 法 线 


x=x0 +f. (PP) Y= +f (Pt, z= +f (Pt (3) 


例 1 求 曲面 所 *,y,2) =x? +Y+z-9=0( 网 形 抛物 面 ) 在 点 P,(1,2,4) 的 切 平面 和 法 线 . 
解 ”曲面 的 图 形 显示 在 图 12. 31 th. 
切 平面 是 通过 户 , 同 了 在 P, 的 梯度 垂直 的 平面 .这 个 梯度 是 
YA = (2xd +t 2y Ff +R) sss, = 2 + d+k 
因此 ， 切 平面 是 平面 
2(x -1) +4(y -2) +(z-4) 
曲面 在 户 的 法 线 是 


=0 或 2rz+4y+z= 14 
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=| +2t, Y=2+4:, :=4+1 、 全 


络 市 
fm .4)) 的 切 平 面 方 程 ， 我 们 首 洁 注意 方程 z =x,+) 等 价 0 
fr,Y) -zz=0 关 此 肌 面 := (sy) 是 明 数 Ps z) = 车 


rr -zz 的 零 避 胆 击 下 的 篇 针 数 为 


f= 【rr -2z) = 六 -0=/ 2 -法 线 
六 -tecn -aa 0 抱 
Hy 
六 = 了 rm -oa =0-1=-1 中 
d= 
因此 ， 居 曲面 在 名 的 邹平 面 方 得 sy 
PDP)(x a) + FAAP -1) + FAP -5) =0 和 
化 为 图 12.31 这 个 昌国 在 点 PP, 的 切 
mr) 0 平 而 和 法 线 ( 例 上 1} 
曲面 z=f(xw) 在 点 (x wps (xo yo] 1 的 切 平面 
订 微 郴 数 起 xm 的 曲面 z= 站 xz 在 虚 疝 (sa = inaxzsmy 的 坊 平 面 是 | 
| Fr) + mn) ts- ) —-(#—} = (4) ， 
例 2 求 曲 市 = =x [lL TF 社 点 {位 ,D7 的 切 半 面 . 
解 ” 首先 计 算 Mry) =x ens y -ie 的 俩 导数 : = i 
了 00.07 = (fronsy pe)on =1 -O01=1 YA+z 一 = 站 


FO00) = CC-xsinr -eum =0-1=-1 
纤 利 用 方程 (4) 类 = 路, 在 点 40,0.0) 的 团 平 面 : 
(lx-0) -lyr-0)-(:-0) =0 (方程 (4)} 
路 
Tt 一 下 一 了 三 0 | 
例 3 曲面 
Prsyrs i++ -2=0( 例 柱 面 ) 
和 
B(x) =rT+z-4= 【平面 ) rm 41. 3 
相交 于 情 阅 妨 网 图 12.32)， 求 在 点 P(t1,1,3) 同 EE 相 Vix veg 
切 的 直线 的 参数 方程 . 
解 ” 所 求 的 团 线 在 P, 同时 和 WF 和 Wg 正 空 ， 因 此 平 
行 于 =Yrxveg + 的 分 其 和 ,的 坐标 给 册 切线 的 方 


程 。 我 们 有 —_, 
WH = (2x + 27 PD) a = 全 十 好 下 贺 杜 醒 
Ye = 人 (二 二 Tn 
ls i Fx, Y, 7) 
i 7 
p= 2+2) x (Erk) = 2 2 01=23-23 -2k 图 12.32 这 个 喇 性 面 和 平 而 相 
| 1 交 于 顶 圆 反例 3) 


防 时 数 E50 


切线 的 方程 为 

=1+2 y=1-2t, z=3-2 国 
12. 6.2 估计 示 数 在 特定 方向 的 改变 

当 我 们 在 网 数 / 的 定义 城 从 一 点 P, 移动 一 小 段 工 离 由 到 达 邻 近 的 另外 一 点 时 ， 如 果 要 估计 
哨 数 值 有 多 大 的 改变 ， 方 向 导数 起 着 寻常 导数 的 作 有 用， 如果/ 是 一 元 两 数 ， 我 们 有 有 
df = (Po)ds (和 寺 常 导 数 x 增 基 ) 

对 于 二 元 随 数 和 多 元 消 数 ， 我 们 利用 公式 

扩 = (Vfl "4)ds (方向 导数 x 增 量 ) 
其 中 是 从 P, 移动 的 方向 . 


估计 函数 了 在 方向 w 的 改变 
为 了 估计 可 微 函 数 f 的 值 从 点 P, 在 特定 方向 w 移动 一 小 段 距 离 册 时 的 改变 ， 利 用 公式 
df= (Vfl, uu) ds 


、 
| 方向 导数 距离 增 量 


例 4 对 于 函数 
所 sz = sin x +23yz 
如 果 点 P(x,y,z) 从 PC0,1,0) 直 接 向 P.(2.2, -2) 移 动 0. 1 个 单位 估计 /的 值 在 多 大 改变 . 
解 ”首先 求 / 在 向 量 局 户 =2i +j -2k 方向 在 点 P, 的 导数 ， 这 个 向 量 的 方向 是 
PB, _BP 2, 1] . 2 
3 73 ta 3 


| 
在 所 的 梯度 为 
Vplo = ((y cos x)i + ain x + 22) + 2yk) 0 = +2k 
因此 ， 
oa 
还 数 / 的 值 从 户 在 站 方向 移动 d=0.1 单位 产生 的 改变 由 近似 等 十 
Sf = (VF, oa)(d) = (地)(0.1) ~ -0.067 单位 | 


12.6.3 二 元 函数 如 何 线性 化 
站 元 随 数 可 能 是 很 复杂 的 ， 有 了 时 我 们 需要 用 较为 简单 的 函数 苦 代 它们 ， 使 其 在 特定 的 点 用 
问题 中 给 出 所 需 的 精度 而 在 处 理 上 不 至 于 出 现 很 大 困难 ， 在 这 件 事情 上 ， 我 们 采用 的 方法 同 求 
一 元 函数 的 线 人 性 替代 (3. 10 节 ) 相 似 . 
假定 要 替代 的 函数 是 z=f(x,y)， 并 且 要 求 替 代 在 一 点 (%,y。) 的 邻 域 是 有 效 的 ， 在 这 个 点 ， 
我 们 知道 1,£ 和 的 值 ， 而且/ 是 可 微 的 ， 如 果 从 点 (x, ,yo) 按 增 量 Az =x -ai 和 Ar=r-y 移 
动 到 仔 意 点 (z,y7) ， 那 么 由 12. 3 节 的 可 微 性 定义 ， 笛 出 函数 的 改变 
Axy) fsx070) = 天 (Jan + (x0 v0) My + eAx + ehy 
其 中 当 Ar;Ay 一 中 有 时， as 一 0， 如 果 增 量 Ax 和 ay 很 小 ， 乘 积 sax 和 say 必然 更 小 ， 并 日 有 
大 xy) 一汽 to tf (royo) x x0) + fx,p0) (yr — yo) 
-~ 


Lr 


换 句 话说 ， 只 要 Ax 和 Ay 是 很 小 的 , 了 将 近似 具有 线性 函数 上 的 同样 值 ， 如 果 / 是 难于 利用 的 ， 
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而 我 们 的 计算 允许 带 有 误差 ， 那 么 可 以 用 工作 为 了 的 近似 值 ( 见 图 12. 33). 


定义 清 数 fx,y) 在 是 可 微 的 一 点 (xo ,yo) 的 线性 化 是 函 救 
L(xsy) = fx) + f(roryo) x- xo) + flroryo) ly ~ yo) (35) 

通 近 : 
所 xy] L(xr,y) 

是 /让 (wo ,yn) 的 标准 线性 逼近 ， 


1 
-_ -1 


从 方程 (4) 看 出 ,平面 z= L(x,7}) 山 曲面 z= 用 x,y) 在 点 
(加 ) 相 切 ， 因 此 ， 一 元 函数 的 线性 化 是 一 种 却 平 面 逼近 ， 
问 一 元 两 数 的 线性 化 是 切线 通过 的 方法 一 样 . 用 

用 可 微 函数 x,y) 在 点 {x4 ,yo) 的 线性 化 L(x.y) 带 近 了 
时 ， 一 个 重要 问题 是 盘 近 可 以 达到 何等 精度 . 

如 果 在 以 (xs 和) 为 中 心 的 一 个 矩形 区 域 吕 上 ( 见 
图 12.34) 可 以 求 出 | 大，|[ 访 1 和 拓 | 的 一 个 公共 上 界 显 ， 上 | 
那么 可 以 用 一 个 简单 公式 (在 12.9 节 中 推导 ) 限 定 在 整个 区 | : 
域 久 上 的 误差 已 这 个 误 束 由 E(x,y) =f(x,y) -L(x,y) 上 


图 12.33 如 果 记 x,y) 在 (x ,x6) 是 可 


标准 线性 通 近 的 误 整 微 的 , 那么 /在 铝 近 的 任 
如 果 函 数 .A(x,Y) 在 一 个 包含 以 点 (#6, 和 ) 为 中 心 的 矩 和 何 点 (*,?) 的 值 近似 等 于 
形 员 的 整个 开 集 上 存在 一 阶 和 二 和 阶 偏 导 数 ， 并 且 好 是 成 io 加 ) + 天 (xp) Ar 十 
[| ,|| 和 |f | 的 值 在 妨 上 的 任意 圭 界 ， 那 么 在 只 上 用 于 (加 ar 
所 xz) 的 线性 化 


L(xsy) =f x0 yo) +A (xo To) (2 x0) tH (Koy0) (Fy -yo) 
蔡 代 了 引起 的 误差 E(x,y) 满 足 不 等 式 


1 E(x,y) | STM |x-xo|+ [yw ly 


对 于 给 定 的 并， 为 了 使 E(x,y) | 成 为 很 小 的 量 ， 必 须 
使 |x 一 x | 和 |y -y | 是 很 小 的 量 . 
12. 6.4 微分 5 ~ 
从 3.10 节 回 忆 一 下 ， 对 于 一 元 函数 7Y=f(x)， 当 x 从 
& 改变 到 a+ A&xr 时 ， 我 们 用 
Mf = Aart Ar) -fo) 
定义 上 的 改变 ， 并 且 把 了 的 微分 定 广 为 


图 12.34 xy 平面 内 的 矩形 区 域 
RR: rt 
I! 二 


d= (a) hr 
现在 来 考察 二 元 函数 ， 候 定 /(x,y) 是 可 微 函 数 ， 它 在 点 (x6 ,70) 的 妨 导 数 存在 如果 从 点 (xo,y6) 
移动 到 邻近 的 点 (xz + Ax ,Yo + Ay) ,了 的 改变 是 
Af = f(xo+ Ar ,yo + AYY — Aro ,Yo) 
利用 记号 -~-z =ax 和 7y- 和 =ay， 从 zz 的 定义 直接 计算 ， 显 示 二 的 相应 改变 为 


AL= Lixot Br yo+ Ay} = L(xo Yo) 
= f(x yo) Ax + (royo) By 
微分 dx 和 册 昆 日 变量 ， 所 以 它们 可 以 被 赋予 任何 值 ， 通 常 我 们 取 dx = ax =x -x0,， dy =Ay=+- 
3; 十 是 ,我们 有 下 述 f 的 微分 定 关 或 者 全 松 分 定义 . 


| 
定 必 ”如果 从 点 (xz 加) 移动 到 邻近 的 点 (xo + ,yo + dy) .在 函数 放 x,y) 的 线性 化 中 产生 | 


的 改变 
df = f(s dx + A (xo Yo) dy | 


称 为 了 的 全 徽 分, 


例 5 一 家 会 司 制 造 正 贺 柱 形 的 糖浆 贮存 护 ， 饶 体 的 高 度 为 妆 英尺 ， 半 径 为 英尺 ， 那 么 贮 
存 镶 的 体积 对 二 高度 和 半径 的 微小 改变 有 密 太 的 敏感 度 ? 

解 ”用 体积 公式 了 = mr 及， 全 微分 纵 出 体积 改 塞 的 近似 值 为 

d = V5,25)dr + W(5,25)dh = (2nrk) ,sandr + (nmr) sdh = 250n dr + 25m dh 

因此 ， 半径 r 的 1 单位 改变 将 使 体积 产生 约 250 单位 的 改变 ， 高 度 记 的 1 单位 改变 将 使 体积 产 
生 约 25m 单位 的 改变 ， 贮 存 饶 的 体积 对 于 微小 改变 的 第 感度 是 对 于 同样 微小 改变 的 敏感 度 的 
10 倍 ， 作 为 承担 质量 控制 的 工程 师 ， 所 关心 的 是 保证 贮存 议 具 有 正确 的 体积 ， 因 此 需要 特别 注 
意 贮 着 馈 半径 的 精度 . 


相反 ， 如 时 把 +r 和 上 的 值 直 倒 过 来 ， 3 
肥 r=25, 凡 =5， 那 么 上 了 的 全 微分 变 成 四 2 
dV = (2mrh) (ys 5 dr + (mr ) (125.5) dh 记 一 35 Tw 
= 250m dr + 6257 册 ' 3 s 
这 时 体积 对 于 的 变化 比 对 于 。 的 变化 ) 网 柱 体 的 体积 对 于 :的 微小 。“b) 贺 柱 体 的 体积 对 于 的 
8) 加 由 a 六 可 
具有 更 大 的 敏感 度 ( 见 图 12. 35》 改变 比 对 于 A 同 样 的 微小 改 微小 改变 比 对 于 的 同 
一 般 的 规律 是 范 数 对 于 产生 最 大 偏 变 具 有 更 大 的 敏感 度 样 微小 改变 具有 更 大 的 
导数 的 变量 的 微小 改变 具有 最 高 的 第 敏感 度 
感度 ， 加 图 12.35 圆柱 位 体积 对 于 高 度 和 半径 微小 改变 的 敏感 度 


12. 6.5 多 于 两 个 变量 的 函数 
对 于 守 于 两 个 变量 移 可 微 润 数 ， 存 在 类 似 的 结果 . 
《1) 函数 所 x,y,z) 在 点 P(xo ,yo,j) 的 线性 化 为 
EXYy = 成 Po + f(APoO)Cx -x+ 大 Pofy -0) +f(P) {zr-20) 
(2) 假定 让 是 以 PP, 为 中 心 的 闲 长 方 体 ， 它 位 于 一 个 开 区 域内 ，F 在 区 域 上 的 二 阶 偏 导数 是 连 
续 的 。 讽 时 假定 在 整个 R 上 上 |.1，|f 1，|f1，1 1 ，|f1 和 | | 全 部 小 于 或 等 于 睹 那么 用 
上 通 近 的 误 状 x,y,z) = 放 x,y,z) -L(x,y,z) 在 整个 RR 土 以 不 等 式 


1E ls FM ltly -ol+lz — wl)? 


为 界 . 
(3) 如 果 下 的 二 阶 偏 导 数 是 连续 的 ， 并 且 x ,y,z 从 三,460 :5 改变 微小 的 量 由 ,dy ,dz， 那 么 全 微 方 
下 = 天 Poidr +f (Po)dy + f(tPo)d: 
对 了 产生 的 改变 给 出 满意 的 通 近 . 
和 例 6 求 画 数 
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xy) = 时 singz 
在 点 (xz Joan) = (2,1,0) 的 线性 化 Lz,Y,z)， 热 后 在 盾 形 区域 
R: lx-2I<0.0l,ly-1ls0.02,1zl<0.01 


上 [ 求 用 于 楚 代 六 所 产生 误差 的 一 个 上 界 . 
解 ” 例 行 计算 给 出 
f(2,1,0) = 2, f.(2,1,0) = 3， 
因此 ， 


F210) = -2, 


F210) = 3 


Pry) =2+3tx -2)+C-2)t7 -1)+3(: -0) = 3x -2y+37—2 


由 二 


fo 2 f=0, 大 =-3sinz f=-1. 


f=0, f=0 


我 们 可 以 有 把 所 地 了 到 max 1-3 sin sz1 =3 作 为 并 因此 ， 在 下 上 用 上 替代 /引起 的 误差 满足 
IFRls 了 (3)(0.01+0.02 + 0.01)’ = 0.0024 | 


习题 12. 6 
在 习题 1 ~83 中 , 在 给 定 曲面 上 的 点 户 ， 
(a1 求 切 平 面 的 方程 ， (by 灯 法 线 的 方程 
1. r+ t=3, Pll.,l,1). 
2 w+ lB, P{3,5, -4). 
3. 2: -x =0, Pt2,0,2). 
4. x taxy y+ 7, Pt], -1,3). 
Seam 人 一 YY +e + Y=, P(tO,!,2) 
6 x -x=0, Ptl,i,—1). 
.x+y+tr=], P(t0,1,0). 
B. x + 2xy -x+37 -= -4, P(2,—3,18). 
在 二 题 9 ~ 上 中， 求 在 第 定点 沿 给 定 曲面 相 切 
的 平面 的 方程 . 
号 z=in (x + (1,0,0). 
10. z=eT®", {0,0,1). 
11 == wy-x, {1,2,1). 
12, z=dx’ + , (1,1,.5), 
在 寺 题 3 -下 中 ,有 求 在 给 定点 同 两 个 曲面 的 
相交 晶 线 相 切 的 切线 的 参数 方程 . 
13. 曲面 : x +Y +22=4; x=1. 
点 : (1,1 ,1). 
14. 曲面 : xyz =1; x +2y + 3 = 看 
点 ; (1,1,1). 
15， 曲 面 : x +274+27=4; =1， 
点 ; (1 ,1 ,172). 
16， 曲面 : +Y+2=2; ¥=1. 
点 : (A221 ,172). 
17. 得 面 : +3 + = 1 
点 : (1,1,3). 
18. 曲面 ; +7 =4; + 一 z=0. 
点 : (2 ,2 ,4). 


19. 


21, 


对 于 消 数 

zy = mw ty + 
如 困 举 标点 PCx,y,2) 从 PL3.4,12) 在 下 + 本 一 
2 的 方向 移动 一 段 山 =0. 1 单位 的 妥 离 函数 
值 的 改变 大 约 是 多 少 ? 


.对 于 哮 数 


HxF2) = eeog 和 了 
如 果 举 标点 P(x,y,z) 从 原点 在 六 + 如 -24 的 方 


向 移动 - 段 直 =0. 1 单位 的 距离 ， 蚂 数值 的 改 
奕 大 约 是 密 少 ? 
对 于 晃 数 

机 (YE = T+TC087—- Yanrt+y 


如 果 举 标点 P(x,y,s) 从 瑟 (2,， -1,0) 朝 喇 40， 
1.2) 穆 动 -: 眉 =0.2 单位 的 距离 ， 函 数值 的 
改 蛮 大 芍 是 包 少 ? 


. 对 于 隔 数 


由 (zy = cos {mey) 二 xm 
如 果 坐 标点 Pixy,2) 从 局 ( -二 -二 -1) 朝 原 
点 称 动 一 段 出 =0.1 单位 的 距离 ， 函 数值 的 改 
变 大 约 是 多少 ? 


. 治 贺 周 的 温度 变化 ”假定 六 平面 内 在 点 (xy 


的 摄氏 温度 为 T(x,y) =s sin 2y, 并 且 台 平面 
内 的 距离 以 米 为 度量 单位 ， 一 个 质点 围绕 和合 心 
在 原点 半生 为 1 m 的 区 周 恢 顺 时 针 方 向 以 恒 速 
2 ms 运动 . 

18) 质 点 在 点 Pl 这,y32) 既 受 的 温度 改变 是 

多 少 摄氏 度 每 米 ? 

[hb} 质点 在 点 中 经 受 的 省 度 改 变 是 款 少 摄氏 度 每 秒 ? 
语 空 间 监 厂 的 温度 变化 ”假定 一 个 空间 区 域 的 
摄氏 温度 由 P(x,y,2) =2x -xyz 纵 出 ， 在 这 个 


编 时 装 


区 域 运动 的 质点 在 时 间 上 的 位 置 由 x = 2,7= 

3 = -给 定 ， 其 中 时 间 以 秒 和 叱 离 以 米 为 度 

量 单 位 ， 

{a) 质点 在 点 P(8,6, -4) 经 受 的 温度 改变 是 和 

少 摄氏 诽 每 米 ? 

【bj) 质点 在 点 中 经 受 的 温度 改变 是 多 少 摄氏 度 每 秒 * 

在 半 是 四 ~ 3 和 0 中, 求 函 数 在 迭 点 的 线性 
化 ix). 

25, fix ,Fr) = + +1 在 [a}0,0}), {bh} (1 ,li. 
26. /f(x,y) = {r+7+2)? 在 (a)(0,0),(b)t1 .2). 
27. xy)] =3x -dy+45 在 (a}(0,0), (b}(1,1). 
28. fx,r) =xiy 在 [aj(1,1)， (hj {0.0), 

29, f(x,y) =e coa 在 (828) (0,.0), (th) (0,m2). 
0 x7) = 在 (a) (0,0), (bb)(1,2). 

在 习题 31 ~36 中 ,， 求 函数 放 x,Y) 在 点 P 的 线 
性 化 起 zy)， 热 后 ， 对 于 在 拖 彤 区 域 六 上 的 线性 
化 通 近 所 x,y) 一 上 (zy) 的 误 盖 值 1 号 1， 求 - -个 
上 上 异 ， 

34 xy) = 3 +5 在 点 吕 (2.1); 

R: Ix-2| e001, lr- <0,1, 

32. F(x) ={1/2)x +xy + (LA4)Y +3x-37+4 在 

点 所 (2,2); 

hkR: Ix-2| 0.1, ly-2<0,1, 

33. fx,y) =] +y+x cos 了 在 点 Po(0.0); 

R: 1z1 二 人 2，171 <0.2. 

【在 估计 瑟 时 利用 1eoasy1 近 1 和 1sinyls1.) 
34. xy) =x +7 co09 fx 一 1) 在 点 Potl,2)5 

R: xr-lle0.1, ly-2| 0.1. 

35. fx1y) =e'cos y 在 点 Po(0,0); 

R: Ex] 0. 1, lyl <0. 1. 

{在 估计 丙 时 利用 志 1.11 和 | eos #1 二 1.】) 
36. 大 xy) =Inx+my 在 点 古 (1,1): 

R: [|x-ll .2, ly-1| 0D.2, 

在 避 题 37 ~42 中 ,， 求 函数 A 放 x,Y,z) 在 给 定点 
的 线性 化 L(x ,yz). 

37. 扰 zy ,= 地 + 个 + 二 在 点 : 
(al(1,1,1); (bltt0.0); 
{ec} (0,0,0). 

38. 站 sy = 本 十 天 二 对 在 点 : 
aiti,l,.1); (blito,1,0); 
[ec (1,0,0). 

又 .xy = V+ + 在 点; 
{Rt 0.0); (R(tl,1,0); 
Ce} {1,2,2). 

和 . /xz = (sin wr) 在 点 : 


[aytm2,1.1): th} (2,0.1). 
4 在 


{a}t0.0.0): (bh) (0.3.0): 


fo (0, 吝 : 计 }) 

42, Ary,7) =tan (nas) 在 点 : 

{alfl.0.0): 【biC1.1.0): 

《人 CT 1 .11 

在 习 古 和 ~ 御 中 ， 求 淆 数 x.7 ,在 点 启 的 
经 性 化 上 Ltr,y,2)， 执 后， 对 于 延 形 区 域 尽 上 的 线性 
化 通 近 捕 *,rz Lx yy ,5) 的 误 其 值 151， 求 -个 
上 界 . 

3. zy + 在 点 Pt1,! ,2); 

R: ri-l1l<0.0l,17-1| 0.0i, 

ls-2| 0. 02. 
4 在 点 (1.1， 

2): 

R: lx -il <0.01, 
工 一 了 | 之 站 08. 
=x +275 一 3 三 在 点 P(1,1.0); 

R: x-lil e000l, yo-1ll e001. 

z1 EO. O01. 

46. zy,z) = 站 coa x ain (y +2) 在 点 P,(0,0,7174); 
R: Tx| 0.0l, | 1 0. Dl, 

+ | 0. 01. 

47. 估计 最 大 误差 ”假定 了 苞 从 公式 T=xte + 

 ) 求 出 的 值 ， 其 中 x 和 YY 取 2 和 In2 的 最 大 

可 能 识 盖 分 别 是 1d1 =0.1 和 | 中 1 =0.02. 

估计 在 计算 了 值 时 的 最 大 可 能 误差 . 

咎 . 电阻 的 变化 ”由 电阻 为 品 各 RR 欧姆 的 电 肝 器 

并 联 { 参见 附 图 ) 产生 的 电阻 妨 ， 可 以 用 公式 


ly-11 0.01., 


1 1 1 
RR RR 
计算 . 
vi R) 
1a} 证明 
dR = (£) en + (种 ) 4 


tbj} 假定 你 设计 出 击 附 图 所 示 的 两 个 电阻 器 的 并 
联 电路 ， 其 中 总 = 100 欧姆 ， 尼 =400 欧姆 
但 是 在 制造 中 电阻 总 会 有 某 些 改变 ， 由 厂商 


52. 


53, 
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握 供 的 电 阳 锋 不 可能 达到 这 上 酚 个 准确 的 电 阳 
俯 ”“ 电 路 的 电 阳 值 天 对 于 所 和 中 中 了 瞩 . -个 
改变 的 御 感 度 晶 大 ? 提出 答案 的 晶 由 . 


. 代 定 你 打算 通过 测量 纲 长 币 形 的 长 度 和 宽度 来 


计算 矩形 的 面积 ， 你 应 该 对 长 度 和 宽 诬 中 哪 ， 
个 尺寸 的 普 量 更 加 关注 ”提出 答案 的 理由 . 


， 1] 症 数 疙 zy] =x47+ 上 在 点 11.0) 周 围 的 两 


数值 对 = 改变 的 笋 成 诬 大 还 是 对 7y 改变 的 节 
艺 度 大 ”提出 答案 的 理由 ， 

【bj dz 对 由 的 什么 比 侦 糙 使 直 在 点 540) 的 蔓 
为 替 ? 


-2x2 行列 式 的 信 对 二 行列 式 
nb,cd) = “ ?| 


如 果 1el 的 值 比 181,1r1,1d1l 的 值 大 得 条， 行 
列 式 的 值 对 于 sb,c,dz 中 量 . -个 的 值 最 仇 感 ? 
提出 答案 的 理由 . 
感 尔 下 批量 公式 经济 学 中 的 成 尔 进 批量 公款 
说 明 ， 对 于 商店 而 志 ， 订 购 货 物 ! 无 线 电 设备 ， 
鞋子 ， 扫 齐 ， 等 等 ) 最 为 节省 的 订购 量 台 由 公 
式 如 = v2KW 扣 给 出 ， 鞭 中 外 是 提出 的 订单 的 
价格 , 财 是 挟 周 销 叔 商 品 的 数量 , 二 是 每 件 商 
品 紫 周 的 保管 费用 (包括 占用 空间 ， 公 共 设 施 、 
安全 等 在 内 的 费用 ).， 8 相 点 (和 ,Mo ,向 )= (2 
20,0.05) 附 近 对 于 变量 此 ,村 和 不 中 的 于 -个 是 
最 钙 感 的 ? 提出 答案 的 理由 . 
x, 了 #) 的 线性 化 是 切 华 面 通过 证 明 ; 在 由 可 
微 清 数 了 定义 的 曲面 z= 所 x,y) 上， 在 点 Pt x， 
yo (x0 179] 的 切 平面 是 平面 
Fm) + fm (ry) 
-4z- 上 兵 2: 加 )》) =0 
或 者 
2 = 所 
+f (x070) (ty 一 知 ) 
因此 ,在 PP 的 这 个 切 平面 是 Ff 在 PP 的 线性 化 
的 图 撒 ( 参见 附 图 }. 


12.7 极 值 与 鞍点 


二 元 连续 明 数 在 闭 有 界定 多 域 上 存在 极 值 { 参见 图 12. 36 和 图 12. 37). 
通过 检查 函数 的 一 阶 篇 导数 ， 可 以 缩小 这 些 极 慎 的 手 找 范围 . 


2- fr.) 
| | | Z = 了 fo 
1 ' 1 1 
上 
| 
7 Rd 
2 | txo. Ya) | 
下 t 上 
f 
色 ， 函 数 沿 加 的 渐 伸 线 的 改变 ”来 吨 数 xy) = 
着 生 在 旧 线 
ry = (emr+Tsinti + Caint -tno tH. +t >0 
的 单位 切 向 最 新 向 的 导数 . 
55， 函 数 沿 螺旋 乒 的 改 惕 ” 求 丽 数 六 sr.z) =x + 
P + 在 螺 许 线 
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rit) = (Ceos ii TSmiF + 起 
的 单 倍 印 向 量 方 加 人 帮 点 上 = -人 4. 0、T4 的 导 
数 ， 了 图 数 给 出 螺旋 线 让 从 一 点 PUx ,7,2) 刘 原 
点 的 距离 的 平声 这 虹 计 算 的 导数 给 出 泊 记 强 
过 点 1 = 一 7 人, 0，mx4 移动 时 这 个 距离 平方 对 
天 在 这 些 点 的 变化 率 . 
正规 曲线 :条 光滑 曲线 对 曲面 户 *,yr.z) = 在 
一 个 相交 点 是 正规 的 ， 姐 果 曲 线 的 速度 向 和 量 等 
上 曲面 在 这 一 点 的 梯度 wi 的 非 零 纯 量 倍数. 

证 明 ， 曲线 

rt) = Hitt TC + 3 
当 t=1 时 是 对 有 曲面 + 站 -z=3 的 中 规则 线 . 
切 曲线 ”一 条 光滑 曲线 是 对 曲面 记 x+.7,z) =r 在 

-个 交点 切 曲 线 ， 如 哩 曲线 的 速度 向 量 回 册 面 
在 这 一 点 的 梯度 Wi 是 正 交 的 . 
证 明 : 晶 线 
rie) = Hi t+ (2 ~ 1k 

当 !=1 时 是 对 则 面 下 +* -z= 的 切 曲 线 . 


我 们 从 这 -- 节 看 出 ， 
二 死 精 数 的 极 值 只 可 能 出 现在 定 


义 域 的 边界 点 或 两 个 一 阶 偏 导数 同时 为 零 的 定义 城 的 内 点 ,或 者 出 现在 一 个 或 两 个 - 阶 偏 导数 
不 存在 的 点 ， 和 组 是 ， 这 两 个 偏 导 数 在 一 个 内 点 (a,8) 为 零 并 非 总 是 预示 着 存在 要 值 . 作 为 吨 数 图 
形 的 曲面 可 能 往 (a,6) 的 正 上 方 成 为 像 马 鞍 的 形状 ,并 有 晶 在 那里 穿 过 它 的 切 平面 - 
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Do 

Wu 
图 12.36 靖 散 := (eosx) (en ye 用 12.37 从 点 (10,15,20) 看 到 的 “ 凤 顶 有 曲 而 := 
在 止 方形 区 域 1x1 和 专 37/2， lrl 生 村 | 1xzl - lr |-1xl- Ey1) 这 个 


3 这 上 有 一 个 极 大 值 1 和 :合约 
为 -人 067 的 要 小 入 


12.7. 1 局 部 极 慎 导数 检验 法 
为 了 求 一 元 畏 数 的 局 部 极 值 ， 导 找 丙 数 图 形 中 具有 水 平 切线 的 点 ， 然 后 ， 在 这 样 的 点 中 缉 找 局 


定 兴 国 数 在 正点 形 区 城 1x1 a,1y| 万 
a 上 有 一 个 横 大 值 如 和 一 个 概 小 值 一 a 


部 极 大 值 、 局 部 概 小 值 和 损 点 ， 对 于 二 元 晃 数 作 x Y)， 寻找 曲面 2 =fix，Y) 具有 水 平 切 半 面 的 
点 ， 然 后 ， 作 这 样 的 点 中 寻找 局 部 极 太 值 、 启 部 极 小 值 和 鞍点 ， 我 们 从 定 文 概 大 信和 概 小 值 开始 
讨论 局 部 极 值 的 导数 检验 法 

定义 ”假设 1x,y) 是 在 包含 点 (a,6) 的 区 域 情 上 定 | i 册 撕 仙 1， 

义 的 ， 那 么 。 
11)/ta.6) 是 /的 -个 局 部 极 大 值 ， 如 果 f(a.6) 关 | 一 

fx.7) 对 于 定义 城中 以 点 (a,5) 为 中 心 的 一 个 开 并 组 内 ; 

的 所 有 点 (xz.y) 成立 LA 

12)Fta.b) 晨 /的 一 个 局 部 极 小 值 ， 如 果 /( .4) 二 
FALzx .对 于 定义 城中 以 点 Ca,5) 为 中 心 的 一 个 开 圆 盘 内 局 把 小 位 
的 所 有 点 (x,7) 成立， (附近 没有 殉 小 购 / 值 ， 

局 部 极 大 值 对 应 于 曲面 z=/(z,y) 上 的 “ 山 硕 "， 局 部 极 图 过 于 一 个 局 部 被 大 俏 起 “个 
小 什 对 应 上 曲面 的 “谷底 "( 见 图 12. 38)， 在 这 样 的 点 ， 央 由 了 一 个 局 部 概 小 
面 的 切 平 击 ( 如 果 存 在 ) 是 横向 的 ， 局 部 极 值 也 称 为 相对 信 是 一 个 谷底 
极 值 

止 如 “元 两 数 的 情形 ， 确 定局 部 极 值 的 关键 是 几 …- 阶 导数 检验 法 . 

人 物 传记 定理 10 (局 部 极 值 的 一 阶 导数 检验 法 ) 若 降 数 ) 
西门 - 丹尼斯 - 泊 松 ftx,7) 在 其 定义 域 的 一 个 内 点 (a.58) 有 局 部 级 大 值 或 者 | 


fsimeon-Denis Poisson，1781 一 1840) “| 局 部 杉 小 值 ， 且 在 那里 存在 一 阶 篇 导数 ， 则 了.(a,8) = | 
0, f(a,b) =0. 
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证 明 如 果 关 z, 六 在 点 (ea 人 有 “个 局 部 极 什 ， 那 么 师 数 gx) =JUz 训 在 t= 有 个 局 部 
概 倩 ( 见 疼 12.39)， 内 此 ,ga =0( 第 4 商定 昌 2)- = 


当前 ge) = AKCaet)， 所 以 让 (ab) =0， 对 月 数 (YY) = 于 20 本 
Au. 人 作 同样 的 论 下 证明/(a,6) =0， 四 » 

如 果 对 于 曲面 z=A(x,y) 在 点 (a,5) 的 切 平面 方 各 人 
Laatr-a) rflab)ly -6) -ts -fa.b) =0 -je 
代入 值 Ata .6 =0 和 (a.b) =0， 那 么 方程 化 简 成 oe 

0.(e a +0 -+ =0 7 ~ 四 
破 关 ta. b. 
2 =A,h) 图 12.39 如 果 所 7 的 局 部 极 大 值 出 现 
因此， 定理 10 说 明 ， 虹 库 在 取 局 部 极 值 的 点 确实 有 水 于 在 sa。 -6 耶 么 一 阶 介 和 
切 平 击 ， 只 些 那 里 存在 态 半 面 . 数 六 Co .和 大 (ao. 切 周 为 夫 


定 久 在 陶 数 /x7) 的 定义 域内 /和 均 为 零 的 内 点 ， 或者/ 和 /之 不 存在 或 两 表 
郁 不 存在 的 内 点 ， 呈 /的 临界 点 . . 


J 


定理 10 说 明 ， 也 数 太 x,y) 可 能 肥 概 值 的 点 只 能 是 临界 点 和 边界 点 ， 同一 元 可 微 眶 数 的 情 
形 一 样 ， 并 非 在 每 个 临界 点 者 会 出 现 极 值 ， 一 元 串 微 葡 数 可 能 有 拐点 ， 二 无 可 微 卫 数 可 能 有 
蒜 点 . 


定 党 可 微 孔 数 A 人 x,7) 在 临界 点 (a,b) 有 一 个 鞍点 ， 如 果 在 以 点 (a.8) 为 中 心 的 每 个 | 
开 圆 盘 内 ， 存 企 定 义 域 的 点 (x,yY) 满足 所 x,y) >f(a.6)， 也 存在 定义 域 的 点 (x.y) 满 足 | 
A <faB)y， 曲面 ?=ix ,7Y) 上 对 庙 的 点 ta,b,Fla.8)} 称 为 曲面 的 车 点 ( 风 
| 到 12. 407. 1 


图 52 和 在 原点 的 鞍点 


例 1 求 凡 xyr) =x +Y 的 局 部 极 值 . 
解 ” 曲 数 扩 的 定 交 域 是 整个 if 平面 (所 以 没有 边界 点 ) 。 并且 处 处 友 在 俩 导数 上 = ?xz 和 上 = 
2y， 持 此 ， 局 部 极 值 只 可 能 出 虐 在 
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六 =2r = 和 
的 点 ， 这 种 点 唯一 的 可 能 是 原点 ， 由 于 了 不 可 能 
上 路 负 值 ， 我 们 看 出 原点 给 出 哨 数 的 局 部 极 小 值 


{ 见 图 12. 41》， 旧 
例 2 灶 Ax,r)= 姑 - 妆 的 局部 极 值 1 如果 
存在 )， 


解 /的 定 文 域 是 整个 zy 平面 (所 以 没有 边界 
&) ， 并 且 处 处 存在 偏 导数 关 = -2x 和 六 =27， 典 
此 ， 局 部 极 值 只 可 能 出 现在 原点 (0.0)， 伺 是 ， : 
沿 正 + 办， 西数 /有 具有 值 太 x,0) = -< <0; 注 正 。 图 12.41 池 数 /x,y) = + 六 的 图 形 是 
Y 轴 , 了 具有 值 f(0,y) =y >0， 因此, 在 zy 平面 抛物 面 : =x + 两 数 在 原点 有 
内 以 (0,0) 为 中 心 的 每 个 开 圆 盘 内 . 包含 丽 数 取 局 部 械 小 什 0( 例 1) 

正 值 的 点 和 取 负 秆 的 点 ， 函 数 在 原点 有 一 个 鞍点 : 
( 见 图 12. 42) 而 不 是 到 局 部 概念 ， 由 此 我 们 得 出 
结论 ， 函 数 了 没有 局 部 极 值 国 ”人 

在 中 的 一 个 内 点 ta.5), f=/ =0 不 能 保 
还 7 在 肌 里 上 其 有 局 部 极 值 ， 但 是 ， 如 果 / 及 其。 六: 
一 阶 偏 导 数 和 一 阶 偏 导数 在 站 上 连续 、 我 们 可 


能 从 将 在 12.9 节 证 明 的 下 述 定 理 中 知道 草 嘱 
结果 . 图 12.42 厌 点 是 明 数 上 拟 *.r) = 天 一 阅 的 米 
点 ; 7 本 存在 局 部 棋 值 ( 例 2) 


定理 11 ( 局 部 极 值 二 阶 民 数 检验 法 ) 假定 六 *,y) 总 其 一 阶 入 导数 和 二 阶 偏 导数 在 以 点 
| Ca 省 ) 为 中 心 的 一 个 圆 盘 上 是 连续 的 ， 并 且 /(a,5) =jf,(o,6) = 那么 

(i) 车 在 点 (tu,6) 有 .<0 和 ~/ >0， 则 /在 (oa,58) 有 局 部 极 大 值 . 

{前 ) 关 在 点 (a,b) 有 .>0 各 ff ~ >0， 则 在 (a,8} 有 局 部 极 小 值 . 

{ 基 } 若 在 点 (a ,有 有 扩大 -所 <0， 则 /在 (a,b) 有 鞍点 . 

{i) 著 在 点 (aa, 妇 有 六 六 - 户 =0， 则 检验 法 天 结果， 在 这 种 情形 ， 有 们 必须 时 了 鞭 各 其 
他 方法 确定 /让 (Ca,5) 的 特性 . 


表达 式 上 六 - 放 称 为 阔 数 的 判别 式 或 黑 塞 式 ， 这 个 表达 式 有 时 写成 行列 式 
:hh 
ey 
的 形式 ， 更 容易 记忆 . 
定理 11 说明， 如 果 判 别 式 在 点 (a,#) 为 正 值 ， 那 么 曲面 在 所 有 方向 以 同样 的 方式 完 曲 : 若 
乒 “0， 曲 面向 下 弯曲 。 导 和 致 局 部 极 大 值 ; 若 刻 >0， 曲 面向 上 弯曲 ， 导致 局 部 极 小 值 . 另 一 方 
面 ， 如 果 判 别 式 在 点 (a，8) 为 负 值 ， 那 么 葛 面 在 某 些 方向 向 上 恋 曲 ， 而 在 其 他 方向 向 下 弯 册 ， 
所 以 出 更 甘 点 ， 
例 3 求 郴 数 
Fx,y) =xy a2y+4 
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的 局 部 极 值 . 
解 ” 消 数 是 对 所 有 x 和 yy 定 义 的 和 可 微 的 ， 它 的 定义 域 没 有 边界 点 ， 因 此 ， 凯 数 仅 在 和/ 
同时 为 零 的 点 有 极 值 ， 由 此 导出 
人 =y-2r-2=0， f=xr-2y-2=0 
或 青 


所 以 , 点 ( -2, -2) 是 了 可 能 取 极 值 的 叭 - -点 ， 为 了 看 
是 向 如 此 ， 我 们 计算 二 阶 偏 导 教 : 
fs =-2, f=-2, f=1 
在 点 (a,5) =( -2, -2) 的 判别 式 是 | 
£f -f= 2)(-2)-(1) =4-1=3 
二 阶 偏 导数 的 组 合 
所 <0 和 ff, ->0 
告诉 我 们 , 了 在 点 ( -2, -2) 有 局 部 极 大 值 .了 在 这 一 点 的 
值 为 K -2, -2) =8. 国 
例 4 求 Fx,y) = 好 的 局 部 极 值 . 
解 ” 由 于 /是 处 处 可 微 的 函数 (多 图 12. 43) ， 它 只 能 在 
A=Y=0 和 f=x=0 
的 点 取 极 值 ， 因 此 ， 原 点 是 /可 能 取 极 值 的 唯一 点 ， 为 了 图 12.43 曲面 :=*) 在 原点 在 
看 清 蝴 数 在 原点 的 特性 ， 我 们 计算 一 阶 偏 导数 ， 在 蕉 点 ( 例 4) 
f=0, 六 =0， 万 =1 


=== EY 


了 在 原点 的 判别 式 

fi 1 
为 负 值 ， 所 以 函数 在 库 点 (0.0) 存 在 鞭 点 ， 我 们 得 出 Asx,y) =xy 没有 局 部 棋 值 的 结论 ， 国 
12. 7.2 有 界 闭 区 域 上 函数 的 绝对 极 大 值 和 绝对 极 小 值 

在 有 界 闭 区 域 只 上 寻找 连续 函数 大 x,y) 的 绝对 极 值 分 三 步 进行 : 

{1) 列 负 员 中 这 样 的 内 志 ，F 在 这 些 点 可 能 有 局 部 概 大 值 和 局 部 极 小 值 ， 并 且 计 算 了 在 这 些 点 
的 值 ， 这样 的 点 是 了 的 临界 点 . 

{2) 列 出 丸 中 这 样 的 边界 点 ,7 在 这 些 点 可 能 有 局 部 极 大 值 和 局 部 极 小 值 ， 并 且 计 算 了 在 这 
些 点 的 值 、 我 们 将 在 下 面 例 子 中 简 襄 说 如 何 做 这 件 事 . 

(3) 失 查 这 两 个 列表 寻找 了 的 极 大 值 和 授 小 值 ， 这 些 
值 是 f 住 羡 上 的 绝对 极 大 什 和 钢 对 航 小 值 ， 由 于 绝对 极 大 
值 和 绝对 极 小 值 也 是 局 部 极 大 值 和 局 部 极 小 值 , 了 的 绝对 
极 太 值 和 绝对 极 小 值 出 现在 第 (1) 步 和 第 (2) 步 列表 中 的 某 
些 地 方 . 

和 例 5 求 数 

fry) = +2Y+27 一 和 一 近 
在 第 一 象限 内 以 直线 x =0,y =0 和 7yr=9-x 为 边界 的 三 角 
形 区 域 上 的 绝对 极 大 值 和 绾 对 棋 小 值 . 图 !2. 科 这 个 三 角形 区 域 是 例 5 

解 由 于 了 是 可 微 晒 数 ， 了 可 能 取 这 些 值 的 点 只 能 是 二 中 消 数 的 定义 域 

角形 区 域 ( 见 图 12. 44)? 内 乒 = 拓 =0 的 点 和 边界 上 的 点 . 
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[aj 内 点 ”对 十 这 样 的 点 ， 我 们 有 
f=2-2x=0, f=2-2y=0 
由 此 得 到 单个 点 (zy) = (1,1).， 7 在 这 个 点 的 值 是 
AL =4 
{b) 边界 点 一 次 服 :角形 的 … 条 边 ， 
(和 在 线段 04 上 ,y=0， 现 在 可 以 把 吊 数 
Mx) = x0) = 2 +2xr -x 
视 为 定义 让 由 区 间 0 和 + 三 9 上 的 z 的 函数 .从 第 4 章 知道 ， 它 的 极 值 可 能 出 现在 区 间 的 端点 和 使 
xs，0) =0 的 内 点 ， 在 端点 xz =0, A(0, 0) =2; 在 端点 x=9, f(9, 0) =2+18-81= -61， 使 
fx 0 =2 -2x =0 的 唯一 内 点 是 x=]， 在 这 个 内 点 fx, 0) = 上 1，0) =3. 
(让) 主线 段 08 上 ， x= ， 而 
fx) = f0,7) = 2 +27-y 
以 7 对 zz 和 7y 的 对 称 性 以 及 刚才 所 作 的 分 析 ， 可 知 在 这 条 线段 上 可 能 出 现 的 绝对 极 值 共 
0,D0) = 2, ft0.9) =- 61, f(0,1) =3 
{ 全) 我 们 已 经 考虑 了 在 线段 48 的 端点 的 值 ， 现 在 只 须 检 查 48 的 内 点 ， 用 y=9 -x， 得 到 
Fiy) =2+2r+2f9 -xx) -人 -人 9 -zi = 一 6I+18x 2x 
置 丫 (x, 9-*)=18-4r=X0 结 出 


ls8_9 
4 2 
在 这 个 x 值 ， 
-9_ 2 -92 -119 21- -4 和 
了 二 2 了 而 fxr,y) =/ {77} 2 


归纳 ”我 们 列 出 消 数 /全 部 可 能 的 极 值 : 
4,2,— 61,3.— (41/2) 
极 大 值 是 4， 这 是 /在 点 (1,1) 的 值 ， 极 小 值 是 -61， 这 是 /在 点 (0,9)} 和 (9,0) 的 值 图 
求解 对 画 数 变量 有 代数 约束 条 件 的 极 值 问题 ， 通 常 需要 采用 下 一 节 介 绍 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 
但 有 是， 有 时 我 们 可 以 直接 求解 这 样 的 问题 ， 请 看 下 面 的 例子 . 


例 4 一 家 投递 公司 只 承接 长 度 和 围 长 (截面 的 周 长 ) 之 和 不 超过 108 英寸 的 长 方形 包装 箱 , 
求 这 家 公司 可 以 接受 的 最 大 容积 包装 箱 的 尺寸 . 
解 邻 x, y,z 分 别 表示 长 方形 箱 体 的 长 、 党、 高 ， 那 么 图 长 = 别 绕 截 南 的 饼 长 
箱 停 的 围 长 是 2 +?2z 我 们 要 使 箱 体 的 容积 下 = mz( 见 
图 12, 45 ) 达到 最 大 值 ， 条 件 是 满足 x +2y +2z = 108{ 投递 公司 
接受 的 最 太 箱 体 }、 这 样 ， 我 们 可 以 把 箱 体 容积 表示 成 两 个 变 | 
量 的 函数 : 
7z) = 108 -27 一 23z]7z (VF=xys,x = 108 -2y-2z) -一 
= 108yz -2y2z -2yr 图 12.45 例 6 的 包装 箱 
置 这 个 琐 数 的 一 防 偏 导数 等 于 零 ， 
(yz) = 108* -4yrz -2z = (108 -4+ -2z)z =0 
/ty,z) = 108y - 29 -4yz = (108 -27 -4zyyr =0 
给 出 临界 点 


(0,0),(0,54) ,(54,0) 018,18) 
第 体 在 (0,0) ,00,54), (54,0) 的 容积 为 零 而 不 是 最 大 值 ， 在 点 (18,18)， 应 用 二 阶 导数 检验 法 
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(定理 11): 
六 = 4, =, ,= 108 -4yr-4z 
十 是 
VV = 16yrz -16(27 -YY -72): 
内 此 ， 
Fl18.18) =-4f18) <0 
和 


EV -Yan = 16(18) (18) - 16( - 9) > 昌 


蕴涵 tY,z) = (18,18) 给 出 箱 体 量 大 容积 ， 这 时 包装 箱 的 尺寸 十 
x = 108 -2(18) -2(18) = 36 in 


7 = 18 in 
z= [8 in 
箱 体 最 大 容积 为 
V = (36)(118)(18) = 11664 i” 
或 


看 75 ft" | 

尺 管 定理 10 是 强 有 力 的 ， 我们 还 是 要 求 读者 记 住 它 的 局 限 性 ， 这 个 定理 不 能 应 用 到 函数 定 

义 域 的 边界 点 ， 函 数 在 边界 点 即使 具有 非 零 导数 ， 依 热 可 能 在 那里 取 极 值 ， 此 外 ， 定 理 不 能 应 用 
到 / 或 者 /不 存在 的 点 ， 


极 大 值 和 极 小 值 检 验 法 小 结 

函数 ,的 *,y) 的 极 大 值 和 极 小 值 只 能 出 现在 : 

(日 7 定义 域 的 边界 点 ; 

(让 临界 点 (定义 域 中 满足 f=/ =0 的 内 点 或 者 上 或 /不 存在 的 点 }, 

如 果 f 的 一 阶 篇 导数 和 二 阶 偏 导数 在 某 个 以 点 (a.5) 为 中 心 的 整个 罚 盘 上 连续 ， 并 日 
F(ab) =f,{a,b) =0， 那么 f(a,5) 的 极 值 特性 可 以 用 二 阶 导 数 检 法 检验 ; 

{0 在 (o, BF 关 <0 和 六 大 -六 >0 = 局 部 极 大 值 . 

{在 (a, bj >0 和 ff -fs>0 一 局 部 极 小 值 . 

(三 } 在 (za， 约 疡 A -5 <0 一 鞍点 . 

{ivr) 在 (as， pb 广 - 产 =0 = 检验 法 无 结果 


习题 12. 7 

在 习题 1- 如 中 ， 求 函数 的 全 部 极 太 值 和 极 小 8 AE) = 2 — xr 2 + 3 +4. 
值 以 及 鞍点 . 9 AF) = x + + 6 +2. 
1 fx,r) -x + Ky 二 二 3x 一 了 了 十 44. 10. /rzy) =3x +Oxy +7Y -2x +4y. 
2. f(x.) 一 + x 十 3 人 一 xx +37 -6. 11 大 cr =2x! + 3xy 二 天 — Sx 十 立 Y。 
子 Fx) =2zy -Sx 一 292 二 4 十 4 一 本 12. fix,y) =dx -6xy+5y 一 20x +267 
.Arr) =2xy - Sx —2Y 十 4x 一 牛 13. ftx,r) 一生 一 天 一 2x 十 才 十 石 ， 
5 fx,y) = 二 xy + Ix + Dy 二 本 14. 过 zy) = 2x +27 -2x+2y+1. 
6. Fixoy) = tr 2x -2y+2. 15. flx,r) =x° +2xy. 


7 fx) =xy — Tx + 3x—6y+2. 16. f(z,7) =3+2x +2y 24 2xry -yi. 


仿 时 吉 


17. 
18, 
19. 
20. 
Nr) = + 3 ~ dry, 


2 


25. 


27. 


fxr) = -2xy +6. 
fx) =x + Py, 
xy) = — 2x #3 + Oxy, 
站 xy) = -2 一 3x3 + Ory. 


x) =Bx + 7 +6x7. 

xr) = + 
xr) =24 +27 9x + 3 — L2%. 
Hx) =dxy 

ry) = + + dy 

fixy) = 


2 3 ' 
和 +Y —| 


fl 


,x.y) = Sin x. 
加 0. 


Nx,r) 一 efos 六 
在 习题 31~ 38 中 ,， 求 光 数 杰 纵 害 定 义 域 |. 的 


弟 对 极 大 值 和 忽 对 极 小 值 . 
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32. 


33. 


第 一 象 银 内 以 直线 <=0. 
册 … 有 有 形 概 上 的 冰 数 

rzry 2 一 4r+ 了 ~-4r+1 
第 -象限 内 以 直线 *=0,， y=4, 了 =x 为 界 的 辣 
二 角形 板 目 的 晴 数 

Dx,y) = 7 -xy + +] 

第 和 象限 内 以 直线 x =0，y=0，r+2r=2 为 界 
的 队 一 角形 极 上 的 晃 数 


fz) = + 


+=z, Y=2x 为 界 的 


. 类 形 板 0 专 x 和 5, - 37 所 3 上 的 因数 


FOX) = x t+ 一 和 


. 知 形 炭 0 二 x 和 5, -3 志 yY 所 0 上 的 响 数 


Tixsy} = x +xr+y -bx+2 


， 炬 形 板 Der 三 1,0 和 <y 所 | 上 的 冰 数 


fry) = 48xy - 32x° 一 247° 


， 羔 形 板 1 sx 和 3，- /4 三 7Y 志 mA 参见 附 疼 上 


的 两 数 


成 下,T) = 《4 一 和 ) cos 了 
Ed 


z= {4 x cosy 


38. 


39. 


41. 


42. 


47. 


#71 


第 一 象限 内 以 直线 x= 人 0 y=0, x+y=1 为 办 
的 :用 形 板 上 的 丽 数 
Nrr) = dr -Rxrr +2r+] 
求 车 得 分 
| (Hx x dr 


过 到 最 大 值 的 程 分 有 限 6 和 和 4， 其 中 司 志 起 


. 求 使 各 分 


[ta -24 dr 


达 划 月 大 值 的 积分 限 4 和 和 5， 其 中 二 

假设 呐 数 所 xz 的 搞 导 数 为 

tal =2x 一 4r,， 乒 =29 -4x: 

(blA =2x -2, 大 =2r -4; 

te]f =9r -9. /=27+4. 

求 它们 的 极 大 值 、 极 小 值 和 鞍点 { 如 果 存 在 1 
描述 作 在 鳞 种 情形 的 排 理 方法 . 

对 于 下 列 每 个 后 数 ， 判 别 式 了, 一 让 ,在 原点 的 
什 为 零 ， 所 以 局 部 极 值 的 二 阶 屠 数 检验 法 尖 
效 ， 通 过 描绘 曲面 : = 及 x ,7} 的 形状 、 淹 断 耳 数 
在 原点 是 盏 有 极 大 值 、 极 小 值 或 鞍点 ， 描 述 体 
在 每 种 情形 的 推理 方法 . 

(aeyr) ry, {bfx.y) =L -2 
(ex ) = td}f(x,r) =x 
(ejftr,r) = 和 六 【站 rr) = 


. 证 明 ;， 在 丽 数 Ar,r) = 昱 +ar+ 人 中 .大 无 伦 


取 和 什么 值 . 点 40.09) 是 三 的 临界 点 、 
察 天 = 和 0 和 上 0 这 商 种 情形 . } 


提示: 和 壮 


- 对 于 随 数 所 sy) = x ++hry + 如， 在 常数 上 有 取 什 


么 值 时 二 阶 导 数 检验 法 保证 质数 在 点 {90.0} 有 
数 点 ?在 上 联 慎 么 值 时 两 数 看 点 (0.0) 有 局 部 
概 小 值 ? 在 t 取 什么 值 时 二 阶 导数 检验 法 没有 
结 柴 ?提出 答案 的 理 巾 . 


,如果 站 (ob) = ia.b) =0, 让 zx,7) 在 ta,h) 这 


定 有 局 部 极 太 值 或 者 局 部 概 小 值 吗 ? 提出 答案 
的 理由 . 


如果 琢 数 所 xz.r 及 其 一 阶 笑 导 数 和 二 阶 篇 外 数 


在 整个 以 ta,5) 为 中 心 的 某 圆 盘 上 是 连 绪 的 ,并 
是.ta) 和 .ta,6) 的 符 导 相 尺 ， 关 于 了 f(a， 
让 能 铝 得 出 什么 结论 7 提出 答案 的 理由 . 

在 曲面 z =10 -x -入 的 图 形 上 你 于 平面 x + 
2r+3z= 人 0 上方 的 所 有 点 中 . 求 距离 平面 最 远 
的 点 . 


.在 曲 而 z= 刀 + 产 +10 的 图 形 上 求 距 亢 平 面 * + 


2+ -z=0 最 近 的 点 . 


， 摧 数 ix.Y) =x + 在 闭 的 第 一 梨 限 x+=0 和 
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720 内 汕 有 句 对 极 大 依 ， 这 个 结论 同 下 文中 美 
于 求 绝 对 概 值 的 计 论 相抵 摇 吗 ” 提 出 管 案 的 
理由 . 
有 .在 正方形 区 域 0 过 zx 二 1 和 0 所 y 和 1 二 考 察 冰 数 
Hx) = + +2ry -ry+] 
faj 证明: 7 了 在 这 个 正方 形 内 的 线段 2+ +2y =1 
| 有 个 绝对 极 小 值 ， 这 个 绝对 概 小 悄 是 
什么 * 
fb) 薄 广 在 正方 撒 区 域 上 的 绝对 由 大 值 . 
参数 化 曲线 上 的 极 值 ”为 了 求 晒 数 扎 xz,7) 在 时 
线 x=3fD，yY=7Fb) 主 的 骸 值 ， 我 们 把 了 作为 变量 
tf 的 一 开明 数 ， 并 绣 利 用 链 式 法 则 求 dr 下 为 零 的 
点 然后 ， 同 任何 其 他 一死 晒 数 的 情形 一 样 ， 在 以 
下 范围 求 了 的 概 值 ， 
{aj 临界 点 (dd 为 堆 或 者 不 存在 的 点 ) ; 
【bi 参数 定义 域 的 六 点 . 
在 J 是 $1 ~ 条 中 ,， 浇 晴 数 在 给 定 申 线 上 的 绝 
对 模 大 值 和 绝对 极 小 值 . 
51L， 两 数 ; 
(a fx, = 天 + 并 
[和 =2x + 
曲线 ; 
{站 ) 半 加 x +y =4, y>0. 
(人间 四 从 之 -加 车 =4 ,40 y=0. 
用 参数 方程 x =2 cus 1 Y=2 sini. 
52. 隔 数 : 
{aftr,y) =2r +3y. [balr,y) =2). 
{ch(r,y) =x 二 39 
有 曲线 : 
[让 ) 半 椭 加 (x3A9) + (7 4) =1，y 3 他 
(二 四 分 之 一 椭 贺 {A/9) + (yA4) = 1，x30， 
7 衬 们 . 
用 套数 方程 x =3 cos t, y=2 sint 
53， 冰 数 : f(x,y) = 好. 
册 线 : 
【让 直线 z=2t, y=t+1. 
【在 ] 线段 x =21， Y=t+1， 一 上 志 ! 声 从 
{出 ) 绥 段 x=2:, y=1+t, 0G1 和 1. 
54.， 函数 
{a}ftx, 7) =x* +7. 
(bjetr, 7) =1/(x 二 所) 
曲线 : 
{1) 直线 x*=1, YY=2 -2 
{线段 x=i, y=2-21, Ostal1. 
55. 最 小 二 药 法 与 回归 钱 ” 当 我 们 试图 用 -条 直线 


{bjgtx,y) = xy. 


7= mxz + 上 氢 合 数值 数据 点 的 集合 
CRF) ra) 
【 见 图 12. 4) 时 ， 通常 选择 这 样 --- 条 直线 : 从 
各 点 到 直线 的 重 直 号 唐 的 平方 和 有 取 晤 小 值 ， 在 
理论 上 ， 这 意 昧 着 求 m 各 上 4 的 值 ， 使 兵 数 
= Cm to) 
{Lt) 
达到 最 小 值 ， 证 明 ， 满 足 这 个 沉 求 的 m 和 上 4 的 
第 是 
A Tx EF) nr 
(En) -nT 


b= (En -mEn) (3 


(2) 


+ Pir 


0 


图 12.46 为 了 用 一 条 直线 拟 合 不 在 - 
条 直线 上 的 点 ， 选 择 合 离 莽 
的 平方 和 达到 最 小 值 的 直线 


其 中 全 部 和 是 从 上 =1 到 上 =n 求 和 .许多 科学 

计算 器 带 有 计算 这 种 公式 的 内 置 程序 ， 用 户 在 

输入 数据 后 只 用 少数 几 个 操作 键 就 能 求 出 m 和 

上 的 值 . 

由 血 和 5 的 值 决定 的 直线 Y=mz + 上 4 称 为 

所 研究 数据 的 量 小 二 和 撩 旺 回归线 或 者 趋势 

研 ， 求 一 条 最 小 二 笑 线 ， 使 你 

{1) 用 简单 表达 式 综合 数据 ; 

{3] 对 于 其 他 未 经 试验 的 * 的 值 ， 预 测 ; 的 值 ; 

13) 以 解析 方式 处 理 数据 . 

在 习题 56 ~58 中 ， 用 公式 (2) 和 {3) 求 每 个 数 
据点 集 的 最 小 二 科 线 ， 然 后 用 所 得 的 线性 方 姐 预测 
对 应 于 x=4 的 7 值 . 

S6.( -2.0)，(0.2)，(2,3)- 
S7.( -1,2), (0,1), (3, -4). 
58. (0,0), (1,2}, (2,3). 
计算 机 探究 

在 习题 和 9 ~ 64 中 ， 考 察 范 歼 确 定 它们 的 局 部 
极 值 ， 用 一 种 CAS( 诗 算 机 代数 系统 ) 执 行 下 列 处 理 
步 又 ， 


19] 综 制 明教 在 给 定 抢 形 坟 越 上 上 的 图 形 . -Ser 


【pb) 绽 制 短 于 区 域内 的 其 些 民 肌 线 . 60. HzT) = -3 + 六， -2<Y2， 
(ce} 计 算 靖 数 的 一 阶 人 篇 尾数， 并且 几 CAS 的 看 -2 
程 求 解 器 求 临界 点 临界 点 同 在 (by 中 轴 1 xy) -x + Bx Br+16, -3 外 起 3， 
出 的 民 曲 线 有 和 何 关系 ? 哪些 临界 点 {如果 -6 所 
存在 显现 为 贰 点 ”提出 答案 的 理由 ， 62. Fri =2xzt+W4 -2 一 2 +， 
【1d) 计算 卫 数 的 二 阶 人 篇 导数 ， 并 生 冰 判别 碟 关 /~ EREIL, -MISTEIL. 
请 . 63. flix) =5x + 8x’ — 30x' + W007 — 120x. 
[ey 利 出 根 太 值 - 极 小 值 检 恰 法 ， 对 在 tie) 中 -re3, -2&yE2. 


求 出 的 临界 点 分 类 ， 所 得 结果 问 你 在 (+) en (st), (zr) #0,0), 
中 进行 的 讨论 一 敏 吗 ? 0 (x) #0.0). 


S59. fix 7) = +Y My, -5 Etre5, -2 Ex, -2 二 + 二 2 


12.8 拉 格 朗 上 日 乘 数 


有 时 我 们 带 要 求 一 个 末 数 的 概 值 ， 它 的 类 值 范围 被 限制 在 平面 的 某 个 特定 子 集 内 ， 讽 如 在 
圆 盘 或 闲 三 角形 区 域 ， 或 者 沿 一 条 域 线 ， 在 这 ~-- 节 ， 我 们 探 计 对 受 约束 的 两 数 求 概 值 的 -种 晶 有 
办 的 方法 一 一 拉 格 骨 日 束 数 法 . 
人 物 传记 12. 8. 1 受 约束 极 大 值 和 极 小 什 | 
首先 督察 一 个 极 值 问 题 ， 其 中 受 约 上 束 极 小 值 可 以 通过 
约瑟夫 ， 路 易 : 拉 格 朗 晶 消去 一 个 变量 砂 出 . 
(CJoaseph Louis Tagrange，1736- 一 18]3 ) 例 1 求 平面 2r+y-z>-5=0 上 间 原 点 最 接近 的 点 


G4, Air,y) -| 


和 解 ”问题 是 在 约束 条 件 
2r+y—-z-5=0 
下 求 函 数 


i10P|= x 0) + {yy-0)° + (rz - 0 = vr +ty + 
的 极 小 值 . 
由 于 10P1 只 要 在 质数 


Fx ys2) = + + 
存在 极 小 值 时 就 有 极 小 值 ， 我 们 可 以 通过 求人 +.*+,:) 在 约束 条 件 2r +y -=z -5 =0 下 的 极 小 值 ( 因 
此 避免 平方 根 ) 求 解 问题 ， 如 果 把 这 个 方程 中 的 x 和 y 作为 自 变量 ， 并 有 昌 把 ;表示 成 
z=2%+y-5 
问题 遂 简 化 成 求 点 (x,y) 便 西数 
R(XF) = fry Dr ty 5) =r ++ (2+ry 5 
在 这 样 的 点 取 极 小 值 ， 由 于 上 的 定义 域 是 整个 xy 平面 ，12.7 节 的 -- 阶 导数 检验 法 告诉 我 们 ， 8 
可 能 具有 的 任何 极 小 值 必定 出 现在 满足 条 件 
hh, = 2x +2(2x + -5)(2) =0, hh =2+2(2x+++-5) =0 
的 点 ， 这 就 导出 方程 
10x +4r = 20, 4r +4r = 10 
和 和解 
3 


= 三 ，- 
x = 了 = 天 
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我 们 叮 以 度 用 有 几何 论 证 和 .… 阶 翌 数 检验 法 证 明 这 个 点 的 值 合 中 取 格 小 值 ， 在 平面 z=2xz +y-5 上 上 对 
应 左 的 z 些 标 屁 


因此 ， 我 们 所 求 辐 原点 破 接 近 的 点 次 


从 请 到 原点 的 归 离 是 5x6 ~2. 04. 加 

试图 用 代 大 法 求解 受 约束 极 大 什 或 极 小 慎 问 
题 ， 例 如 在 例 上 中 厅 以 引用 的 六 法 ， 并 非 总 是 可 行 
的 ， 这 扣 是 我 们 蔓 在 本 和 节 学 与 新 方法 的 原因 之 --. 

例 2 求 双 曲 柱 面 x -2 -1=0 上 呵 诛 点 最 接 
近 的 点 . 

解 1 双 肌 梓 面 如 图 12.47 所 水 ， 我 们 在 这 个 
柱 商 上 站 找 疝 席 点 最 接近 的 点 ， 这 些 点 的 坐标 使 满 
是 约束 条 件 妇 - -1 = 的 旺 数 

fx) = + 天 +z 《距离 的 平方 ) 

服 最 小 值 . 旭 果 把 x 和 了 作为 约束 方程 中 的 得 变 
斌 ， 我 们 有 


z =x 一 
玉昌 x,2) =z+¥+z 在 杆 面 上 的 值 由 晒 数 
hx,Y) = x + + [EE -1) = 2x’ + 一 上 
第 出 ， 为 了 在 柱 看 二 求 半 标 值 使 了 取 概 小 值 的 点 图 归 条 你 2 中 的 双 曲 林 面 x -zz 一 = 人 0 
我 们 在 区 平面 摧 站 我 坐标 值 使 丘 服 极 小 值 的 点 下 
的 唯 -- 械 值 出 现在 满 忠 
.= dx=0 和 =2y= 人 0 

的 点 .也 就 是 在 点 40,0)， 介 是， 在 柱 面 上 不 存在 x 和 观 曲 杜 面 2 -zi=t 
y 同时 为 零 的 点 ， 错 误 出 现在 哪里 有 有 

问题 是 ， 一 阶 导 数 检 验 法 求 出 的 ( 邵 它 庶 丰 的 那 VE © Vii 
拌 } 层 吉 在 其 定义 城中 取 极 小 什 的 点 ， 另 一 方面 ， 我 们 
河 归 的 却 是 在 柱 面 上 使 坟 具有 极 小 值 的 点 ， 唱 热 的 
定 光 城 是 带 个 她 半 面 ， 但 是 我 们 在 柱 面 上 能 名 选择 点 
Ptxr,r, 实 前 面 两 个 坐标 的 定 交 域 被 下 制 为 柱 面 在 他 本 
而 于 的 "影子 " ， 它 不 包含 直线 x = -和 x=1 之 间 网 
带 人 区 ( 见 网 12. 48 ). 

如 果 把 y 和 zf( 而 不 是 xz 和 7y) 作 为 自 变量 ， 并 且 用 
+ 和 z 把 x 表示 成 


x =2 +l1 图 12.48 在 ;平面 内 从 双 曲 柱 面 x -zz 
我 们 可 以 吕 免 这 个 问题 ， 用 这 个 代 换 Ra,y,z) = 和 二 =1 上 的 点 (x,3,7) 中 选择 前 面 
te 蛮 威 两 个 坐标 的 区 域 ， 不 包括 xy 平 


面 内 的 带 区 -1<x<1( 例 2) 


ker) = (+ 


偏 半 数 看 75 


并 及 二 找 使 丰 x.7) 取 其 最 小 值 的 点 ， 产 平面 内 上 直 的 定义 厌 这 时 对 应 于 这 样 - -个 定 闵 蚜 ， 我 们 在 
其 年 选择 柱 面 上 点 (xyz 的 y 坐 标 和 > 坐标， 因此 ， 关 平面 内 使 47,z) 取 极 小 值 的 点 将 有 杜 曙 
于 的 对 庶 点 , 支 的 最 小 值 测 现在 满足 
k, =27=0 和 上 =4:=0 

的 点 或 普 Y=z=0 的 点 ， 这 就 导出 

x =2+1=1, x=i+] 
杜 面 上 对 应 的 点 是 1{ + 1,0,0)， 我 们 从 不 等 式 

页 (yz =1+r +25 | 
可 以 肴 出 ， 点 (+ 上 .0 给 出 去 的 极 小 值 ， 同 时 可 以 看 出 ， 从 原点 到 杜 面 上 -点 的 极 小 距离 是 1 个 
单位 . 

解 2 求 柱 面 上 同 原点 最 接近 的 点 的 另外 一 个 方 
法 ， 基 想象 一 个 以 原点 为 中 心 的 小 球 像 肥皂 泡 一 样 扩 
大 ， 相 到 它 接 击 柱 面 { 见 图 12. 49)、 在 每 个 接触 点 ， 柱 
面 种 坏 面 有 相同 的 切 平 面 和 法 线 ， 因 此 ， 如 果 把 球面 和 
柱 面 表示 成 通过 设置 
Friy = r++z 和 g(x) = 2 -#1 
为 零 所 得 的 层 曲 面 ， 那 么 梯度 WF 和 Vg 在 两 个 曲面 的 接 
触 点 是 平行 的 ， 所 以 在 任何 接触 点 ， 我 们 能 够 求 出 一 个 
纯 量 A( ”lambda”) ， 使 得 


了 = 人 YE T 
或 者 图 12. 49 ”一 个 中 心 在 原点 的 球 像 肥 江 泡 
2xi + yj + 2zk = A(2xi - Zak) 那样 扩大 ， 直 到 它 接触 双 明 柱 
因此 , 任何 接触 点 的 举 标 (x,y,z) 必定 满足 三 个 纯 量 面 羡 -#1=0( 例 21 


方程 
2x = 2AX，27 =0, 2z = 一 2Az 

对 于 什么 4 值 ， 坐 标 值 猜 足 这 三 个 纯 量 方程 的 点 {x,y,z) 也 在 曲面 好 - 王 -1=0 上 ? 为 了 区 

答 这 个 问题 ， 我 们 利用 曲面 上 没有 * 坐标 为 誉 这 个 事实 推出 xx0 的 结论 ， 因 此 ， 当 且 仅 当 
2=24 或 =1l 
时 ，2x =2Ax， 对 于 入 =1,， 方程 2z = -24z 变 成 2z = -2z， 如 果 这 个 方程 也 是 满足 的 ，z 必须 为 
零 . 由 于 还 有 7 =0( 从 方程 2y =0 得 到 ) ， 我 们 呆 定 麻 求 的 点 全 部 具有 形式 为 
(x,0,0) 
的 坐标 ， 在 曲面 x* -z=1 上 ， 哪 些 点 的 坐标 具有 这 种 形式 ? 答案 是 满足 
x (0 =1， =1 或 x=+] 

的 点 (x, 0, 0)， 在 柱 面 上 ， 同 谅 点 最 接近 的 点 是 ( +1,0,0). 国 
12. 8.2 拉 格 朗 日 乘 数 法 

在 例 2 的 解 2 中 ,我 们 用 到 了 拉 烙 骨 日 先 数 法 ， 这 个 方法 说 明 、 当 函数 f(x,y,z}) 的 变量 以 
有 (xy =0 为 约束 条 人 忻 时 ， 要 从 曲面 4 =0 上 满足 

Vi=AVg 

的 点 中 求 了 的 极 值 ， 其 中 是 一 个 纯 量 ( 称 为 拉 格 谢 日 本 数 ). 

为 了 进一步 探讨 这 个 方法 和 了 解 它 的 工作 过 程 ， 首 先 给 出 下 述 观 察 结果 ， 我 们 把 它 陈述 为 
一 个 定理 . 
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定理 12 【 正 交 梯度 定理 ) 假定 /x,y.z) 在 一 个 区 域内 基 可 微 的， 区 域 的 内 部 包含 -条 光 ， 

消 曲 线 | 

全 ; rfi) =g(tt)i + hd + k(t | 

若是 在 曲线 C 上 的 一 点 ， 相 对 于 /在 CF 的 从 ， /在 这 个 点 有 局 部 极 天 值 或 局 部 要 小 值 、 则 ， 

VYF 休 只 同 恨 正 交 ， 

证 明 ”我 们 证 明 9/ 在 P, 同 申 线 的 速度 向 量 正 交 . /在 曲线 C 上 的 值 由 复合 渍 数 f(g(1)、 
h(t (和 给 出 ， 它 对 + 的 导数 是 


红妆 
dad Tay a = Wr 


在 任何 点 品 ， 如 果 了 有 相对 于 它 在 曲线 上 到 值 的 局 部 极 大 值 尸 局 部 要 小 值 . 那么 gz 出 = 上、 所 以 
Vi'v=0 国 
在 定理 12 中 取消 项， 我 们 得 到 二 匹 范 数 的 类 似 结 果 . 


定理 12 的 系 在 一 条 光滑 曲线 
一 可 人 有 十 下 (让 . 
上 的 点 ， 如 果 可 微 阔 数 Ax,y) 有 相对 它 在 曲线 上 取 值 的 局 部 极 大 值 或 局 部 概 小 值 ， 那 么 
vA y=0， 上 其 中 v= dr/dt. 


定理 12 是 拉 格 郎 日 乘 数 法 的 关键 所 在 ， 假 定 扎 *,7,2) 和 g(x,y,z) 是 可 微 丽 数 ， 并 了 且 P, 是 曲面 
Stx,y,z) =0 上 的 点 , /在 这 个 点 有 相对 于 它 在 曲面 上 其 他 取 值 的 局 部 极 大 值 或 局 部 极 小 值 . 此 外 ， 
假定 在 曲面 g{x*,y,z) = 如 上 的 点 YezF#0， 那么 , /在 P, 有 相对 寺 它 在 曲面 g(x,Y,z) =0 上 通过 户 
的 每 条 可 微 曲线 上 取 值 的 局 部 极 大 值 或 局 部 极 小 值 ， 因 此 ，Vf 同 通过 上 的 每 各 这 样 的 可 微 曲线 
的 速度 向 晤 正 交 . 而且，Vg 也 是 如 此 (因为 如 我 们 在 12.5 节 见 到 的 那样 ，V& 阿 层 曲面 8 =0 正 
交 )， 所 以 ,Vf 在 让 是 ve 的 某 个 入 纯 量 倍数 . 


拉 格 朗 日 滋 数 法 
假定 记 x,7,z) 和 glx,y,z) 是 可 微 函 数 ， 并 且 当 g(x,y,z) =0 时 Vg 了 #0， 为 了 求 盟 数 f 在 约 
束 条 件 g(x,¥,7) = 人 0 下 的 局 部 极 大 值 和 局 部 极 小 值 ( 如 果 它 们 存在 》， 那 各 求 同时 满足 方程 | 
Vr=AVg 和 g(x, y, 2) =0 (1}. 
| 的 x,y,z 入 的 值 .。 对 于 二 元 函数 ， 约 东 条 件 是 相似 的 , 但 是 没有 变量 z 


在 应 用 这 个 方法 时 必须 谨慎 ， 极 值 实际 上 可 能 并 不 存在 (见习 题 41 )， 
例 3 求 画 数 
f(x) = a 
在 椭圆 
亏 + =1 
{ 见 图 12. 50) 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
解 ” 我 们 要 求 /(x,y) = zy 的 极 值 满足 约束 条 件 


B(x#,7) = + -l=0 


仿 时 绕 677 


为 此 ， 首 先 求 满足 
VF=AVe 和 wr,r) =0 
的 xy 和 的 稍 ， 方 程 (1 中 的 梯 应 方程 给 出 ， 


+= WE 二 和 好 
由 此 求 出 
A 


_ | A 
Y= 4 7. X= YY， 7 = (AY) = 4 


所 凯 六 =D0 眶 者 = 土 2. 
现在 者 察 这 丙种 情 曾 : 
第 一 种 情况 : 如 果 y =0， 财 么 =y =0， 人 是 点 10,0) 丰 图 12.3 例 3 说 明 如 何 求 乘积 

在 椭圆 上 因此 ，y 关 小 *7 在 这 个 情 圆 世 的 最 
第 二 种 情况 : 如果 y 了 0， 那 么 入 = + 上 2，x= +2y， 在 方 大 值 和 最 小 值 

程 gtx,y) =0 中 代 人 x 的 值 ， 给 出 


4y: + dy =8 
= 和 1 
因此 ， 消 数 放 x,y) =xy 在 精 圆 主 的 四 个 点 ( 42,1)，( +2, - 1) 下 它 的 要 值 ， 极 值 是 xy=2 和 
YYy = -2. 
解 的 几何 解释 ”函数 (x,y) = xy 的 层 曲 线 蚌 双 曲 线 7 

zy =ct 见 图 12.51)， 双 曲线 的 位 置 离 原 点 越 放 ,fF 的 绝对 | w= i+ 2 
值 越 大 ， 我 们 需要 求 A(x,y) 的 极 值 ， 已 知 点 (x,y) 也 在 椭 
圆 拓 +47 =8 上 ， 哪些 同 袜 圆 相交 的 双 曲 线 处 于 离 原点 最 
远 的 位 置 ? 在 同 杠 贺 正好 接触 的 双 曲 线 中 、 同 椭圆 相 切 的 
双 曲 线 离 原点 最 远 ， 在 这 些 点 ， 间 观 曲 线 正 交 的 任何 向 量 
是 同 椭 圆 正 交 的 向 量 ， 所 以 VA= y+ 地 是 Vg = (xd4ET7 了 
的 4A = +2 售 例如 ， 在 点 (2,1)， 有 


v= i+2, Ve = i+j 和 Vi=2Vg 和 

在 点 ( -2,1)， 有 图 12.51 函数 +,y) = 全 在 约束 荣 
YF=i-3，Vg=- Liry 和 vi=-2vg 国 件 8fr,7) =x/ +Y/2 

2 1 =D 下 在 四 个 点 ( +2, +1) 

例 4 求 汪 数 /(x,7) =3x+4y 在 图 +y =1 上 的 极 大 取 极 值 ， 这 四 个 点 是 梯 罗 上 

值 和 极 小 值 . 当 Vf (单线 箭头 ) 是 
解 ” 我 们 用 Vg{ 双 线 莆 头 ) 的 某 个 纯 

大 wy) = 3x+47, glx) = x + -1 量 倍数 时 的 点 ( 例 3) 


的 拉 格 朗 日 彝 数 问题 模拟 这 个 问题 ， 并 旦 求 满足 方程 
Vi = AVe: 3 +4 = 2rAi +27N 
Ex) =0, w+yY -l=0 
的 x,y 和 A 的 值 ， 方程 (1 中 的 梯度 方程 董 洱 4 天 0， 并 且 给 出 


3 2 


< 了 


678 条 12 亲 


这 两 个 方程 特别 告诉 我 们 ,x 和 Y 具有 相同 的 符号 ， 用 x 和 的 这 两 个 值 ， 方程 g(x,y) = 给 出 
所 以 
因此 ， 


并 且 所 xy) =3x +47 在 点 (xy) = +(3/5,4/5} 有 极 值 . 

通过 计算 3x +4y 在 点 *(37Z5,4Z5) 的 秆 ， 看 出 上 zx,y) 在 圆 盖 + 六 =1 上 的 极 大 值 和 极 小 值 其 

25 
3( 于 )*4( 了 )=- 兮 =5 和 3(- 王 +4(- 人 =-- 字 =--5 

解 的 几何 解 骤 ”f(tx,y) =3x +4y 的 屋 曲 线 有 是 直线 
3x+4y=c( 见 图 12. 52)， 这 些 直 线 的 位 置 离 原点 越 远 ， 
了 的 绝对 值 越 大 ， 我 们 需要 求 Atx，y) 的 极 值 , 已 知 点 (x， 
7 也 位 于 圆 人 +y =1 上 ， 娜 些 同 圆 相交 的 直线 离 原点 最 
远 ? 同 园 相 切 的 直线 是 离 原 点 最 远 的 直线 ， 在 切 点 ， 任 
何 同 这 条 直线 正 交 的 向 旱 也 是 同 贺 正 交 的 向 量 ， 所 以 梯 
度 YF=31+ 机 是 樟 订 wg =2xi+2yj 的 A= 上 52 人 悦 ， 例 
如 ， 在 点 {375 ，475 ) ， 


VA=3+4, Ye = 


Wf 31+4= 3ve 


Si 和 v= Tveg > 
图 12. 52 旺 数 上 捕 x.y) = 3zr + dr 在 点 


43/5,4/5} 取 其 在 单位 图 


12. 8, 3 ” 受 双 重 约束 的 拉 格 朗 日 千 数 g(r,y) =e + -1-0 上 的 


在 许 雪 需要 我 们 求 可 币 画 数 .Jsx,yyz) 的 极 值 问题 最 大 昔 ， 在 点 (一 3《5，- 475) 

中 ,了 的 变量 带 有 两 个 约束 条 忻 ， 如果 约束 条 件 是 取 其 在 圆 上 的 最 小 值 ( 例 4) ， 

Si(z:7z =0 和 Btxoz) = 0 在 每 个 点 ，V/ 是 Vg 的 某 个 

并 且 g, 和 后 是 可 微 的 ， 而 梯度 Vg, 和 Yg; 不 平行 ,我 纯 量 倍数 ;图 形 显示 了 在 第 

们 在 求 这 种 受 约束 的 局 部 极 大 值 和 极 小 值 时 ， 引 人 两 个 一 点 的 梯度 ,和 但 是 没有 男 出 
拉 格 朗 日 滋 数 4 和 pg( 读 作 *mew")。， 就 是 说 ,我们 通过 在 第 二 点 的 梯度 

求 同 时 满足 方程 组 
Vf/=A Va tH YE, gi(%,y,2) =0, Bt X12) =0 (2) 


的 zx,y,z,A 和 天 的 值 ， 确 定 /可 受 约束 极 值 的 点 P(x,y,z)， 方 程 组 (2) 存 着 奇妙 的 几何 解释 ， 曲 
面 g =0 和 总 =0( 通 常 ) 相 交 于 一 条 光滑 的 曲线 ， 例 如 图 12. 53 中 的 C， 我 们 沿 这 条 曲线 求 了 在 曲 
线 上 取 相 对 于 其 他 值 的 局 部 极 大 值 和 极 小 值 的 点 ， 在 这 些 点 ， 如 我 们 在 定理 12 中 见 到 的 那样 ， 
Vf 是 同 C 正 交 的 ， 但 是 Vg, 和 Vg, 在 这 些 点 也 同 民 正 交 ， 因 为 过 位 于 曲面 gl =0 和 g,=0 上 . 所 
以 ，Vf 位 于 由 V8, 和 Vg; 决定 的 平面 内 ， 这 意味 着 对 于 某 些 A 和 jy 有 VA=A Vg, + Ye 由 于 我 
们 求 出 的 点 也 在 两 个 曲面 上 ,它们 的 誉 标 必须 满足 方程 名 (x,y,2) =0 和 8(x:7:z) =0， 这 是 方 
程 组 (2) 中 保留 的 条 件 . 


编 早 虞 S79 


例 5 平面 *+y+z=l 则 贺 柱 而 汪 + 入 =1 相 交 于 -个 椭圆 ( 见 图 12. 54)， 玉 炸 辐 上 次 原点 


最 近 的 点 和 最 远 的 点 . 
解 ”我 们 求 哆 数 
Fr) = tt 
{从 点 tx,7,2) 到 原点 的 距离 的 平方 ) 在 约束 角 件 
By) = #4 -l=0 (3) 
RINT) =Y+y+z-l=0 (4) 


下 的 极 值 ， 这 时 方程 组 (2) 中 的 梯度 方程 给 出 
VF = AVE 十 此 到 有 
2aid +T2Y +2z 瑟 = 人 (2 + 2Y) 十 委 ( 人 十 站 二 下) 
2 + 2yY +22k =【2Az + pi + (2AY + uN + pk 
或 者 
2% = 2Ax + 27 = 2Ay +H, 2z = 此 (5) 
方程 组 (35) 中 的 纯 量 方程 产生 


2% 4 (6) 图 12.53 梯度 向 量 Yg， 和 vgs 位 于 奖 
了 曲线 C 重 直 的 平 沁 内， 关 为 
如 末了 到 入 =[ 和 z=0， 哆 者 A 关 1 和 x =y=z/(l -入 ), 方 VE 同 曲 南 g =0 正安 Wg 
程 组 (6) 中 的 两 个 方程 同时 满足 ， 间 映 面 g, =0 正 交 
如 果 2z=0， 那 么 联 立 解 方 程 (3) 和 (4) 求 椭圆 上 对 应 
的 点 ,给 出 两 个 点 (1,0,0) 和 (0,1,0)， 当 你 注意 z 


图 12. 54 时 ， 可 以 看 出 这 是 合 情 理 的 . 
车 x*=y， 则 方程 (3) 和 (4) 给 出 
x +4 -1=0 
2x* = 
El -二 
xX+x+zz-1 =0 
和 =] -2x 
z =1 王 人 太 
在 椭圆 上 的 对 应 点 是 
， -12 =- 到 加 
号 ( 肥 呈 ,地 和 已 (- 字 , - 冯 , 09) 
但 是 ， 在 这 里 需要 小 心 ， 尽 管 P, 和 P, 都 给 出 /在 椭 町 
上 的 局 部 极 大 值 ，P; 却 比 P) 离 原点 更 远 . 


图 I2.54 在 平面 和 项 柱 面相 交 的 


。 椭 加 上 离 原 点 最 近 的 点 是 (1,0,0) 和 (0,1,0)。 本 短 四 上 求 元 原 点 最 近 和 和 

加 上 离 原点 最 远 的 点 是 P 最 运 的 点 ( 例 5) 

习题 12. 名 

1. 烽 图 上 的 极 值 ” 求 禄 出 x* +2y =1 上 使 函数 。 3 直线 上 的 极 次 值 。 求 两 数 /(x,7) = 和 9 
太 *,7) = 地 取 它 的 极 灶 的 点 . 在 直线 *+37 = 10 土 的 极 大 值 . 


2. 园 上 的 极 值 ” 求 卫 数 f(x,y) =xy 在 约束 条 件 4 直线 上 的 概 值 ” 求 函数 /(#,*Y) =x'Y 在 直线 
8 = + 一 10 =0 下 的 极 值 , *+ 了 =3 上 的 局 部 极 值 . 


EE 


二 


10. 


1. 


12. 


. 惧 约 束 极 小 慎 


030 


， 严 约束 极 小 值 ” 关 届 线 = 54 上 :最 接近 原点 


的 点 . 
冰山 线 r =2 上 最 接近 原点 
的 点 . 


， 用 拉 格 朗 卓 楼 数 法 薄 下 列 概 值 ; 


ia} 双 曲 钱 上 的 标 小 慎 明 数 记 x,Y) =x+y 在 约 
宋 条 件 ry = 16，z>0，7y 3 和 下 的 极 小 值 . 
[bb} 直线 上 的 极 太 值 ”是 数 x*，y) =x 在 约 果 

条 件 x*+y=16 下 的 极 大 情 ， 
解释 王 个 解 的 几何 章 祥 . 


.有 曲线 上 的 极 慎 ” 玉 xy 平面 内 曲线 x* +xr + =1! 
上 高 诛 点 最 近 的 点 和 最 过 的 点 . 
. 体积 固定 的 容 山 的 最 小 于 还 积 ” 求 体 积 为 


16r em 而 表面 积 最 小 的 闭 正 贺 柱 体 容 器 的 
尺寸 . 

球 属 内 的 圆柱 体 ” 求 叮 以 内 接 杆 半径 为 & 的 球 
体 而 表面 积 最 大 的 开 正 凋 柱 体 的 半径 和 高 度 . 
这 个 立柱 惊 的 量 大 表面 积 是 多 少 1 

栖 闸 内 面积 最 大 的 延 形 用 接 格 遍 日 乘 数 靶 ， 
求 吕 以 内 接 于 椭圆 xz16 + yA9 =] 和 两 边 回 坐 
标 轴 立行 而 面积 最 大 的 乞 形 的 尺寸 . 

构 圆 内 周 长 最 长 的 矩形 类 可 以 内 接 于 酉 图 
A = 利 边 问 坐 标 轴 平行 而 周 长 最 长 
的 和 拓 上 找 的 尺 十 这 个 矩形 的 最 长 周 长 是 多 少 ? 


. 加 上 的 概 值 ” 求 函数 作 x，y) =x* + 六 在 约束 


条 件 人 -2x+y -4y =0 下 的 概 大 值 和 极 小 值 . 


. 圆 上 的 极 值 求 汕 数 太 x， yx) =3x -7 了 +6 在 约 


束 条 人 忻 #*” + 六 =4 下 的 极 大 值 和 极 小 值 . 


- 金属 板 上 和 山行 的 蚂蚁 在 金 赂 板 上 -点 


(xz 的 温度 为 T(x,y) =4x* -4xy + 六 板 上 
一 内 蚂 较 环绕 辆 心 在 原点 半 么 为 5 的 圆 肥 行 . 
虹 蛟 届 到 的 最 高 温度 和 最 低温 度 是 多 少 * 


， 最 廉 价 的 贮 气 席 ”设想 你 的 公司 应 邀 设计 液化 


石油 气 引 气 铅 ， 客 户 的 规格 说 明 妥 求 拷 体 是 两 
端 为 半球 体 的 圆柱 体 ,义气 3000 m， 此 外 ， 
客户 吾 求 制造 储 气 癜 用 可 能 最 少 的 材料 ， 你 对 
客户 推荐 储 气 议 贺 柱 体 部 分 的 半径 各 高度 基 
多 消 ? 


. 到 一 点 的 最 小 距离 ” 关 平 面 x+27r+2z=13 上 


离 点 (1,.1.1) 最 近 的 点 . 


， 到 一 点 的 最 大 距离 。 求 球 而 * +y+z =4 上 离 


点 人 ,一 1,1) 最 远 的 点 . 


.到 原点 的 节 小 旺 离 。 求 从 曲面 ** +Y ~# =1 到 


原点 的 最 小 距离 . 


到 在 点 的 最 小 丐 离 ” 炒 则 面 ==z+1 上 上 离 原点 


21. 


22. 


27. 


29. 


31. 


J 


. 球面 上 的 极 值 


. 司 条 积 取 最 大 从 
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最 过 的 点 . 

到 原点 的 最 小 距 商 ”上 申 面 到 =x +4 上 同 订 
点 最 接近 的 那些 点 . 

到 原点 的 最小 距离 ” 状 晶 而 xzrz=1 上 回 序 点 最 
接近 的 于 此 点 . 


. 球面 上 的 极 伪 ” 快 也 数 


yz = r+: 
在 球面 让 + + =30 上 的 极 大 值 和 概 小 值 . 
求 球 南 于 + 让 + =25 上 使 
隐 数 

Xs) = 


. 司 平 方 和 取 量 小 值 ” 冰 个 实数 .它们 的 和 为 


?而 它们 的 平方 和 取 咏 可 能 小 的 值 . 

设 *,y,z 为止 数 ， 如 果 <+ 
+ 和 =16， 求 它们 可 能 有 具有 的 最 大 彝 积 . 

球体 内 体积 最 大 的 长 方形 框 体 ” 求 可 以 内 接 于 
单位 球体 而 体积 为 最 大 的 闭 长 砌 形 框 体 的 
尺寸 , 


:顶点 在 康 面 上 的 框 体 闭 长 廊 形 框 体 以 第 -- 封 


限 内 的 二 个 于 标 平面 为 面 ，…- 个 质点 在 平面 
xarvb+tae=| ,Haso0, b>0, rr>0. 
求 框 体 的 最 大 体 积 . 
空间 探测 网 上 量 热 的 点 ”形状 为 酉 球 
4x + +45 = 16 

的 空间 探测 器 进入 地 球 大 气 层 后 ， 表 画 开 馈 发 
热 . 1 小 时 后 ， 在 探 铀 夏 圾 而 上 点 (xys) 的 换 
度 为 

Trx,y.2) = Rx: +4 - 16: + S00 
术 探 测 丹 表面 上 最 热 的 点 


.球面 上 的 极 值 温度 ”假设 在 球面 


x + + = 

二 点 (x,Y,z) 的 摄氏 洋 讼 为 T=400xyz*， 确 定 球 
面 上 具有 最 高 温度 和 最 低温 席 的 点 - 

使 效用 函数 取 最 大 值 : 经 济 学 中 的 例子 在 经 
济 学 中 ， 两 种 生产 资料 6, 和 56, 的 用 量 x 和 了 
的 玖 蕉 或 首 效 表 ， 有 时 用 一 个 函数 G(x,y) 度 
量 ， 例如 ，P 和 加 可 能 是 一 家 药师 公司 需要 
备 有 的 两 种 化 学 药剂 ，- -种 药草 需 用 不 人 同 歼 量 
的 这 两 种 药剂 合成 ， 制 造 这 种 药品 的 增益 5 z. 
Yi 肥 尖 于 采用 的 生产 工艺 ， 和 如 果 厂 | 的 成 村 是 
每 下 克 a 美元 . 6, 的 成 本 是 每 千克 请 美元 ， 分 
配 用 于 采购 G 和 所 的 总 经 费 是 c 美 大， 在 这 
种 情形 ， 公 司 的 管理 人 人 员 想 要 在 ax + 加 =e 的 
约束 条 件 下 使 Ex ,7 达到 最 大 值 ， 因 此， 他 拉 


编 时 娄 


2. 


33. 


35. 


37. 


41. 


， 到 原点 的 最 小 距 南 


需 皮 灶 解 个 典型 的 扩 格 妆 日 乘 数 问题 . 
假设 
Ux) = x¥ + 27 
而 者 程 ax + 加 =e 简化 为 
2z + 了 = 30 

炒 在 后 面 这 个 约束 各 件 下 悦 的 最 大 值 以 及 相应 
的 x 和 Y 的 值 . 
定位 射电 望远镜 设想 体 主 管 在 … 蜂 新 发 现 的 
行 红 上 建立 -- 台 射电 电 远 镜 ， 为 了 把 电 克 十 拢 
降低 到 最 大 限度 ， 需 袁 把 它 置 二 行星 磁场 最 吻 
的 位 置 ， 假 定 行 旺 是 球形 的 ， 它 的 半 入 长 6 个 
单位 ， 在 以 行星 中 心 为 原点 的 举 标 系 中 ， 行 星 
的 磁场 强度 让 

M(x vr) = 6 -如 +az+ 扣 
给 出 ， 你 应 把 充 线 电 望 远 镜 建立 在 什么 地 方 ? 
并 冰 数 

所 zy = 和 二 2 一 

在 约 东 条 件 2z -y=0 和 y+z=0 下 的 最 太 值 . 


. 求 函 数 


Rr) = x + + 
在 约束 巢 件 x+27Y+3r= 和 x+3y+9z=3 下 的 
最 小 值 , 
到 原点 的 量 小 焉 高 ” 求 在 平面 *+2z=12 和 x+ 
7=f 的 交 线 上 同 原点 最 接近 的 点 . 


平面 交 乒 上 的 最 大 值 ” 求 函数 


所 YY 三 本 +27 一 于 
在 平面 2x -~y=0 和 y+:=0 的 交 线 上 可 能 具有 
的 最 大 值 . 
相交 曲线 上 的 极 值 求 丙 数 
Fry) = 昭和 二 
在 平面 z= 1 同 球面 z+ 六 +z =10 的 相交 曲线 
上 的 极 值 . 


. 13) 相交 直线 上 的 重大 值 。” 求 丽 数 


Ww 二 XE 

在 平面 x+y+z=40 和 xz+yr-z= 四 的 相交 

直线 上 的 最 大 值 . 
{BB} 提 出 几 柯 论据 ， 支 持 你 求 出 的 是 ww 的 最 大 

值 市 木 是 最 小 值 的 断言 . 
相交 图 上 的 极 信 求 是 数 

成 zy = x + 

在 平面 Y-x= 兴 司 球 面 x + +* =4 相交 的 图 
上 的 极 值 . 
求 在 平面 2y+4z =5 和 难 
面 有 =4x* +4y 的 相交 曲线 上 最 接近 原点 的 点 . 
条 件 YF=AVgS 不 是 充分 条 件 ”尽管 V1/= AVg 是 


42. 


. (3) 球面 上 的 最 类 值 


. 楼 积 的 和 
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阴 数 六 x ,站 在 约束 荣 件 g(x,)) =0 和 Vag#D0 下 

存在 相信 的 必 归 亲人 忻 ， 但 是 它 本 壬 并 本 能 保 让 

耳 数 存在 极 值 ， 作 为 涉 皮 的 一 个 事例 ， 试 利用 

接 格 朗 旧 梯 数 法 求 蚌 数 疙 xy) = +» 在 约束 条 

件 x*y= 后 直 的 极 大 值 ， 这 个 方法 将 确定 两 个 点 

{4,4)7 和 ( -4， -4) 为 根 值 的 妃 选 位 置 . 然而， 

和 (fxz+7) 在 双 曲 线 区 =16 上 不 在 在 要 大 值 ， 在 

第 :象限 的 这 条 疏 曲 线 上 ， 你 庚 诛 点 越 近 ， 水 

和 蚂 数 所 x,y) =x+y 变 得 起 大 . 

最 小 二 拒 平 面 平面 :=Ax+ Br + 是 对 下 出 点 

Cx ,307 和 作 “ 氢 合 " 得 到 的 平面 ; 

(ODO), Ost}, 1 (0 1) 

求 太 .8.6 的 值 使 离 差 的 平方 和 

这 (4x， + Br + -2 

达到 最 小 值 . 

证 明 : 畏 数 全 a.#,c) = 
a 在 abe 第 卡 儿 誉 标 系 中 国 心 在 原点 半 
稳 为 r 的 球面 上 的 最 大 值 为 (7 A3) 7 

ib) 几何 平均 与 算术 平均 ”利用 ta) 中 的 结果 证 
明 ， 对 于 非 负数 a, 5,，c, 有 


(abr}' a 4 二 人 
就 是 说 ， 一 个 非 负 数 的 几何 平均 小 于 或 等 
于 它们 的 着 术 平均 


Ei 
OI, 0, 


,a, 是 = 个 正 数 ， 求 
Dax 
在 约束 灯 件 一 
Tx =1 
下 的 最 大 值 


计算 机 探究 


在 习题 45 ~ 和 60 中， 用 一 种 C45( 计 算 机 代数 系 


统 ) 执行 实现 求爱 约 东 极 值 的 拉 格 六 日 磁 数 法 的 下 
述 步 尾 : 


45. 


1a] 构造 陋 数 上 = 一 Ag1 一 入 8;， 其 中 是 在 约 
束 条 件 & =0 和 全 =0 下 求 极 值 的 西数 . 
【b) 确定 记 的 所 有 - 阶 偏 导 数 ， 包括 对 和， 入， 
的 偏 嘲 数 ， 并 且 和 置 它们 等 于 0. 

[类 解 从 (pb) 中 得 到 的 包括 太 和 在 内 的 所 
有 未 知 量 的 方程 给 . 

{有 8 计算 /在 tic) 中 求 出 的 每 个 解 点 的 值 ， 并 日 
选择 满足 习题 中 监 求 的 约 东 条 件 的 极 值 . 


求 范 数 


成 和 .YE = TY + 入 
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在 约束 策 件 丰 + 六-2=0 和 + -2= 人 0 下 的 
极 小 值 . 
特 . 冰 隔 数 
xT) = xyr 
在 约 东 条 件 巡 +P-1=0 和 *-z=0 王 的 慨 小 倩 . 
地 求 洱 数 
zt) = 人 二 天 十 于 
在 后 束 条 件 2r+4-5= 昌 和 4 +4y -=0 
下 的 极 太 硼 . 
48. 灶 丙 数 
Mx) = 


12.9 二 元 函数 的 泰勒 公式 


囊 12 二 
在 约束 生 件 一 sy + 六 -1= 人 D0 和光 +* 一 
1 =0 下 的 极 小 值 . 
特 ， 求 函数 


所 xy) = 2 + 好 + 


在 约束 条 件 2x-y+z-w-] = 人 和 和 x+y-z+ 
i -1 =0 下 的 极 小 值 ， 

50. 确定 从 直线 y=x + 1 到 抛物 线 关 =x 的 了 距离 . 
(提示 ; 邻 (*,7Y) 是 直线 上 的 一 点 各 (vw,z) 是 搜 
物 线 上 的 一 点 ， 题 目的 要 求 是 求 {x - w) + 
(7 -z)? 的 概 小 值 . ) 


这 一 节 利 用 泰勒 公式 推导 局 部 极 值 的 二 阶 导数 检验 法 (12.7 节 ) ， 以 及 二 元 函数 线性 化 的 误 
差 公 式 (12.6 节 )， 在 这 两 种 推导 中 ,泰勒 公式 的 应 用 导致 对 公式 的 扩充 ， 对 二 元 函数 提供 所 有 


各 阶 多 项 式 垦 近 . 
12.9.1 二 阶 导数 检验 法 的 推导 


假设 对 数 x,y) 在 包含 点 Pa 的 一 个 开 区 域 中 内 有 连续 的 偏 导数 ， 其 中 乒 = 上 =0( 见 
图 12.55)， 令 上 和 站 是 足够 小 的 增 量 ， 使 点 5ta + 上 + 上 以 及 联结 3 和 呈 的 线段 位 于 屎 内 部 . 


我 们 用 参数 方程 


x=a+h,， y=b+itk, Otel 


表示 线段 PB， 如 果 站 =a + 二 ,8+ 此 ) ， 链 式 法 则 给 出 


让 (DD) = 大 至 + 位 = 凶 + 大 


由 十 和 /是 可 微 的 (它们 有 连续 偏 导数 )、 天 是 : 


的 可 微 函 数 ， 并 日 
Fr dr oF dy 
xd dd 


= -hh . 
= (M+ Kf.) h + By M+ My,) k 


= + 2hkft + kf = 六 ) 


由 于 只 和 大 在 [0,1] 上 连续 ， 严 在 40.1 上 是 可 徽 的 ， 我 


们 可 以 应 用 n=2 和 aa=0 的 泰勒 公式 获得 


Fl1) = EUO) + FO0}(1-0) + Fte) 3 


图 12.55 我 们 从 用 参数 方程 表示 
一 条 由 PP 到 邻近 一 点 5 
的 典型 线段 开始 二 阶 导 


数 检验 法 的 推导 
F(1) = FOOY + FO) + P(e) (1) 
其 中 c 是 9 和 和 1 之 间 的 一 个 歼 ， 通 过 了 以 书写 式 (1)， 给 出 
fla rhb tk) =ab) + Mlasb) + HC,b) + Fh 2hhf, + Kf) i, 2) 
由 于 /a,b) =f.(a,8) =0， 这 就 化 简 戌 
fathb+h) -faby = 十 (PRA 266 BL) | (3) 
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ta, 吉 在 在 极 值 由 所 & + 有 ,+ 证 ) 一 了 ,让 的 符号 决定 ， 按 照 式 (3)， 这 个 符 苇 和 
人 ce) = (hf + 2h, + kf,) 


1 


的 符 续 相同 ， 
现在 ， 如 果 如 9) 0，&fce) 的 符 导 对 于 足 各 小 的 六 值 和 天 值 将 癌 00) 的 符 导 一 样 ， 我 们 可 
以 从 疡 和 扩 六 -六 在 (ea.5) 的 符 导 项 测 


QO0) = hf (ab) + 2hkf (a,b) + Rf, {Cab) (4) 
的 符 导 ， 在 式 (4) 的 两 端 有 于 /.,， 并 重新 整理 右 端 的 项 ， 得 到 
L000) = Cf +t HW) + ff (5) 


我 们 从 式 (5) 看 出 : 

(1) 如 果 在 ta.b) 有 ,<0 和 /f/f - 户 >0， 那么 对 于 和 和 不 的 所 有 足够 小 的 非 鹤 值 有 8(0) < 
0， 并 有 是 /在 (a,5} 有 局 部 板 太 值 . 

(2) 如 果 在 ta,8) 有 /20 和 /了 ,-_f5>0， 那 么 对 于 友和 志 的 所 有 足够 小 的 非 零 值 有 040) > 
0， 并 且 7 了 在 fa,5) 有 局 部 极 小 值 . 

(3) 如 果 在 (a 有 7- 放 , <0， 那 么 存在 和 上 的 任意 小 的 非 堆 值 的 组 合 ， 对 于 这 些 组 合 
有 Q(t0) >90， 击 对 于 和 到 的 其 他 值 有 日 (0) <0， 在 则 画 z =A(x,y) 上 辐 点 P(eo,8(a,b)) 任 意 
接近 的 位 置 存在 在 已 之 土 的 点 和 在 卢 之 下 的 点 ， 所 以 了 在 (a ,全 有 一 个 鞍点 ， 

(4) 如果, 所 =0， 我 们 需要 用 上 居 他 检验 法 ，9(0}) 等 于 潮 的 可 能 性 使 我 们 对 于 8(c) 的 符 
号 无 法 得 出 结论 ， 
12. 9.2 线性 还 近 的 误差 公式 

我 们 需要 证 明 ， 函 数 /(x,y) 的 值 及 其 在 点 (x。.y,) 的 线性 化 L(x,y}) 之 间 的 姜 5x,y) 满 足 


1 ， ™ 
| E(x,y) | 二 本 村 区 


假定 商 数 了 人 在 包含 以 (Cs ,yo) 为 中 心 的 一 个 团 矩 形 区 域 RR 的 整个 开 集 上 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ， 数 
前 是 | |，, 六 | 和 | 六 | 在 中 上 的 一 个 上 界 . 
需要 证 明 的 不 等 式 从 式 [2) 推 出 ， 在 式 (2) 中 分 别 用 和 代 换 sm 和 58， 用 x -xo 和 7-m 人民 
换 有 上 和， 并 且 把 结果 重新 整理 成 
Hr) = ro po) tf (To Ts YY) 
线性 化 Lix ,7) 


+ Cr) 2 fy pL) 


CT te 
误 闫 E(x,y)】 
这 个 公式 揭示 
> 1 ， 
IEls 3 (x -nb lf lt2 lr 一 关押 11+ ly -nF ie) 
因此 ， 如 果 池 是 |/ 1 ，lM 1 和 六 | 在 及 上 的 一 个 上 界 ， 就 有 
1 ， | | 
[gl|sF {ls -sl M+2lr x ly yl + 上 ya) 


1 
=3M{ rit yl) 


12. 9.3 二 元 函数 的 泰勒 公式 
前 面 推导 出 的 天 和 下 的 公式 可 以 下 过 对 函数 x+,y) 应 用 算 子 
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9 E EI 9 
(+b) 和 {4 + nh + 3 
和 得到， 所 和 所 的 公式 是 更 -- 般 公式 
rn _ 上 才 ， 加 说 a 网 i 
FD = oD = 人 + ,7 (6) 
的 前 两 个 实例 ， 这 个 公式 说 明 ， 把 Zwar" 应 用 于 (1) 给 出 的 结果 ， 同 把 算 子 
a 9 


按 二 项 式 定理 展开 后 庶 用 上 产 x,y) 得 到 的 结果 一 样 . 
如 果 / 的 直至 a+1 阶 偏 当 数 在 以 点 ta 四 为 中 心 的 个 定形 区 域 直上 是 连续 的 ， 我 们 可 以 把 
天 (站 的 泰 勤 公 式 扩 展 成 


(0) ， FA0) om ， 


Fy = FO) + F'(O)t + 3 余 项 
最 5=1， 得 到 
FO) = PCO) + FO + OO s. + A + 余 项 


在 最 后 这 个 级 数 的 右 端 ， 我 们 把 前 面 4 个 导数 代 换 成 它们 从 公式 (6) 在 1=0 求 值 的 等 价 表达 式 ， 
并 且 加 相应 的 余 项 ， 装 得 下 面 的 公式 . 


函数 x,y) 在 点 (a,58) 的 泰勒 公式 | 
假设 六 x,7) 及 其 直至 a+1 阶 篇 导数 在 以 点 (5 为 中 心 的 一 个 开 矩 形 区 域 中 上 是 连续 的 . 
那么 在 整个 让 上 ， 


farhb rh) =fad) + CH + HY lin + (Rt hf, + hf ) on 


+ + 3 ft BE + 


+ 


1 站 日 人 ] 9 da" 
一 下 二 + 上 所 一 
tat (# + 让 ra Er | 7 


Ca e+ 1 


(7) 


公式 中 的 欧 5 个 导数 项 在 (oa,5) 求 值 ， 最 后 一 项 在 联结 (ta,8) 和 (a +h,5+ 龙 ) 的 线段 上 的 某 个 点 
求 值 . 

如 果 (at) = (0,0) 并 且 把 tt 和 点 作 为 自 变量 看 竺 (现在 把 它们 i 记 为 x 和 y)， 那 么 公式 (7) 具 
有 下 述 更 为 简单 的 形式 . 


函数 .7(x,y] 在 原点 的 泰勒 公式 | 
fry) = O00) txf +yp, + +2ry f+ ef,) 


1 1 
+ fo ty fo tI rn) + (: 了 4 2) 


1 9 A 
+ 7 


防 隔 费 
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公式 中 的 前 = 个 导数 项 在 (0,0) 求 值 ， 最 后 -- 项 在 联结 原点 和 (zy 的 线段 上 的 某 个 点 求 值 . 
泰 盘 公式 提供 一 元 中 数 的 多 项 式 琐 近 ， 前 于 个 导数 味 纵 出 多 项 式 ; 十 后 一 项 给 出 通 近 误 
闫 .泰勒 公式 的 前 “项 给 出 咀 数 的 线性 化 ， 为 了 改进 线性 通 近 ， 我 们 在 公 式 中 语 加 更 商 次 


办 项 . 


例 炒 隐 数 Ax.y) = sin x siny 在 原点 附近 的 一 次 带 近 ， 如 果 1x1 志 0.1 和 131 志 0,1， 表 近 


的 精度 如 何 ” 
解 ”在 会 式 (8) 中 皮 m=2. 


Ar) =R0.0) + Cf 4 WY) + ,+24 + 


+ Ce + BE fo 438 + fos) i 


由 十 
M00) = sinssnyion =0 £0,0) =-asinrsinyloo =0 
J(00) = cosx sinylom = 0 /,(0,0) = cos x cos yhioo = 1 
F000) = sinscosyioon =0 10.0) =-asinxsinylow =0 
我 们 有 
sinx siny~0O+0+0+ 2 (mt0)y + 2x7(1) + 0)Y 
Sn x siny = xy 
通 近 的 误 养 为 


E(x,y} = Ea aft 3 y+ 3xy f+ TF Ds 
其 中 三 阶 导数 的 绝对 值 不 会 超过 1 ， 因 为 它们 是 正 孩 丽 数 和 全 弦 丽 数 的 乘积 ， 此 外 ，fx1 <0. 1. 


171 反 0 1， 国 此 ， 在 售 人 后 


| E(x,y) 1 到 言 (0 1) ”+3(0.1) +300.1)2 47101737 = (0. 1)’ < 0.00134 


这 个 误差 在 1x1 <0.1 和 1y| 志 0.1 时 不 超过 0.001 34. 恒 
习题 12.9 

在 习题 1 ~10 中 ， 利 用 函数 zy) 在 原点 的 素 14 fx- 工 
勒 公式 求 /在 原点 邻近 的 二 次 逝 近 和 二 次 通 近 . 1 -sy + 


1 fr,y) =xe', 

3 FRxy) = sin x, 

5, f(xy) =e ln (tl +y). 
0. f(xy) =In (2r +y+1). 

7. fz) =ain (好 + 说 ) 8. fx,y) =e0n (x +7). 
9 


] 
fe = 
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什么 是 二 元 和 三 元 实 值 画 数 ” 举 出 一些 例 子 . 
2 在 平面 内 或 者 空间 中 ， 集 会 蚌 开 集 和 闭 集 的 含义 
是 什么 ? 举 出 开 浊 和 闭 集 的 一 些 例 子 ， 此 外 ， 举 


2 Ax,y) = econ y. 
4. x,r) = sin x cos y. 


11. 利用 泰勒 公式 求 画 表 六 xz.y) = cos x cos 了 在 麻 
点 的 二 次 通 近 . 梢 计 这 个 瘟 近 在 1x| 专 0.1 和 
171 到 0. 1 时 的 误差 . 

12. 利用 素 勒 公式 求 汕 数 放 x ,7) =e siny 在 库 点 的 
二 次 通 近 .估计 这 个 通 近 在 1x1 志 0.1 和 和 
171 到 小 ]】 时 的 谋 善 . 


出 一 些 既 非 并 此 也 非 煞 集 的 例子 . 
二 如 何 用 图 形 方式 显示 二 元 函数 fx，*) 的 值 ? 如 
何 用 间 样 方式 虹 示 三 元 婧 数 记 x，%，z) 的 值 ? 


#856 


4 瑚 数 话 47) 当 ( 7) -+x0,70}) 时 具有 极限 二 的 会 
义 是 什么 ?三 元 蚂 数 的 极限 有 哪些 基本 性 质 ? 

5. 在 什么 情况 下 ， 汪 元 (或 三 元 ) 画 数 在 其 定义 城 
内 的 .点 旺 连续 的 ? 举 出 函数 在 其 此 点 连续 咯 在 
其 他 点 不 连续 的 一 些 例子 . 

6 甘于 连续 函数 的 代数 组 合 和 复合 随 数 能 驶 得 出 什 
乏 辣 论 ? 

7. 说明 判定 啊 数 极限 不 存在 的 以 路 从 检验 法 . 

8 如何 定 交 晒 数 上 xz ,7 的 仿 导 数 ay7ar 和 时 ay7y 如 
何 艇 炎 和 炒 偏 异 数 ? 

9， 2 元 表 数 在 一 阶 偏 民 数 和 连续 性 之 间 的 关系 ， 问 
一 死 实 值 国 数 在 -- 阶 导数 和 连续 杜 之 间 的 关系 有 
何 差 忆 ” 举 一 个 例子 . 

10. 什么 是 混合 一 阶 司 导数 的 混合 综 数 定理 ” 它 对 
于 计算 二 阶 和 更 高 阶 偏 导 数 能 够 握 供 什么 帮助 ? 
举 出 - 些 例 于 

1 明 数 As， 7Y) 是 可 微 的 含义 是 什么 ? 丽 数 的 增 
量 定理 基于 可 微 性 说 出 什么 ”? 

12. 在 某 些 情况 下 ， 如 何 从 专 察 丽 数 六 xz,y) 的 愧 导 
数 A 和 六 判定 7 是 可 徽 的 ? 了 在 一 点 的 可 叭 性 和 
连续 性 之 间 有 什么 关系 ? 

13. 和 什么 是 链 式 法 则 ? 二 元 丽 数 的 链 式 法 则 取 什 么 
形式 ? 三 元 函数 和 定妆 在 曲面 上 的 表 数 的 链 式 
法 则 联 什么 形式 ? 如 何 疼 示 这 三 种 不 同 的 链 式 
法 则 ? 举 出 一 些 剑 子 ， 用 什么 图 示 可 以 让 我们 
记忆 链 式 法 则 所 有 不 同 的 撒 式 ? 

14.、 和 什么 是 函数 起,y) 在 单位 向 量 a 的 方向 上 一 点 


第 12 童 实 习习 题 


在 习题 1 ~4 中 ， 求 给 定 函 数 的 定义 域 和 值 域 ， 
并 且 确 定 芒 数 的 层 遇 线 ， 商 出 典型 的 层 曲 线 草 图 . 
Efx,y) = 9x 时. 2. Ax} =e' 
3 g(x37) = Ly 4. gy) = YT. 

在 习题 5 ~ 8 中 ， 冰 给 定 函 数 的 定义 域 和 值 
域 ， 并且 确 定 两 数 的 层 掀 线 ， 画 出 典型 的 屋 曲 线 
草图 . 
5S. firsy.z) = 三 + 天 一 二 
而 .中 [ 于 7) x + dy 2 
1 
x + 十 于 

] 

B,C) Rrra 
在 习题 9~i4 中 ， 求 函数 的 极限 值 . 
-2+7y 


lim . 
ta} lO.0% + O08 全 


TE, ,2) = 


Er OB 所 。 I0. 
; 


- itm 
4 


这 112 要 
户 的 学 数 ?” 它 描述 什么 变化 举 ” 闻 向 导数 有 什 
么 儿 何 解释 ? 举 出 …- 些 例子 . 

15. 什么 是 可 微 晒 熬 Ax,y) 的 梯度 向 量 ? 它 同 消 数 
的 方 名 导数 在 何 关系 ” 对 于 二 无 了 欣 数 儿 述 蜂 亿 
的 结果 . 

相 ， 如何 闪 可 微 琴 数 站 xzr 居 曲 线 王 点 的 切线 ? 
如 柯 炒 可 微 师 获 兵 yz 导师 面 上 点 的 切 平 
而 和 法 线 ? 举 出 … 些 例子 . 

1 如何 用 方向 全 数 傅 计 吨 数 的 改变 ? 

18， 曙 人 和 何 求 一 无 隔 整 六 2 和 在 -点 (sn 的 线性 
化 "为 什么 可 能 需要 这 样 做 ?如何 求 二 元 哨 数 
的 线性 化 ? 

19. 关于 .元 和 半死 郴 数 的 线性 逼近 的 精度 ， 可 以 
得 出 什么 钻 论 ? 

20， 对 于 是 黄 陋 数 人 x ,7) 的 值 ， 于 点 (x ,7} 从 tx， 
后) 移动 到 邻近 -点 (xz + 下 ,+ 中) 时 ， 怎 样 
伟 汁 耳 数 的 政变? 

21. 如何 定 闵 可 微 隔 数 ,1) 的 局 部 撮 太 值 、 局 部 
概 小 值 和 鞍点 ”人 举 出 -一些 例子 . 

入， 为 了 确定 果 数 As<,7 的 局 部 模 倩 . 串 以 用 什么 
导数 检验 站? 它们 如 何 司 你 第 小 二 挨 局 部 概 值 
的 范围 ” 举 出 - 些 例 子 . 

23. 如 何 求 连续 隔 数 育 z ,3) 在 x 平 疝 内 的 用 有 办 区 

域 上 的 极 值 ” 举 -- 个 例子 . 

. 描述 拉 格 半日 滋 数 法 ， 并且 举 出 一 些 例子 . 

. 函数 捕 z.r 的 泰勒 公式 如 何 产 生 雪 项 式 通 近 各 

洗 差 估计 * 


全 


1 Jim  - 王 一 了 2 lim 一 


3 3 
a 


13. 四 | nlx+y+zl. 
1 lim 

在 习题 15 和 16 中 ,通过 考察 净 近 极限 的 不 侣 
路 径 ， 证 明 丙 数 的 极限 不 存在 . 


tan x+y +7). 


15. lim =-. 6 lim 王 二 
1 一 的 ot XY 

17. 连续 延 拓 邻 
站 rr) = Cr A + 人 CE 人 0.0) 
是 属 可 能 按 某 种 方式 定义 AD,0) 使 琐 数 了 在 原 
点 连续 ”为 升 么 ? 

18. 连续 延 拓 仿 


sin (x — *¥) 
rr) -| fxrl+lyl ° 
0, {x,7) = (0,0) 


1z1+j 7 关山 


偏 时 数 


6S7 


轿 数 是 否 在 原点 连 综 ? 为 什么 ? 

在 习题 19 ~ 24 中 ， 冰 阔 数 对 于 每 个 变量 的 坊 
导数 ， 
0, gtr,d) =r cos P+r sin i 
20. fy) = 计 9) +tan- 攻 


21. AR RR) = + + 
好 hp) =ain (2nr yy 3s), 
23，P(n,R,T,V) = 于 (理想 气体 定律 ). 


24. Ar Ti) = 三. 


在 习题 25 ~28 中 ， 求 两 数 的 二 阶 偏 导数 . 
人 
25. glxsy) = 个 十 人 


26. glx.Y) =e" + sin x. 
27. f(x,Y) =x+xy -Sx +ln {x +1). 
28. f(r,y) =Y -3ry + con y+7e’. 
23， 假设 
Ww = Hn (ry + mY) 
求 聘 数 tw 在 t=0 的 导数 dywdi. 
30. 假设 


w= x 十 onhz 一 osz 


r= lnttr+1) 


UD 
E 


x*=21,y=t-l+lntz= nt 
求 遂 数 w 在 5=1 的 导数 dw. 
31. 假设 
w= an (2 —yY), x= rtens,y =rs 
求 函数 如 当 r= 和 s=0 时 的 偏 必 数 8war 
和 Bw as. 
32， 候 设 
w =n w+ tan ly, % = 2e"co8v 
求 丙 数 ww 当 上 4 =v=0 时 的 偏 导数 3w5w 和 
Ho Bo. 


33. 求 函数 
Fr) = r+t+ 
在 曲线 
X= Cot, y= nt, f= cos2t 


上 对 于 :的 导数 在 :=1 的 值 . 
34. 证 明 : 着 w =f(s) 是: 的 任意 可 微 钞 数 , 且 
#3=7+5x, 则 
[ei dw 
说 -5 党 
在 习题 35 和 36 中 ， 假定 方程 定义 y 为 * 的 可 
微 函 数 ， 求 导数 由 “da 在 点 P 的 值 . 
35. | —x-Y -sin gy=0, POO,1). 


M6. 2x7 + re -2=0, PO,In 2). 
在 当 题 37 ~ 各 中 ， 求 是 数 了 在 点 十 增加 最 快 
和 和 减少 最 快 的 方向 ， 井 且 羽 在 每 个 方向 的 刍 数 . 
此 外 ， 求 了 在 向 量 "的 方向 在 产 的 导数 . 
3 fr) = coe con y, PMmAA, td) = 了 + 时 
WB fxr = = + 
39. frp) =In (ax +3 +62), Pl 1, 1,1), 
= + 
0. flix,r .2) =x + ry ~ 十 ay +z+4, P(tD.0.0}, 
有 二 人 二 二 二 
41. 在 速度 向 量 方向 的 导数 ” 汶 摧 数 
Hx) = yr 
在 是 旋 线 
riety = {rom + 【sin + 31k 
的 速度 向 量 方向 在 t= #73 的 导数 . 
42. 最 大 方向 导数 摧 数 
HT) = 人 
在 感 (1,1,.1) 的 方向 芝 数 可 能 取 的 暴 大 值 是 
多 少 ? 
季 , 具有 给 定 值 的 方向 异 数 两 数 Axy) 人 在 点 
12) 在 朝向 2,2) 的 方向 有 共有 导数 2, 侧 在 朝向 
《1 ,二 的 方向 具有 导数 -2. 
fa) 求 (1,2) 和 (1.2). 
中 ) 类 ff 在 { ,2) 在 朝向 点 (4,56) 的 方向 的 导数 . 
44. 假定 所 x,7) 在 点 xo.701 是 可 微 的 ， 下 述 陈述 中 
哪些 荐 正确 的 + 提出 答案 的 埋 由 . 
{a8} 如果 是 单位 向 量 , 了 在 (和 ,六 在 宇 的 方 
向 的 导数 是 
ro pol tf {trop} u 
(bf 在 (wo.70) 在 # 的 方向 的 导数 是 一 个 向 量 . 
[ef 在 (xo0;7o} 的 方向 导数 在 Vf 方向 具有 它 的 


最 大 值 . 
{d4JV/ 在 (my 同 曲线 Asy) = 了 (0,70) 
正 变 . 
在 半 题 $ 和 4 中 ， 一 起 商 出 曲面 所 *.rY，z) = 
* 和 Wf 在 络 定 点 的 草图 ， 


,#4 ++ 10.-1.+1)，(D.0.0). 
46. YY +7 =4; (2, +2,0), (2,0, +2). 

在 习题 47 和 48 中 , 求 同 层 曲面 六 zx,r,>) =e 
在 点 Po 相 切 的 平面 的 方程 此外， 求 司 这 个 曲面 
在 点 凸 正 交 的 直线 的 参数 方程 - 

4 ysSr=0, P(2,-1.1). 
4 x + +z=4, Putl,l .2}. 

在 习题 和 和 50 中 ,， 求 同 曲 面 z = 睛 z, 站 在 给 定 

点 相 切 的 平面 的 方程 . 
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49, z=ln tx +y), (D0. .0). 
0, z= +7), (1,1,1/2). 

在 习题 51 和 52 和 中， 类 同 民 曲线 站 xy) = 在 
点 所 相声 和 正 交 的 百 线 的 方程 热 后 ， :起 呵 出 
在 贞 的 这 果菜 直线 以 用 层 病 线 和 YF 的 草 疼 ， 
地 一 anr= | ，PfT,1)》， 


52. 入 = 2 ,P12). 

在 习题 33 和 54 中 ， 求 同 曲面 的 相交 曲线 在 给 
定点 相 切 的 直线 的 参数 方程 
53， 则 看 [: x +2yY+2z=4, +=|; 

点 (1 ,1,17/2). 
354， 胸 面 ; x+y +5=2, y=1: 

点 ! (172,1,172). 

在 对 题 叶 和 人 56 中 ， 求 明 数 记 x,Y) 在 给 定点 局， 
的 线性 化 xy， 然 片 ， 求 通 近 大 二 7) = 上 (x,y) 的 
误差 值 丘 在 乒 形 区 域 中 上 工 的 -- 个 上 上 轩 . 
3 下 YY) =3ihn x rneay，PofTA4Tmr4) 


只: 


= -于 |<o.1， -到 | so.1， 


56, Ax, ¥) =xy 一 3 +2, Pl, 1); 
R: Tx-ll<0.1, ly-l| 0.2. 
在 习题 57 和 5 中 ， 求 丽 数 疡 xy.2) 在 给 定点 
的 线性 化 . 
S57, flz,7 5) = 好 +Oz -jz 在 (1 40.0) 和 (1,1.0). 
SB, Ax = 同 cosssinfy+zy 在 10.0.Tx4) 和 
Cm, Td .0). 
在 习题 和 -全 中 ， 短 察 函数 站 *，y) 取 局 部 枢 
大 值 和 局 部 极 小 值 的 点 以 及 鞍点 ， 求 每 个 蝴 数 在 这 
些 点 的 值 . 
59. Fx,r) = 和 一 好 + 全 +24+27 一 4 
0. Fx,Y) = 3x + dry -27 +4x —47. 
61. F(x,y) =2r + Ixy +27.. 
62. f(xy) =x +4 ~ 3xy +15. 
63. f(z) =x + 3 一 37， 
64. f(x) =x — Bx: +3y 一 67， 
在 习 戎 的 -32 中 ， 求 郴 数 了 在 区 域内 上 的 绝对 
概 太 值 和 绝对 极 小 值 . 
65. 起 zyr) =x tr + -3x +3y: 
RR 由 直线 x+y =4 在 第 一 象限 切 制 出 的 二 角形 
66, f(x,7) =x -2x+4y+1) 
中 ; 第 一 象限 内 以 掌 标 轴 以 及 直线 x=4 和 7=> 
为 界 的 区 域 . 
67. Ax,F) = 好 — ry — 3y+2r; 


第 12 章 
攻 : 由 直线 x =+2 和 YY=+ 上 2 也 围 的 正方 形 区 域 . 
#8. x,r) =248 +27 一 如 -1 
玉 : 第 -象限 肉 以 坐标 轴 以 及 直线 x =2 和 Y=2 
为 扯 的 正方 形 区 域 . 
69. fx,r) = 一 好 一 2x 十 和 yi 
臣 : 上 亡 以 x 轴 为 办 上方 以 直线 y=r +2 为 界 
和 右边 以 直线 x=2 为 界 的 二 角 撒 区 域 . 
PO. fx) = drr rt r+; 
中 :下方 以 直 绥 y= -2 为 界 、 上 方 以 直线 Y= 
交界 和 右边 以 直线 x =2 为 界 的 :角形 区 域 . 
71. fr) = ty Ar 一 3 
并 : 四 直线 x = +1 和 ;= 二 1 包 轩 的 正 坟 形 
区 域 . 
72. 次) = A + 
R: 出 直线 x=+1 和 yy=+ 上 L 人 也 国 的 止 方形 区 域 . 
73. 圆 上 的 起 值 ” 凌 师 数 
站 gr 
在 圆 姑 + 产 =i 上 的 极 值 . 
74. 贺 上 的 极 值 并 两 数 


f(x) = x 
在 圆 + y= 1 上 的 极 慎 . 
75. 图 盘 上 的 极 慎 ” 灶 摧 数 


Axr,yY) = x 3 + 2 
在 单位 圆 答 刀 + 天 去 ] 上 的 摄 情 . 
76. 哆 盘 上 的 极 慎 ” 求 隋 数 
x) = J 
在 畏 盘 六 + 三 9 上 的 棋 什 . 
77. 球面 上 的 极 慎 ” 求 画 数 
ye) 一 和 一 下 十 工 
在 单位 球面 + + =1 上 的 模 值 
78. 到 原点 的 最 小 距离 。” 求 时 面 
对- xy =4 
上 同 订 点 最 接近 的 点 . 
79. 箱 体 的 是 低 成 本 ”假定 闭 长 方形 籍 体 的 体积 为 
em 箱 体 制作 材料 的 成 本 ， 项 面 和 底面 为 
a 美 分 /cem* ， 前 面 和 后面 为 8 美人 邹 /cm* ， 其 余 
两 面 为 r 美 分/cm*. 使 逢 体 材 料 总 成 本 达到 最 
小 值 的 箱 体 尺 十 是 什么 ? 
助 最 小 体积 求 通过 点 (2,1i,27 的 平面 


以 及 从 第 一 卦 限 切割 出 的 最 小 体积 . 
曲面 相交 曲线 上 的 极 值 ” 求 三 数 

Rx) 二 二 
在 正 圆柱 面 * + 六 =1 同 双 曲 柱 面 袜 =1 的 相交 


[we 


偏 学 数 


曲线 上 的 极 信 . 

82. 平面 同 园 锥 面 的 相交 曲线 到 原点 的 漳 小 距离 
求 在 平面 xz+y+z=1l 回 哆 猴 面 守 =2xr +2y 的 
相当 膨 线 上 亢 永 点 最 近 的 点 . 

83. 今 
w= fr, r= vr 十 了 天， 站 = tan "(之 ) 


求 耳 数 的 偏 导数 savea 和 zheA#5yY， 并 朋 用 r 和 
日 表示 所 得 结 果 . 
84. 全 
SN) r+ hy, 
用 让， 大 以 吕 常数 # 和 5 表示 阴 数 :的 偏 导 数 = 
利 | =,， 
全 ， 今 
ww = tanh i + ens we, 
其 中 和 5 为 常数 ， 证 明 
ow -1 
ny 
新 应 用 旦 式 法 则 设 


w= ln tx +y +2s) 


r= 0x -br 


u = ar+ by 


de 
ox 


Li 


=F+, y=r-s, 35= 2r 
通过 链 式 法 则 求 函 数 志 的 偏 导数 w, 和 ww,， 然 后 
用 其 他 方法 检验 答案 . 
他， 向 量 问 的 角 声 程 
eecoapr -x =0 和 esinv -y=0 


定义 二 和 4 为 + 和 yy 的 可 微 丙 数 ， 证明 : 向 基 


Ei Eo 
Bar ayd 和 may! 
间 的 角 为 常数 . 


B88， 极 坐标 与 二 阶 导数 ”两 数 .x ,7) 在 引 人 极 坐标 
*=rensp, y=rsing 
后 改 蛮 成 吕方 的 ， 求 画 数 号 的 . 防 导 数 有 ge 
在 点 4r,8) = (2,mZz) 的 值 ， 已 知 在 这 个 点 
HA 


Em Br ar Ay 
第 12 章 补充 和 提高 习题 


1 以 原点 为 鞭 点 的 函数 如 果 在 12.2 节 中 作 习 题 
5 时 ， 知 道 师 数 
本 _ 
妇 + 

OQ, x,y) = (0,0) 
{ 见 石 边 的 附 图 ) 在 (0,0) 是 连续 的 求 丰 10,0} 
fC0,0). 

， 内 一 阶 全 导数 求 函 数 求 画 数 由 = 雹 *:y)， 假 定 
它 的 -一 阶 俩 导数 为 


x (xy (0,0) 


Ar,y) = | 


[| 


91. 


9 


93. 


bad 


S89 


, 平行 于 平面 的 法 线 上 炒 申 曙 


(7 二 =) + = 16 


的 点 ， 册 而 在 那些 点 的 法 线 同 yz 平面 平行 


， 立行 于 区 平面 的 切 平 面 ”六 申 面 


条 +J+m-T- 于 = 用 
上 的 避 ， 曲 面 在 那些 点 的 切 平面 问 六 平面 
平行 - 
当 梯度 同位 置 向 量 平 行 时 的 函数 假定 咕 数 
天 xf) 的 由 麻 Y/ 始 终 问 位置 向 最 巡 +TF+ 瑚 
平行 ， 证 是 : 对 于 任何 s， 

DO = O00., -a) 
在 所 有 方向 有 单 笛 方向 导数 但 是 不 存在 梯度 的 
函数 ”在 点 Pl,Jn ,加 } 滑 数 放 x,yY,z) 在 方向 
= 的 单 抽 方向 导数 为 
im A | 
证 明 ;， 在原 点， 蚂 数 

x) = vx + + 
在 任何 方向 的 单 稻 导数 等 于 1, 但 是 /在 原点 不 
存在 梯度 向 量 ， 
通过 诛 点 的 法 线 证明; 在 点 (1.1.1}) 同 曲面 
z+5 =2 正 交 的 直线 遂 过 原点 . 
切 平面 与 法 线 
ta} 加 出 师 面 x 一刻 + 二 =4 的 草图 . 
{b] 关 在 点 12. -3,3) 同 这 个 曲面 正 交 的 向 量 . 

在 图 中 添加 这 个 向 量 . 
te] 求 这 个 曲面 在 (2. -3,3) 的 切 平面 和 法 线 的 
方程 . 


， 测量 管道 的 容积 ”计划 计算 - -条 直径 大 约 为 36 


英 十 和 长 度 为 1 英里 的 管道 的 内 部 容积 ， 应 对 长 
度 和 直径 昭 :个 的 高 量 更 加 细心 ? 为 什么 * 


.对 改变 的 葡 感 度 。 函数 fx,7) x -t+7-3 


在 点 (1,2) 附 近 对 自 变量 x 和 7 之 中 万 一 个 的 改 
变更 敏感 + 你 怎样 知道 ? 


in 


EF 


- 


第 12 量 


性 = | + Ponay， 村 = 2y 一 Pain 
并 且 它 在 点 (in 2,07+ 的 值 是 In 2. 


. 药 布 尼 东 法 则 的 一 种 证 明 ” 葬 布 尼 芒 法 则 表明 ， 


共 丽 数 掺 x) 在 区 加 [a,5] 上 是 连续 的 ， 并 且 u(x) 

和 是 在 [a 汉 ] 内 皮 值 的 可 微 粕 数 ， 则 有 
二 广 mou =Aeto) 呈 -Auto) 灶 

通过 度 沁 

EC) = [aodt， = ux) b= etx} 

并 且 用 链 式 法 则 计算 dg/dx， 证 明 这 个 法 则 


， 求 具有 二 阶 俯 导 数 约束 的 函数 ” 侦 定 扰 站 是 "的 


二 次 可 微 两 数 ， 其 中 = yxi + + 下 ， 并且 
ft rf =0 
证 明 : 对 于 某 些 常数 a 和 让， 


[0 


Jn) = + 


， 齐 次 函数 ”如果 两 数 .As,7i 对 于 所 有 的 bx 和 7 


满足 太吉 ,ty) = A(x，y) tn 尾 非 负 整 数 )，7 了 称 
为 叶 光 形 次 函 教 ， 对 于 这 样 一 个 { 充分 可 微 的 ) 
两 数 , 证 明 : 


(DO sy Ya 7}. 
EE 


driy dy’ 


=ntn-1). 


. 极 坐 标 中 的 曲面 今 


sin Br 


Nr0) -| 6r 
1， r= 人 0 
其 中 z 和 日 是 极 尘 标 ， 求 
la} ta 人) {b] 关 0.0) ， 
[Lelyfotr, 号 red. 


r 天 侨 


位 置 鼎 量 的 特性 令 

r= 姑 +7 + 下 ， 
{al]1 证 明 wr= Pr (bj) 证明 w{m) = mr 
{ce) 求 梯度 等 于 r 的 请 数 (dd) 证 明 r :dr = rdr. 
te 证 明 对 于 任何 沼 向 基 4 有 V(4 -r} =A. 


r=lri 


10. 


12. 


13. 


15, 


. 周 切 线 正 交 的 梯度 假定 串 油 耳 数 A 作 x,Y) 消 of 


微 曲 线 * =gIO ，Y = 捕 (0 取 常数 值 <: 就 是 说 ， 
对 于 所 有 上 依 ， 

以、 = < 
在 这 个 方程 的 两 端 对 上 求 微 分 ， 证 明 WF 同 曲线 上 
每 个 点 的 切 向 量 正 交 . 


. 同 曲 面相 切 的 曲 厂 证明， 曲 厂 


Pit) = (ln OF rtr lpn)j+t 

同 遇 而 

tr yr + cosry = 
在 点 (90,0.1) 相 切 . 
同 曲 面相 切 的 曲 厂 ”证 明 : 曲线 
rs) = (2) (a)jrcos (rt- 2 
同和 曲面 

x ty+r -rrr=0 


在 点 (0, -1.1) 相 切 . 


. 曲 耐 上 的 根 值 证 明 : 在 曲面 


f= + 0ry +27 
上 :的 极 太 值 和 极 小 值 仪 可 能 电 现 在 点 {0.0) 和 
(3.3)， 捕 证 明 : z 在 (0.0) 乓 无 极 大 值 也 无 枢 
小 值 ， 最 后 确定 :在 (3,3) 是 否 有 一 个 槛 大 值 或 
者 极 小 值 . 
闭 集 的 妆 一 卦 限 内 的 极 大 值 。 求 苯 数 

Hz) = Gxye 
在 闭 集 的 第 一 赴 限 (包含 非 负 的 坐标 轴 ) 内 的 极 
大 值 . 
点 第 一 款 限 切割 的 最 小 体积 汶 以 平面 x=T， 


在 第 -- 卦 限 内 一 点 胡 切 的 平面 为 界 的 区 域 的 最 
小 体积 . 


. 从 节 平 面 内 的 直线 到 抛物 线 的 最 小 距离 ”通过 


使 函数 

< = (xr— uu): 二 【7 一 1 
在 约 东 条件 

y=x+l1 和 w= 

下 取 极 小 值 ， 求 xy 平面 肉 从 直线 y= 上 +1 到 抠 
物 线 YY = 的 最 小 距离 . 
一 阶 仿 导 数 和 的 有 界 性 鞍 洒 连 疲 性 ”证 明 下 述 定理 : 
车 函数 人 Lx,*Y) 定 多 在 xy 平 面 的 一 个 开 区 域 是 内 ， 
并 且 f 和 在 R 上 是 有 界 的 , 则 F(x,y) 在 有 上 
蚌 连 续 的 ，( 一 阶 入 导 数 的 有 界 性 假 没有 是 必 
需 的 . ) 


售 导 况 


1€. 


17. 


18. 


19. 


691 


假定 
Fes) = gli + hE + KEr)R 

基 在 可 德 画 数 .六 *,y,a 的 定义 域内 的 光 请 曲线 . 
试 撒 述 4zd，YF 和 = 寥 “ 出 之 间 的 关 著 ， 对 
于 曲线 上 的 内 点 ， 如 果 / 具有 相对 于 它 在 曲线 
上 其 他 值 的 极 值 ， 那 么 在 这 些 点 关于 有 和" 可 
以 得 出 慎 色 结论 ?提出 答案 的 理由 ， 

从 篇 导数 求 西 数 ”假定 /和 g 是 z 和 3y 的 函数 ， 


并 且 注 足 
EL EL 
ay dx ax dy 
同时 假定 
证 =0, fi2) = BCL2) = 5, A0,0) =4 
求人 x,y) 和 g(x,y). 


函数 变化 率 的 变化 率 ”我 们 知道 ， 如 果 _f(x，Y) 
是 二 元 耳 数 ,su =ai+ 妇 是 单位 向 最 ， 那 之 
DACEY) = frr)a +f lx,r)b 
是 所 x,Y) 在 点 (*,7) 在 w 的 方向 的 变化 率 ， 对 
于 fx,7) 在 tx,7) 在 方向 «的 变化 率 的 变化 率 
给 出 一 个 类 亿 的 公式 . 
热 探测 粒子 的 路 径 ” 热 探测 粒子 具有 这 样 的 特 
性 , 它 在 zy 平面 内 任何 点 (x,y) 的 运动 方向 是 
最 大 的 温度 增加 方向 ， 如 果 在 点 (x,7) 的 温度 
为 TCx,y) = -ee ”cos <， 求 热 探测 粒子 在 点 
(TA4,0) 的 上 路径 的 方程 y=/(x). 


21. 


.质点 弹 思 的 囊 度 ”在 直线 上 坟 常 这 度 1+ 一 5k 


运动 的 质点 通过 点 (0,0,30) 并 且 擅 击 有 曲面 := 
2 +3m， 后 点 和 曲面 强 回 ， 甚 反射 角 等 于 人 
射 角 ， 假 定 没有 损失 速度 ， 质 点 强风 的 速度 是 
多 大 ? 葡 化 你 的 答案 . 
同 曲 面相 如 的 方向 导数 ” 令 5 基 曲面 /(*,y) = 
10 - x? -7 的 图 形 ， 想 定 空间 中 每 点 (x,y,z) 的 
温度 是 
Ts) = my + yr+t+dr+ l4y + = 
【sa 对 于 在 点 (0.0,10) 同 3 相 奶 的 所 有 可 能 的 
方向 中 ， 哪 个 方向 将 使 温度 在 140,0,10) 的 
变化 率 收 最 大 值 ? 
[9 在 点 (1,1,8) 同 S$ 相 切 的 哇 个 方向 将 使 温度 
的 变化 率 取 最 大 值 ? 


. 牛 另 外 一 眼 并 ”在 平坦 地 而 上 ， 地 质 学 家 们 垂 


直 向 下 钻 一 眼 井 ， 并 且 在 1 000 英尺 深 处 碰 到 
矿床 ”他 们 在 第 一 眶 井 北面 100 英尺 钻 第 二 眼 
并 ,在 950 英尺 深 址 碰 到 矿床 ”在 第 一 眠 并 东 
高 100 英尺 钻 第 三 眼 井 ， 在 1025 莱 尺 深 处 碰 到 
矿床 .。 地质 学 家 们 有 理 申 相信 矿床 呈 贺 项 形 ， 
并 且 出 于 冯 济 上 的 考虑 ， 他 们 将 再 寻找 矿床 离 
地 面 最 近 的 地 方 钻 并 假定 地 面 是 xy 平 面体 
对 地 质 学 家 们 建议 在 第 一 眼 井 的 什么 方向 钻 他 
们 的 第 西根 井 ? 


第 13 章 多 重 积 分 


概述 ”我 们 定 这 一 章 讨论 二 元 务 数 所 x,y) 在 平面 区 域 上 的 积分 ， 以 及 三 元 函数 放 x,Y,3) 在 
室 间 区 域 上 的 称 分 ， 把 议 钠 种 多 重 积分 定居 为 各 近 才 及 和 的 投了 眼 ， 同 第 5 章 讲 证 的 一 元 函数 的 称 
分 非常 相似 ， 


13, 1 第 形 区 域 上 的 二 重 积分 和 累 次 积分 


我 们 在 第 5 章 把 连 姥 是 数 后 x) 在 区 间 [a,1 上 的 定 积分 定义 为 殖民 和 的 极限 ， 在 这 -第 ， 把 
这 种 思想 扩展 到 定义 二 元 连续 崩 数 (x, 站 在 平面 内 有 界 捧 形 区 域 RR 上 的 二 重 积分 ， 在 两 种 情 阅 
下 ， 积 分 都 是 遂 近 歼 语 机 的 极限 ， 一 元 函数 (x) 的 积分 的 歼 曙 和 是 通过 下 述 步 又 效 得 的 ; 把 在 
限 区 间 划 分成 细小 的 子 区 间 、 用 了 /在 每 个 子 芝 问 内 一 点 的 值 磁 子 区 间 的 宽度 。 然后 对 所 有 飞 积 求 
和 和， 我们 把 类 似 的 划分 .计算 敢 积 以 及 求 和 的 方法 用 于 构造 二 重 积分 . 
13. 1.1 二 重 积分 

我 们 从 考察 年 形 这 种 察 简 单 的 平面 区 域 开始 对 一 重 积分 的 研究 ， 考虑 定义 在 赴 形 这 域 

R: qr 人 ebhecer 人 ed 

上 的 函数 f(x,y)， 我 们 用 平行 于 x 轴 和 Y 轴 的 直线 
网 把 是 细 分 成 细小 的 奸 形 (网 图 13.1)， 这 些 直 线 
把 中 分 成 4 个 矩形 块 ， 这 种 算 形 块 的 数 日 随 着 每 个 
抢 形 块 的 长 度 和 宽度 碱 小 而 增 大 ， 这 些 算 形 块 攀 成 
民 的 一 个 划分 ， 一 个 小 宪 形 块 的 面积 A4 是 其 宽度 
Ax 和 长 度 Ar 的 乘积 :，A4 = &xAy.， 如 果 按 某 种 叮 
序 对 划分 灵 的 小 披 形 块 编 噶 ， 那 么 它们 的 面积 由 数 | 
值 Ad ，A4, ，…，&4, 纵 直 ， 其 中 Ad, 是 第 上 个 小 - A 
年 形 块 的 面 各 

为 了 构成 碍 区 三 中 上 的 黎 到 和 ， 丰 第 上 个 小 征 
形 中 选择 一 点 (xz ,和 %)， 用 了 在 那个 点 的 值 乘 面 各 
aA4, ， 然 后 把 这 些 乘积 加 在. -起 : 


图 13.1 把 区 域 贞 划分 成 而 积 为 AA, = 
axzsan 的 小 知 形 的 网 梢 


5, = ¥ fz) ad, 
对 二 5S,， 我 们 可 以 歼 得 不 同 的 值 ， 这 取决 于 在 第 上 个 小 吞 形 中 如 何 选择 x7). 
我 们 所 关心 的 有 是， 在 中 划分 中 当 所 有 小 矩形 的 长 和 宽 趋 近 零 时 ， 这 和 些 葡 总 和 会 发 生 什么 情 
况 ， 一 个 划分 P 的 范 数 是 划分 中 任何 小 年 形 的 最 大 长 度 或 宽 魔 ,，P 的 范 数 记 为 上 PP. 如果 
1 51 =0.1， 邦 么 下 划分 中 所 有 小 矩形 的 长 庶 和 宽度 至 名 为 0.1. 存 某 些 情 况 下 ， 和 歼 曼 和 当 P 的 
范 数 净 近 零 ( 记 为 P| 一 0) 时 收 襄 这 时 ， 把 得 到 的 极限 记 为 
lm 并 所) 


[a 


随 着 1 PN -0 并 有 小 矩形 变 短 和 变 窜 ， 它 们 的 数 日 增加 ， 所 以 也 可 以 把 这 个 极限 瑟 成 


lim > Fr TAd, 
=1 


蔓 重 积 分 69 了 


疾 上 已 理解 为 痢 6 和 下 产 让 0 时 站 

在 这 种 闫 型 的 极限 申 ， 世 仿 状 许多 选择 ， 首 先 ， 小 知 形 的 集合 是 由 确定 中 的 第 形 划分 的 纵 
向 开 线 和 模 疝 直线 的 网 格 决 定 的 ， 基 次， 在 产后 的 短 个 小 定形 内 监 选 撞 计 算 了 是 数 倩 的 任意 点 
(zx)， 这些 造 样 匡 辣 淡定 一 个 歼 吕 和， 为 本 构成 概 限 ， 我 们 到 一 再 重 妈 这 个 定 乏 的 过 各 选 
择 合 知 形 长 度 和 宽 座 同时 易 近 零 以 及 逢 形 数 自 题 于 无 穷 大 的 划分 

剖 歼 曼 和 的 极限 存在 时 ， 对 十 无 论 作出 的 什么 选择 部 给 出 同一 极限 值 ， 那 么 就 说 卫 数 广 是 可 
积 的 ， 开 中 把 这 个 横 良 称 为 了 作 吕 上 的 二 重 积分 ， 记 广 


人 xf) 战 人 x ds 


是 以 迹 明 ， 如 果 站 x .7 是 在 整个 区 域 玉 上 的 连续 所 数 ， 慎 么 了 是 汀 积 的 ， 了 六 第 5 音 讨 论 的 一 无 册 
数 的 情形 一样 ， 许 多 韭 连 绪 陋 数 出 是 可 程 的 ， 其 中 包括 旦 在 有 限 多 个 点 不 连续 的 博 数 ， 或 者 在 光 
注 曲 线 上 不 连 凌 的 隐 数 ， 我 们 把 这 些 论 断 贸 到 高 等 泗 租 分 教程 证 明 . 
13. 1.2 二 重 积分 作为 体积 

内 区 域 呈 上 的 二 仁 卫 数 时 ， : 
叮 以 把 了 在 只 王 的 二 重 积分 解释 为 xy 平面 个 下 六 以 RR | FT 
为 四 种 二 方 以 月 面 了 =Fcy) 肖 界 的 : 维 空 体 [区域 
{ 见 图 归 , 2 的 体积 ， 歼 曼 和 号 = 工 所 2 国生 本 中 的 


得 个 项 frr)A4 基 直 立 长 方 展 林 体 的 体积 ， 近 似 - i 
等 于 直 闻 在 底面 各 A&4, 上 上 那 部 分 字体 的 体积 因此， 2 a 
歼 曼 和 汪 , 遂 近 归 计 算 的 立体 的 站 体积 我 们 把 这 个 4 | Ys 
体积 定义 为 4 RR 
体积 = lim s，= Pre (rip) AA 

其 中 省 yo 时 4A, 一 0. 图 13.2 用 长 方形 框 栖 通 近 立体 ， 邹 致 把 

正如 醋 以 期 竺 的 那样 ， 这 种 计算 体积 的 更 一般 般 形 状 的 立体 体积 定 文 为 一 重 各 
方法 同 第 6 帝 讨 论 的 六 法 臻 ， 但 是 这 里 我 们 不 作证 分 ， 图 中 明示 的 立体 体积 是 太 2.+) 
明 ， 图 13.3 六 省 ， 随 着 框 体 数 HH 的 增加 ， 歼 明和 对 人 底部 区 域 站 上 的 - 午 供 分 


体积 的 道 近 变 得 更 加 精确 . 


aln= 18 bjn = 4 cl = 256 
图 13.3 当 呈 增加 时 ， 莹 曙 柯 通 近 趋 近 财 13.2 中 所 页 立体 的 总 体委 


13. 1,3 求 二 重 积分 的 和 傅 比 尼 定 理 
盆 定 我 们 要 计算 x 平面 内 知 形 区 域 
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R: Oxre?2, Oy! 
上 在 平面 :=4 -x 一 y 下方 的 体积 ， 如果 应 用 6.1 节 的 切片 方法 ， 取 垂直 于 x 轴 的 切片 ( 见 
图 13.4) ， 那 么 这 个 体积 为 z 
fa) C1) 
其 中 4(x) 是 在 zx 的 横 功 面 面积 ， 对 于 * 的 每 个 值 ， 可 以 
把 Atx} 作 为 积分 
A(x) = fa ~ -ydy (2) 
计算 ， 这 是 在 x 的 横 截 面 平面 内 曲线 z =4 -x ~-y 下方 的 
面积 、 在 计算 4(*) 时 ， 保 持 * 固定 ， 求 对 y 的 积分 .把 
式 {1) 和 式 (2) 结 合 起 来 ， 可 以 看 出 整个 立体 的 体积 是 


tat ef te (fe en) 


4 rr 


=2 2 22 2 
= 一 _i. 三 了 - r=1 
[ls 2 | = [ 2 zj x Am= 人 一 
_[7 22 13 
[zs - 二 | = (3) 图 13.4 为 了 得 到 模 戴 面 面 积 4(x) . 
如 果 只 想 写 出 计算 体积 的 公式 而 不 进行 任何 积分 ， 保 桂 :测定 并 对 > 积分 


呀 以 写成 
体积 = 由 Ga — x 一 Y)drdrx 
石 映 的 表达 式 称 为 景 次 积分 ， 表 明 体积 通过 两 次 积分 得 到 ， 首 先 保持 zx 辕 定 , 求 4 -xy 对 于 * 
从 y=0 到 y=1 的 积分 ， 然 后 对 所 得 x 的 表达 式 ， 求 对 于 x 从 * =0 到 x =2 的 积分 .积分 眼 0 和 1 
同 变量 y 相 联系 ， 所 以 把 它们 年 于 积分 中 离 dy 最 近 的 位 置 . 另外 两 个 积分 限 0 和 2 同 变 其 * 相 联 
系 ， 所 以 把 它们 置 于 同 dx 配对 的 外 层 积分 号 土 . 
如 旦 我 们 用 垂直 于 轴 的 平面 切片 来 计算 体积 ( 见 
图 13.5) ， 将 会 产生 什么 结果 ? 这 时 ， 典 型 的 横 裁 面 面 
积 作为 y 的 函数 是 
400 = (4 Say 
= [4 -二 -可 =6-2y (4) 


因此 ， 整 个 立体 的 体积 为 
体积 Ady = (6-20 相 =- [br -站 ii=5 
同 前 而 的 计算 结果 一 致 
我 们 可 以 用 
体积 = (4 -= -dx ay 


再 给 出 一 个 作为 累 次 积分 的 体积 计算 公式 ， 右 端的 表达 * 
式 表 明 ， 在 求 体积 时 ， 可 以 像 在 式 (4) 那 样 求 4-x-y 图 13.5 为 了 得 到 横 截面 面积 4(y)， 保 
对 于 x 了 从 x=0 到 x=2 的 积分 ， 再 对 所 得 结果 求 对 于 yy 持 y 固定 并 对 x 积分 


， r=2 
二 [站 = {4 一 二 一 人 dx 
上 上 = 必 
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从 了 = 人 到 y=1 的 积分 ， 在 这 个 景 次 积分 中 ， 积 分 次 序 同 式 (3) 的 次 序 相 反 ， 先 对 x 积分 ， 热 后 
对 y 积 分. 
这 两 个 用 累 次 积分 的 体积 计算 同和 矩形 RR， 0 二 x 所 2, 0<y< 1 上 的 一 重税 分 
[a -x-y}d4 
有 慎 么 关系 ? 答案 是 两 个 洪 次 积分 同样 给 出 二 重 积分 的 值 . 理所当然 这 是 我 们 所 期 望 的 ， 因 为 二 
下 积分 计算 体积 的 区 域 同 这 两 个 累 次 积分 计算 体积 的 区 域 相 同 . 


大 物 传 记 主 多 ' 傅 比 尼 寺 1907 年 发 表 的 一 个 定理 表明 ， 任 何 连 续 旺 数 
一 一 在 答 形 区 域 上 的 重 积 分， 可 以 用 累 次 积分 按 任何 -- 种 积分 次 序 
本 密 : 情 比 尼 计算 ， 


《Cuide Fubini，1879 一 1943) 傅 比 尼 是 在 更 一 般 的 形式 下 证 明 他 的 定理 的 ， 但 是 在 我 们 的 
捕 况 下 这 个 定理 表述 如 下 ， 


定理 1 [人情 比 尼 定 理 第 一 种 形式 ] 若 函 数 ftx.r) 在 整个 矩形 区 域 
Rteb,， car 人 ed 


上 连续 , 则 
J rsa = [fsa dy = [Asady a 


伍 比 尼 定 理 表明 ， 画 数 在 矩形 区 域 上 的 积分 可 以 作为 累 次 积分 计算 ， 因 此， 在 计算 一 重 积分 
时 可 以 一 次 对 一 个 变量 求 积分 . 

情 比 尼 定 理 还 表明 ， 可 以 按 任 何 一 种 积分 次 序 长 二 重 积 分 ， 这 为 求 积分 提供 真正 的 便利 ， 在 
我 们 用 切片 方法 计算 体积 时 既 可 以 用 垂直 于 * 轴 的 平面 ， 世 可 以 用 垂直 于 y 轴 的 平面 . 

例 1 对 于 


fx =i-6ry 和 RR, 0srs2, -1 三 ys] 
计算 二 重 积分 
J 7)d4 
解 由 生 比 尼 定理 ， 
sa4 =[ fa -6x2y)dx dy = | is - 2x y]::2dy 
= (2-167)dy = [2y - 87] = 4 
舌 倒 积分 顺序 给 出 同样 答案 


ja ~ 6x°y) dy dx = [ty -ae ?dx = [ra -3r)-(-1 -3x)]dr = 2 - 4 本 


例 2 求 上 方 以 椭圆 担 物 面 z=x +3y 为 界 和 下 方 以 算 形 及 :0 二 rs 和 1，0 反 ys 二 2 为 界 的 空间 
区 域 的 体积 . 
和 解 ” 空 间 区 域 的 蛋 积 由 二 重 积分 给 出 : 


r = + 372)d4 = [ee + 377) 四 dr = | [ey +17] du 
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习题 13.1 
在 习题 1- 12 中 ， 求 累 次 积分 ， 


1 ff 2ry dy 2 FD te 

3 frr 
RAAT 

5 hr Gf 
A 
9 厂矿 ed dx 节 . Jeew 

lt. Ls ain « dx dy 


12. Ff cin x + Cos Fdr ry. 
TT 


在 习题 13 ~ 加 中 , 求 在 给 定 区 战 R 上 的 二 重 积 
分 . 


13. ees _ 2x)d4; ROSExs 1 0 二 王 2. 
Rr 

i. (EE) ud: RO sx 4, 1 7 <2 
a 

15. ||xy cos y dA; R: -| A410£yeT. 
及 


16. fh sin (x 二}d4; 太一 
[ 


17. fe RiOSx<In2,0ay<in?. 
[3 


13.2 一 般 区 域 上 的 二 重 积 分 
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18. eevida: AR: sr 2.0g) 二 1， 
x 

1 人 0 
x +l - 


4 
20. 和 二 Ti Roe 0sy el 


在 习题 21 和 22 中 ， 求 师 数 了 在 给 定 区 域 土 的 

积分 . 

21. 正 沪 形 质数 fx.Y) = 1 vy) 在 上 正方 形 区 域 
lsxs2, lsrs2 上 , 

和 32， 虑 形 ” 困 数 让 xy) = con xy 在 纸 形 忆 域 0 到 
rt 和 dl |.. 

23. 准 上 声 以 摧 物 面 = = + 为 界 和 下 方 以 正方 
撒 虹 : 于 x 委 1 ,一 1 筷 y 所 1 为 办 的 区域 的 体 和 . 

3253. 求 上 方 以 椰 圆 抛物 面 := 16 -x ~-y 为 界 和 下 
记 以 正 这 形 员 :0 二 xs 芝 20 坟 7 反 2 为 界 的 坛 域 的 
体积 . 

站 . 求 上 方 以 平面 :=2 -* -为 办 和 下 方 以 正方 形 
中 :二 x 县 1 ,0 所 y 筷 1 为 界 的 区 域 的 体积 . 

26. 求 上 方 以 平面 z=%w2 为 界 和 下 上 方 以 矩形 
由: 0 ,0 二 YY 所 2 为 界 的 区 域 的 体积 . 

29. 阔 上 方 以 曲面 z=2 sin x cos y 为 办 和 下 方 以 定形 
RR. rT 为 界 的 区 域 的 体积 . 

28. 求 上 方 以 昌 面 >=4 -六 为 舞 和 下 方 以 矩形 
中 :0x 和 1.0 所 了 所 2 为 界 的 区 咸 的 体积 . 


在 这 一 节 我 们 来 定义 和 计算 函数 在 平面 内 比 矩形 更 为 一 般 的 有 界 区 域 上 的 二 重 积 分 ， 这 些 
一 重 积分 也 是 作为 累 次 积分 计算 的 ， 所 涉及 的 主要 实际 问题 是 如 何 确 定 积分 上限 ， 由 十 积分 过 域 
的 边界 可 能 具有 同学 标 轴 不 平行 的 线段 .积分 限 通常 包含 变量 而 不 只 蝴 于 常数 . 


13. 2, 1 有 界 非 矩 形 区 域 上 的 二 重 积 分 


为 了 定义 国 数 放 x.y) 在 像 和 13.6 中 那样 的 有 界 非 矩 
形 区 域 只 上 的 二 重 积分 ， 我们 再 次 从 用 小 矩形 单元 的 网 
格 覆盖 只 开 始 ， 单 元 的 并 集 包 含 只 的 所 有 点 ， 介 是， 这 
次 不 能 怡 好 用 位 于 内 的 有 限 儿 个 小 矩形 填 满 足 ， 因 为 
它 的 边界 是 穿 曲 的 ， 网 格 中 的 某 些小 拢 形 部 分 越 出 尺 的 
边界 . 如 的 划分 由 全 部 在 吕 内 的 矩形 组 成 ， 其 中 不 用 任 
何 部 分 或 者 全 部 在 是 之 外 的 矩形 。， 对 于 常见 的 区 域 而 言 ， 
当 人 划分 的 范 数 (性 何 所 用 甜 形 的 最 大 宽度 或 高 度 } 档 近 零 


时 ， 划 分 包含 六 越 来 越 多 的 部 分 . 


一 且 有 了 让 的 划分 ,我们 对 划分 中 的 单元 按 某 种 硕 


| 


十 | 
| | 
Bl 
[| 
时 
tJ 
| | 1 


| 


立 13.6 划分 有 界 非 矩形 区 域 为 年 


形 单元 的 年 形 阿 格 
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序 从 1 到 编 呈 放生 邻 第 上 个 短 形 的 面积 为 &4， 然 万 在 第 卡 个 算 形 中 选择 -- 点 (xz ,加 )， 并 且 
构造 黎 量 积 

$= DE 
当 构 成 5, 的 划分 的 范 数 让 :0 时 ， 了 包含 在 区 域内 的 每 个 守 形 的 宽度 和 高 度 趋 近 淮 ， 它 们 的 数 


日 趋 近 无 穷 大 ， 如 果 玉 x,r} 居 连续 随 数 ， 甩 么 这 些 黎 台 和 赵 近 一 个 同 点 的 任何 选择 无 关 的 极限 
值 - 这 个 极限 称 为 几 =, 刀 在 中 上 的 二 重 积分 : 


i im 并 fn, FA， = = ira 


让 的 边界 特性 引出 在 区 间 上 的 积分 中 没有 出现 过 的 问题 ， 当 R 带 有 普 曲 的 边界 时 ， 划 分 的 5 
个 矩形 位 十 员 的 内 部 ， 但 是 不 能 覆盖 全 部 中 ”为 了 使 划分 充分 地 逼近 只 ,只 中 由 部 分 在 中 之 外 的 
小 矩形 所 获 盖 的 那些 部 分 ， 当 范 数 趋 近 零 时 必须 成 为 可 以 忽略 的 ， 这 秘 接 近 由 很 小 范 数 的 划分 
填 满 区 域 的 性 质 ， 在 我 们 将 要 遇 到 的 所 及 域 中 上 部 是 满 ， 

足 的， 对 于 由 多边 形 、 贺 和 椭圆 组 成 的 边界 ， 以 及 由 - 
个 区 间 上 首尾 相连 的 连续 图 形 级 成 的 边界 ， 这 不 会 成 为 
问题 ， 至 于 由 "分 形 " 形 状 的 图 形 组 成 的 边界， 则 会 出 
现 麻烦 ， 但 是 在 绝 大 多 数 应 用 中 不 涉及 这 样 的 曲线 边 
界 ， 对 于 哪些 类 型 的 区 域 中 可 以 用 于 计算 一 重 积分 中 的 kn 
详细 讨论 ， 留 给 高 等 微 积 分 教程 | ; 

连 鱼 函数 在 非 矩 形 区 域 上 的 二 重 积分 具有 类 伺 上 单一 5 
积分 的 代数 性 质 (在 后 文 概述 )， 定 多 域 的 可 加 性 性质 CC 


表 骨 ， 如 果 民 请 凡 分 解 成 不 交 司 的 区 域 R 和 中， 而 这 到 RA 
[x 站 1， 
的 图 13.7 以 连续 曲线 为 边界 的 区 域 保持 
(二 个 例子 网 图 13. 7)， 那 各 矩形 区 域 的 可 加 性 性 质 
rrp)as = Kenadr Rerya4 
13. 2.2 体积 | 


如 上 所 x,Y) 是 在 中 上 的 正 值 连续 消 数 ， 我 们 把 介 于 是 得 面 z=f(x,Y) 之 问 的 立体 区 域 的 体 

积 定 义 为 
fir, aa 
同 从 前 的 定义 一 样 ( 见 图 13. 8). 

如 果 吕 是 如 图 13.9 所 示 的 xy 平面 内 的 区 域 , “上 方 " 以 曲线 了 = 人 fx) 为 界 ,“ 下 方 * 以 曲线 
y=&l( zi 为 界 ， 两 出 以 直线 x=a 和 x= 上 为 界 ， 那 么 我 们 可 以 再 次 用 切片 方法 计算 体积 .首先 计 
算 模 截面 面积 

Atx) = | Kor)d 
然后 对 A(x) 从 x=a 到 x= 占 积分 ， 得 到 作为 累 次 积分 的 体积 ; 
y= faye = Tf ey (1) 
同样 ， 如 果品 是 像 图 13. 10 中 所 示 的 区 域 ， 以 曲线 x = 和 (Cy) 和 x =h,(y} 以 及 直线 y=e 和 y=d 为 
界 ， 那 么 用 切片 计算 的 体积 由 累 次 积分 给 出 : 


098 贡 13 党 


体积 = [fy)drdy (2) 


流 , 


Cs BA 


a _ ， 
体 和 出 -limEEfrpypOAAt Pew yn 


入 13.3 我 们 用 定义 答 形 底面 立体 体积 的 同样 方 图 11.9 图 中 显示 的 垂直 切片 的 面积 是 
法 ， 定 站 曲线 形 屁 面 立 体 体 各 4f(xt)， 为 了 计算 立体 体积 ， 对 这 

个 面积 从 xz =a 到 z=# 积分 : 
站 nd = = ff Asn 


公式 (1) 和 (2) 吊 的 累 次 积分 都 给 出 定义 为 阻 数 广 在 区 域 疼 上 的 二 重 积分 的 体积 ， 它 们 是 下 
面 更 强 的 傅 比 尼 汪 理 的 推论 ， 


定理 2 { 傅 比 尼 定 理 增强 形式 ) 今 /(x,y) 屁 pe) 
区 域 R 上 的 连续 晃 数 . 机 

(1) 车 玉 是 由 a 和 x 才 Bb， 8X) 宝宝 8(x) 定 有 全 
义 的 ，g, 和 g, 是 区 间 [a，6] 的 连续 函数 ， 则 a 所 


Trex. aa 一 ff Ray dx ~ i "1 


(2) 车 中 尽 由 c 志 ?和 dd, 站 (7) 所 x 二 上 (7Y) 定 A 


义 的 ,AR 入 ,是 区 间 [c，d] 上 的 连续 晒 数 ， 则 
a 图 13.10 ”图 中 灵 示 的 立体 的 体积 为 
Wena = hn [ae == ff fr 


图 13.9 中 加 1 
例 1 -个 棱柱 的 底面 是 xy 平 区 内 以 x 轴 以 及 是 在 图 13.9 中 计算 的 同样 体积 
直线 y=x 和 x=1 为 界 的 二 第 形 ， 顶 面 在 平面 
2 = 所 二 ,了 = 3 一 放 一 站 


内 ， 求 它 的 体积 . 


解 ” 请 看 图 13. 11， 对 于 在 0 与 1 之 间 的 任何 * 值 , y 可 以 从 y=0 变 化 到 y=zx( 见 图 13.11b). 
因此 ， 


器重 积分 099 


下 =f [6 一 太 — YY)dy dx = 站 [yy _ xy- F] 
-aa 有- 
在 匡 全 积分 次 序 后 ( 见 疼 13. 11c) ， 榨 柱 体积 的 积分 为 


r -人 Ge -x -Fdrdr = fas 一 本 一 | 由 = 一 方 一 请- 3y + 5 + 了 dy 


| “1 


A 


黄 个 积分 相等 ， 这 旦 应 有 的 结 : 国 

|，, 名 

' 

| 2 =) 

+ 一 3 一 一 

[ 

上 

. 

1 

1 和 

.02 忠信 次 查分 icpydr dr 的 积分 限 : 如 果 
先 对 和 名 我 人 ] 注 条 通过 内 的 捞 直 直线 各! 分 ， 
号 后 内 丰 再 三村 包 合 在 而 入 的 所 生生 雪 直线 得 条 
[a 


oo 、 
ai (1,1.0) 
pe Rf 


2= 1! 
上 “=- ok 
YY 三 工 
a 这 是 以 妆 平 面 内 的 三 角形 为 底面 的 楼 柱 ， c 累 次 积分 半 人 Ac 下 由 的 租 即 限 :如果 
檬 楷体 条 [证 这 为 下 上 的 二 重 机 分， 为 了 把 先 村 x 积分 、 我们 褒 … 茶 通过 有 的 水 平 直线 和 和 他， 


它 作为 累 次 积分 计算 ， 串 以 先 灶 积分 ， 
Ee 作者 相左 的 人 于 然后 从 下 宇 上 村 得 含 在 & 内 的 所 有 水 平 直 线 积分 


图 13.11 
尽管 博 比 尼 定 理 保 证 二 重 积分 可 以 作为 -个 累 次 积分 按照 任何 一 种 积分 次 序 计 算 ，, 但 是 用 
其 小 -种 积分 次 序 可 能 比 用 另 一 种 积分 次 序 更 容易 求 值 ， 十 面 的 例子 说 明 怎 么 会 出现 这 种 情况 
例 2 计算 J 


其 中 中 是 xy 平面 内 以 x 轴 以 及 和 直线 Y=x 和 x=1 为 界 的 一 角形 , 
解 ” 积 分 区 万 员 显 示 在 图 13. 12 中 .如果 先 对 7 积分， 然后 对 x 积分， 我们 得 到 
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(ef 


cd) + ] = 0.46 
如 果 其 人 酸 积 分 次 序 并 几 试 图 计算 8 


| | dx dy 
我 们 会 陷 人 困境， 因为 [ (sin x)Ax) dx 不 能 用 初等 胸 数 起 示 


(不 存在 简单 的 有 反 导 数 ) 

在 这 种 情况 下 ， 没 有 预测 用 哪 种 租 分 次 序列 好 的 一 般 法 
则 ， 如 果 第 一 次 选择 的 积分 次 序 不 适 站 ， 就 试用 另外 种 次 图 13.12 章 2 中 的 各 分 区 三 
序 ， 有 时 ， 用 两 种 积分 次 序 都 无 济 于 事 ， 那 么 就 需要 用 数值 
通 近 . 国 
13. 2.3 求 积 分 限 

我 们 在 下 面 给 出 一 种 沙 积 分 限 的 过 程 ， 适 用 上 上 许多 吾 面 区 域 ， 对 于 更 为 复 打 的 区 域 ， 以 及 用 
这 个 过 程 失效 的 区 域 ， 通 常 可 以 把 区 战 分 成 志 ， 使 得 在 那些 直上 可 以 执行 这 个 过 程 


在 求 积分 | Fr,y)d4 时 , 先 对 7 积分 ,然后 对 积分 ,执行 下 列 步 又 : 


(1) 函 革 图 而 出 积分 区 域 的 草图 ， 并 有 旦 标示 边界 曲线 ( 见 图 13. 13a). 
(2) 来 y 积分 限 ， 设 想 一 条 垂直 直线 蕊 在 y 增加 的 方向 穿 过 吕 标 出 上 在 进入 区 域 和 离开 区 
域 处 的 7 值 ， 这 两 个 值 为 7 积分 限 ， 并 且 通 常 是 x 的 函数 而 不 是 常数 ( 见 图 13. 13b). 


在 y= VT- 所 离开 区 冻 


上 jd = [ sin x dx 


全 


a) 


y 在 y = MT 一 下 痪 证 区 战 


最 大 "但 


最 小 :信忠 
y=0 


dy 


图 13.13 求 先 对 + 积分 然后 对 x 积分 的 积分 限 


名 重 积 分 707 


(31 求 开 积分 限 ， 选择 z 积分 限 ， 其 中 包括 所 有 穿 过 RR 的 垂直 志 线 ,图 13. 13e 所 示 的 积 
分 是 


a vd = 站 Vex, rrdr dy 


辩 了 上 落 同一 个 下 积分 作为 采用 相反 积分 次 认 的 时 次 和 分 在 第 (2) 步 各 第 (3) 步 中 用 水 平 
看 线 代 才 迁 让 线 ( 史 图 13.134)， 这 个 积分 下 v 


fry -jf J 
例 3 对 积分 
{fs + 2)dy dx 


汤 积 分 区 域 的 草图 ， 并 及 中 出 一 个 积分 识 序 相反 的 等 价 积 分 . 

解 ” 积 分 区 域 由 不 等 式 

wr 人 lx 和 Oare2 
给 出 ， 岗 此 ， 积 分 区 域 以 sx =0 和 x=2 之 间 的 曲线 y=x 和 
Y=2z 为 界 [ 风 图 13. 14a). 

为 了 求 相 友 次 序 的 积分 限 ， 设 出 一 条 从 左 至 右 罕 过 区 域 
的 水 平 直线 ， 它 在 * = yx:2 进 大 区域 击 在 zx = 高 于 区 域 ， 为 
了 包括 所 有 这 样 的 直线 在 内 ， 我们 令 y 从 y=0 延伸 到 y=4 
《 风 图 13,14b)， 这 个 积分 是 


ff {4x + 2) dx dy 
Dr 


两 个 积分 的 共 问 积分 值 是 8. 国 
利用 技术 工具 求 多 重 积分 
大 多 数 CAS{ 计算 机 代数 系统 ?可 以 计算 多 重 积分 和 累 次 
积分 ， 典 型 的 过 程 是 按照 你 指定 的 积分 人 次 序 以 戏 套 的 耸 加 形 


式 应 用 CAS 积分 命令 ， 例 如 ， 图 13.14 例 3 的 积分 区 娘 
积分 本 典型 的 CAS 命令 格式 
fz» dr dy int in (人 Ts 
太太 co 了 dr dy int tinttx a eos ty) x =0..1), = Pi3.. 人) 


如 果 CAS 不 能 产生 定 积 分 的 准确 值 ， 它 通常 可 以 求 出 近似 数值 ， 建 立 CAS 求 多 重 积分 的 命 
令 格 式 可 能 晨 一 项 困难 的 任务 ,需要 了 解 如 何 描 述 积分 区 域 的 边 罩 以 及 如 何 给 出 相应 的 
13, 2.4 二 重 积 分 的 性 质 

像 单 积分 那样 ， 连 续 函 数 的 二 重 积分 有 若干 代数 性 质 ， 这 些 性 质 在 计算 和 应 用 中 是 很 有 
用 的 . 
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一 
如 果 ./(x,y) 和 g(x,7) 是 连续 两 数 ， 耶 么 ~ 重 积 分 有 下 述 代 数 性 质 ; 
(1) 常数 舍 ery)d4 = rmd4 《任意 数 e) 


(2) 和 与 雪 fry) + 86rd = fer s fatx,r) da 


{3} 优势 积分 
fa} fx,y)d4 二 0, 如 果 在 R 上 f(x,y) >0 


(B) Ka)a4 > 本 (za4, 如果 在 R 上 f(x,y) EC 人 | 


(4) 可 加 性 EE = Piresnaa + ffx)aa 


其 中 只 是 商 个 非 交 登 区 域 只 和 RR, 的 并 集 ( 见 图 13.7)， ! 


隐 仿 本 这 些 性 质 中 的 思想 是 积分 具有 类 似 求 和 的 性 质 ” 如 果 丙 数 /x,y) 用 它 的 常数 们 f(x，y) 
代替 ， 那 么 /的 黎 曼 和 
5, = BF Arn) A 

由 of 的 获 曼 和 

TE Aim) dd = oF rm) Aad = es, 
代 兰 ， 地 当 nw 时 的 极限 ,证明 

clims, = eff4 和 limes, - Je 
县 相等 的 ， 由 此 推 凡 ， 常 数 傅 件 质 由 黎 电 和 转移 到 二 重 积分 ， 


黎 受 和 的 其 他 性 质 也 容易 证 实 ， 并 且 由 于 同样 原因 转移 到 二 重 积分 ， 这 种 讨论 虽然 指出 二 重 积 
分 代数 性 质 中 包含 的 思想 ， 但 是 实际 证 明 具 备 这 些 性 质 需 要 对 散 曼 和 的 收 语 作 更 仔细 的 分 析 . 


习题 13.2 
在 习题 1 ~# 中 ， 夯 出 积分 区 域 的 草图 ， 并 且 内 让 直线 上 + = 1 切 出 的 三 角形 区 域 . 
求 积分 . 10， 曲 栈 区域 f(s,t) = erln t 在 #t 平 面 第 一 象限 内 
Lf siny dy ds 2[ [yaya 位 于 曲线 s=ln! 之 上 从 :=1 到 1=2 的 区 域 
es "9 在 习题 11 ~ 14 中 ,给 出 省 数 在 笠 卡 儿 闺 标 平 
3.| ea dy. 4 了 de 中, 面 内 -个 区 域 上 的 积分 、 匣 出 区 域 的 草图 ， 并 且 求 
tn 0 ?3 yf 积分 . _ 
5 | [37 eds dy. ff oad 站 和 
在 习题 7 ~ 10 中 ， 求 函数 在 给 定 区 域 上 的 ， x 
积分 . 12. ff Br dr ds (se 素面 ). 
7. 四 边 形 区 域 (x,y) = xy 在 第 一 象限 内 以 直线 2 
= -2x =1，x=2 交界 的 区 域 . 13, 厂矿 3costdr 电 {tu 平面 }. 


38. 三 角形 区 域 大 zy) =x + 六 在 以 (0,0), {1,0) 14 人 op 
和 人 0,1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 . "J 好 
,三 角形 区 域 /au) =t -yu 在 ww 平面 第 一 象限 在 习题 15 -24 中 ， 茵 出 积分 区 域 的 草图 ， 并 


dd (ar 平面 }. 
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且 以 相反 积分 次 序 写 出 等 价 的 二 重 积 分 - 


1 Lf ey dx. 16. 有 dy 

17. 站 dy. 18. Phay dz. 
1 , [| ， 

19. LF dy dx. 20. 上 fu dy, 


A 4 -2 
21. 「 | le dy de. 22. [ff 了 由 dy. 
且 J 


31, 3 出 虹 nf 


fx dy dr. 
在 要 题 25 - 于 中， 画 出 积分 区 域 的 草图 ， 旺 
倒 积 分 次 序 ， 并 且 求 积分 . 


25. tdy da x sin dy de 
27. [ee dy. mf 于 
29. eu dy. 0. mm edy dx. 


6 1 


31, 上 | cog (16mx’ } dx dy. 22 太史 本 + 
33. 正方 形 区 域 ”积分 

fr - 2°)a4 

占 


其 中 中 是 以 正方 形 1x1 + 1y1 =1 为 界 的 区 域 . 
择 三 角形 区 三 ”积分 


fw aa 


其 中 中 是 以 直线 yy = x， Y=2x 和 x+7y=a 为 界 
的 区 域 . 

35. 求 上 方 以 抛物 面 : =x* + y* 为 界 和 下 方 以 zy 平 
面 内 的 直线 y=x, x =0 和 x+y=2 包围 的 三 角 
形 为 界 的 区 域 的 体积 . 

36. 求 上 方 以 柱 面 =x? 为 界 和 下 方 以 好 平面 内 的 
撼 物 线 y =2 -x 和 直线 y =x 包 国 的 区 域 为 界 
的 立体 的 体积 . 

37. 求 底部 是 zy 平面 内 以 抛物 线 y=4 -** 和 直线 
y=35 为 界 的 区 域 而 顶部 以 平面 * =x +4 为 界 的 
立体 的 体积 . 

38. 求 第 一 卦 限 内 以 坐标 平面 以 及 圆柱 面 
六 + 所 =4 和 平面 z+y=3 为 界 的 立体 的 体积 . 

39. 求 第 一 卦 限 内 以 坐标 平面 以 及 平面 x =3 和 搬 物 
柱 面 z=4 一 x 为 界 的 立体 的 体积 . 

和 . 求 由 曲面 z=4 -x -y 从 第 一 卦 限 切 出 立体 的 
体积 . 

41. 求 由 柱 面 == 12 - 37 和 平面 x+y =2 从 第 一 卦 


限 切 出 的 措 形 栖 的 体积 . 

42 求 由 平面 z =0 和 3x+z=3 从 正方 形 柱 体 1z1 + 
Ty1 宕 ] 切 出 的 立体 的 体积 . 

43， 求 前 后 以 平面 *=2 和 x=1 为 痊 和 两 制 以 林 面 
7=x+xixz 为 界 以 基 上 下 以 平面 >=xw+1] 和 
z= 为 异 的 立体 的 体积 

44 求 用 后 以 平面 + = + /3 为 界 和 两 侧 以 柱 面 y = 
+swerf 为 界 以 及 上 方 以 柱 南 z=1+ 产 和 上 下方 以 
zy 平面 为 界 的 立体 的 体积 . 
反常 一 重 积分 经 常 可 以 采用 类 似 单 变量 反 党 和 

分 的 方法 计算 ， 下列 反 常 积分 的 第 -个 累 次 积分 完 

全 按照 正常 积分 进行 ， 航 后 采用 7.7 节 的 方法 . 通 

过 取 相 应 的 极限 计算 单 变 量 的 反常 积分 在 司 古 

45 -48 中 ， 有 求 作为 票 次 积分 的 反常 积分 . 


4 太 | 本 dy dx. 


4 [fi 


1 
条， 全 [> Ye 
48, {reds dy. 
D0 
在 习题 4 和 50 中 ， 用 


rsx)yas ~ Ean 


盟 近 函数 产 s,r) 在 由 符 真 线 * = a 和 水 平 线 y =c 划 
分 的 区 域 中 上 的 二 重 积分 ， 在 每 个 子 给 形 中 ， 使 用 
为 通 近 指定 的 (zx, ,六 

物 有 zx,y) =z+7 在 上 方 以 半 轩 Y= wT- 亚 为 界 和 
下 方 以 x 轴 为 办 的 区 域 员 二， 使 用 划分 x = 
-1 -lx20,104 12 和 y=0,172,1， 以 第 上 
个 子 和 矩形 的 左下 龟 硕 点 作为 (x,,7;) (只 要 子 矩 
形 位 于 区 域 员 内 )， 

50. FLx,y) =x+27 在 圆 (z -2)3+(7y-3)2 =] 的 内 
部 区 域 丫 上， 使 用 划分 xy = 1,3/2,2,52 .3 和 
了 =2,572,307 人 4， 以 第 直 个 子 短 形 的 中 心 { 形 
心 ) 作 为 (5 ,%}( 抽 要 子 矩 形 位 于 区 域 中 内 ). 

3 转 确 形 区 域 求 语 数 扩 zx.yr) = v4 -过 在 内 射 
线 B=m6 和 日 =z2 从 圆 明 之 + 位 和 4 切 才 的 
较 小 广 形 区 域 上 的 积分 - 

52. 无 界 区 壕 ” 求 画 数 关 zy) =1z[( -zf - 
1) 尖 ] 在 无 原 矩 形 区 城 2 二 x< om ,0s<ys2 上 的 
者 分 - 

53. 非 圆 形 柱 体 直立 ( 斐 贺 形 } 柱 体 以 xy 平面 内 
的 区 域 R 为 底面 ， 上 方 以 拆 物 面 z==#** ++ 为 


PT 
0y + lL}dy ds. 
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界 ， 柱 笨 的 体积 为 
F = ff + dr dy + | + Fdr dy 
昌 出 底部 区 域 足 的 草草 ， 计 且 把 性 体 体 舱 吉 示 
成 用 相反 积分 次 序 的 累 次 积分 ， 央 丘 计算 积分 
求 体 积 . 

54， 转 换 成 二 重 积 分 阔 各 分 


六 ~ tan x) dr 
[0 


(提示; 把 被 积 捕 数 表示 成 一 个 积分 . } 
姑 ， 使 二 重 积 分 达到 晤 大 值 在 xy 平面 内 什么 区 域 
中 能 使 积分 


fa -x 2 


法 到 最 大 值 ? 提出 答案 的 理由 . 
4。 使 二 量 税 分 达到 最 小 慎 在 平面 内 什么 区 域 
中 能 使 各 分 


ies +7 9)d4 


达到 最 小 值 ” 提出 管 案 的 理由 . 

$7。 对 于 在 xy 平面 内 的 算 形 区 城 上 的 连续 两 数 全 x ,y) 的 
二 重 积分 ， 按 不 回 的 积分 次 序 计 算 积 分 基 否 中 
能 得 到 不 同 的 结果 ? 提出 答案 的 理由 , 

辑 ， 对 于 在 区 平面 内 由 顶点 (0,1) ，(2.0) 和 (1,2) 包 
转 的 三 角形 区 域 中 上 的 连续 函数 所 +,y)， 基 何 
计算 二 草 积 分 ”提出 答案 的 理由， 


13.3 用 二 重 积分 求 面积 


囊 1 者 


59. 无 界 区 域 证明 


[fe smf fe ed dy 
一 4( 三 de) 
60， 反常 二 重 积分 求 反 党 概 分 
LL, { 二 和 dr x 


计算 机 探究 
在 习 是 6 的 中 用 :种 C455 计 算 机 代数 系 
统 ) - 重 积分 计算 器 估计 积分 值 . 


ou. ff dy de. 62. [hea dx. 
各 ff tan xy dy ax. 


1 
.| | 3 -rv dy 


在 习题 全 -~ 人 9 中 ,用 -种 CA5 一 重 积分 计算 
器 求 积分 然后. 颠倒 稍 ! 分 次 序 ， 册 用 一 :种 CAS 
求 积分 . 


1 2 
人 [ dx ds. 
人 ,由 
本 . 站 
7 ff Lx -x dr dy 8. dr dy. 


如 
1 . 
69. If Zs y dy dr. 


56. 万 Cost Dy de. 
ol 


74. 由 二 二 dr hh: 


这 一 节 讲 述 如 何 用 二 和 恒 积 分 计算 平 商 内 的 有 办 区 域 的 面积 以 肥 求 二 元 孙 数 的 平均 值 . 


13. 3. 1 平面 内 有 界 区 域 的 面积 


如 果 在 前 一 节 在 区 城中 上 的 一 重 积分 定义 中 肥 头 xy) =1， 歼 坚 和 化 简 成 
S. = Sf) eh, = ya, 0 


这 就 是 吕 划 分 中 的 小 矩形 面积 之 和 ， 并 且 误 近 我 们 恶意 称 说 的 只 的 面积 . 


当 只 划分 的 范 数 趋 近 


霍 时 ， 划 分 中 所 有 小 矩形 的 高 度 和 宽度 趋 近 堆 ， 并 且 划 分 对 品 的 覆盖 变 得 越 来 武 完 全 ( 兄 


图 13.5)， 我 们 把 员 的 面积 定义 为 极限 


各, 袜 Ah = 所 (2) 


定 必 ” 闭 有 界 平面 区 域 中 的 面积 是 


| = aa 
RR 


间 本 章 中 其 他 定义 一 样 ， 此 处 的 定义 同 过 去 面积 的 单 变量 定义 相 比 ， 适 用 于 种 类 更 繁多 的 
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区 域 ， 但 是 在 鸯 种 定义 部 适 有 几 的 区 域 上 同 以 前 的 定义 一 数 、 为 了 求 面积 定义 中 的 积分 ， 我 们 计算 
常数 因数 zx,y) =1 在 RR 上 的 积分 . 

例 1 求 第 -象限 内 以 直线 > =* 和 抛物 线 y = xz 为 办 的 区 Y 
域 员 的 面积 ， 

解 ”我 们 画 出 区 域 吕 的 草 效 ( 见 峡 13.1$)， 注 明 直 线 和 脐 
线 的 交点 ， 并 且 计 算 面积 ; 


ef 


1 , > jo | 
=/ (x — x dx = [和 - 3] = 
请 注意 .从 计算 内 友 积 分 得 到 的 单 积分 三 (: -x dx ,就 是 用 5.6 图 13.15 俩 上 中 的 区 
I 域 只 
季 的 方法 求 直线 和 有 册 线 之 间 的 庙 积 的 积分 ， 加 


例 23 求 用 抛物 线 y=x? 和 直线 了 =x +2 包围 的 区 域 下 的 面积 . 
和 解 ” 如 果 把 中 分 成 图 13. 16a 所 示 的 天 个 区 城 证 和 并 ， 可 以 用 


= fua + ju = ff w+ dr dy 
二 有 是 a 


计算 面积 ， 另 -方面 ， 籁 倒 积分 次 序 ( 由 图 13.16b) 给 出 


站 = [ 三 4 ‘x 


有 ) 如 果 第 一 次 对 + 积分 ， 落 用 两 个 黑 次 积分 中 本 号 ， 如果 第 一次 对 + 各 分， 只 一 个 黑 次 租 好 
图 13.16 用 两 种 积分 次 序 计 算 这 个 面积 


这 个 第 二 结果 只 需要 计算 -个 累 次 积分 ， 是 比较 简单 的 ， 纪 是 我 们 在 实践 中 力求 采用 的 .区域 民 
的 面积 为 


4 = ] w=/ +2 -x)dr = Ea 2 < =- 2 国 
-LD = (x = 2 +- 31,72 


13. 3.2 平均 值 

一 元 可 积 函 教 在 团 芭 间 上 的 平均 值 是 函数 在 区 间 上 的 积分 除 以 区 间 的 长 度 . 对 于 定义 在 平 
面 内 的 有 界 区 域 上 的 二 元 可 积 函 数 ， 平 均值 县 函数 在 区 域 上 的 积分 除 以 区 域 的 面积 、 可 以 把 这 
个 函数 想象 成 水 箱 中 某 个 时 刻 给 出 的 水 面 晃动 的 高 度 、 水 籍 的 恒 直 内 璧 位 于 区 域 的 边界 上 。 水 
箱 中 水 面 的 平均 高 庶 是 让 水 沉静 下 来 时 的 恒定 高 度 ， 于 是 ， 这 个 高 度 是 水 箱 中 水 的 容积 除 以 底 
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面 只 的 面积， 由 此 导致 可 积 咕 数 了 在 区 域 如 上 的 末 均 值 定义 如 下 


t 
| 了 在 中 上 .的 平均 慎 = 1 ra (3) 


如 果 六 尾 著 盖 区 域 吓 的 泗 板 的 温度 ， 民 各 ,六 在 RR 上 的 各 科 分 用 吓 的 面积 相 除 就 导 注 板 的 
平均 温度 ， 如 困 Ax,7) 震 从 点 (x,7) 到 某 个 固定 点 玉 的 距离 ,从中 上 的 平均 值 是 从 PP 到 是 员 各 
点 的 平均 距离 . 

例 3 站 栅 数 扎 zy) = cos x 侍 答 有 形 区 域 凡 ,0 二 rf 和 0 和 YE 上 的 天 娩 值 . 

解 /在 中 上 的 各 分 值 是 


站 cns ty dy dx =[ [sin | (| x ons XY YY 一 gin ty + c) 


-J Gsinx -Ody = -eos 中 = 【+1=> 
中 的 面积 为 7T， 7 在 只 上 的 平均 值 等 于 27m， 国 
习题 13.3 
在 习题 1 ~8 中 ， 呈 出 以 稍 定 直线 和 曲线 为 界 16. 了 消 数 应 5) = a 在 正 卢 彩 0 和 x 去 1,0 生 + 所 
的 区 域 的 草图， 热 后 把 区 域 的 而 积 表 杰 成 累 次 二 香 二 上 的 平均 值 ,或 者 在 第 - -象限 内 由 分 之 - 攻 
书 ! 人 年 ， 并 有 六 积分 . + | 十 的 平均 值 .你 认为 哪 -个 更 大 ? 状 
1. 堂 标 轴 和 直线 + +y =2. 出 它 内 的 人 征 . 
3 直线 x=D,， y=2x 和 y=4. 17. 求 抛物 面 := = x + 在 于 方形 0 和 + 志 2， 
3, 抛物 线 x = -x 和 直线 y=x+2. 0 和 7 二 2 二 的 玉 均 高 度 . 
4. 抛物 线 x =y -和 直线 y= -x 18. 慌 隧 数 放 ro)】 = Try 在下 方形 In2 和 并 
5， 由 线 + =e' 以 及 直线 Y=0, x=0 和 =!n 22. 2 4n2.1n2 和 vy 二 2 In?2 上 的 平均 值 . 
4 第 -象限 内 , 晶 线 Y=In x 和 y=2 hx 以 及 育 线 39. 细菌 种 群 。 如 果 Jtx7) = (10 00 ez0l + 
< _ la1z3) 代表 心平 面 土 某 种 细菌 的 "种群 密 
了 抛物 线 x=Y 和 = 一 2 度 ” .其中 和 六 以 厘米 为 度量 单位 , 求 细菌 在 策 
8. 抽 物 线 * = 一 1 和 x=2y 一 2 形 -5s xs5,-2 < 二 0 内 的 种 群 总 数 - 


在 习题 9~14 中 ， 和 祖 分 成 积分 的 和 统 册 好 平 
而 内 的 区 域 前 面积 ， 吧 出 每 个 民 域 的 草图 ， 标 明 每 
杀 界 曲线 的 方程 ， 并 且 给 出 曲线 交点 的 坐 妹 如 后 
求 区 域 的 面积 . 


20. 区 域 人 口 如果/(x,y) = 100(Y +1) 代表 地 球 
上 某 个 正面 区 域 的 大 口 密度 ,其 中 x 和 以 英里 
为 度量 单 位 , 求 在 以 曲线 x = 从 和 + = 2 ~ 为 


> i 界 的 区 域内 的 人 口 数 
9 上 太志 必 8. 人 三 dy de 34 得克萨斯 州 的 平均 温度 ”按照 (得克萨斯 州 年 
er | 鉴 ), 得 克 萨 斯 州 有 254 县 ， 每 县 有 -个 国家 
jr 2 J 和 气象 站 ， 搬 定 254 个 气象 站 在 时 间 4 都 记录 本 
3 dd 地 的 吝 度 ， 求 能 够 给 出 得 克 萨 斯 州 在 时 间 6 的 
,a 2 平均 温度 的 合理 通 近 的 公式 ， 在 答案 中 应 当 包 
于 Lh, + ff dx. 会 呈 望 从 (得克萨斯 州 年 鉴 ) 容 易 获取 的 数据 . 
15. 求 疯 数 玉 x,y) = sin (x+y) 在 下 列 区 域 十 的 平 和 3， 如果 丰 x) 蚌 在 病 区 间 es 过 xz 所 5 上 的 非 傣 连续 晴 数 ， 
均值 ， 对 于 以 /的 图 形 和 垂直 线 * =e，x = 以 及 * 轴 为 
{a] 矩形 0 必 z 二 可 ,0 攻 y 生 |; 站 的 闭 平面 区 域 ， 证 明 区 域 夯 积 的 二 重 积分 定义 


fb) 息 形 和 0 二 x 宝 二 ,自拔 ys 近 TT/， 同 5.3 节 对 于 曲线 直方 的 面积 定义 一 致 
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13.4 极 型 二 重 积分 


在 某 些 情况 下 ，、 如 果 我 们 变换 到 极 坐 椒 ， 那 么 更 容易 计算 积分 ， 本 节 讲 述 如 何 作 这 种 谈 换 ， 
以 政 如 和 何 让 出 概 方 视 给 出 的 边 托 区 域 上 上 来 积分 ， 
13. 4.1 极 坐 标 中 的 积分 

当 定 六 虹 数 在 黎平 面 内 的 区 域 丸 上 的 二 重 和 机 分 时 ， 我 们 基 从 把 员 切 割 成 小 窍 形 开 始 的 ， 而 
它们 的 迪 平 行 于 坐标 轴 ， 这 些 划 分 单元 是 利用 自然 形状 ， 央 为 握 形 的 边 上 有 不 变 的 * 值 和 + 优 . 
在 极 尘 标 中 ， 这 种 单元 的 睛 然 形状 是 “ 极 拭 形 * ， 它们 的 边 具 有 不 蛮 的 r 值 和 8 值 . 

假定 晴 数 太 7.) 定 义 在 以 射线 上 =a 和 8=B 以 及 连续 曲线 r=g, (8) 和 =g(8) 为 界 的 区 域 月 
小 ， 此 外 ， 假定 对 于 a 和 及 之 问 的 每 个 6 值 有 0<g,(0) g(a. 那么 , 呈 位 于 由 不 等 式 0 筷 
ra 和 a 和 9&8 定 尖 的 市 形 区 域 9 内 {和 参见 图 ]3.17). 


图 13.17 区 域内 8) <<r<g1(0) ,a6<8 包 人 滞 在 出 形 区 域 0; 0<rao， 对 
内 ， 巾 颐 弧 和 射线 构成 的 台 的 划分 导致 册 的 一 个 别 分 


我 们 用 圆 弧 和 射线 的 网 客 覆盖 区 域 Q. 虽 红 是 从 圆心 在 原点 半径 为 &r，2d4r，…，mar 的 辐 
上 上 切 出 的 ， 其 中 ar = axm。 射线 由 
=a, =0+A, =o+2A0, ., =a+mAd=p 
给 出 ， 其 中 4&8= (8 - a)Am'， 圆 颖 和 射线 把 8 划分 成 被 称 为 “ 极 秆 形 "的 小 拼 片 ， 
我 们 对 位 于 员 内 的 极 和 矩形 编号 ( 顺序 无 关 紧 要 ) ， 把 它们 的 面积 命名 为 &4 ，44;,，-… ，.4 . 
令 (n,， 有) 是 面积 为 44, 的 极 皇 形 中 的 任意 点 。 热 后 构成 和 


5, = Ff,0) a4, 


如 果 / 在 整个 区 域 凡 上 是 连续 的 ， 当 细 化 网 烙 使 Ar 和 A8 趋 近 零 时 ， 这 个 和 将 趋 近 -- 个 极限 ， 这 
个 极限 称 为 了 在 只 上 的 二 重 积分 .用 符号 表示 ， 


lim $。= fcr, waa 


为 了 求 这 个 极限 ， 首 先 必须 以 Ar 和 Ag 表示 A4, 的 方式 写 出 和 5.， 为 方便 起 见 ， 我 们 选择 7 
为 第 上 个 极 矮 形 边界 的 内 侧 弧 和 外 侧 狐 的 半径 的 平均 值 ， 于 是 ， 限 定 A4, 的 内 侧 弧 的 半径 是 fi 
《ar2) ， 外 侧 弧 半 径 是 rm +(aArz2){t 网 图 13. 18). 

在 一 个 半径 为 r 的 加 中 角 为 8 的 柳 形 天 这 的 面积 是 


A= 二 8 
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可 以 看 出， 这 是 圆 面积 r” 同 攀 形 房 区 包含 的 小 部 分 面积 8/25 的 罪 积 所 以 这 些 在 原点 的 弧 所 
对 的 加 央 区 的 面积 为 


内 便 弧 读 区 面积 : 二 (75, - 全] ae 
1 


外 侧 扳 记 区 面积 : 二 (mn + 宇 ] 46 


因此 ， 
aA4，= 大 山区 面积 - 小 三 区 面积 


-= 音 [(% + 外 -(%- 贸 ] 
= 学 (2rar) = maarab 
把 这 个 结果 代 人 定义 5, 的 和 式 中 ,给 出 


器。 = 和 2 fr, Bb, )r, ArAn 图 13. 1%8 从 观察 结果 Bd, =!{ 大 页 民 
= 面积 ) -《 小 和 区 面积 ) 导 
当 “一 以 及 Ar 和 Ag 的 值 趋 近 堆 时， 这 些 和 收敛 于 


出 公式 AA, =m Ar 二 有 
二 重 积分 


lim$, = /Cr,0)r dr de 
博 比 尼 定 理 的 一 种 表述 形式 说 明 ， 这 些 和 趋 近 的 极限 可 以 通过 对 7 和 8 的 累 次 单 积分 求 值 ; 
fre da = ff rr dr dg 


13, 4. 2 求 积 分 限 

在 直角 坐标 中 求 积 分 限 采 用 的 步 柯 同样 适用 于 极 坐 标 , 以 图 13. 19 的 积分 区 左 为 例 ,在 极 坐 标 中 
为 了 在 区 域 只 上 求 | 7.9)d4, 首 先 对 7 积分 ,然后 对 8 积分 ,其 步 台 如 下 ; 

(1) 画 积分 区 域 草 围 . 画 出 积分 区 域 的 草图 ,并 且 标 明 限 定 区 域 的 曲线 ( 见 图 13. 19a). 

(2} 求 r 积分 限 ， 设 想 一 条 从 原点 引出 在 r 增加 方向 穿 过 中 的 射线 二 分别 标记 上 在 进入 民 


和 离开 中 处 的 7 值 ， 这 就 是 7 的 两 个 积分 限 ， 它们 通常 依赖 于 上 与 正 x 轴 构 成 的 骨 8( 见 
图 13. 19b). 


{3) 求 上 积 分 限 、 求 限定 R 的 最 小 8 值 和 最 大 #8 值 ， 这 两 个 值 是 8 积分 限 ( 见 图 13. 19c )， 这 
个 积分 为 


Pfr.0) a4 = ff fre ar 上 8 
nn y 


在 = 离开 中 
人 


到 = V2ese 8 进入 RR 
8 


x 


rsind=y= V2 


或 


一 V2csc 昌 


b) 
图 13.19 求 极 坐 标 中 的 积分 限 
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例 1 求 责 数 . 产 r,8) 在 区 域 史 上 的 积分 的 积分 随 ， 员 位 于 心 胜 线 r= 1+eos 昌 的 内 部 和 团 r=1 
的 外 部 . 了 

解 9 一 了 r=l+cogp 

【1 首先 珊 出 积分 区 城 员 的 草图 ， 并 目标 明 限定 区 
域 的 曲线 ( 见 图 13. 20). 

【2) 其 次 求 > 积 分 限 ， 从 原点 引出 的 一 条 典型 射线 
在 r=1 处 进入 中 ， 在 r= +cos 眉 外 离开 民 

13} 最 后 冰 8 积分 限 ， 从 原点 引出 隐 此 相交 的 射线 


从 8= -Tx2 琵 续 到 #8 = A 函数 在 足 上 的 积分 是 9= -3 攻 r=1 华 r=l+ecosp 
厂 厂 pr,p)r dr dg 国 进入 R 。 而 并 

如 果 Ar，9) 巧 取 常 数值 1 的 两 数 ， 那 么 /在 R 上 图 13.20 op 
的 积分 是 R 的 面积 和 

极 坐 标 中 的 面积 

极 举 标 平面 内 的 拷 有 界 区 域 中 的 面积 为 

站 = ffrar dp 

这 个 看 积 公 式 同 前 面 所 有 的 公式 一 致 ， 虽 然 我 们 对 ， 人 Vie 

这 个 事实 没有 给 出 证 明 . 1 


例 2 ， 求 由 双 纽 线 六 =4 cos 28 包围 的 面积 . 

解 我们 画 出 用 来 确定 积分 限 的 双 绎 线 图 形 ( 见 
图 13.21)， 从 曲线 包围 区 域 的 对 称 性 看 出 ， 总 面积 为 第 
一 象 跟 部 分 面积 的 4 倍 ; 


mm 
=4 = 一 
4 -4 rd 久 [5 0 图 13.231 为 了 在 阴影 区 域 上 及 积分 , 我 
四 们 让 ， 从 0 变 到 v4om 5, 日 


全 "中 了 7 
=4| 2 cos 28 qd = 4 sin 26] = 
0 0 及 0 变 到 xd4( 例 2) 


13. 4.3 变换 和 茜 卡 儿 坐标 积分 为 极 坐 标 积分 
变换 笛 卡 儿 代 标 积分 】 xsy)ds dy 为 极 坐 标 积分 分 两 步 进行 . 第 一 步 ,在 积分 中 代 人 = = r cos 8 和 

y = rainaB, 并 且 用 r 由 昌 代 替 由 由. 第 二 步 ,为 只 的 边界 提供 极 坐 标 积分 限 . 笛 卡 儿 积 分 于 是 变 成 
a. y) dx dy = ar eos Brsin O)r dr dp 


其 中 全 表示 极 坐标 中 的 积分 区 域 这 个 作法 闭 第 $ 章 介绍 
的 代 换 方法 相似 ， 只 不 过 现在 包含 代 换 两 个 变量 而 不 基 一 
个 变量 ， 请 注意 ,dr dy 用 r dr d8 而 不 用 dr d8 代替 在 
13.8 节 给 出 狗 重 积分 变量 变 孩 { 代 换 ) 的 更 一 般 讨 论 . 


例 3 求 积分 人 ad 


其 中 有 是 以 x 轴 和 曲线 y= YL 于 为 界 的 半 辆 区域 ( 见  。 四 也 例 3 中 的 半 国 区 域 
图 13. 22 ) ， R: Oxral, OE0sT 
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解 ” 在 迄 卡 儿 坐 标 中 ， 所 求 积 分 其 非 初 等 积分 ， 设 有 用 来 求 ex “对 x 积分 或 者 对 7 积分 的 放 
接 方法 ， 然 而， 这 个 积分 以 及 其 他 类 似 的 积分 在 数学 中 例如 在 统计 学 中 是 很 重 娄 的 ， 我 
们 需要 池 炒 计算 它 的 方法 ， 用 和 极 誉 标 轻而易举 ， 代 人 人 x= vos 98, y=r sin 6， 上 于 昌 轩 dr dg 代 笨 
dy dx， 使 我 们 能 够 计算 积分 如 下 : 


人 ar 二 =- 门 = dr dB = [[£ el] = /2 (ee-1)dg = 了 (ee -1) 
本 0 


在 r dr 8 中 的 r 正 好 是 求 e 的 积分 所 需要 的 ， 没 有 它 我 们 不 可 能 求 这 个 积分 . | 
习题 13. 4 
在 习题 1~15 和 中， 把 和 荫 卡 儿 堂 标 积 分 转换 成 等 从 第 -象限 团 出 的 区 域 的 面积 . 
从 的 概 尝 标 科 分 然后 求 极 坐 标 积 分 ， 22. 诡 量 的 心脏 线 。 求 心脏 强 r=] term 人 和 r=1- 
| TT eos 和 的 公共 区 域 的 面 和 1. 
本 2 [fi 在 极 坐 标 中 ， 画 数 在 区 域 上 的 平均 值 ( 11.3 
节 ) 出 
3 (zz + 内 )dz dy. 


1 
NA, er dr dg 
面积 (R) J 


1 -了 
4. x dy dr, 
[is + 给 出 ， 在 习 申 23 - 26 中 ， 利 册 这 个 公式 求 平均 值 . 


上 | ME dy i. sf/ dy 23， 半 球面 的 平均 高 度 “ 求 zy 平面 内 的 半球 尼 曲 而 
7 了 z= a x -六 在 罗盘 + so 之 上 的 平 共 稿 座 . 
了 [fx de oy .fy dy dx 24. 园 锥 面 的 平均 高 度 求 zy 平 遇 内 ( 单 ) 阅 锥 面 
g. 「 f 2 a := YY + 六 在 圆 盘 六 + 二 a 之 上 的 平均 高 度 
ME Vt 25， 从 图 盘 内 部 到 中 心 的 平均 是 遍 。 求 从 圆 盘 x + 
2 i - 
4 x Vy 庆 志 qi 内 的 点 P(x,y) 到 原点 的 平均 距离 . 
wf + 和 26。 从 回 盘 内 的 点 到 园 盘 边界 上 一 点 的 平均 平方 曙 离 
J 5 求 愉 圆 盘 宇 + 产 所 1 内 的 点 P(r,Y) 到 边界 点 
il. [人 a dy 二 1 上 由) 的 距离 平方 的 平均 秆 . 
3493 27, 转换 为 极 坐 标 积 分 求 本 数 
2. 站 en dy dx. 四 2 
D0 fry) = tn (x +7) 
TE A yy 
+ 
13.f | dy de. 在 区 域 ] < +F<e 上 的 积分 . 
14. f 1 rd dy 了 .转换 为 极 坐 标 积分 “ 求 函 数 
1 人 2 Int - + 2 7) 
成 = 一 x + 
15, | ldx dd 
有 A 在 区 域 1 x + 二 ei 上 的 积分 
i6, [ 太一 四 2 dy dx. 29， 非 团 形 直立 柱 体 的 体积 ”直立 柱 体 的 底面 是 位 
AT 于 心脏 线 r=1 + eoa g 之 内 和 图 r=i 之 外 的 区 
17. 求 由 曲线 "= 2(2 - sin 28) “从 第 一 象限 切 出 区 域 ， 桂 体 的 顶部 在 平面 z = * 内 ， 求 柱 体 的 体积 . 
域 的 面积 . 30, 非 赔 形 直 京 柱 体 的 体积 ”直立 柱 体 的 底部 是 由 
18. 同 圆 交 重 的 心 胜 线 ” 求 位 于 心脏 线 r=1+eos 8 双 绷 线 关 =2 cos 28 包围 的 区 域 ， 顶 部 以 球面 
me ot := v2- 严 为 恰 ， 求 柱 体 的 体积 
19. bn r=12 eos 38 的 一 31. 转换 为 极 坐 标 积分 
~ {a} 求 反常 积分 
20. 曙 牛 这 求 由 正 * 轴 和 曙 线 + =49/3, 0 092 
所 包围 区 域 的 面积 ， 这 个 区 域 像 一 个 蜗牛 过. 1 je 


21. 第 一 象限 内 的 心脏 线 ” 求 出 心 胜 线 "=1 +sin 8 的 常用 方法 是 先 计算 它 的 平方 : 


多 重 积 分 


7i4 


™ » TI 
ee (fe fon) fea 
用 极 举 标 求 最 后 的 积分 ， 并 且 从 所 得 睫 程 
求解 下 
(1b) 六 概 限 
. ， “Qe 
lim +rf (x) = limf J 中 
32. 转换 为 极 坐 标 积分 ”六 积 分 


“rr 1 
上 上 (+r +) 必 由 
状 尊 数 
As = 一 
] -x —y 
在 图 盘 妇 + 产 乏 34 上 的 积分 {x,y) 在 图 盘 
县 + 六 委 1 上 的 积分 存在 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 
34. 极 学 标 中 的 面积 公式 利 册 极 堂 标 中 的 二 重 积 
分 ， 推 导 在 原点 和 极 曲 线 r= 扩 人 (fa 生 8 二 采 ) 之 
间 的 庸 形 区 域 的 面积 公式 


由 = f 到 Pd8 
35, 到 辕 盘 内 商定 点 的 平均 距离 ” 邻 P, 是 半径 为 a 
的 加 内 一 点 , 表示 从 记 到 加 心 的 距离 ， 邻 d 
表示 从 贺 内 任意 点 人 刘 PP 的 距离 ， 求 宁 在 由 
圆 包 围 的 区 域 上 的 平均 值 . 《提示 : 为 了 简化 


13.5 直角 坐标 中 的 三 重 积分 


33， 存 在 性 


1 ol 
1 [Ff 有 dy dx. 


计算 ， 把 图 心 晤 于 原点 ， 如 全 于 * 轴 上 . ) 
36. 面积 ”假定 在 极 坐 标 平 面 内 - -个 区 域 的 面积 为 


二 
二 -| dr dg 


风 出 区 域 的 草图 并 征求 它 的 面积 . 
计算 机 探究 

在 习题 37 ~ 和 中 , 用 -种 CasSf 计算 机 代数 系 
统 } 把 稍 卡 儿 坐 标 积分 转换 为 等 价 的 概 举 标 积分 ， 
并 且 决 构 誉 标 积分 的 秆 在 每 是 中 执行 下 询 处 理 
步 骇 : 


a} 绘制 xy 平面 内 积分 区 域 的 图 形 . 


{bb} 从 ta} 得 到 的 第 卡 儿 举 标 区 域 的 边界 曲线 


中 求解 和 2， 把 边界 曲线 转换 为 投 坐 标 
表示 . 

(t) 利用 (b) 中 的 结果 .给 制 唱和 平 面 内 棋 誉 标 
积分 区 域 的 图 形 . 

(dd) 把 被 积 晒 数 由 笛 卡 儿 举 标 转 换 为 要 坐标 
碾 (c} 中 的 积分 区 城 图 形 确定 积分 限 ， 并 
且 利 册 CAS 积分 公用 程序 求 极 坐标 积分 . 


1 
x 
dy dx. 
闪 [了 + ? 


9. [oo 机 fT FT dx dy 
0 -rt 3 + Qi 


/ET 


正如 二 重 积分 比 单 积分 使 我 们 能 够 处 理 更 一 般 的 问题 一 样 ， 王 重 积分 能 够 求解 甚至 更 为 一 般 的 问 


题 ， 用 三 重 积分 可 以 求 三 维 形体 的 体积 和 函数 在 三 维 区 域 上 的 平均 值 . 


= 维 积分 也 出 现存 三维 空间 的 


向 其 场 和 流体 流动 的 问题 路， 我 们 在 第 14 章 将 讨论 这 两 类 问题. 


13.5.1 三 重 积分 


如 果 所 x,y,z) 是 定义 在 空间 中 闭 有 界 区 域 D 上 的 函数 ,例如 像 固体 球 或 者 粘土 堆 所 占据 的 区 城 ， 
那么 正在 D 上 的 积分 可 以 采用 下 述 方式 定义 、 我 们 把 包含 D 的 长 方形 框 体 形状 的 区 域 用 平行 于 华 


标 轴 的 平面 划分 成 长 方 体 单元 ( 见 图 13.23)， 对 位 
于 DD 内 的 长 方 体 单元 接 某 种 次 序 从 1 到 编导， 第 上 
个 单元 具有 尺寸 Ax ,Ay, 和 as 和 体积 AV, = 
站 AY, Az,- 在 每 个 单元 中 选择 一 点 (加 ?和 ) 并 且 建 
立 和 


S, = > Pxe Fear ) AF, {1) 
i=1 


我 们 所 关注 的 问题 是 ， 当 D 用 越 来 越 小 的 单 
元 划分 ， 以 致 在 4r .ar, az 和 划分 的 范 数 
上 (Axi,B&y ;Az 中 的 最 大 值 ) 都 赵 近 零 时 ， 会 出 
现 什么 结果 如果 无 论 怎 样 选择 划分 和 单元 中 的 点 
025) ，S。 都 取得 唯一 的 极限 ， 我 们 就 说 亚 在 呈 
上 基 可 积 的 ， 同 过 去 一 样 . 可 以 证 明 ， 如果 中 是 连续 


图 13.233 用 体积 为 AY, 的 长 方 体 
单元 划分 空间 区 域 加 
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表 数 ， 而 限定 2 的 曲面 由 有 限 数目 的 光滑 曲面 沿 有 限 条 光滑 曲线 连接 南 成 ， 那么 下 是 可 积 的 ， 当 
1 产 1 一 0 和 单元 数 * 一 *o 时 ， 和 5, 趋 近 一 个 极限 、 这 个 极限 称 为 在 上 的 三 重 积分 ， 并且 记 为 


lim $, = iy ar 


或 
Mim, 5, = fxs) dx dy 


使 连续 郑 数 成 为 可 积 的 区 域 叫 是 那些 具有 “相当 光 户 " 边 畔 的 区 域 . 
13. 5.2 空间 区 域 的 体积 
如 果 下 是 函数 值 为 1 的 常 值 函数， 那么 式 (1) 中 的 和 化 简 为 
S = 了 aa = Dla = PAN, 
当 Ax, ,ay 和 Ax 趋 近 零 时 ， 单 元 AV, 变 得 越 来 越 小 和 越 来 越 多 ， 并 且 越 来 越 填 满 D， 因 此 我 们 
把 局 的 体积 定义 为 宇 重 积分 
lim FAV, = far 


定 ”空间 中 闭 有 界 区 域 D 的 体积 为 


y= flar 
号 


这 个 定义 出 前 面 的 体积 定义 一 致 ， 虽 然 我 们 略 去 对 这 个 事实 的 证 明 ， 立 刻 可 以 看 到 ， 这 个 积 
分 使 我 们 能 够 计算 由 曲面 包 团 的 空间 区 域 的 体积 . 
13. 5. 3 ” 求 积 分 限 

我 们 应 用 情 比 尼 定 理 的 三 维 形式 (13. 2 节 ) 通 过 三 个 累 次 单 积分 求 三 重 积分 ， 同 二 重 积分 一 
样 ， 对 于 求 这 三 个 单 积分 的 积分 限 有 一 个 几何 上 的 步骤 

为 了 在 区 域 0 上 求 积 分 


i ra ar 


首先 对 z 积分 ， 接 着 对 y 积分 ， 最 后 对 * 积分 . 
(1) 了 入 积分 区 域 的 草图 : 画 区 域 已 及 其 在 xy 平面 内 的 “影子 "( 垂 直 投影 ) 员 的 草图 ， 标 明 卫 
的 上 和 下界 曲面 和 只 的 上 下 界 曲线 . 


z 
1 z= f(x, 


i 


多 
- 
让 -二 一 一 一 
im 
BE 


Sr 
[i 
1 
| 
1 
| 
1 

1 
| 上 
-rr 
I / 
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(2) 求 z 积分 限 : 在 及 内 引 一 条 通过 典型 点 (x,y) 癌 z 轴 平行 的 直线 好 随 着 z 的 增加 ， 届 在 
?= 有 hx,y) 处 进入 DD， 在 z= 有 (x,7) 处 离开 D， 这 两 个 值 是 z 积分 限 . 
Ea 


- 人 1 


t=) 
一 进入 D 


(3) 求 y 积分 限 : 引 一 条 通过 点 (x,y) 同 y 轴 平行 的 直线 上 随 着 7 的 增加 ， [在 y=g,(x) 处 
进入 R， 在 y=g,(x) 处 离开 R， 这 两 个 值 是 y 积分 限 , 


在 ?= #2{2 
同形 


{4] 朱 x 积分 限 : 选择 包含 所 有 穿 过 只 同 7 轴 平 行 的 直线 在 内 的 * 积 分 限 (上 图 中 的 x=a 和 
x =)， 这 两 个 值 是 * 积分 限 ， 最后， 积分 为 


ps) dy dd 


Fa T= = 


如 果 改 变 积分 次 序 ， 采 皮 关 似 的 步 驮 ， 区 域 品 的 "影子 "位 于 对 变量 求 累 次 积分 的 后 面 两 个 变量 
的 平面 内 . 

上 述 过 程 适用 于 空间 区 域 妃 的 上 方 和 下 方 以 曲面 为 界 而 其 "影子 "区 域 中 的 上 端 和 下 端 以 曲 
线 为 界 的 积分 ， 这 个 过 程 不 适用 于 带 空洞 的 复杂 区 域 ， 不 过 有 时 可 以 把 这 样 的 区 域 细 分 成 一 些 
更 简单 的 能 够 采用 这 个 过 程 的 区 域 . 
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例 1 求 山 申 面 


z=x+3y 和 z=8-x -yr 
也 因 区 域 昌 的 体 和 !. 
解放 的 体积 为 Fx,y,z) =1 在 如 上 的 积分 


Y= | dy rx 
‖ 


为 了 确定 求 这 个 得 分 的 积分 限 ， 首 先 面 出 积分 区 域 的 莹 图 ( 访 疼 13.24)， 两 个 曲 向 在 栗 并 柱 面 
x 4 0 

FE 相交 ， 帮 在 季 平面 上 的 捞 影 区 域 趾 的 边界 是 惧 有 问 样 方程 x +27 =4 的 权 加 只 的 二 端 边 加 

是 用 线 y= v4 一 72 ， 下 婧 边界 是 曲线 了 = - v(4 一 x }/2. 


[2.0.4) FF - 


= + 3 
化 = 一 二 3 
进 坟 六 
{-2. 0.0) 
{Ev = -we 
进入 吕 


(2.0.0) xz 十 323=4 


任 y= ww -eV2 山下 RR 
图 13.24 例 ! 中 计算 的 由 两 个 霓 物 面包 围 区 域 的 昼 和 


现在 来 求 : 积分 限 ， 通 过 RR 内 的 典型 点 (x,*Y) 同 : 轴 平 行 的 直线 计 在 z= +3r 进 人 万. 
章 z =8 -x -yy 离开 DD. 

其 次 求 y 积 分 限 通过 {x,y) 同 7 轴 平 行 的 直线 上 在 y=- v(4-r)x2 进 入 只 ,在 ?= 
v(x)/2 离 于 RR. 

最 后 求 * 积分 限 ， 当 上 捐 过 RR 时 ,x 的 值 从 x* 在 点 ( -2,0,0) 的 x= -2 变化 为 在 点 (2,0.0) 的 
x=2， 区 域 品 的 体积 为 


Le rr A EF 罗 
7 = 及 dy dr = 三 :】 六 出 dy dt = ff 8 25: 47°) dy dx 
AT Er 
Cd 2 3 
三 员 一 人 ? -—y lx = 一 (3 让 je 
fl x ) 37] 1 {2¢8 2x:) A 


EE 


多 重 积 分 715 


= [s(43<)" _ 8 (4) J _ 4 4 ed 


=8m (用 代 换 * = 2 sin 租 分 后 ) 国 
在 下 面 例 季 中 ， 把 区 域 六 投影 介 各 平面 而 不 是 x7 于 了 面 ， 说 明 如 何人 梧 用 不 同和 的 积分 次 序 . 
例 2 为 求 欣 数 所 ,7,3) 在 质点 为 (0.0.0) (1 .1.0)，(0.1,0) 和 (0,1,1) 的 四 曾 体 上 的 
: 重 积 分 确定 积分 限 ， 利 用 积分 次 序 省 dz dx. 

解 ” 果 册 区域 也 及 其 在 xz 平面 的 "影子 "区 域 必 的 5 
草 转 5{ 见 疼 1]3.25). 加 的 ( 右 ) 上 方 的 边界 曲面 位 于 半 面 
Y=1 央 (在 ) 下 方 的 边界 曲 人 面 位 于 平 而 了 =e+rz 则 加 
的 上 上山 边界 是 直线 z=1 -x， 下 端 边界 是 站 线 : =0. 

首先 求 ¥ 积分 限 ， 通 过 下 中 的 典 型 点 (x，:) 和 加 
平行 的 直线 蚜 在 y=x+z 进 入 如 ,在 y=[ 离开 上 

其 次 求 = 程 分 限 ， 通 过 点 (x ,2) 加 = 轴 平 行 的 直线 工 
在 z= 妇 进 人 大 ,在 z>=1 -xz 离开 中 

琢 后 求 x 积分 限 ， 当 三 搬 过 六 时 ，* 的 全 从 <=0 计 
化 到 sz=1， 捕 在 六 上 的 和 分 昆 丁 


fh sr dz ar 


10. 1 1 


{1.1.0 
例 3 按 出 出 dr 的 次 序 求 x,y,2) 在 例 2 中 的 由 < 
面体 尹 二 的 积分 图 13.25 ”为 求 定义 在 四 面 短刀 上 
解 ”首先 庆 z 由 分 限 ， 通 过 条 平面 内 "影子 "区 域 的 冰 数 的 二 重 根 分 确证 
的 典 剧 点 (x.7) 国 2 轴 平 行 的 直线 在 z=0 进 和 六， 在 通 得 分 限 ( 例 2 和 例 3) 


过 于 方 平面 ?= 一 x 的 地 方 离开 D( 风 莉 13.25). 

其 次 求 了 积分 限 ， 在 好 平面 >=0 上 ,四面 体 的 斜面 沿 直 线 yy =x 与 这 个 平面 相交 通过 点 
(xz.7 辣 了 轴 平 行 的 直线 在 y =x 进 人 区 半 面 的 影子 区 域 . 在 y=1 离开 这 个 区 域 . 

最 后 求 x 积分 限 ， 在 前面 -- 步 当 同 y 轴 平 行 的 直线 搬 过 影子 区 域 时 ，* 的 值 从 x =0 宰 伦 为 在 
Ai 1 人 的 x=1I， 明 数 关 在 号 上 上 的 积分 屁 


廊下 dy dx 


例如 ， 如 果 F(x,y,2) =1， 我 们 将 求 出 这 个 四 面 的 体积 
k= If dy sx = [fe ~ x}dr dr = [i -| dr 


7=1 
r= 


= (2 一 区 十 ! EE 本 x- 证 = 


2 2 2 
我 们 得 到 按 dy 中 dx 次 序 积分 的 同样 结果 ， 从 例 2， 
v= fT 由 由 ae = 均 [| 


13.5.4 空间 中 函数 的 平均 值 
靖 数 下 在 空间 区 域 D 上 的 平均 值 由 公式 


. lr 
在 D 上 的 平均 值 = 方 而 体积 下/ (2) 
定义 例如， 如果 下 (x,y.z) = Vx + 六 +z， 拷 么 玉 存 上 的 平均 值 是 从 原点 到 D 中 的 点 的 平均 
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距离 ， 如果 Fx,，yY，z) 是 占据 空间 这 域 D 的 立体 的 温度 ， 那 么 下 在 DD 上 的 平均 慎 臣 立体 的 平均 
温度 . 

例 4 求 Fix,y,z) =xyz 在 第 一 卦 限 内 以 华 标 平面 以 丰 平 
面 x =2, Y=2 种 z=2 为 界 的 立方 体 上 的 平均 值 - 

和 解 ” 我 们 画 出 表示 积分 上 限 的 足够 详细 的 立方 栖 莫 图 见 
图 13.26)， 然 后 利用 公式 (2) 计 算 瑟 在 立方 体 上 的 平均 值 . 

立方 体 的 体积 是 (2)(2)(2) =8. 下 在 立方 体 上 的 积分 


值 为 
[J fe dx dy dz = 中 |[ 短 可 -由 dz = [fa dy dz > 


二 


j 


= 7] = Je- [22] -8 几 13.26 全 4 中 的 积分 区 大 
肥 这 两 个 值 ， 公 式 (2) 给 出 
xyz 在 立方 体 上 的 平均 值 = 玉林 标 页 全 dV = (去 )(8) = 1 
在 求 积分 中 选择 积分 次 序 dx dy 些 ， 但 是 用 其 余 五 种 积分 次 序 中 的 任何 一 种 将 得到 同样 结果 国 
13. 5.5 三 重 积 分 的 性 质 
三 重 积分 共有 同 二 重 积分 和 单 积 分 一 样 的 代数 性 质 ， 


如 果 严 = F(x，y，z) 和 C=C(x，y， 4) 是 连续 函数 ， 那 么 存在 下 列 性 质 : | 
{1) 常数 个 Der av = #f Fav 《任意 数 如 
(2) 和 与 差 er sz oar = rarvs flear | 
(3 优势 积分 | 


(a) rar=o, 如 果 在 DP 上 Fs0 (bh) J Far = ffear, 如 果 在 D 上 FF 


14} 可 加 性 


eav= feav+ Fear | 


如 果 呈 是 两 个 非 交 二 区 域 D, 和 D; 的 并 集 . 


习题 13. 5 
1. 求 例 2 中 取 史 xy7,z) =1 的 积分 ,计算 四 面体 的 累 次 三 重 积分 ， 求 其 中 一 个 积分 . 
体积 . 4 立体 的 性 积 ” 对 下 第 一 封 要 内 由 圆柱 面 x +y* = 
2 长方体 的 体积 ”对 于 第 一 填 限 内 以 坐标 平面 以 4 和 平面 Y=3 包围 的 区 域 ， 写 出 6 个 不 同 的 累 
及 平面 z=1, Y=2 种 z=3 为 界 的 长 方 体 的 体 次 三 重 积 分 ， 求 其 中 一 个 积分 . 
积 ， 写 出 6 个 不 同 的 累 次 三 重 积分 求 其 中 - 5， 由 抛物 面包 图 区 域 的 体积 ” 邻 D 是 以 揽 物 面 
个 积分 . 2=8-x0 -PF 和 = 
3. 四 面体 的 体积 ”对 于 由 平面 6x +3y + 2z =6 从 第 为 界 的 区 域 ， 对 于 DP 的 体积 写 出 6 个 不 同 的 累 


一 封 限 切 出 的 相 面 体 的 体积 ， 写 出 6 个 不 网 的 次 三 重 积分 ， 求 其 中 一 个 积分 , 


多 重 积 分 


Z 7 


不 挑 物 面 内 一 个 平面 下 方 区 域 的 体积 念 六 是 以 
抛物 所:z= 妇 + 和 只 和 平 而 z= 2ry 为 办 的 区 域 ， 写 
出 按 疙 至 正 下 四 和 和 下 dy 二 求 互 的 体 租 的 肾 玖 

- 重 和 分， 不 必 求 这 畏 个 程 分 ， 
在 避 逢 了 -~20 中 政和 祖 分 . 


” RR + +2) dr dy dx. 


人 
sf |， 中 os 二 
% HFT dy de. 1 了 了 i 中 dx. 


tl. [ffs ain zk dyr 由 也 fh +y +z)th dr 民 


13, [ a drdc 性 三 了 dh 


1 [1, 由 由 wf ‘x. 
17. Lf feonts Fe 
18. ff fin rinsintddr 册 (空间 }. 

他 三 太太 edx 下 中 (ivr 空间 )， 

| J 7 pqr 空 阿 )， 


21. 附 图 所 水 [ 远 域 是 程 分 


J 


的 积分 区 域 ， 技 下 列 次 序 把 积分 重 写 成 等 价 的 
累 次 积分 : 


{ajdyde {bdy dr de {ec)dr dy 
(djdx dzdy, {eld dz dy. 
| 项 而 : y+z=1i 
徊 :1 
y= | 
\ 
. 0 
i Oe 
x 二 


好 2 附 男 所 示 区 域 是 积分 


1 1 

厂子 二 本 de 
的 积分 区 域 ， 按 下 列 次 序 把 积分 重 写成 等 价 的 
票 次 积分 : 
faldy 岂 de {bjdy dr 由 
(djd ddy (ed dr dy. 
在 习题 芭 -36 中 ， 求 区 域 的 体积 


{cjdx ty 电 


{1,-1.0 


怠 . 柱 而 y=z* 和 xy 平面 之 间 以 平面 # =0, :=1， 
?= -1,3=1 国界 的 区 域 


24. 第 一 卦 限 内 以 坐标 平面 和 平面 x*+z=1, y+2: =2 
为 界 的 区 域 


A - = 
25. 第 一 其 限 内 以 举 标 平面 和 平 商 y+z =2 以 及 村 而 
x =4- 为 界 的 区 域 


关 由 平面 z= ~y 和 := 人 0 从 图 柱 面 x +y -1 切割 的 
换 形 块 . 


i8 


第 13 全 


好. 第 :其 限 内 以 储 标 平面 以 及 通过 点 41.0,0) ， 


00 和 IOD,3 的 平面 为 界 的 四 面体 . 


10.0. 4 二 
上 
1 


410.2. 


时 
™» 


[| 

Pe 

28. 第 一直 限 内 以 坐标 平面 和 平面 Y=1 -x 以 及 师 
而 * =:osf Tt) ，0 委 x 所 1 内 界 的 区域 . 


上 


四 .圆柱 面 和 + 产 =1 和 和 衬 +2=1 内 部 的 公共 区 
域 ， 区 城 的 L783 旺 尖 附 力 中 . 


30. 第 一 卦 限 内 以 坐标 平面 和 曲面 z=4 -点 ~-y 为 
界 的 区 域 


31 第 - -其 限 内 以 坐标 平面 和 平 而 x +y=4 以 及 辆 
柱 面 Y +42 =16 为 界 的 区 域 ， 


_ 
32. 出 平面 :=0 和 x*+s=3 共 圆柱 面 衬 + 关 =4 切 
豁 的 区 域 . 


33. 第 - 卦 限 内 介 王 平面 x*+Y+232=2 和 2x+ 
2 +z=4 之 间 的 区 域 

了 和， 以 平面 > =zr, 和 +5=8，z = 了 ， 
界 的 有 限 区 域 . 

5 由 x 平面 和 平 而 z=x+2 从 搓 圆 柱 杠 辣 +4 六 二 
4 切 氢 的 区 域 . 

新 背面 以 乎 x*= 人 0 为 界 , 正面 和 侧面 以 抛物 术 面 
z=1 一 y 为 界 ,顶部 以 抛物 面 和 -=x +Y 为 界 ， 


Y=8 和 z=0 为 


以 及 底部 以 奢 平 面 为 舞 的 区 域 . 
在 习题 37 ~ 御 中 ,， 求 函数 F(x.Y.,2) 在 给 定 区 
城 上 的 平均 慎 . 


37. FIx.y,z) = 有 +9 在 第 一 卦 限 肉 以 坐标 平面 以 
及 平面 x =2, Y=2 和 z=2 为 界 的 立方 体 . 

38. F(x,y,7) =x+F 一 z 在 第 - 封 限 内 以 坐标 平面 
以 及 平面 x=1, Y=1 和 z=2 为 界 的 长 方 体 . 
3 Fr = 阅 + 太 + 在 第 一 圣 限 内 以 坐标 平 

曾 以 及 平面 +=1, y=1 和 z=1 为 界 的 立方 体 . 
和 .Flxr,=) = 3 在 第 一 卦 限 内 以 坐标 平面 以 及 

平面 x*=2, y=2 和 #=2 为 界 的 立方 体 - 

在 习题 41 ~ 和 4 中 ,通过 以 适当 方式 改变 积分 
次 序 求 积分 . 
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a fT eseo us 
42 人 ff 2rdy dx 号. 


.ff ein dey 


«ff 内 和 dr 二 x 


45. 求 了 次 积分 的 积分 上 限 求解 a: 


1 有 ro 
[fF 「 中 dy dr = 言 


4 特 ， 酉 球面 ” 情 成 所 
x + 4 ar) = 1 
的 体积 在 取 什么 值 时 等 六 8m7 
47. 使 三 重 积 分 达 色 最 小 值 …- 币 祝 分 
ee + dy + -4d 
在 空间 中 什么 定 广 城 者 上 达到 最 小 什 ” 扫 出 等 
案 的 畔 由 ， 


13.6 和 矩 与 质心 


这 - 节 讲 述 如 何 计算 稍 卡 儿 誉 标 d1_. 维 和 和 


面 伐 标 中 对 质 基 和 乱 的 计算 
13.6.1 ”质量 与 一 阶 矩 


如 果 遇 数 Ex,y,s) 是 占据 空间 区 域 总 的 物体 的 密度 
{每 单位 体 各 的 质 基 ) , 了 在 六 上 的 各 分 给 凡 物体 的 质量 . 
为 了 明白 席 央 ， 设 起 把 物体 划分 成 如 图 13. 27 那样 的 4 个 


质 最 单元， 物体 的 质量 是 棋 根 


型 = lim 实 各 Pi， 一 lim 全 B(x, .AT = Ds.y ,adr 
我 们 把 空间 区 域 D 对: -个 坐 怀 平面 的 一 阶 趟 定义 为 从 厂 


各 恒 三 重 积分 达到 最 大 值 重典 分 


fe rd 


在 访问 中 什么 定 叉 域 日 上 达到 般 大 值 ? 要 测 答 
案 的 理由 . 
计算 机 探究 
在 习 嘎 49 -5 中, 用 :种 1ASC 计算机 代数 系 


统 ) 的 积分 会 用 程序 ， 求 给 定 摧 数 在 指定 立体 区 城 
上 的 程 分 . 


9 


50. 


sl. 


S52. 


0 
和 z=[ 为 界 的 网 杜 体 上 . 

Fry 171 在 下方 以 抛物 而 2 =x + 为 
界 利 上 上 上方 以 事 面 :=1 为 界 的 立体 证 . 
和 


《二 ) 
z= Vx + 为 界 和 上 方太 中 面 : =T 为 认 的 站 
体 上 .， 
rt 人 作 二 人 
L 四. 


:维特 位 的 质 最 和 备 ，13.7 季 讨 论 柱 庙堂 标 和 球 


+ 
1 
1 
人 
a 


Em 名 一 站 5 人 


中 一 点 {x,y ,2) 到 平面 的 距离 同 物体 在 那个 点 的 密度 的 乘积 在 
呈 上 上 的 一 重 各 分， 例如， 区 域 己 对 天 于 面 的 一 阶 算是 积分 ~ 


NM, = hE B(x ,ys) dr 


Ek 


物体 的 质心 是 从 一 阶 撼 求 出 的 。 例 如 ,质心 的 x 坐标 是 ”图 13.27 为 了 定义 物体 的 质量 ， 设 


Bu 


rp 


a 


想 把 物 垃 划分 成 有 限 数量 
的 质量 单元 Am， 


对 天 二 维 物 体 ， 像 一 块 薄板 . 我们 只 需 通 过 取消 z 坐标 计算 对 坐标 轴 的 -- 阶 甜 ， 所 以 对 于 
7Y 轴 的 一 阶 算是 薄板 区 域 呈 中 的 点 (x,y) 到 Y 轴 的 距离 问 密度 的 乘积 在 有 上 的 -… 重 积 分 ， 


M, = hz S(x,y)dd 


老 13. 1 汇总 质量 和 - - 阶 窍 的 公式 . 
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囊 13.1 质量 和 一 阶 托 的 公式 


{a] 三 谁 立 以 
质量 时 = savs ”sr ,sz) 地 在 点 (xsy:z) 的 刻度) 
对 浴 标 平面 的 一 阶 征 M,, = 人 > 站 。 村 ，=- = ra. Ms = :eur 
nn pn 
-Myr NY, MM 
证 心 三 = 有 FW 
(由 三维 酸 
质 昌 于 = je FA {ACE4) 是 在 点 (rr) 的 密度 】 
对 学 标 轴 的 “, 阶 审 W, = = 人 4 
[3 
时 AM 
质心 部 = rr 了 = 好 


例 1 求 密度 为 常数 5 的 立体 的 质心 .立体 下 方 以 平面 = =0 内 的 圆 盘 员 : x + 所 4 为 界 ， 上 
方 以 抛物 面 z=4 一 x* -为 界 ( 网 图 13. 28) 
解 ” 由 对 称 性 ，x = 了 =0， 为 了 求 ， 首 先 计算 | 

上 

上 


= LT 
iM = 帮 5 由 dy dx = 用 态 5 dr 
加 | 本 sé dy 儿 7] dr dx 


Td 
=$f x by de | . 访 
网 i 
-3 [a -mr 由 娄 (用 极 坐 标 简化 积分 ) 人 pem. 
La 0 了 1 由 , 
_5 I 1 1 168 32n5 A 
-人 | -4 ] = 人 ae- 7 OO 
用 相似 的 计算 给 出 质量 机 y= 
“= Sddy dr = Sm 图 13.28 求 立 伴 的 质心 ic m. )( 例 1) 
因此 ;= (7 N) =473， 质心 是 ( ,了 ,2) = 10,0,473). 加 


当空 间 物体 或 者 平板 的 密度 为 常数 时 { 像 在 例 1! 中) ， 质 心 
称 为 物体 的 形 心 。 为 了 求 形 心 ， 我 们 设 5 等 于 上 ， 并 且 像 过 去 
一 样 用 质量 除 一 阶 乞求 去 ,7 ,天 

例 2 求 第 - -象限 内 上 方 以 直线 y =x 为 界 和 证 方 以 抛物 线 
y=x* 为 界 的 区 域 的 形 心 ， 这 里 的 计算 对 于 二 维 物 物体 也 是 有 
效 的 . 

解 、 为 了 确定 积分 限 ， 画 出 足够 详细 的 积分 区 城 草图 ( 见 
图 13. 29)》， 然 后 设 5 等 于 1， 并 且 计 算 表 13.1 中 的 相应 域 的 形 心 


公式 ; 
4 =- ff er dx = 人 = 人 


ww 


不 

-| 
本 

ee 
a 
| 
i 
[= 
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形 心 基点 (172,275). 国 
13. 6.2 惯性 短 

物体 的 一 阶 窍 5( 见 表 13,. 1) 
告诉 我 们 重力 场 中 有 关 物 体 平衡 一、、 
和 对 不 同 坐 标 轴 产 生 的 转 簿 、， 但 
是 ， 如 果 物 体 本 身 是 旋转 的 轴 ， 


我 们 多 半 更 关注 有 多 少 能 量 贮藏 

在 轴 中 ， 或 者 需要 耗费 多 少 能 量 、 

才能 使 轴 加 速 到 某 个 特定 的 角 束 ep 

度 ， 这 是 应 用 二 阶 矩 误 者 惯性 短 上 

的 地 方 . i 
没 要 把 销 划 分 成 质量 为 Am。 。 图 13.30 为 了 求 呈 刘 在 旋转 轴 中 的 能 重 的 积分 ， 善 先 设 

的 小 拨 ， 并 且 用 表示 从 第 块 的 起 把 办 划分 成 小 块 ， 每 块 有 它 自身 的 动能 ;把 

民心 到 施 转 轴 的 距离 ( 见 图 13. 30)， 各 块 包含 的 动能 相 加 求 出 轴 具 有 的 动能 


如 果 轴 以 每 秒 m = deqi 弧度 的 
恒定 角速度 旋转 ， 块 的 质心 将 沿 它 的 轨道 以 线 速率 


9) = 王强 = ra 
运动 . 第 上 块 的 动能 近似 为 
T Amr = Am(rio)’ = 二 oam 

轴 的 动能 近似 为 

EF wr am 
当 轴 被 划分 成 越 来 越 小 的 块 时 ， 这 些 和 赵 近 的 积分 给 出 轴 的 动能 : 

KEw = [wirdm = of Pdm (1) 
因子 
1 = f Fam 

是 轴 对 于 它 的 旋转 轴 的 惯性 给， 并 且 从 公式 (17 看 出 轴 的 动能 为 

KE。 = 二 ju 


轴 的 惯性 牌 同 机 车 的 惯性 质量 存在 某 些 相 似 之 处 ， 为 了 启动 质量 为 m 的 机 车 刁 线 性 速度 * 行 
驶 ， 我 们 需要 提供 KE = (172) mw? 的 动能 ， 为 了 使 机 车 停 目 下 来 .必须 消除 同样 大 小 的 动能 ， 为 
了 启动 惯性 矩 为 7 的 灿 以 角速度 w 旋转 ， 我 们 带 村 提供 KE = (1/2 ) jar 的 动能 ， 为 了 使 辅 停 止 转 
动 ， 必须 消除 同样 大 小 的 动能 ， 轴 的 惯性 和 矩 类 似 于 机 车 的 质量 ， 使 机 车 难以 启动 或 停止 的 原因 在 
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广 它 的 质 直 ， 使 轴 难 于 转动 或 停止 的 原 内 是 它 的 惯性 年 ， 惯 性 其 不 仪 依 挤 于 轴 的 质 其 ， 了 出 依 巾 于 
质 成 在 轴 上 的 分 布 . 


现在 来 模 学 空间 物体 的 惯性 填 的 公式 ， 如果 rr.y， = 
下 是 从 宰 问 区域 呈 中 的 点 tr.7.) 到 直线 工 的 由 褒 ， 肝 
么 岳 轩 Am = Bx) VW 对 百 线 二 的 惯性 逢 ( 如 ee 加 
图 13. 了 0 所 未 ) 近 要 等 于 Bh =r (x ra)am 向 个 物 Veit 
体 对 上 的 惯性 矩 由 ~ 


f= lim 2 A = Hin Dr {wt BU Ye 本 
i | 


= js 由 A i 一 
如 果 二 是 + 轴 ， 服 么 = 玉 + 开 ( 见 几 13.31)， 开 及 ， * 


1 = fe + x)6dV 
间 样 ， 如 果 瑟 是 六 轴 或 者 = 轴 ， 我 们 有 
1 = fe + Bd, /= fe + 人 dy 


表 13.2 汇总 这 些 惯性 算 的 公式 ( 称 为 一 阶 甜 是 由 于 它 们 引用 了 距离 的 二 次 方 )， 表 中 也 给 册 
对 原点 的 极 算 的 定义 . 


四 13.3E 从 dF 到 坐标 平面 和 举 标 轴 的 卫 离 


束 13.2 惯性 乱 { 二 阶 矩 ) 公式 


四 _ (a] 三 维 立体 _ 
对 畏 1 = er td (8 = 有 
对 Y 加 7，= 由 > 二 
对 = 加 te i Badr 
对 直线 工 = 的 时 内 
(b) 二 维 板 | 
秆 x 四 1 = [sa (5 = (x.r)) 
对 加 f= 和 sd 
对 直线 二 厂 = 了 5 (riy) = 从 虚 tr.v) 天 二 的 车 元 ) 
对 原点 (要 所 ) d= + 


例 3 求 图 13.32 中 显示 的 由 有 常数 密度 5 的 长 方 体 的 惯性 逢 1 和 


解 的 公式 缩 出 
全 了 

一 +) 和 dz dy 中 

' [ff 沾 卫 5 dy 


通过 观察 (P+z)5 是 *。y，= 的 偶 瑚 数 ， 可 以 免除 … 些 积分 工作 ， 长 方 体 由 8 个 对 称 的 块 组 成 ， 
在 每 个 卦 限 有 -- 块 .我们 可 在 其 中 一 块 上 求 积 分 ， 热 后 乘 8 获得 总 积分 值 : 


多 重 积分 223 


a 人 和 全 ， 3 _ ”" 2 和 _ 
=8] 上 1 (CF +r}ddr dy = 4o8f | ty tz)dy dz = 4o6 [2 + 


6)a ha 


ch _ ved = 
=4ag| (和 + 3”) dz = 4a8 (SE + 5 人 (BY +e) 全 人 +e:) 
同样 ， 
= Mi ,2 = 
1, = ta +c}) 和 ‘= 3242 + 入 ) | 
可 到 
| 
i 中 
A [的 中 心 
Lo i 
， pb 
图 13. 32 求 这 里 电 示 的 长 方块 的 4， ， 1， 图 13.33 例 4 中 板 看 盖 的 三 角形 区 域 
原点 位 于 长 方块 的 中 心 { 例 3) 


例 4 一 块 济 板 栈 盖 第 一 象限 内 以 = 轴 以 及 直线 * = 1 和 y=2x 为 界 的 三 角形 区 域 ， 薄 板 在 点 
(x,7) 的 密度 为 8x,y) =6x +6y+56， 求 板 对 坐标 轴 和 席 点 的 任性 把. 

解 ” 噶 出 注 板 的 草图 ， 井 且 加 进 我 们 对 求 积 分 确定 积分 限 的 足够 细节 ( 见 图 13. 33)， 板 对 x 
轴 的 惯性 矩 为 


1 1 下 
了 = rasp) dy dx = | (6xy* + 6 + Gy Ydy dx 

了 3 了 

=| [2x7’ + 57 +27| dx 
0 2 pa0 
上 

= { C40 + 1l6e dr = [82 + 4x’1! - 12 
[9 


同样 ， 对 y 轴 的 惯性 烘 为 
Pa 39 
1 = [fs SCx,y) dy dx = 本 
请 注意 ， 我 们 在 计算 人 时 求 7” 乘 密度 8 的 积分 ， 而 在 计算 上 时 求 x* 乘 密 度 5 的 积分 . 
由 于 已 知 1, 和 六 ,无 需 用 求 积分 来 计算 ;我 们 可 以 改 用 表 13. 2 中 的 公式 于 = 
39 _ 如 + 39 -9 
i = 12+ 5 5 5 | 
惯性 矩 在 确定 金属 模 梁 在 负 茶 下 如 何 弯 曲 时 也 起 着 重要 作用 ， 梁 的 刚度 ， 是 染 的 典型 模 截 
面 对 梁 的 纵向 轴 的 惯性 撼 7 的 常数 倍数 . “的 值 越 大 ， 梁 的 刚度 越 强 ， 在 给 定 负荷 下 的 弯 棒 越 小 、 
这 是 为 什么 用 工 字 梁 取 代 模 截面 为 正方 形 的 梁 的 原因 ， 在 梁 的 顶部 和 底部 保持 梁 的 大 部 分 质量 
远离 级 向 轴 ， 使 了 的 值 达到 最 大 限度 { 见 图 13. 34). 


| 区 43. 34 


习题 13. 6 

1. 求 质心 ” 炒 第 一 象 限 内 以 页 线 x=0. r=x 和 抛 
物 线 =2 一 x 为 只 的 密度 5=3 的 薄板 的 古 心 . 

2. 求 惯性 和 拭 求 第 象限 内 以 下 线 x =3 和 *=3 为 
界 的 窗 褒 5 为 常数 玖 长 方形 板 对 举 标 轴 的 惯 

性 二 1. 

3. 求 拱 心 。 求 第 -象限 内 以 x 轴 及 抛物 线 产 = ar 
和 于 线 +¥=4 为 界 的 区 域 的 形 心 . 

4 求 形 心 ” 闭 用 将 线 Y+r=3 共 第 -区 隧 切 制 的 
作 开 区 域 的 撒 心 . 

5。 求 形 心 “ 求 用 略 安 + 人 = 全 从 第 :象限 切 抽 的 
全 域 的 手心. 

而 ， 求 形 心 。 求 介 于 x 轴 和 挫 同 = sin x, 口 宏 雯 所 再 
之 间 的 区 域 的 撒 心 : 

7. 求 导 性 矩 求 以 关 x + =4 为 界 的 密度 5=1 
的 少 板 对 * 轴 的 民 性 定然 后 利用 得 到 的 结果 
求 鼻 的 六 和 于. 

8. 求 性 短 求 以 曲线 Y= faio zy 和 x 轴 的 区 
总 x 所 27 为 界 的 涂 度 5 = 1 的 注 板 对 Y 轴 的 
慢性 适 . 

9. 求 无 限 区 域 的 形 心 
曲线 +=e' 也 围 区 域 的 形 心 . 
中 的 反常 各 分.) 

机 求 无 归 板 的 一 阶 答 ”上 求 簿 滨 第 -象限 内 曲线 
7=e “下方 巨 限 区 域 的 和 薄板 对 + 和 斩 的 一 阶 短 ， 

薄板 的 密 朗 B(x.3) =1. 

11.， 求 慑 性 矩 ” 求 以 质 物 线 * =y -7 和 直线 x+y= 
0 为 界 的 落 板 对 < 轴 的 惯性 害 ， 如 果 薄 板 的 密 
度 Blx,Y) =x++ 

12. 求 质量 求 占 搬 由 描 物 线 xz = 从 燃 圆 王 + 
4y =12 切割 的 较 小 区 域 的 薄板 的 质量 ， 如 果 

薄板 的 凯 度 S(x,y) =5x. 

13. 求 质 心 ” 求 以 y 轴 及 直线 y=x 和 y=2 -x 为 界 
的 二 角形 薄板 的 质心 ， 如 果 萍 概 的 密度 
Br,Tr) =6r+37r+3. 


求 第 象限 由 内 坐标 办 和 
(和 用 夺 呈 第 公式 


14， 


15, 


16. 


17. 


21, 


22, 


- 求 质心 和 惯性 拭 


. 求 质心 和 惯性 炬 


名 由 


语 的 横 城 面 对 浊 纵向 轴 的 惯性 慨 记 吉大 ， 刘 的 刚度 坡 喇 ， 
诬 4 和 强 呈 的 模 城 页 相同， 但 是 4 的 刚度 更 强 


求 质 心 和 惯性 红 ” 装 以 册 线 * = i lx =2+— 人 
为 界 的 注 板 的 硬 心 和 对 2 轴 的 惯性 征 ， 如 果 薄 


求 质心 和 惯性 矩 ” 求 由 直线 xz=6 和 和， =1 从 第 
-象限 切割 的 长 方形 兽 板 的 质心 和 对 轴 的 慨 

性 征 、 如 果 汶 板 密 度 6(x 7) =x +++1. 

求 质心 和 惯性 矩 ” 决 以 由 线 =1 和 抛物 线 1 = 

x 为 界 的 薄板 的 质心 和 对 7 轴 的 惯性 短 ， 如 此 

潭 板 的 审 庶 5x.7) =r+1. 

求 质 心 和 惯性 矩 求 民 x 加 和 和 直线 t= 1 以 层 

抛物 强 =x* 为 界 的 薄板 的 质心 和 和 对， 轴 的 惯 

性 年 如果 世 构 的 寓 度 中,ry = + 上 

求 以 下 线 上 =0， = 如 rr= 
-1 和 y=1 为 界 的 长 方形 薄板 的 质心 和 对 x 四 

的 惯性 适 ， 如 果 济 板 的 密 认 0x,¥)=1+ 

tx 2 }, 


， 求 质心 和 惯性 短 求 以 玫 线 =x.*= -< 和 


=| 为 界 的 三 角 撒 薄板 的 质心 ， 以 龙 村 装 标 轴 
的 悍 性 舌 和 惯性 极 王 ， 如 果 苞 板 的 罕 度 sr.r) = 
+ 二. 

对 FF&rr)=3rz+l 重 做 与 
是 19. 

求 惯性 红 ”通过 计算 附 图 所 未 长 方 体 的 二 
和 上 ， 求 长 方 体 对 它 的 边 的 惯性 秽 . 


求 司 性 矩 ” 附 困 中 的 坐标 轴 通 过 模 形 俱 的 形 
心 ， 同 标明 的 过 平行 ， 如 果 4=b=6 利 | c =4， 
求 直 ,上 和. 


23.， 求 质心 和 惯性 矩 ”密度 为 常 效 的 "四 有 形 " 产 体 下 
方 以 曲面 == 4 六 为 界 ，|. 方 以 平面 :=4 为 界 ， 
两 侧 以 平面 x=1 和 x = 一 上 为 界 ， 闯 质心 和 对 
:个 坐标 轴 的 惯性 秆 . 
24. 求 质心 ”密度 为 常数 的 物体 下 方 以 平面 :=0 为 
界 ， 侧 市 以 椭圆 性 面 x +4y =4 为 界 ， 上 上 方 以 
平面 :=2 -x 为 界 { 请 岂 附 疼 ). 


(a) 求 二 和 关 (h) 求 积分 
人 


利用 积分 表 完 成 对 x 的 最 后 各 分， 然后 用 异 除 
4 汪 实 5 =5/4. 


2 
1 /A 
1 
1 Ei 
—— 1 
~ [~ 
ia | 


35， [a) 求 质心 ” 阔 下 方 以 抛物 曾 :=* + 为 界 和 
上 方 以 平面 >=4 鸭蛋 的 立体 的 质心 ， 闻 体 
的 密度 为 常数 . 
tb} 求 把 这 个 立体 分 成 体积 相等 的 两 部 分 的 平 
z=c， 这 个 平面 不 通过 质心 . 
26. 求 质心 和 避 性 垂 ” 边 长 为 2 单 停 的 立方 体 以 平 
面 x= + 上 1. :=+l,y=3 和 YY=5 为 界 . 求 它 
的 医 心 和 对 坐标 轴 的 惯性 甜 . 
27. 求 对 直线 的 惯性 矩 ” 一 个 形状 像 刁 题 22 给 出 
的 坑 形 体 ， 过 长 为 a =4, 5=6，r=3 闻 一 幅 
简易 草图 ， 检 验 从 横 找 体 中 的 内 型 点 (+,y,:} 
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到 直线 上; :>=0,y -6 的 好 离 于 万 直 下 = tr- 
6) +， 热 后 计算 枫 形 体 对 二 的 由 性 其. 

28. 求 对 直线 的 惯性 矩 个 找 状 像 二 贿 22 给 册 的 
栅 形 体 ， 迪 长 碎 上 =4, 5=6r=3 是 一 帆 莘 
映 草 鲁 ， 检 验 从 秽 形 体 中 的 典型 点 (rz 2 到 眶 
线 二 ;x =4，7=0 的 距离 半 方 是 王 = (rz -4 和 + 
屯 。， 然后 计算 模 形 体 对 工 的 惯性 关 
在 习题 加 各 中 ，{a}) 求 闻 体 的 质量 ; [bl) 站 

十 心 

29.。 立体 在 第 - 封 限 内 以 坐标 平面 和 平 而 x + +:=2 
为 界 的 区 域 中 泣 体 的 密度 晴 数 为 613, .2)= ?x 

30， 立体 在 第 一 击 限 内 以 平面 Y= 种 :=0 以 及 曲 
而 :=4 一 x 和 和 x= 为 界 的 区 域 中 (参见 附 
图 )， 立体 的 密度 师 数 为 6tx7,2) = kxv, 志 村 
常数 . 


业 


人 
ll 


~ 
~ . 

i Pm 一 

) 


-Anw% 
村 


~ 
人 
r2l 
所 


二 


在 可 题 31 和 了 中 ,，!(a] 求 立体 的 质量 ，(b] 类 

质心 : 【el 求 对 坐标 轴 的 惯性 矩 . 

31， 立方 体 在 第 一 封 限 内 氛 坐 标 平面 反 平 面 x: = 1. 
Y=1 和 :=1 为 界 的 这 域 中 ， 立 方 体 的 密 讶 为 
SX r+Y+r+], 

32，- -个 形状 像 习题 冯 给 出 的 机 形体 ， 它 的 边 长 汲 
a=2, b=6é, c=3. 枫 形 体 的 密 诬 为 5,y,=) = 
x+1. 请 注意 ， 如 果 密 度 为 常数 ， 它 的 质心 将 
是 (0.0.01). 

33. 求 质量 ”其 以 平面 *+z=1l,，r-z= -1，yr=0 
和 曲面 Y= 并 为 界 的 立 栖 的 质量 、 立 体 的 密度 
为 8(x,Y ,=) =2y+5. 

34. 求 质量 求 以 抛物 面 :=16 -2r -2 和 z= 
2 +2y* 为 界 的 立体 人 区域 的 质量 ， 和 如 果 立 体 的 
密度 为 8(x,y,2) = VX +. 
平行 轴 定 理 ” 令 £5.. 是 通过 上 质 量 为 m 的 物体 
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的 质心 的 直线 ,上 是 同上 相 轻 个 单位 的 平行 


线 ， 乎 行 轴 定理 指出 ， 物 体 对 和 上 的 刁 性 姑 
fn 和 上 满足 公式 

上 = + mh (2) 
像 在 二 维 的 情形 ， 当 已 知 -- 个 给 和 质量 时 ， 定 理 绽 


种 13 章 
fb) 为 了 证 明 平行 轴 定 理 . 把 物体 的 质心 贬 于 
诛 点 ,以 = 轴 为 直线 志 。， 首 已 让 直线 
在 点 (0.0) 同 奢 平 面 垂 站， 设 呈 中 物 体 
占据 的 空间 区 域 ， 那 么 ， 用 附 图 中 的 记 吃 ， 


i = iran 


故 开 这 十 积 分 中 的 被 积 函 数 完 成 定理 证 明 . 

3 害 ， 密 度 为 常数 和 半径 为 的 球体 对 直径 的 惯性 年 
为 (2/5) ma ， 其 中 四 是 球体 的 质量 ， 求 球体 
对 同 球 体 相 切 的 直线 的 惯性 逢 . 

37. 习题 21 中 的 长 方 体 对 : 轴 的 惯性 矩 为 

7 = ete + 6) 


出 计算 另 一 个 矩 的 快捷 方法 . 
35. 平行 轩 定 理 的 证 明 
{fa} 证 明 : 空间 中 的 物体 对 通过 质心 的 任何 平 
击 的 “, 阶 矩 为 零 . (提示 : 把 物体 的 质心 置 
于 原点 ， 以 7 平面 为 求 矩 的 平面 ， 这 时 公 
式 芭 == 币 ,7 时 说 明 什 么 ?) 


{a] 利 用 公式 (2) 求 长 方 体 对 通过 质心 同 : 轴 平 
行 的 直线 的 惯性 矩 . 

{bb} 利用 公式 (2) 和 (a) 中 的 结果 ， 求 长 方 体 对 
直线 + =0，y =28 的 惯性 征 . 

区， 如果 导 题 22 中 模 形 体 的 边 长 为 a=&b=6, c=4， 
槐 形体 对 < 轴 的 展 性 答 是 1, =208。 求 山形 体 对 
直线 y=4，z= -43( 枫 形 狂 窗 端 的 边 ) 的 惯 
性 矩 . 


13. 7 柱 面 坐标 和 球面 坐标 中 的 三 重 积分 


在 物理 学 、 工 程 技术 或 者 几何 学 中 涉及 柱 面 、 
锥 面 或 球面 的 计算 问题 时 ， 我 们 经 常 可 以 利用 在 这 
一 节 引 进 的 柱 面 坐标 或 球面 坐标 ， 使 问题 得 以 简化 . 
变换 到 这 两 种 坐标 和 冰 所 得 的 二 重 积分 的 过 程 ， 同 
在 13.4 节 讨 论 的 在 平面 内 变换 到 级 坐 标的 过 程 
相似 . 
13. 7.1 柱 面 坐标 中 的 积分 

把 闻 平面 内 的 极 坐 标 同 常见 的 zs 轴 结合 就 得 到 空 
间 中 的 柱 面 柱 标 。 这 样 对 空间 中 每 个 点 赋予 一 个 或 多 ” 
个 (Cr,8,z) 撒 式 的 三 元 组 ， 如 图 13. 35 所 未- 图 13.35 空间 中 一 点 的 柱 面 坐 标 是 tr.6,z) 


定 久 “ 柱 耐 坐标 用 有 序 三 元 组 (r,8,z) 表 示 空 间 中 的 一 点 P， 在 这 个 表示 中 : | 
(Dr 和 了 是 点 己 在 太平 面 上 的 垂直 投影 的 极 坐 标 ; 
(2)s 是 直角 坐标 的 纵 坐 标 . 


在 直角 坐标 和 柱 面 学 标 中 *,y,r 和 如 的 值 由 下 列 公 式 联 系 : 


联系 直 钊 坐标 (xz,7,z) 和 柱 面 坐 标 (r .8,z) 的 公式 


X=rcog, Y= reing, 2=7, rr =x + tan @ = yA/x 
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在 柱 面 坐标 中 ， 上 方程 r =w 不 只 是 描绘 xy 平面 内 的 -- 个 并 ， 而 是 坏 统 : 办 的 机 个 隐 柱 见 
图 13,36)，z 轴 由 r=0 给 出 ， 太 程 9= 包 描绘 包含 : 轴 开 11 : 
闻 正 * 轴 构 成 角 鸟 的 平面 ， 则 时， 正如 罕 直角 举 标 中 那样 ， 
方程 := 有 描绘 国 z 轴 每 直 的 平 而 . 
柱 面 坐 标 适 于 描绘 以 = 轴 为 轴 的 柱 面 ， 以 及 包含 : 轴 或 四 
者 周 z: 轴 重 直 的 半 面 .这 些 昌 面具 有 取 常 数学 标 值 的 方 租 ， 人 
r= 4 《 杜 面 ,半径 为 4, 以 z 畏 为 轴 ) > 


8 = 了 《也 售 = 轴 的 平面 ) 


z= 2 { 重 和 直 于 :> 轴 的 平面 ) 

在 计算 杜 面 堂 标 中 区 域 总 上 的 : 重 积分 时 ， 我 们 把 区 域 
划分 成 个 小 柱 面 模 形 块 而 不 是 长 方块 在 第 天 个 柱 面 栅 拒 
块 中 ,，r,8,z 按 ar,ag as 收 变 ， 而 在 所 在 社 面 复 形 块 中 这 
些 数 的 最 大 值 称 为 划分 的 范 数 ， 我 们 拒 三 重 积分 定 立 为 使 用 
这 些 模 形 块 的 黎 却 和 的 要 上限 ， 这样 一 个 柱 面 模 形 起 的 体积 
ar 通过 取 它 在 肯 平 测 内 的 底面 积 &4, 莱 高 站 效 得 ( 见 


4 和 - 变化 


负 13. 36 ”在 村 面 坐 标 中 .常数 坐标 


图 13.37). 值 的 方程 产生 柱 面 和 平面 
对 于 在 第 个 模块 中 心 的 -点 (re 人 2) ， 在 极 举 标 中 计 
算出 A4, = r Ar A 所 以 AV = ar r Ar, ae ， 而 顺 数 了 在 四 a Mt 
D 上 的 歼 晶 和 的 形式 为 di 
= 之 Fr ds,, 2 ) Az, ry Ar, AD, 、w - 
两 数 ./ 存 忆 上 的 二 重 积分 通过 对 这 样 的 效 曼 和 在 划分 的 范 数 | 一 
趋 近 零 时 取 极 限 得 到 ， 
隔 13.37 在 柱 面 华 标 中 槐 瞩 块 
lim $, = ar = Praag 的 体积 近似 等 于 乘积 
于 是 ， 在 柱 面 坐标 中 的 三 重 积分 作为 昧 次 航 分 计算 ， 如 下 面 AT=Azrarag 
的 例子 所 示 . 机 顶部 
例 1 求 柱 面 坐 标 中 对 于 函数 所 和 9,z) 在 区 域 口上 的 积 鲜 尺 几 方 程 :2 一 
分 的 积分 限 ， 区 域 下 方 以 平面 z=0 为 界 ， 侧 面 以 圆柱 面 术 面 六 各 
oatty-1l)2=1l 为 界 ,上方 以 挑 物 面 : = 衬 +7 为 界 . 
解 区域 了 的 底部 也 是 区 域 在 xy 平面 上 的 投影 只 中 的 、 
边界 是 加 x + (y-1)* =1， 它 的 极 坐 标 方程 为 1 
好 二 《一 1)” = 
x +-2y+1=1 


"2rang-0 
r =2 sing 的 
_ 四 底部 . 人 村 
攻 堪 草图 在 本 13 38 画册 洱 卡 儿 方程 :13 | 
我 们 从 求 z 积分 限 开 始 : 通过 及 中 的 典型 点 (7, 四 同 z 轴 * 航 方 程 : -Nmnh 
平行 的 直线 首 在 z=0 进入 DD,， 在 z=x + = 离开 DD 这 图 13.33 对 于 求 柱 面 坐标 中 -- 个 
是 = 的 两 个 积分 限 , 积分 求 积分 限 ( 例 1) 
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其 次 求 r 积分 限 ， 由 原点 引出 通过 (tr,9}) 的 射线 上 在 +=0 进入 及 ,在 r=2 sin 8 离开 尺 这 是 
r 的 两 个 积分 限 - 
县 后 求 日 积分 上限; 当 上 二 扫 过 中 时 ， 它 同 正 * 轴 构成 的 角 8 从 #8=0 变化 到 8= 7 这 是 #8 的 两 
个 积分 限 ， 所 以 ， 积 分 为 
fsar = ff fre der dr d8 加 
出 器 


例 1 说 明 在 柱 面 坐标 中 求 积分 限 的 有 效 过 程 ， 这 个 过 程 综 述 在 下 面 小 节 中 . 
13. 7.2 如 何 求 柱 而 坐标 中 的 积分 
为 了 求 柱 面 华 标 中 空间 区 域 D0 上 的 积分 
Nr,ea) dr 
首先 对 = 积分， 然后 对 r 积 分 ， 最 后 再 对 8 积分， 采取 下 列 步 驴 . 


(1 画 积 分 区 域 草图 ， 画 出 区 域 忆 及 其 在 条 平面 上 的 投影 员 的 草图 .标明 限定 已 和 只 的 曲 
面 和 曲线 ， 


121} 求 z 积 分 限 ， 画 一 条 通过 中 的 典型 点 (4r,8) 同 上 轴 平 行 的 直线 由 ， 随 着 = 的 增加 ， 好 在 
z=gitr,9) 进 入 DD, 在 z=g,(r,9) 离 开 D 这 是 z 的 两 个 积分 限 . 


fr 二 (0) 


(3}) 求 积分 限 ， 画 一 条 从 原点 起 通过 点 (r ,的 射线 上 射 缓 在 r= 且 (9) 进 人 员 ， 在 r=h,{8) 
离开 尺 这 是 -的 两 个 积分 限 . 
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{4] 未 及 积分 恨 ， 当 工 扫 过 玉 时 ,下 回 正 * 轴 构成 的 角 6 从 =a 变化 到 = 如 这 是 日 的 两 个 
积分 限 . 
所 以 ， 和 分 为 


a, 0,2) dV = J “| 六” Ar0,s) dr dr do 


A) ete 

例 2 求 由 圆柱 面 z* + 六 =4 息 围 的 上 方 以 抛物 面 
z= 和 + 为 界 于 方 以 xy 平面 为 界 的 立体 的 形 
(6 =1). 

解 ” 喇 叫 国 柱 面 内 十 方 以 抛物 面 : =r 为 界 和 下 方 
以 平面 z=0 为 界 的 立体 的 草图 { 见 图 13. 39)， 它 的 底 
部 是 xy 平面 内 的 辆 盘 0<r<2. 

立体 的 形 心 (x ,了 ,z) 位 于 它 的 对 称 轴 z 轴 上 ， 这 
就 使 得 x = =0。 为 了 求 ， 用 质量 寻 除 一 阶 年 有 

为 了 求 质 量 积 分 和 气 积 分 的 积分 限 ， 我 们 继续 执 


行 四 个 基本 步骤 .已 经 画 出 了 初 妈 草图 剩余 的 步 双 
给 出 积分 限 . 图 13.39 例 2 说 明 如 何 求 这 个 立体 的 形 心 


z 积分 眼 ; 通过 底部 内 典型 点 (r,b) 同 z 轴 平 行 的 
直线 好 在 z=0 进入 立体 ， 存 =r 离开 立体 ， 这 是 = 的 两 个 积分 上限- 

“积分 限 : 从 原点 引出 通过 点 (r,9) 的 射线 工 在 r=0 进 人 区 域 闵 ， 在 -= 2 离开 只 这 是 + 的 两 
个 积分 限 ， 

积分 限 : 当 工 像 时 针 那 样 在 底部 上 打 过 时 , 工 间 正 x 轴 构 成 的 角 8 从 g =0 变化 到 日 = 2 
这 是 日 的 两 个 积分 限 . 

所 以 ， 型 .的 值 汶 


= 人 人 [ 呈 we= 六 全 wo -= 广 [各 ae- 广 时 ao -3 


贞 的 值 为 


叶 = -ph er Ff] rede ff rar: [4] ae = [4 do = gn 


因此 ， 
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- 婴 32T | 4 
3 二 一 一 - = 二 


NM Sm” 3 


而 形 心 是 (0,0,473)， 注 意 这 个 形 心 位 于 立体 之 外 . 国 
13. 7.3 球面 坐标 与 积分 


球面 坐标 用 两 个 第 和 一 段 距离 定位 空间 中 的 点 ， 如 图 13. 40 所 示 ， 第 一 个 华 标 p = 10P1 是 


从 原点 到 点 的 距离 ， 同 柱 面 坐标 的 r 不 一 样 ， 变 重 p 不 会 取 负 值 ， 第 二 个 坐标 外 是 OP 同 正 : 轴 
构成 的 角 ， 它 的 取 值 范围 是 区 间 [0,m]， 第 三 个 坐标 是 柱 面 坐标 中 度量 的 角 如 


定义 ”球面 坐标 用 有 序 一 元 组 (p, 四 ,9) 表示 空间 中 的 点 P， 具 中 | 
{1jp 是 从 PP 到 原点 的 距离 ; 
(2)$ 是 OB; 同 正 z 轴 构成 的 角 (0< 四 TT); 


{318 是 柱 面 坐标 中 度量 的 角 . 


在 地 图 上 ,8 同 地 球 上 一 点 的 子午 线 有 关 ， 中 问 地 球 的 纬度 有 关 ， 而 p 网 地 球 表 面 之 上 的 高 


度 有 关 . 


方程 p =a 描绘 中 心 在 原点 半径 为 4 的 球面 { 见 图 13.41)， 方 程 四 = 中 找 综 顶点 在 原点 以 < 


轴 为 轴 的 单 锥 面 . 《我 们 扩大 对 锥 面 的 解释 ， 把 妙 平面 也 作为 惟 面 四 =*/2 包括 在 内 . ) 如 果 各 
大 于 /2 锥 面 由 = 由 向 下 张 开 ， 方 程 9= 术 描绘 包 售 * 轴 并 且 园 正 * 轴 构 成 角 名 的 半 平 面 . 


时 
?和 和 变化 


Pe tu Hal 


和 一 由 


pp 各 变化 


图 13. 各 ”球面 坐标 p, 中 ,8 以 及 它们 图 13.41 球面 坐标 中 取 常 数 坐 标 值 的 方程 
同 x, y, x 和 7 的 关系 产生 球面 、 单 锥 面 和 半 平 面 


球面 坐标 同 笛 卡 儿 坐标 和 柱 面 坐标 的 联系 公式 | 
r=p sin, x=reos =p sing eos 6, 


z=p cos 中 ， y=r sin =p sin@ sn§, £1) | 
Pe | 
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俩 3 类 球面 
x +y +(:—-1):=1 
的 球面 坐标 方程 . 
解 ”利川 会 世 (1 代 换 和 ，7，z: 
x + + {ss-1):=] 
paind won'g + Pain 由 nin'g + (pcens 中 -1) =1 (公式 (1)) 
pisin' (ros’:0 + sin’g) | 
一 一 一 一 
pp: (aim 中 十 con: 四 ) =2p ron 四 
~、  _  ， 
P =2p cos 中 
六 =2 cos 中 
(参见 图 14.42). 国 
例 4 * 锥 面 := yx +y 的 球面 坐标 方程 . 
解 1 用 元 何方 法 ， 锥 面 对 : 辖 对 称 ， 并 时 在 第 -象限 沿 直 线 z=y 同 短 平面 相交 ， 因 此 ， 罪 
曾 同 正 = 轴 之 问 的 角 为 mr4 弧度 ， 雏 面 出 球面 坐标 中 等 于 mx4 的 点 入 构成 ， 所 以 它 的 方程 为 由 = 
mT 人 4( 参见 图 13. 43 ) 


: 


| 
2cqs 中 


二 | 
图 13.42 例 3 中 的 球面 王 13.43 全 4 中 的 锥 而 
解 2 内 代 数 方 法 ， 如 果 利 用 公式 (01) 代 换 x，y，:z， 得 到 同样 结果 : 


Peos 中 = wprsin 中 ( 例 3) 
PCcos 中 =Ppsin 中 【PP 关 0 sin0) 
cos 中 =Si8 中 
由 = 下 (0 和 所 四 二) [ 
球面 符 标 非常 适 于 表示 中 心 看 原点 的 球面 ， 同 z 轴 较 接 的 半 平 面 ， 以 及 质点 在 原点 和 以 : 轴 
为 轴 的 锥 曾 。， 这 些 曲 面具 有 膏 数 坐标 值 的 方程 ; 
P=4 中心 在 原点 半 征 为 4 的 球面 ) 


由 = 也 《在 原点 向 上 张 开 的 锥 面 , 与 正 : 轴 构 成 5w3 弧度 角 】 
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8 = 也 《 问 : 轴 锐 接 的 半 平 面 ,5 下 *# 轴 构成 m/3 统 度 角 ) 


在 计算 球面 举 标 中 一 个 区 域 DD 上 的 重 积分 时 ， 我 们 把 区 城 划 分 成 # 个 球 横 形 块 。 包 会 点 
(p, ,由 , 甩 ) 的 第 直 个 球 枫 彤 块 的 大 小 由 尝 标 {P :中 ,8) 的 改变 本 Ap,，2& 中 ,，B& 给 出 ， 这 样 一 个 球 
横 形 块 的 … 边 是 长 度 为 p.& 中 , 的 圆 弧 ， 另 一 边 是 长 度 为 : 
pr sin 由 A8, 多 困 弧 ， 厚 度 为 ap 这 个 球 栅 形 块 半 Ap， 
态 四 , ,A&8, 者 非常 小 时 的 大 小 近似 等 于 其 有 同样 尺寸 的 立 
方 体 的 天 小 ( 见 辆 13. 各)， 可 以 证 明 ， 对 于 在 球 杏 开 块 
内 选择 的 点 (pi ,中 , 怒 ) 这 个 球 模 形 块 的 体积 为 AV， = 
pi sin 和 pr ah a0. 

对 王 痛 数 pp ,中 .8) ， 对 应 的 黎 曼 和 是 


S, = LE pe 和) sin pb: Ap: 和 AD, 
随 着 划分 的 范 数 趋 近 零 、 奈 模 形 块 变 得 趣 来 越 小 ， 当 


PN 中 
psinp A 


是 连 煞 晤 数 时 秘 曼 和 具有 极限 : 
lmS, = fp.@.0 dr = fp psin g dp db do 图 13 44 在 球面 从 标 中 
在 球面 坐标 中 ， 我 们 有 dy = 加 :0d 丰 sin 中 归 


3 = gsi 1 
dy = Pain 中 由 邮 骨 P sin 中 dp de 由 


为 了 求 球面 坐标 中 的 积分 ， - 般 先 外 pp 株 分 ， 在 下 面 小 节 说 明 求 积分 限 的 过 程 ， 把 积分 区 域 的 郊 
围 严格 限制 在 对 于 = 轴 的 旋转 体 ( 或 者 其 中 部分) ， 对 它们 而 言 & 和 中 的 积分 限 为 常数 - 
13, 7,. 4 ”如何 求 球面 坐标 中 的 积分 

为 了 在 球面 坐标 中 求 空间 区 域 上 的 积分 


首先 对 p 积分 ， 然 后 对 中 积分 ， 最 后 再 对 6 积分, 采取 下 列 步骤 - 
(让) 各 积 分 区 域 的 草图 ， 副 出 区 域 六 及 其 在 罗平 面 上 的 投影 尺 的 草图 ， 标 明 限定 睛 的 曲面 . 


= 


p= 六 中 ， ao} 


(2) 求 p 积分 限 ， 自 原点 吨 一 条 穿 过 品 的 射线 叶 ， 同 正 z 轴 构 成 角 中 同时 章 出 市 在 心平 癌 
上 的 投影 ( 称 为 投影 上 )， 射 线 工 同 正 < 轴 构 成 角 8 随 着 p 的 增加 ,MH 在 p=g,( 中 .9) 进 入 DD， 在 
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P=g( 中 ,9) 离 开 D， 这 是 pp 的 两 个 积分 限 . 
(3) 泉 由 积分 限 ， 对 于 任何 给 定 的 8， 上 朵 间 正 = 轴 构 成 的 负 中 从 中 = 四 变化 到 种 = 沙 ,， 这 
是 由 的 两 个 积分 限 . 
《4) 求 6 积分 有限， 射线 当 8 从 B=a 变化 到 8= 甩 时 扫 过 只 这 是 #8 的 两 个 积分 限 . 
所 以 ， 积 分 为 
和 eeodr = 三 ff “fp,g.0)p'sin op db dg 


[bh Bl 
例 5 求 用 并 锥 而 四 = TA3 从 球体 p 志 1 殷 割 的 "冰淇淋 锥 "Dn 的 体积 . 
解 ” 这 个 体积 是 fp, 中 ,8) =1 在 DD 上 的 积分 
v= esin 6 dp dp de 

为 了 求 计算 积分 的 积分 限 ， 我 们 从 画 上 D 及 其 在 xy 平面 上 
的 投影 号 的 草图 开始 { 见 图 13. 45). 

求 p 积分 限 ， 从 原点 画 一 条 穿 过 DD 同 正 z 轴 构 成 角 
中 的 射线 村 再 夯 玉 在 条 平面 上 的 投影 上， 使 二 同 正 *x 
轴 构 成 角 8 射线 六 在 p =0 进 和 人 了 ,在 p=1 离开 Dh， 这 
是 p 的 两 个 积分 限 . 

求 由 积分 限 ， 锥 面 由 = ww/3 同 正 z 轴 购 或 角 wr/3， 对 
于 给 定 的 8, 中 可 以 从 中 =0 变化 到 由 =mx3， 这 是 市 的 
两 个 积分 限 , 图 13. 特 例 $ 中 的 “冰淇淋 锥 ” 

求 有 积分 限 ， 射 线 工 当 和 从 8=0 变 化 到 68=2T 时 扫 过 只 这 是 6 的 两 个 积分 眼 . 

所 以 ， 锥 体 的 体积 为 


= e'sin 中 友和 种 籽 = ff fpsin 中 晤 dd 邮 只 = Ff [Ee] wa 中 db 四 = [A 广 了 sin 种 驯 炎 


-六 (Do 
例 6 一 个 具有 常数 密度 8=1 的 立体 占据 例 5 中 的 区 域 D、 求 立体 对 z 轴 的 惯性 和 矩 . 
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= Pin 中 


734 
解 ”在 直角 坐标 中 ， 这 个 绚 为 
1 = ff + dy 
在 球面 坐标 中 ， 
说 十 好 = (psin 中 cos 6)2 + osin 中 sin a): 
因此 ， “ 


1, = psin psin 中 地 d= 人 so dp d$ de 


三 三 [eane dD 8 


对 于 例 5 中 的 区 域 ， 这 个 知 灾 碟 


1 = J psin'g dp db de = 


二 三 (1 -cos 中) si 中 dd8 = 二 [ 


fos 中 


-oos 中 + 了 小 


5S 
,六 de = 二 (27) = 了 


-5 人 (二 +1+ 二 -二 09- 人 
坐标 变换 公式 
耻 柱 面 坐 标 到 直角 坐标 从 球面 坐标 到 直角 坐标 
x=r cog x=p Sin cosp 
Y=r ang Fy=p sing sing 
Z=7 z=p pos 由 
| 在 三 重 积分 中 dV 的 对 应 公式 


从 妹 面 坐标 到 柱 面 坐标 
= 训 Sin 由 

z 二 有 roa 中 

日 = 及 


dV =dx dy dz =dr dr dg =p' sin $ dp dh d9 


在 下 一 此 ， 我 们 提出 在 柱 面 坐 标 和 球面 坐标 中 确定 dy 的 更 一 般 过 程 。 白 然 , 结果 将 是 相间 的 . 


习题 13.7 
在 习题 1 -6 中 ,， 求 柱 耐 坐标 中 的 积分 
引 


上 2 dr 由 昭 


有 由 "中 由 4 
cf 
6 网 用 PainB+E)drdr dg. 


迄今 为 止 ， 我 们 所 提出 的 柱 面 举 标 的 积分 都 取 
-- 般 宁 渤 选择 的 积分 次 序 ， 但 是 通常 也 可 以 用 其 他 
积分 次 序 ， 并 且 有 时 更 容易 计算 .在 习题 7~10 
中 , 求 柱 面 坐标 的 积分 . 


人 gf ff 
小 [ff treowe + 六 jr 抽 由 定 . 


WA am 
mf 「 Cr aing + 1)r da dz dr. 
11. 令 妃 是 下 方 以 平面 :=0 为 界 、 上 方 以 球面 + 


Tr 中 由 


VI 
3 上 rd de. 


12. 


13. 


14. 


+=4 为 界 和 侧面 以 辆 柱 面 妆 + 六 =1 为 办 


的 区 域 ， 在 柱 面 坐标 中 按 下 列 积分 次 序 建立 给 
出 五 的 体积 的 三 重 积 分 ， 

Ua} dz dr dp; {bh} dr d dB， Ce} de de dr. 
令 口 是 下 方 以 圆锥 蒿 ?= vx + 为 界 和 上 方 
以 逝 物 面 z =2 一 x? -x 为 界 的 区 域 ， 在 柱 面 坐 
标 中 接 下 列 积分 次 序 建 立 绍 出 晤 的 体积 的 二 重 


积分 : 
[adz dr dB8: {bydr dz dp; ie} de dz dr. 
在 下 方 以 平面 1=0 交界 、 栅 硬 以 较 柱 = cos 8 


为 罩 和 顶部 以 各 物 面 :=37? 为 界 的 区 域 上 ， 绽 
出 求 积分 


r,s) a rdr dt 
作为 时 次 积分 的 积分 限 . 


把 积分 
[ “Tf (4 dr dy 
转换 成 柱 面 坐 标 中 的 等 价 积分 ， 并 且 求 出 结果 . 
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在 当 题 [5 ~ 20 中 ， 对 寺 在 纵 定 区 域 上 上 求 
积分 
Bra rdr dg 


是 
建 并 黑 次 积分 . 
15. DD 基 正 圆柱 体 ， 底 姜 为 xy 于 面 内 的 阅 r=2 sin 8， 
项 部 位 于 平面 z=4 -y 内 ， 


3 


下 r= 2sing 


16. 号 是 正 贺 柱 体 ， 底 部 为 交 平面 内 的 圆 " = 3 con 9， 
位 部 位 于 平 商 +=5 一 x 内 . 


17, DD 屁 正 柱 体 ， 底 部 为 xy 平面 的 心脏 线 r=1+ 
co8 自 之 内 和 病 +* =1 之 并 的 区 域 ， 顶 部 位 于 平 
面 ; =4 内 . 


+ 


r= 1+ vosp 


18. DD 是正 柱 体 ， 底 吝 为 57 平面 内 介 于 加 = cos 6 
和 +=2 cos 8 之 间 的 区 域 ,顶部 位 于 平面 := 
3 -~ 了 内 . 

19. 忆 是 棱柱 体 ， 底 部 为 妙 平面 内 以 x 轴 及 直线 
y=x 和 x = 为 界 的 三 角形 ， 顶 部 位 于 平面 : = 
2-Y 内. 

20. 只是 棱柱 体 ， 底 部 为 zy 平面 内 以 > 轴 及 直线 
Y=* 和 y=1 为 界 的 三 角 巾 ， 顶 部 位 于 平面 : = 
-x 内. 


在 习题 21 ~26 中 ， 求 球面 坐标 中 的 稳 分 ， 
i 
21. 人 [LF Pain 中 由 昌 提 


2 fe cos 中 jprsin 出 由 中 由 
23. 厂 了 [pain 由 由 dtp dg 
24. 三 了 7 prsin'$ dp dy da. 

25. Tf ,39sin 由 dp 呈 中 


36 Fr cos 中 )pisin 由 员 d6. 


前 面 的 积分 取 球 画 坐 标 中 一 般 宁愿 选择 的 积分 
次 序 ， 但 是 其 他 积分 次 序 给 出 同样 的 钳 果 ， 并 县 有 
时 更 容易 计算 在 习题 27 ~30 中 ， 求 积分 . 
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甘 13 量 


27. 「 三 六 mm ?dh dg dp. 
28. fe nn 中 明生 和. 
29. [ 厂 12p sin'g dh dg op. 


30. | 广 三 Sin 和 4 4 

31, 邻 峰 是 习题 11 的 区 域 . 在 球面 坐标 中 用 下 别 积 
分 次 序 建 立 给 出 也 的 体积 的 二 重 积分 : 
(aldp dy de [bjqg 凤 归 

也 令 吕 是 上 下方 以 圆锥 面 z = wx + 六 为 界 和 上 
方 以 平 z = 上 为 界 的 区 域 . 在 球面 坐标 中 用 
下 列 积 分 次 序 建 立 给 出 DD 的 体积 的 汪 重 
积分 : 
(a}dp dp di (bjd dp da. 
在 习题 33 -38 中 ，(a) 求 计算 给 定 立 体 体积 的 

球面 坐标 积分 限 ，(b) 然后 求 积分 . 

33， 立 体 在 球面 p = cos 中 和 半球 面 P= 2，530 之 间 . 


34. 立体 下 方 以 半球 p=1，:z 衬 0 为 界 ， 上 方 以 心脏 
线 p=1+ceoa 中 的 旋转 曲面 为 界 . 


35. 立体 由 心脏 线 p=1 一 cos 中 的 能 转 曲 面包 图. 
在 习题 竹 ~ 巾 中, 求 立体 的 体积 , 


人 3. 44. 


2=( + yl 


3 由 下 面 从 当 题 5 的 立体 中 切 前 的 上 面部 分 . 
337. 立体 下 方 以 球面 p=2 cos 中 为 界 ， 上 上 廊 以 男 惟 
面 z = w+ 区 为 界 . 


了 加 


38. 立体 下 方 以 好 平面 为 界 ， 侧面 以 球 遇 p=2 为 
和 拭 ， 上 上 方 以 虽 包 面 币 = m3 为 界 . 


x 


39. 在 下 列 坚 标 中 建立 球面 p =2 的 体积 的- 重 
积分 : 
{aj 球面 坐标 ; 【bb} 柱 面 坐 标 ; 1c) 直角 坐标 . 

向 , 令 口 是 第 一 封 限 内 下方 以 畏 锥 面 由 = m4 为 界 
和 上 方 以 球面 p =3 为 界 的 区 域 . 把 辣 的 体积 了 
表示 成 1a) 杜 面 坐 标 和 {bj} 球 面 坐 标 中 的 浊 次 三 
重 积分 ，(c) 然后 求 下 

41. 邻 DD 是 在 半径 为 2 单位 长 的 球体 中 用 距离 球 心 
1 单位 的 平面 切割 的 较 小 项 盖 .， 把 5D 的 体积 表 
未 成 (a) 球面 坐 标 、(b) 柱 面 坐 标 和 tec) 直角 举 
标 中 的 累 次 三 重 积 分 ， (如 ) 然后 通过 计算 其 中 


一 个 三 重 积分 求 D 的 体积 . 

42， 把 半球 惊 工 + 六 + 六 二 1，z 宇 0 的 惯性 短 二 表示 
成 (#}) 柱 面 坐 标 和 (b) 球 面 坐 标 中 的 辕 次 积分 . 
(e) 然后 求 4. 


32. 


0 


61, 


.球体 与 加 锥 面 
与 =27/3 之 间 部 分 的 体积 . 


.球体 与 半 平 面 


， 球 体 与 平面 


.由 抛物 面 限定 的 区 域 


求 球体 pa 在 圆锥 面 由 = T/ 了 


求 款 体 p 生 ea 在 第 -- 卦 限 内 由 半 
平面 #8=0 和 #8= 7 省 切割 的 侈 域 的 体积 

求 球体 p<2 由 平面 : -1 切割 的 
较 小 区 域 的 体 各 | 

辕 维 面 与 平 面 ” 求 平 击 :=] 和 z=2 之 间 由 央 
剧 面 := yx7 + 也 图 的 立体 的 体积 

园 柱 面 与 抛物 面 ” 求 下 方 以 平 曾 :=0 为 界 . 出 
曾 以 圆柱 面 x +7 =1 为 办 和 上 方 以 抛物 面 z = 
x + 六 为 界 的 公 域 的 体积 . 


.加 柱 面 与 抛物 面 ， 交 上方 以 抛物 面 :-x* + 六 为 


界 、 侧 面 以 较 柱 而 x* + = 为 界 和 上 上方 以 搜 
物 面 z= + 六 +] 为 界 的 区 域 的 体积 . 


环形 柱 与 略 锥 面 求 由 圆锥 面 z = + vs + 从 


环形 柱 【所 好 + 记过 2 切割 的 立体 的 体积 . 
球面 与 圆柱 面 ” 求 位 于 球面 只 +y* +z =2 之 内 
和 柱 面 x* +y =! 之 外 的 区 域 的 体积 . 


， 圆柱 面 与 平面 求 由 圆柱 面 盖 + 闪 =4 以 及 平 


面 :=0 和 Y+z=4 包 围 的 区 域 的 体积 
圆柱 面 与 平面 求 由 圆柱 面 + 六 =4 以 及 平 
面 :=0 和 z+Y+z=4 包围 的 区 域 的 体积 

求 上 方 以 抛物 面 z=5 - 
乱入 为 界 和 下 方 以 狂 物 面 :=4x: +49 为 界 的 
区 域 的 体积 . 

抛物 面 与 加 柱 西 ” 求 上 方 以 抛物 面 :=9 -x - 
六 为 界 、 下方 以 区 平面 为 界 并 且 位 于 图 柱 曾 
有 + 六 =1 之 外 的 区 域 的 体积 . 

圆柱 体 与 球面 ” 求 由 球面 过 + 产 + 姑 =4 从 圆柱 
体 民 + 六 和 1 中 切割 的 区 域 的 体积 . 
球面 与 抛物 面 求 上 方 以 球面 z+y +z =2 为 
界 和 下 方 以 抛物 面 : =* +y 为 界 的 区 域 的 
体积 . 


. 求 清 数 语 1,6,z) =r 在 平面 := -[ 和 :=1 之 亲 


以 柱 面 r=1 为 界 的 区 域 上 的 平均 值 . 


RR 


67, 


74, 


75. 


7 


， 形 心 
， 形 心 


， 形 心 


， 形 心 


1 


= 


. 求 殉 数 扩 7.8,2) =r 在 以 球面 "+s* =1( 这 是 球 


和 面 革 + 六 + =1) 为 界 的 球体 上 的 于 均值 

求 旺 数 flp, 中 ,四 =p 在 球体 p 志 1 上 的 平均 值 . 
求 汕 数 ftp, 四 ,8) =p cos 由 在 上 学 球体 户 生 1， 
0 四 所 2 土 的 平均 什 . 

质心 ”-- 个 密度 为 常数 的 立体 下 方 以 平面 z=0 
为 界 ， 上 上方 以 圆 疏 面 x: =r，rz 人 为 界 ， 例 面 以 
圆柱 面 = 1 为 办 ， 求 它 的 质心 、 

形 心 求 第 一 卦 限 肉 上方 以 圆锥 面 : = vx +y 
为 界 、 下 方 以 平面 =0 为 界 和 朝 面 以 圆柱 面 
z+ =4 碟 平 面 z=0 和 y=0 为 界 的 区 域 的 
形 心 - 

求 习 题 38 中 的 立体 的 形 心 、 

求 上 方 以 球面 P=a 为 竹 和 下 方 以 圆锥 面 
出 = 二 人 4 为 界 的 立体 的 形 心 . 

求 上 方 以 曲面 z=yr 为 界 、 侧 面 以 病 柱 南 
r=4 为 界 和 下 方志 xy 平面 为 界 的 区 域 的 形 心 . 
求 由 半 平 面 8= -75/3, rfr>0 和 #8= 7/3， 
r 宕 0 从 球体 刻 +# 所 1 中 亡 制 的 区 域 的 形 沁 :. 


” 赔 锥 体 的 惯性 炬 ” 求 展 半径 为 1 和 高 度 为 1 的 


正 圆 锥 体 对 于 适 过 项 点 同 底面 平行 的 轴 的 惯性 
矩 ，( 取 密度 5=1.) 

球体 的 惯性 算 ” 求 半径 为 a 的 球体 对 于 -- 条 直 
径 的 惯性 底 . 〈 取 密度 5= 上. ) 

圆 稚 体 的 惯性 甜 ” 求 底 半 经 为 a 和 高 度 为 的 
正 圆锥 体 对 于 它 的 轴 的 惯性 罕 . { 皇 示 : 把 锥 
体 的 项 点 置 主 原点 并 且 以 z 珊 为 它 的 轴 . ) 

可 变 密 度 ”立体 的 顶部 以 抛物 面 z= 呈 为 界 ， 
底部 以 平面 :=0 为 界 ， 筒 面 以 圆柱 而 "= 1 
为 界 . 如果 立 体 的 密度 为 (a)6(r,8,z) = z， 
tb)B(r, 8，z) =r， 求 它 的 质心 以 及 对 于 z 轴 
的 惯性 答 . 


.可 变 密 度 “立体 的 下 方 以 圈 锥 面 z= wv + 为 


界 ， 上 方 以 平面 z= 1 为 界 、 如 果 立 体 的 密度 为 
(aj 6tr,8,7) =z，[bj8(r,8,z) =z*， 求 它 的 质 


78. 
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心 以 及 对 于 =z 轴 的 惯性 捧 . 
癌变 密度 ”球体 以 球面 p =4 为 噶 ， 可 殿 奈 体 的 密 
度 为 [aj 6tp, $8) =p, (hb)j8Cp, ,8) = 


.行星 的 大 气质 量 


落 13 章 


的 窗 度 为 零 ， 避 么 它 的 中 心 秽 密度 有 和 瑚 大 ? 
- 晤 于 答 为 员 的 球状 行 昌 的 
大 所 密度 为 玫 =Aoe “， 其 呈 乒 是 行 昌 表 而 上 上 的 


r=p sih 中 ， 冰 它 对 于 5: 轴 的 惯性 短 . 高 度 ，jpm 基 海 平面 上 的 大 亿 密 度 ,，* 是 正常 数 . 
79， 兴 机 球 体 的 形 心 ”证 明 : 诈 转 于 椭 奈 体 烛 行 星 的 太 气 质 攻 . 
0 83. 柱 曾 坐 桂 中 的 硬 直 平面 
oh (a 让 明 ; 林 面 举 标 中 对 直 下 x 轴 的 平面 具有 
的 撒 心 位 于 = 轴 眶 从 底 训 到 项 端的 3 省 处 ， 联 撒 式 为 r =a ser 有 的 方程 . 
=& 的 特例 纵 出 个 于 球体 ， 内 此 ， 半 球体 的 {bj 证 明 ; 各 直 于 7 轴 的 平 别 其 有 肛 式 为 r= 
Brac 划 移 方程 . 


形 心 位 于 对 称 轴 上 从 底 端 到 令 靖 的 378 处 . 
动 ， 贺 椎 体 的 形 心 ” 证明: 正 圆 铁 体 的 形 心 位 于 从 出 。{ 续 习 题 831 在 柱 折 坐标 中 ， 对 于 平面 mr + = 
底部 到 项 点 路 径 王 的 1/4 处 【-- 般 说 来 贺 rie) 求 形式 为 r=J46) 的 方程. 
锥 体 或 者 棱柱 体 的 形 心 位 于 从 基底 的 形 心 到 项 语 ,对 称 性 ”在 柱 面 坐 标 中 ， 你 从 形式 为 r= 太 =} 的 
点 路 程 上 的 174 处 ) 晶 面 方程 发 现 什 么 寺 称 性 ”提出 符 守 的 埋 申 . 
81. 行 黑 中 心 的 密度 。“- 颗 球 状 行星 的 半径 为 及 总 。 86. 对 称 性 ”在 球面 全 标 中 ， 售 从 形式 为 p =/( 中) 
质量 为 闭 ， 它 的 密度 按 球 对 称 分 布 ， 在 通 向 中 心 : 的 曲面 方程 发 现 什 么 对 称 性 ?提出 答案 的 
坟 向 上 线性 增 册 ， 如 果 这 颗 行 星 在 边界 {表面 } 理由 . 


13.8 多 重 积分 内 的 代 换 


这 -- 节 讲述 如 何 用 代 换 方法 求 儿 重 积分 ， 回 在 单 积 分 中 一 
样 ， 代 换 的 目标 是 用 更 容易 计算 的 积分 代替 复杂 的 积分 ， 代 所 t 
通过 简化 被 积 丽 数 、 积 分 限 或 者 同时 简化 两 者 来 实现 这 个 


i d=) 
13. 8. 1 二 重 积分 内 的 代 换 


在 13.4 节 讨 论 的 极 坐 标 代 换 是 二 重 积 分 的 更 一 般 代 换 方 | 


法 的 特例 ， 这 种 方法 把 变量 的 改变 表示 成 积分 区 域 的 变换 . 9 
假定 通过 形式 为 箭 卡 JLar 下 而 
x =gLuit) yy= 丰 (urT) 
的 方程 把 we 平面 内 的 区 域 6 一 对 一 变换 成 <y 下面 内 的 芝 域 不 ， | = 
如 图 13. 46 所 示 .， 我 们 把 RR 称 为 6 在 变换 下 的 象 , 三 称 为 民 的 


原 象 、 对 于 定义 在 RR 上 的 任何 消 数 f(t.y). 也 可 以 视 为 定义 了 
在 6 上 的 贤 数 f(glu,r)，h(u,t))， 那 么 , f(x,Y) 在 R 上 的 积 
分 同 f( (glu,v)，ACu,v)) 在 上 的 积分 有 何 关系 ? 

答案 在 于 : 如 果 g, 友和 /有 连续 偏 导数 . 作 4,r}( 在 证 面 
立刻 讨论 ) 只 在 级 立 点 { 如 果 存 在 ) 为 零 ， 那 么 


fs. ar dy = gt) en) Li{u,r) t du de 
i 和 


第 下 几乎 面 
(1) 图 13.46 代 换 x*=g(wuv) 和 


=k{fw,v) 把 x 平面 
内 区 中 上 的 积分 变换 
成 本 平面 内 区 域 人 
上 的 积分 


在 公式 {1} 中 以 绝对 值 形式 出 现 的 因 式 所 ze) 称 为 堂 标 变换 的 雅 
可 比 行 列 式 ， 因 德国 数学 家 卡尔 ' 雅 可 比 得 名， 当 区 域 6 变换 
成 时 ， 它 衡量 变换 对 6 中 一 点 周 办 的 面积 扩大 或 者 缩小 多 少 . 


定 沈 。” 举 标 恋 摘 * = gw,5),Y = Ah(u,v) 的 雅 可 比 行列 式 为 
x Hr 
Bu he Hy dy ax 


Nw,w) = By a Tn (2) . 
dn at 
雅 可 比 行列 式 也 用 
= Hx) 
Aw) = Hlu,r) 
人 物 传记 表示 ， 帮助 记忆 式 (2)} 中 的 行 别 式 是 如 何 从 * 和 
- y 的 信 导 数 构 秸 的 ， 公 式 (1 的 推 寻 居 很 复杂 的 ， 
卡尔 。 古 斯 塔 夫 ， 牙 可 ，' 雅 可 比 通常 属于 高 等 微 积分 学 教程 的 范围， 不 这 里 不 
{ Carl Duatav Jacob Jacobi, 1804—1851} 作 推 导 . 
对 于 极 坐 标 ， 我 们 以 > 和 日 代 才 上 和 ju 用 x=+ cos 8 种 7=rsin 上 ， 雅 可 比 行列 成 成 为 
az ox 
jr.0) = Dr 8 = co8 0 -rsin 0| -eaoszg + sin:g) = 
ty dy| sng rerosg 
dr | 


因此 ,公式 (1) 变 成 
sy dy = 由 Am cos Hr sin 8) Irldr dB 


Le | 


= fr eos 8,r sin 8)r dr d6 (如果 r 守 0) (3) 


这 是 在 13.4 节 中 求 出 的 公式 . 

图 13. 4 显示 方程 x =r cos 6，y =f sin 和 如 和 何 把 矩形 6G: 0 专 
"1 098 志 m2 变换 成 wy 平面 第 一 象限 内 以 x + 六 =1 为 界 的 一 
四 分 之 一 圆 ， 币 尺 儿 :H 平 面 

请 注意 ， 公 式 (3) 中 右 端 的 积分 椒 是 在 极 坐 标 平 面 内 的 区 域 
士 对 函数 .起 r cos 8，r sin 约 的 积分 ， 而 是 在 笛 卡 镍 阴平 面具 的 区 | 
域 上 对 f(r cos 8，rain 8) 同 = 乘积 的 积分 . 和 

下 面 给 出 另外 一 个 代 换 的 例子 . ， 

例 对 于 积分 


Fi 
1 min 


应 用 变换 
r= 方 (4) 


和 uv 平面 内 相应 区 域 上 的 积分 求 积 分 值 . 

和 解 ” 画 出 xy 平面 内 的 积分 区 域 呈 的 草图 ， 并 且 确 定 它 的 边界 
(网 图 13.48). 

为 了 应 用 公式 (1) ， 我 们 需要 求 变换 所 对 应 的 uw 平面 的 区 域 图 13.47 方程 Y=reos 8 
G 和 雅 可 比 行列 式 ， 为 此 ， 首 先 从 方程 (4) 求 解 用 =，* 表示 的 x， 7=r sin 8 把 区 域 
y， 例 行 代数 运算 给 出 5 变换 成 
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T=u+r, 7=2r 
败 后 ， 通 过 把 这 遇 个 上 专 达 成 代 大 中 的 边界 方程 东 右 的 边界 (由 图 13. 48 )， 
A4=u+t 
¥- 20 y=4 


图 13.48 考 程 w+r， 7 =27 把 区 域 丰 灾 换 成 Ri 首 灾 换 
227 一 49) 人 2 =4 他 把 区 域 情 证 换 成 以 例 1) 


吕 的 边界 的 xy 方程 太 的 边界 村 顾 的 nr 在 得 化 简 避 的 各 方程 
X= 2 下 FD = u = 
I=) +1 wtr=t2 +1=r+1 u=1 
Y= ar = = 
y=4 21 =4 r=2 

恋 换 的 雅 可 比 行列 式 ( 再 砍 从 方 称 15) 得 到 ) 为 8 
对 二 及 
下 和 + +) 1 ! 
i B 本 t | 
Je)》 = = 下 一 一 __ 四 
允 好 Dr 他 oN el 
(2r) (2r) 站 ， 
du ip 和 在 = 
入 二 -2 
_ | 1| w 
0 2 -对 
现存 我 们 上 其 备 了 应 用 公式 (1) 所 需 的 - 切 条 件 ; 本 
= yy -7 il ， 3 本 
三 3 dx dy = | 人 [Au de che: -+ 
1 ， 1 星 
= 0 2) de = [ [| dr 1 
=| dr =2 图 


例 2 求 积 分 Tf vyX TY (7 -2x)7dy dx 的 值 . 

解 ” 画 出 xy 平 面 内 积分 区 域 的 草图 、 并 量 确 丹 它 的 
边界 ( 见 图 13.49)， 被 积 咕 数 上 暗示 采用 变换 公 成 44= 1 
x+y 和 ss =y-2x, 例 行 代数 运算 得 到 zx 和 Fr 作为 上 和 + 图 13.49 上 方程 x= (U3) -tw3) 和 
的 晒 数 ; y=(2a3) + (v3) 把 区 

_ E_n 24 OT 域 6 变换 成 R; 闭 变 换 
< 3 3 3 3 (0) u=x+7 和 +=Y-2r 把 区 
眠 方程 (6) 可 以 求 zw 人 区域 5 的 边界 ( 见 图 13. 49). 城中 在 换 成 6( 例 2) 


名 重 积 分 241 


六 的 边界 的 x 上方 科 的 边 办 对 应 的 us 方程 化 简 后 的 ww 方程 
zy=1 (1 ul 
z= 3 - 3 = 心 十 三 机 
Y=0 2 人 0 r= —2u 
方程 (6) 中 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 
lax ax| 1! _1i 
jun) = ut 3 3 a 
| 2 工 | 3 
du AT 3 3 


应 用 公式 (1)， 我 们 求 积分 的 值 ;: 
1 vr+Y Cy 一 2x) dy dx = 三 三 了 | Ju) liu de 


= ew (3 )e da = 于 [车 ”| a 
= + Bu }du = fa = 于 “| = 可 国 
13. 8.2 三 重 积 分 内 的 代 换 
在 13.7 节 讨 论 的 柱 面 坐标 和 球面 坐标 代 换 有 是-- 种 代 换 方法 的 特例 ， 这 种 方法 把 三 重 积分 中 
的 变量 改变 描述 成 二 维 区 域 的 变换 ， 这 同 二 重 积分 的 方法 -- 样 ， 只 不 过 我 们 现在 是 处 理 三 维 区 
域 而 不 是 二 维 区 域 ， 假定 用 形 如 
x = gu = hunmw), 2 = ku,v, wy} 
的 可 微 函 数 把 www 空间 中 的 区 域 6. -对 一 地 变换 成 xyz 空间 中 的 区 域 D， 如 图 13. 50 显示 的 那样 . 
那么 ， 可 以 把 定义 在 DD 上 的 伍 何 蚂 数 F(x,y,z) 看 成 是 定义 在 CG 上 的 函数 
FB Bw), hinv, ww), Eun ww)}) = Hiusr,w) 


ww 


= 
| 
ki, WH 


本 [| 请 下 儿 avz 宝 间 
图 13.50 方程 z=g(nv0,w) ,7=ACuaso) 和 z= twov) 人 多 许 我 们 把 笛 卡 儿 yz 空 
闻 区 域 冯 鞋 的 积分 变换 成 笛 卡 儿 ww 空间 区 域 上 的 积分 
如 果 避 ,中 尖 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ， 陡 必 F(t,y,z) 在 DD 上 的 积分 同 8Cu,v,w) 在 C 上 的 积分 的 关系 
由 公式 
/i F(x,y,z) dr dy dz = Natu) | Pa) | du dy dr (7) 
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束 未 ， 公 式 中 以 绝对 秆 出 现 的 尖 式 Ju,t,w) 是 牙 可 比 行 到 式 

dx 用 力 

A mh dw 

duvet) = | UE 

dn A ow At r,t, lor) 
红 虹 到 

HH 中 地 
这 个 行列 式 衡 直 夫 Cet) 举 标 室 换 到 (x7. 相 华 标 时 如 中 一点 辑 近 的 体积 被 扩大 或 痢 连 小 和 多少. 
如 在 瑟 维 的 情 找 一样， 公式 {7) 中 的 室 屁 变换 公式 的 排 旦 是 很 复杂 的 ， 在 这 里 不 作 计 论 . 


对 于 杆 面 合 杯 ， 用 8,z 代 逻 如 ,sw， 从 币 卡 儿 中 帘 到 四 时 标 贡 下 
问 列 稍 下 半天 2 守 间 的 变 搞 由 并 种 5 行 的 艺 呈 人 
x=rronp, FY=rang, :=2 
给 出 (多 图 13.51)、， 变换 的 雅 叮 比 行人 别 式 为 
a 
ar M0 交 osg -rsng 0 本 如 
A 。 了 
.四 ,1 = | 一 = |s 本 
Cr ) 六 施 误 ”" 如 reos 8 " 7 g 
, 0 
Ei a r 在 Lr 
dr dd ds 
rood+r sin3B = z= rcmmg 
A 时 拱 … r=rsing 
公式 (7) 的 对 庶 撒 式 为 i 


fre ydr dy dz = fa Bz) 1Tr1dr dg 生 


扫 rs0 时 可 以 取消 式 中 的 绝对 值 符号 . 且 儿 
对 主 际 面 坐 标 ， 用 中 ,8 代 蔡 ara， 从 稍 情 儿 ph8 空 
间 到 箭 卡 儿 mrz 空间 的 变换 由 方程 


a=psingeos gd. y=psingsing, z=peosg ww 
结 出 { 见 图 13. 52)， 这 个 变换 的 雅 可 比 行列 式 ( 参见 避 题 A 于 
四 = 这 雪 


17) 为 
dx Hx x 窗 卡 上 syzI 
各 中 反 图 !3.51 方程 =reos 8, r=r sin#, 
Jp 由 ,的 = | 时 了 | p'sing zx 把 立方 体 有 变 搞 成 柱 
入 种 6 模 形 体 D 
rz 后 
Bp 帅 的 


公式 (7) 的 对 应 形式 为 
由 Kx z)dz dy 由 = Wa. $,0)p° |sing lp dp do 


我 们 可 以 取消 式 中 的 绝对 值 符号 ， 因 为 sin 由 在 区 间 0 二 由 二 不 会 为 负 ， 注 意 这 是 我 们 全 13.7 
节 中 得 到 的 同 结果， 

下 面 是 另外 .个 代 换 的 例子 .尽管 在 这 个 例子 中 可 以 直接 求 积分 ， 我 伯 还 蚌 把 它 用 来 说 明 
在 简单 (和 相当 直观 ) 的 情况 下 的 代 换 方法 . 

例 3 对 于 积分 


多 项 积分 743 
4 ty hd 2x 下 _ 
有 六。 (人 2 半 je 岂 
, 户 = 证 宫 
霸占 再 标 二 下 和 = 就 训 
和 的 尝 声 体 - 
+ tn .7) 六 
4 prindins vt 、 由 
= 让 Sin 中 Si 由 由 ~ 
ST os 和 由 - 常数 
的 性 
pe ys ER 
EL pI] 浓 让 xraa 
图 13.52 方程 x =p sin 出 cos， =p sin 由 in =Ppis 由 把 立方 伟 尼 杰 换 成 妹 帘 形体 六 
应 用 变 换 
uu = 2x YA 由 = 33 {8) 


和 在 am 空间 相应 区 域 上 的 积分 求 积 分 傅 ， 
解 ”我 们 辐 汕 =z 空间 中 积分 区 域 吕 的 草图 ， 并 j 几 确定 它 
的 边界 { 网 图 13. 53).， 在 本 例 中 限定 区 域 边 界 的 曲面 为 半 面 . 1 
为 了 应 川 公 式 (7)， 我 们 需要 求 变换 的 对 应 urw 区 域 安 
和 雅 可 比 行列 式 ， 为 了 炒 出 它们 ， 首 先 从 方 称 (8) 求 解 用 


25， 2 表示 的 x*、y， 二 例 行 代数 运算 给 出 
E (9) 


然后 把 这 二 个 表达 式 代 入 区 域 量 的 边界 方 各 决 5 的 边界 ; 


如 的 边界 的 xyz 方程 它 的 边界 对 度 的 ma 方 禹 化 简 后 的 mm 盯 和 名 


X= 日 十 和 二 3 一 让 4 = 
十 = 【yd+1 dtr={2 +1=t+1 u=1 
+=0 32x = r= 
= zr 三 村 :=2 
z 土山 34w 二 相 中 = 站 
z=3 3 = 了 HH = 
髓 从 壤 程 (9 得 到 变换 的 雅 可 比 行列 式 呈 
开本 
du Br dw 1 1 0 
jin,r,w) = | 0 2 0|=6 
du dr dw 站 
0 0 3 面 : 
az 红 好 i 
du dr Hw 2 
现在 我 们 具备 了 应 用 公式 (7} 的 一 切 条 件 : 周 13. 53 


Hf ee 


= tw) Jn,s,w) | da dl dm 


+ 


Lyv=2x—2 


方程 x =u++， 了 一 对， 
=z=3ja 把 区 域 左 宝 撞 成 也 
逆 蛮 换 方 各 4 = (2r -1)/ 
at 上 = w=53 
域 己 变换 成 信人 主 3) 
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第 13 量 


1. 


=JT fe + ww) {6)du dv di = sf fs 十 aw] de dw 


=6J ( 工 十 jd dw = sf [: + wv] dee _ sf a 本 


=6[w+w ], = 6(2) = 12 


本 节 的 日 标 是 介绍 坐标 变换 中 包含 的 思想 ， 对 于 举 标 变换 、 雅 可 比 行列 式 和 和 多 变量 代 换 的 
详尽 讨论 ， 最 好 在 党 习 线性 代数 后 的 高 等 徽 积分 课程 中 进行 . 
习题 13.8 


[a}) 从 方程 组 
-yy, v=2x+¥ 

驮 和 解 用 和 4 表示 的 x 和 y， 然 后 求 雅 林 以 
行列 式 引 x,y)AaLu,t) 的 值 . 

{hb) 求 zy 平面 内 以 (0,0)，(1,1) 和 和 (1, 一 2) 为 
顶点 的 下 角形 区 域 在 变换 w=*-y, ”= 
2x +y 下 的 象 ， 天 出 w 平面 内 变换 后 的 区 域 
的 草图 . 


，(3) 从 方程 组 


本 二 Vy 
求解 用 上 和 表示 的 x 和 7 热 后 求 雅 可 比 
行列 式 83tx,y}A9《4,9) 的 值 . 

ib}) 求 好 平面 内 以 直线 y=, y=zt 和 **+27Y=2 
为 界 的 三 角形 区 域 在 变换 4 =x+2y, 1 =x 
7 下 的 象 ， 画 出 尼 平面 内 变换 后 的 区 域 的 
草图 . 


. 【a) 从 方程 组 
=x+2r, t=*+dyr 
求解 用 4 和 + 表示 的 x 和 yy 杖 后 求 雅 可 比 
行列 式 3(x ,yAat4,8) 的 值 . 
【b} 求 zy 平面 内 以 * 轴 、y 轴 和 直线 x +y=1 为 界 

的 三 角形 区 域 在 变换 u=3x +29，p x+d 牧 下 
的 象 ， 同 出 ww 平面 肉 变换 后 的 区 域 的 草图 . 

，{a] 从 方程 组 


下 二 2x 一 37， 
求解 用 & 和， 表示 的 zx 和 7 然后 求 雅 可 比 
行列 式 af(z,y)valfae) 的 值 . 

{bj 求 xy 平面 内 以 直线 x*= -3, x=0,， y=x 和 
y=%+1 为 界 的 平行 四 边 形 区 域 中 在 变 护 
au=2x-3y, #= -x+y 下 的 象 . 画 出 好 平 
面 内 变换 后 的 区 域 的 草 国 . 


出 二 一石 十 了 


.通过 对 * 和 7 直接 积分 求 例 ! 中 的 积分 


一 [TH _ 
[i 
了 


= 


证 实 它 的 值 等 于 2. 


利用 半 题 1 中 的 变换 ， 对 于 第 一 象限 内 以 直线 


7y= 2x+4, Y= -2xr+7, 7=#-2 和 y=x+t 
为 界 的 区 域 只 ， 求 积分 


fk 2j2 — xy -Ydr dy 
R 


的 值 . 

37. 利用 习题 3 中 的 变换 ， 对 于 第 一 象 跟 内 以 直线 
¥= -(3A2)zr+ly= r+, = -dr 
和 y= 《174)#+1 为 界 的 人 区域 只 ， 求 积分 


fx + fdry + BY Ydx dy 
RE 


的 值 . 
8， 利 用 习题 4 中 的 变换 各 孕 行 好 边 形 区 域 如 求 积 
分 的 值 . 


fe -jdx dy 


9. 令 及 是 xy 平面 第 -象限 内 以 双 曲 线 x =1 ,xy = 
9 和 直线 了 =*，,， 7 =4x 为 界 的 区 域 . 利用 变换 
= = 5 >) 把 积分 


[VE + )e 


重 写成 在 ww 平面 内 相应 区 域 6 上 的 积分 ， 然 后 
求 在 5 上 的 m 积分 值 . 
10.(a] 求 变换 = =w，Y = 局 的 雅 可 比 行列 式 ， 并 且 在 
2 平面 内 柄 出 区 域 如 1 所 AS2z，1 近 如 所 2 
的 草图 . 
[b) 热 后 利用 公式 (1} 把 积分 


ff TE 
变换 成 在 上 的 积分 ， 并且 求 这 两 个 积分 
的 值 . 
11， 桶 四 板 的 惯性 极 矩 ”一 坪 密 度 为 常数 的 往 板 机 
痊 rr 平面 内 以 机 图 阅 /oz + YY/ =1，a>0， 
5 >0 为 界 的 区 域 . 求 板 对 原点 的 一 阶 憩 , 〈 扣 
示 ， 利 用 变换 rz=ar cos 8, Y= sin】 
12、 棋 团 的 面积 ”通过 在 xz 平面 内 以 椭 贺 碌 va + 
YA =1 为 卉 的 区 域 上 对 函 燥 上 xyr) =1 积分 ， 
可 以 求 出 这 个 椭 回 的 面积 mab.。 直接 求 这 个 积 


14. 


15. 


16, 


17. 


18. 


19. 


. 椭 球 的 体积 。 求 椭 球 


时 重 积 分 
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分 需要 用 二 角 代 换 ， 求 这 个 积分 的 -… 种 比较 简 
单 的 方法 是 利用 变换 * = ow, y= 如 和 在 tw 平 
面 的 圆 套 6 吧 + 风 关 1 上 求 变换 后 的 各 分， 用 
这 个 方法 求 柄 加 的 面积 . 


。 利 用 习题 2 中 的 变换 求 积分 


| 
| 「 x + 2y)e' dy dy 
9 


的 值 ， 通 过 首先 把 它 写成 在 ww 平面 内 一 个 区 域 
《上 的 积分 . 
利用 变换 上 =a+f1x2)Jos，y=au 冰 积分 

bh -ec dv dy 
通过 首先 把 它 写成 在 ur 平面 内 -个 区 域 上 
的 积分 . 
对 于 下 列 变换 求 雅 可 比 行 列 式 9(z ,yu4,r); 
[a}x=u cosv, Y= sin ts 
{bx = sinv, y=4 cu v. 
对 于 下 列 挛 换 求 雅 可 比 行列 式 8 {ry,2)/ 
DD): 
[alx=u cov, Y= int, = 加 
[bx =26 -1, y=3r-4, £={1/2) (0w -4). 
求 相 应 雅 可 比 行 询 式 的 值 ， 证明 从 管 卡 儿 pq8 
空间 到 币 卡 儿 ms 空间 的 变换 的 雅 可 比 行列 式 
是 psin 如 
单 积 分 中 的 代 搞 ”怎样 才能 把 单 定 积分 的 代 换 
看 成 区 域 的 变换 ”在 这 种 情形 雅 可 比 行列 式 是 
什么 ? 举 一 个 例子 说 明 . 
通过 对 xz，y 和 :积分 求 硬 3 中 的 积分 


2 
了 2 
a 48 ce 


的 体积 (提示 : 令 x*=au, y= 如 , =ew， 然 


=1 


第 13 童 复习 指导 问题 


1. 


2, 


nm 


各 


定义 二 元 前 数 在 坐标 平面 内 的 有 界 区 域 上 的 二 
重 积 分 . 

怎样 把 一 重 积分 作为 累 次 积分 求 值 ? 宗 次 积分 的 次 
序 是 重要 的 吗 ? 如 何 确定 积分 限 ? 举 出 一 些 例子 . 


,怎样 用 二 重 积分 计算 面积 和 平均 值 ? 举 出 一 些 


例子 . 


. 怎样 才能 把 直角 坐标 中 的 二 重 积分 变换 成 极 坐 标 


中 的 二 重 积 分 ? 作 这 种 变换 为 什么 可 能 是 有 价值 
的 ? 举 一 个 例子 . 


. 定义 函数 .f(x,y,z) 在 空间 中 有 界 区 城 卡 的 三 重 


积分 . 


,怎样 求 直 钊 坐标 中 沽 重 积分 的 值 ? 如 何 确定 积分 


后 米 mm 字 间 中 相应 区 域 的 体积 . ) 
21， 阔 本 分 
站 Hxys | dr dy 中 
在 情 球 体 
和 
上 的 积分. 【提示 :; 令 x=au, y=， z= cu 
然后 求 uew 空间 中 相应 区 域 .| 的 积分 ). 


22. 令 口 是 在 zz 空间 中 由 不 等 式 
【和 2 
定义 的 区 域 ， 应 用 变换 
HH, =X, = 3 


和 在 ue 空间 中 相应 区 域 上 积分 求 积分 
Cay + 3xyz} dr dy dr 


23. 半 桶 球体 的 形 心 ”假定 结果 是 半球 体 的 形 心 .位 
于 对 称 轴 上 从 底部 到 顶端 的 3/8 处 ， 通 过 变换 
相应 的 积分 证 明 ， 半 栅 球 体 


所 + 三 + 所 有 过 1,z2 芋 必 0 
的 形 心 位 于 z 轴 上 的 人 反 底 部 到 项 凋 的 378 处 . 
(你 可 以 不 用 求 任何 积分 完成 这 个 证 明 . ) 

国 柱 亮 。 我 们 在 6. 2 节 学 过 如 何 用 圆柱 过 方法 
求 旋转 体 的 体积 ; 即 当 曲 组 y = 所 x) 同 * 轴 之 间 
从 = 到 MO<as<a) 的 区 域 绕 y 轴 族 转 时 ,产生 


的 旋转 体 的 体积 为 | 2rx /xjdx 证 明 :用 一 重 


积分 求 体 积 给 出 则 样 结果 . (提示 :用 柱 面 坐 标 
表示 变化 的 yY 和 > ) 


限 ” 举 一 个 例子 . 
7- 怎样 用 直角 坐标 中 的 二 重 积 分 和 三重 积分 计算 体 
积 、 平 均值 质量 、 矩 租 质 心 ? 举 出 一 些 例子 . 
8. 怎样 定义 柱 面 坐标 和 球面 坐标 中 三 重 积分 ”为 什 
么 有 人 可 能 宁愿 用 这 两 种 坐标 系 之 一 而 不 用 直角 
坐标 计算 积分 ? 

4 怎样 炒 柱 面 坐 标 和 球面 坐标 中 的 三 重 积分 ? 如 何 
求 积 分 限 ? 举 出 ~ 些 例 子 . 

于 .怎样 把 二 重 积分 中 的 代 换 表示 成 二 维 区 域 的 变 
换 ?7 举 一 个 计算 实例 . 

11. 怎样 把 三 重 积分 中 的 代 换 表 示 成 三 维 区 域 的 变 
接 ?” 举 一 个 计算 实例 . 
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第 13 章 实 习习 题 
丰 避 题 1-4 中 ， 曾 出租 分 区 域 的 草图 并 用 求 。 2 台 . 在 下 刚 多 城 上 冰 育 数 话 xv) = 4A + + 
- 午 租 分 的 什 . 的 和 分 ， 
1 Pf yu 由 1 ed (a) 三 角形 区 域 。 以 (0.07，(1.0) (1..5) 为 
站 0 项 点 的 二 角形， 
3 | 一 rr Eds dt. 4 xy dr 路， {b) 第 一 和 象限 zy 平面 的 第 - -象限 . 
在 习题 5 -8 中 ， 曾 出 积分 区 城 的 草图 ， 并 二 在 当 题 3 “2 中 ， 求 各 分 的 香 


用 相反 的 积分 次 兰 写 出 等 价 的 积分 ， 热 后 求 网 个 积 
分 的 作 ， 


sf 


这 在 「 [ ,后 由 也 


Yr -ol 
7 三 Fx hy. 入. | 2r dy dx. 
由 TT nin 


丰 习 是 9 - 这 中. 求 得 分 的 伟 . 


业 . 和 4 con Cx Yee dy 10. [Nt dy. 


13. 直线 同 抛物 线 之 间 的 面积 求 x 平 内 由 直线 
y=2x+4 和 其 物 线 yY=4- 盖 也 图 的 区 域 的 
面 秘 , 

14， 以 直线 和 抛 重 线 为 界 的 区 域 的 面积 求 xr 平面 
内 可 边 以 催 物 线 } =x 为 界 、 左边 以 直线 x+ 
y=2 为 界 和 于 方 以 直线 y=4 为 界 的 ”二 角形 
区 域 的 面 模 . 

15， 在 抛物 面 之 下 的 区 域 的 体 积 求 在 抽 物 面 > = 
到 + 由 定 上 和 在 生平 耐 内 由 直线 y=*z，*=0 
和 x+yY=2 包围 的 -角形 区 域 之 上 的 空间 区域 
的 体 租 . 

16、 在 抛物 柱 面 之 下 的 区 域 的 体积 求 在 抛物 柱 证 
z= 之 下 和 在 沪 平 面 内 由 秽 物 线 }=6 一 x* 利 

话 线 =x 包围 的 区 域 之 上 的 空间 区 域 的 悼 积 . 
在 习题 17 和 和 18 中. 求 凡 x,7) = 在 给 定 区 域 

全 的 平均 值 . 

17. 在 第 -象限 内 以 占线 <=1， 7 =1 为 蛋 的 正方 形 . 

18. 在 第 -象限 内 的 四 分 之 园 妇 二 六 二 1 
在 习题 19 和 20 中 ， 遂 过 变换 成 极 从 标 求 积分 值 . 


ly 二 
v9. 二 到 二 好) 


2 六 Cx + + [dr dy 


21. 在 双 纽 线 上 积分 ”在 由 双 纪 线 (x* +】”- 
(x -六 ) =0 的 一 个 环 包 围 的 区 域 上 求 函数 
ay) -LT+ 刀 + 姑 ) 的 积分 ， 


2»3. [eos 【十 让 十 了 ix dy lz, 

3 ns 
| 人 
2 ss de 
站 . | 站 Y -dy Tz rr 


27. 体积 “” 求 删 曾 由 杜 面 zx = 一 + 一 TT 乓 TY 挟 
mx2 .不 师 市 平 责 z = - 2x 和 下 方 由 sy 平面 也 尊 
的 攀 形 代 域 的 体 丙 . 


et dy dd. 


t= -cosy 


| 
对 


28. 栖 积 ” 求 上 方 以 网 柱 而 z=4 -x 为 界 ， 人 铀 面 以 
加 柱 面 x + 只 =4 汶 界 和 下 方 以 xr 平面 为 界 的 
立体 的 体 租 . 


29. 平均 信 。 求 呐 数 放 x,Y.s) =30 xz vs + 在 第 
一 其 限 内 以 坐标 平面 和 平面 x =1， 
为 界 的 长 方 体 上 的 平均 值 . 

30， 平 均值 求 p 在 奈 体 p 志 «(球面 坐标 ) 上 的 平均 值 . 


Y=3. z=] 
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31， 上 以 柱 面 坐 标 到 直角 坐标 和 球面 坐标 “把 积分 
四 
FF) 3 rdrdg, rs0 
变换 到 ta) 片 角 坐标 ， 采 用 积分 次 序 中 dx 由. 
{b) 球面 于 标 . (Cc) 然后 求 其 中 -个 和 分 的 悄 . 
32， 从 直角 坐标 到 杜 面 些 标 (a) 把 积分 
I 2 2 
[i 21ep 下 由 岂 
变换 划 柱 商 坐 标 . 【b) 然后 求 新 积分 的 依 . 1 
妈 3， 从 直角 坐标 刻 球 面 坐 标 (a} 把 积分 
| vi 41， 形 心 ” 上 在 xy 平面 内 以 直线 x =2，y =2 和 双 
Ls sat 曲线 y=2 为 界 的 "三 角形 "区 域 的 形 心 ， 
变换 到 妹 面 坐标 、{b) 然 后 求 新 积分 的 值 . 4 形 心 求 在 吴平 面 内 界 于 搬 物 线 x + -2Y - 
34 直角 坐标 、 柱 面 坐 标 和 球面 坐标 对 于 函数 0 和 直线 x+2y = 和 0 之 间 的 区 域 的 形 心 . 
所 my =56+47Y 在 第 -一 卦 限 内 以 锥 曾 z = 特 . 报 炬 求 在 地 平面 内 以 y 轴 以 及 直线 =2x 和 
vx + 六 、 柱 面 六 + 产 = 上 和 举 标 平面 为 界 的 y =4 为 界 的 密度 为 常数 8 =3 的 三 角形 薄板 对 
区 域 上 的 积分 ， 在 (8) 直角 坐标 .(b}) 柱 面 坐 标 原点 的 惯性 极 类 . 
和 (ff 球面 坐标 中 写 出 四 次 一 重 积分 (9 然后 。 44、 极 蝶 求 密度 为 常数 5=3 的 惩 形 世 板 对 其 中 心 
庆生 到 本 角 烷 标 对 于 积分 (相间 板 以 my 平面 内 的 直线 * = 42，y = + 1 
| Pain cos Bzide dr dp 为 界 ; 
建立 在 直角 坐标 中 的 等 价 积 分 、 把 积分 次 序 安 (四 薄板 以 zy 平 面 内 的 直线 < = +a y= #4 
排 为 党 对 = 积分 ， 再 对 y 积分 ， 最 后 对 x 积分 . 为 界 . 
36. 从 直角 坐标 到 柱 面 坐 标 “一 个 立体 的 体积 为 【提示 : 先 求 1， 热 后 利用 1 的 公式 求 1.， 最 
VE 终 把 二 寿 相 如 求 6). 
由 】 二 中 由 由 45. 惯性 撼 “” 求 薄板 对 x 轴 的 颁 性 算 ， 薄 板 覆 盖 vv 
{a} 通 过 给 出 网 成 立体 边界 的 曲面 方程 描述 平面 内 以 C0,0)，(3,0) 和 (3,2) 为 项 点 的 二 角 
立体 . . 形 区 域 ， 其 密度 5 为 常数 . 
(b) 把 积分 变换 成 柱 面 坐标 中 的 积分 ， 但 是 不 6 可 变 密度 板 ” 求 sy 平面 内 以 直线 x= 上 1， = 
求 积分 值 +1 为 界 的 正方 形 薄板 的 质量 和 对 坐标 轴 的 
39， 球面 坐标 与 柱 面 坐标 ”对 于 涉及 球形 区 域 上 的 阶 短 ， 如 果 板 的 密 朗 8(4,7) -+173 
一 重 积分 ， 为 了 计算 上 的 方便 ， 并 作 总 是 需要 47、 可 要 密度 板 ， 求 zy 平面 以 直线 x =- +1. y= + 
用 球面 坐标 ， 某 些 计算 可 能 用 柱 面 坐 标 更 容易 为 界 的 正方 形 甸 梳 的 质量 和 对 末世 得 交 人 
完成 .一 个 怡 当 的 傅 子 ， 就 是 用 {a) 柱 面 坐 标 1 
和 { b] 球面 全 标 汶 上 方 以 球面 衬 + 六 + 二-=8 为 算 ， 如 果 板 的 密度 8(*,7) =x +y +13. 
界 和 下 方 以 平面 z=2 为 界 的 区 域 的 体积 . 向 . 具有 相同 懒 性 业 的 三 角形 板 有 求 底 边 位 于 * 四 
38. 求 球面 坐标 中 的 i 求 上 方 以 球面 p =2 为 鼻 和 的 区 间 [0,8] 上 和 和 顶点 在 x 轴 上 方 的 直线 y = 广 
下 方 以 锥 面 由 = mx3( 球面 坐标 ) 为 界 的 密度 了 = 上 的 密度 请 为 常数 的 三 角形 板 对 * 轴 的 惯性 延 . 
1 的 了 站 体 对 z 轴 的 惯性 矩 . 正如 称 将 会 见 到 的 那样 ， 三 角形 顶点 处 在 直线 
39.“ 厚 雇 " 球 面 的 惯性 矩 。” 求 以 半 答 ea 和 上 aa< 扫 上 什么 位 置 并 和 不 重要 .所 有 这 样 的 二 角形 对 * 
的 同心 球面 为 界 和 密度 5 为 常数 的 立体 对 -- 条 轴 的 展 性 矩 相 同 . 
直径 的 惯性 矩 物 , 形 心 ” 求 极 坐标 平面 内 由 不 等 式 0 sr 
物 ， 苹 果 的 惯性 矩 ” 求 由 球面 坐标 曲面 p = 1 -cos 由 3，- mx3s<8<sm' 限定 区 域 的 形 心 . 
包 国 的 密度 38= 1 的 立体 对 = 轴 的 惯性 矩 ， 这个。 50， 形 心 “ 求 第 -象限 内 以 射线 9 =0 和 日 = /2 以 


立体 是 绕 = 轴 旋转 附 图 中 的 曲线 产生 的 . 


及 加 rz= 1 和 +=3 为 界 的 区 域 的 形 心 . 
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sl {a9) 形 心 


玉 模 举 标 于 商 内 位 心脏 线 r= 
1 +ena 和 内 部 和 圆 r=1 外 部 的 区 城 的 开心 . 
[bf 丙 册 区 城 的 草图 ， 并 县 在 草图 中 显 东 出 形 心 . 


52.， [8) 形 心 。 炒 概 坐标 平面 内 由 不 等 式 0&r 志 a， 


-aspsef0<asT) 限 定 的 区 域 的 开心 . 
开心 当 mm 时 怎样 移动 ? 

(tb) ii 出 对 于 a =5m5 的 区 城 的 曹 图， 并 是 在 
图 中 显 泵 内 形 心 . 


第 13 童 补充 和 提高 习题 


1. 


Cy 


两 个 平面 之 间 的 圆柱 体 区 域 


.两 个 抛物 面 


、 球面 坐标 


沙 堆 ， 二 重 积分 和 三 重 积分 ” 沙 堆 的 底部 蔓草 
x 平 面 内 以 抛物 线 x* +Y=6 和 直线 y =*t 为 界 的 
区 城 ， 沙 维 在 点 (zx,y) 之 上 的 高 度 是 **， 把 沙 堆 
的 体积 家 示 成 (a) 二 重 积 分 和 和 ($b) 重 积 分 . 
(0) 热 后 求 沙 堆 的 体积 . 


、 半 球形 碗 中 的 水 ”在 半径 为 5 cm 的 半球 形 网 中 


注 人 南 琉 口 莽 3 em 的 水 ， 求 攀 中 水 的 体积 . 
求 们 柱 栖 * + 六 所 
1 位 于 平面 z=0 和 x +y+z=2 之 间 部 分 的 体积 . 


.球面 和 抛物 面 ， 求 上 方 以 球面 让 +++# =2 为 界 


和 下 方 以 抛物 面 : = + 六 为 界 的 区 域 的 性 积 . 
求 二 方 以 抛物 面 z=3 -有 2 一 六 为 界 
和 上 下方 以 抛物 面 ?=2x* +2 为 界 的 区 域 的 体积 . 
求 由 球面 坐标 曲面 p=2 sin 四 包围 的 
区 域 的 体积 :参见 附 岁 ). 


局 -nn 中 


和 


rt 
4 
1 


ns 


“2 了 


、 球 体 中 的 油 ” 穿 过 球体 四 一 个 圆柱 形 润 ， 洞 的 轴 


是 球体 的 直径 .球体 剩余 部 分 的 体积 为 


vs 
Y = 2 『 | rdrdr dp 
0 0 1 


[a} 求 润 的 半径 和 球体 的 半径 . 

ib) 求 这 个 积分 的 值 , 

球体 和 柱 面 ” 求 用 柱 面 7 =3 sin 8 从 球体 r+ 所 
9 中 切割 的 材料 的 体积 . 


.两 个 独 答 面 ， 求 由 扫 物 面 :=* + 和 z= (x+ 


六 +1) 沪 包围 的 区 域 的 体积 . 


$3. 


证 明 ; 着 u=x-y 和 #=y， 则 


三 | fry dy dr = 上 [Wd ud de 


54. 


11. 


12. 


13. 


为 使 
[ 「 Rb odt dy dy =1 
当 数 a, 5，*r 之 间 必 须 满 羡 什么 关系 ” (提示 : 


邻 1=ox+ 序 和 t=yx+ 合 ,其 中 (oe5 -By)* = 
ar -上 ， 那 么 ,ar +2B6x7 + =+1.) 


. 柱 面 和 雌 面 z= 你 ， 求 第 一 封 限 内 介 于 柱 面 


rsl1 和 r=2 之 间 以 及 下 方 以 好 球面 为 蜡 和 上 
方 以 曲面 == 邮 为 界 的 区 域 的 体积 . 
求 积 分 


Fe 


的 值 . 【提示 ， 利 用 关系 式 
= = ed 
构成 一 重 积分 ， 并 和 且 通 过 改变 积分 次 序 求 积 


分 值 . ) 
【a) 极 坐 标 ”通过 变换 到 极 坐 标 ， 证 明 


[i Cx + de dy 


三 ea lna 一 二) 
其 中 a>0, 0<B<T2. 
{bB} 用 相反 的 积分 次 序 重 写 簿 卡 儿 坐标 的 积分 . 
把 二 重 积分 化 简 为 单 积分 ”通过 改变 积分 次 序 ， 
证 明 可 以 把 下 面 的 二 重 积分 化 简 为 单 积 分 ;: 


[fe AD du = [fix -Dev fd 
DA 
饥 样 ， 可 专 和 证 明 


[fe dd 一 三 了 ed 


14. 


15. 


变换 二 重 积分 获 所 常数 积分 限 。” 带 变 量 积分 限 
的 名 重 积 分 ， 有 时 可 以 改变 成 具有 党 数 积分 限 
的 积分 通过 改变 积分 次 序 ， 证 明 


Ta ee -fr dy) 
= fA {fac -Kxjdzjd 


-到 [站 sozx -yA dy 


使 惯性 极 炬 达到 量 小 值 ”一块 密 度 为 常数 的 薄 
板 程 盖 xy 平面 的 第 一 象限 内 以 (0,0)， 


多 重 积 分 
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17， 


19. 


21. 


4a,0) 和 (a,17a) 为 硕 点 的 二 角形 区 域 ，a 的 什 
么 慎 糙 合板 对 原点 的 惯性 概算 达到 最 小 值 ? 


， 三 角形 板 的 惯性 极 矩 ” 求 密 为 常数 5=3 的 以 xy 


末 面 内 的 y 轴 以 及 直线 y =2x 和 7=4 为 外 的 : 
角形 蔚 板 对 原点 的 惯性 极 和 矩 ， 

平衡 猫 的 质量 和 懈 性 极 是 ”惯性 轮 的 平衡 锤 的 
密度 为 常数 1， 其 形状 是 从 半径 为 s 的 加 中 由 
距 广 中 心 为 闪 让 <sz) 的 纺 切 制 的 小 较 缺 ， 求 平 
衡 锤 的 质量 以 及 它 对 惯性 轮 中 心 的 惯性 极 算 ， 


飞 网 的 形 心 峙 好 平面 内 介 于 抛物 线 六 = 
-4(x -1) 和 = -2(0r-2) 之 问 的 飞镖 形 区 城 
的 席 心 . 
炒 积分 


Lf ews gy dx 
040 


的 值 ， 上 其 中 a 和 5 为 正 数 ， 
Bix ， 
> 


max( bx’ a ) = { prix 涵 oy 


< bx < 人 


， 证明: 在 短 撒 区 域 xo 志 + 万 x/ ， 加 到 7 反 凡 上 积分 


De 1) gd 
OrAr 了 


的 值 等 于 

Ex ) 一 Freyo) + F(xo,Yo) 
假定 所 x,y) 以 写成 x 的 耳 数 和 y 的 函数 的 习 
积 ， 苑 .FAz,y) = Fix}Cly)， 闭 各 了 站 在 和 矩形 
呈 : 和 x 和 ry 上 的 积分 也 癌 以 用 公式 


Prana = (f rey) Ted) oh 
当成 溢 积 计算 ， 论 据 是 
ar, aa = (fp 60) dr)dy (i) 
"| 。 


=- 贱 Cin) f Flr) de)ey (11) 
= (fre ar)er) dy Ciii) 


=-(f renad)f eo tm 


(a) 缩 出 从 第 () 步 到 第 (iv) 步 的 推理 . 
当 应 用 公式 (1) 时 ， 它 可 能 是 一 个 节省 时 间 
的 算式 ， 用 它 计算 下 列 积分 ; 


(of [ecoo 7 dy dx; toff 和 dy dy. 


22， 用 D./ 表 示 函 数 


了 
xs7) = 二 十 站 


27. 


。 抛物 型 雨量 计 


在 单位 向 旺 # = 放生 的 导数 . 
(a) 求 平均 值 决 凡 在 由 直线 x+7=1 从 三 于 
而 第 :象限 切割 的 :着 彤 区 域 革 的 平均 傅 . 
{8 平均 值 和 形 心 证明 : 通常 情况 下 鳌 .三 在 
zy 平面 内 :个 区 城 上 上 的 平 顽 傅 等 于 六子 在 

这 个 区 域 的 形 心 的 估 . 


全 11Z2) 的 值 也 数 


Ttx) = fe dr 
把 阶 嫌 是 数 从 非 负 整 数 扩 充 到 其 他 实数 ， 在 党 
分 方程 理论 由 特别 重要 的 数 是 
1 ia Tp 
rs)=f “d= 12) 
【ai 你 若 尚 未 作 13.4 节 的 地 脑 314。 现 在 来 作 这 
道 题 ,证明 
2 
i= 人 和 dy = 3 
[9}) 在 公式 (2) 中 代入 Y= 六 ， 证 明 
] 
"(=) = 21 = yr 


.图形 板 上 的 总 电荷 ”在 半径 为 R 米 的 网 形 板 


上 . 电荷 的 分 布 为 

qtr = rt sin 8) 库仑 ” 米 :( 为 常数 ) 

在 板 上 对 og 积分 来 总 电荷 

一 个 器 盾 的 形状 为 从 ==f0 到 

z=10 英寸 的 抛物 面 2 =x* + 的 图 堪 ， 寺 划 在 

器 此 上 作 刻 度 使 其 或 为 雨量 计 ， 在 器 咽 中 同 1 

英寸 雨量 对 应 的 高 度 是 多 少 ” 问 了 英寸 耳 量 对 

应 的 高 诽 是 多 少 ， 

人 造 卫 星 抽 物 面 天 线 锅 的 全 水 症 ” 人造 卫星 抽 

物 面 天 线 锅 的 宽度 为 2 米 ， 深 度 为 1/2 米 ， 它 

的 对 称 轴 以 牌 直 方向 屈 斜 30°. 

ta] 在 直角 坐标 中 建立 绽 出 抛物 面 兴 线 锅 储 水 
量 的 三 重 积 分 ， 但 是 不 计算 积分 值 ， ( 择 
示 ! 设置 坐标 系 使 抛物 面 天 线 锅 处 于 “标准 
位 疾 " 而 水 平面 是 同和 料 的 . 11 注意: 积分 限 
不 是 “优美 的 ". ) 

tb) 使 扯 物 面 天 线 贺 木 能 保存 水 时 的 最 小 倾 身 
度 是 事 少 ? 

令 卫 是 半径 为 1 的 直立 半圆 性 体 的 内 部 ， 灶 加 

杜 体 的 端面 县 在 原点 之 上 1 单位 的 位 置 ， 它 的 

轴 是 从 !0,0.1) 到 m 的 射线 用 柱 面 坐 标 求 

积分 


fi +) dr 
了 
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的 慎 . ( “ 维 空 间 ) 中 区域 六 的 体积 , 这 种 计算 方式 可 


如， 咎 体积 我 们 已 经 学 习 过 ,1dx 是 数 直线 ( . 以 继续 下 去 :如 果品 是 xyzw 空间 {四维 空间 ) 中 


的 区 域 .那么 用 dy 是 日 的 " 超 体积 ”. 运用 你 的 


世 
推广 能 力 和 四 维 空间 的 简 长 儿 坐标 系 , 求 : 维 
( - 绯 空 间 ) 内 区 域 R 的 面积 ,用 dv 是 xyz 空间 单位 球 + 六 ++ = 内 部 的 起 体 税 


维 空间 ) 上 区 间 [e,5] 的 长 度 ,用 d 是 zx 平面 
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概述 ”在 这 一 章 ， 我 们 把 前 面 四 章 处 理 室 间 曲线 、 向 重 函 数 、 偏 导数 以 及 多 重 积分 的 思想 结 
合 起 来 ， 建 立 线 积分 、 向 量 场 和 面积 分 ， 为 自然 科学 和 工程 技术 提供 强 有 力 的 数学 工具 ， 线 积分 
用 于 求 力 沿 一 条 路 径 运 动 所 作 的 功 ， 以 到 求 具有 可 变 密 度 的 金属 线 的 质量 ， 面 积分 甲 王 痕 流 体 
流 过 一 个 曲面 的 速率 ， 我 们 还 要 介绍 把 这 几 种 新 工具 联系 起 来 的 几 个 重要 定理 ， 同 时 提供 用 写 
人 门 解 决 效 学 计算 和 实际 应 用 问题 的 抒 解 ， 


14.1 线 积分 


为 了 计算 置 于 空间 曲线 位 置 的 细 杆 或 金属 线 的 质量 ， 或 普 求 可 变 力 沿 这 样 的 曲线 所 作 的 功 ， 
需要 提出 一 种 比 第 5 章 的 定义 更 为 一 般 的 积分 概念 ， 我 们 涡 要 求 存 曲线 CC 上 而 不 蚌 在 区 问 
[a, 85] 上 的 积分 ， 这 种 更 一 般 的 积分 称 为 线 可 分 {不 过 用 * 曲 关 " 积 分 可 能 更 贴切 ). 我 们 在 给 出 
空间 曲线 的 定义 时 ， 记 住 zz 平面 内 的 曲线 只 是 * 坐标 恒 为 零 的 特例 . 

假定 f(x,y,z) 是 费 在 外 于 /定义 域内 的 空间 曲线 

re) = gC) +t he) + RECAK, aetteb 
二 求 积分 的 实 值 函数 f 沿 曲线 的 值 由 复合 消 数 /ig (1)， z= 
CD .Kt ) 给 出 ， 将 要 进行 的 积分 是 这 个 复合 沙 数 
对 上 长 从 :=a 到 :=58 的 积分 ， 开 始 ， 先 把 曲线 划分 
上 成 有 限 的 4 有 段子 绪 ( 见 图 14.1)， 典 型 子 弧 的 长 魔 为 
as， 在 每 段子 蜂 中 选取 .- 点 (zi ,办 2)， 并 且 构 
造 和 


S$, = 和 A xense) As, 


如 果 了 是 连续 函数 ， 并 且 f,h,k 有 连续 一 阶 导数 , 那 ‘Te 
么 这 些 和 当 m 增加 和 长 度 as, 赵 近 零 时 赵 近 一 个 家 图 14.1 把 曲线 rtt)} 虽 分 成 从 t=a 
限 ， 这 个 极限 称 为 了 在 曲线 上 从 a 到 b 的 线 积分 . 到 := 的 小 弧 ， 典 型 于 弧 
如 果 曲 钱 用 一 个 字母 例如 C 表示 ， 积 分 记号 为 的 长 度 为 as 
MazsraDd (“f 在 C 上 的 积分 ") (1) 


如果 "(中 对 于 a<t<b 是 光滑 的 (» 竺 是 连续 的 并 且 不 会 为 0 ， 就 能 在 积分 式 (1) 中 用 公式 


st) = 三 1v(r) |ar (在 11.3 节 公式 (3) 中 卫 1， = a) 
把 几 表示 成 由 = |v(1) |df。 于 是 我 们 可 以 按 下 式 求 /在 C 上 的 积分 ， 
Arxsra 由 = Jreco Do vi) ld 


请 注意 ， 最 后 这 个 公式 右 端的 积分 只 是 通常 的 { 单 变量 ) 定 积分 ， 像 在 第 5 章 定义 的 那样 ， 
其 中 我 们 基 对 参数 上 积分， 公式 正确 地 求 出 去 端的 线 积分 而 不 管用 什么 参数 表示 ， 只 要 参数 化 曲 
线 是 光滑 的 . 
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如 何 求 线 积分 
炒 连 续 两 数 Kx ,yz 在 曲线 C 上 的 积分 的 步 归 如 下 : 
{1) 求 曲线 的 一 个 光滑 的 参数 玉 示 

rt = eC + hj + hk, oteb 
12) 控 照 


[ERE = [ee RR) RCA) Tols} td (2) 


上 求 积分 - 


如 果 了 取 常 数值 1， 肝 人 么 了 在 5 上 的 积分 给 出 C 的 
长 度 . 

例 1 求 沙 数 /(x,7,2) =x -37 +z 在 连接 原点 和 点 
(1,1,1) 的 线 女 C 上 的 积分 ( 见 图 14. 2)， 

和 解 ”我 们 选择 线段 C 可 以 想到 的 最 简单 参数 表示 ; 

rfi =H+y+t, Osiel 
二 个 分 量具 有 连续 的 一 阶 导数 , 并且 1v( 人 1 = 1i+j+k1 = 
VE = 不 会 为 0， 所 以 这 个 参数 表示 是 光滑 的 ，“ a 
fF 在 上 圭 的 积分 是 ， 图 14.2 例 1 中 的 积分 路 径 
[fds = Fen (3) dt 《公式 (2)) 


= se + fa = Bh 2 -3rd = Be -°°] 


EE 


1 _0 加 
14. 1,.1 可 加 性 

线 积 分 具有 这 样 一 种 有 用 的 性 质 ， 如 果 曲 线 是 由 有 限 的 曲线 段 C,，C,，*…，C, 首尾 连接 
构成 的 ， 那 么 函数 了 在 己 上 的 积分 等 于 了 在 各 个 曲线 段 上 = 
的 积分 之 种; 

[es = [futf fu i [fu (3) 

例 2 图 143 显 示 从 原点 到 点 (1,1.1) 的 另外 一 条 路 
径 ， 它 是 线段 C, 和 ,的 并 集 、 求 丙 数 (x.y,z} =x—3y +2 
在 CUC, 上 的 积分 . 

解 ” 我 们 选择 C, 和 C, 可 以 想到 的 最 简单 参数 表示 ， 
检查 进行 积分 的 速度 向 量 的 长 度 ， 
GC ry) it, Ostial; lrl= A + = 有 图 14.3 例 2 中 的 积分 路 径 
Cr = ii+tk, Datel Ivl= vO +0 +1: =1 
用 这 两 个 参数 表示 求 出 

[feds = | fxr os)ds + j fxs7s5) (公式 (3)) 


1. 01 


= roseo0) Vidr + {F010 0) de (公式 (2)) 


= -ar +0 d+ (1-3+0()d 
0 [0 
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闫 十 例 1 和 例 2 中 的 积分 ， 请 注意 三 件 事 情 ， 第 一 ， 只 要 把 相应 积分 曲线 的 参数 表示 的 分 最 
代入 /的 公式 ， 积 分 就 变 成 对 1 的 标准 积分 ， 第 一 , /在 CUC: 上 的 积分 ， 通 过 在 每 段 曲线 上 对 7 
积分 并 用 把 结果 相 加 得 到 ， 第 二 ， 如 果 忆 是 和 ,的 并 集 , fF 在 C 上 的 积分 和 /在 C,UC, 上 的 
积分 具有 不 了 兢 的 值 ， 如 果 改 变 连 接 两 点 的 路 径 ， 潜 两 点 路 和 的 积分 值 可 能 改变 . 
14. 1.2 质量 和 是 的 计算 公式 

我 们 来 探讨 像 曙 旋 弹 短 和 人 金属 线 这 样 一 些 沿 空间 光滑 曲线 分 布 的 质量 问题 ， 这 种 质量 分 布 
用 密度 基数 8(x.y,z) (每 单位 长 度 的 质量 ) 描述 .这 时 ， 学 憩 和 人 金属 线 的 质 和 由、 质心 租 罕 用 
表 14.1 中 的 公式 计算 ， 这 些 公式 也 适用 于 细 杆 ， 这 些 公式 的 推导 类 似 于 所 ?7 节 的 公式 瓜 导 ， 

表 14.1 位 于 空间 光滑 曲线 上 的 螺旋 弹 籁 、 细 杆 和 人 金属 线 的 质量 和 蝶 的 公式 
(0 质量 
机 = 5 出 16 = 5(x.y.z) 是 在 点 (zsy,z) 的 密度 ) 

(1) 对 坐标 平面 的 一 阶 炬 


(li) 质心 的 坐标 


[iy) 对 坐标 情 和 其 他 直线 的 避 性 年 
所 = (+) 由， = fr = (x + YB ds 


下 = 机 0 = 上 点 (ssriz 到 直线 了 的 中 页 ) 

一 

注意 ， 表 中 的 质量 抑 dm 等 于 5 出， 而 不 像 在 表 13. 1 = 
那样 等 十 8 dr， 疾 且 积 分 是 在 曲线 C 上 的 积分 . 

例 3 一 把 位 于 yz 平面 的 半圆 六 +z =1, :0 上 的 
细 长 使 局 马 ， 底 端的 密度 大 于 弓 顶 的 密度 ( 见 图 14.4). 
如 果 在 纪 上 的 点 (x,y,z) 的 密度 是 8(x,y,z) =2 -z， 求 弓 
的 质心 . 


] 


解 ”我 们 知道 x =0 和 7 =f0， 因 为 弓 处 于 yz 平面 内 ， < 
而 其 质量 对 z 轴 对 称 分 布 ， 为 了 求 了 ， 用 参数 方程 图 14.4 例 3 说 明 如 何 求 本 恋 密 麻 
rt) = (cos tN + (sint)k, OSren 的 贺 形 弓 的 质心 fe. m1) 


表示 图 ， 对 于 这 个 参数 表示 ， 


到 
EOIN/E 

于 是 表 14.1 中 的 公式 给 出 
M- | sd = [ (2 -ad = fe -sinbfljd = 27 -2 


«Oe 


好 、-= :sd = jz sds = [Gnn sin t)dr = Ne sin 1 — sinit)dt = “5 


- NM, 8-T 1 8 - 下 
5 
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取 两 位 小 数 的 质心 是 (0，0,，0. 57 ). 
习题 14. 1 
在 习题 1 -8 中 ， 确定 向 量 方程 同 下 面 给 出 的 疼 此 (2) ~ (h) 的 匹配 . 


{ne} 


[di 


(g) : 


证 和 


四 rfi = 1) +2k, 
F(t) = (2 cog ti+ (2 sin i)k, 0 


， 求 积分 


[e) 


本 


,ry = i, OEtel. 


六 人 =E+7+ 人 RR， -1 :sl. 
rit) = (2 eos E+ (2 sint}H, O127. 


rt) = -li 志 1, 


+ 


rt) = + 220 Oatel. 
一 1 所 上 二 1 


| ec + 放生 


其 中 避 是 内 点 (0,1.0) 到 (1.0.07 的 直线 段 x = 
y=1 -1 :=0. 


0, 求 积分 


11. 求 河曲 线 以 口 =28 十 


| (x—y+2-2)d 
其 中 心 是 从 点 (0,1 ,1 到 (1,0,1) 的 直线 眉 * = it， 
=1—:, z=1. 
+ 1 的 
积分 


[| 


{b) 
入 全 
1 


| (xy + + 3)d 
Le 


12. 求 沿 曲 线 ri) = (4 cos 站 + (4 sin 1)j 了 + 3 搞 ， 


-27 所 tf 所 27 的 积分 
[ VY 
c 


. 求 画 数 扎 cry,z) =x+yY+7 在 从 点 t1,2,3) 到 


(0, -1,1) 的 直线 自 上 的 积分 - 


. 求 画 数 Flx,y,z) = 3A(x + 只 + 了 2) 在 曲线 


到 人 = 和 + 站 + 续 ，1 志 tf 所 上 的 积分 . 


。 梁 困 散 所 yz = + -了 在 图 14.5a 中 雍 出 


的 从 点 (0.,0.0) 到 (1,1,1) 的 路 径 
Cr rlt}y =H+t.0 E11 
[| 
上 前 积分 . 


16. 求 函 数 话 x,y,z) =x+Y3 -z= 在 图 14. 5b 给 出 的 


反 点 (0.,0,0) 到 (1,1,1) 的 路 径 
rt = 该 ,和 ! 声 1 
;FE = + O11 


耐量 场 由 的 积分 
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a) by 
财 14.5 习题 15 和 16 中 的 积分 路 径 


17. 求 晃 数 反 x yz) = x+y +7)ACx + + 三 ) 在 路 
径 P{ 和 = 本 + 本 ++ 夸 ， 0 <4 芝 1 过 上 的 积分 

18, 求 丽 数 侨 x,y ,5) = - w+ 在 加 

ret) = (acoa tf + (a sin tk, 
上 :的 积分 . 
在 河曲 19 ~22 中 ， 求 本 数 .在 给 定 申 线 袜 上 的 

积分 . 

19.F(x 7) =x /yy, 大: 

20. fx) = (r+ 0 = 和 /2 从 点 
(i,12) (0,0). 

21, xs) =x +y, CC: 
虑 (2,0) 到 (0,2), 

22. x,7) = -y+ =4 在 第 一 象限 内 从 
点 0,2) 到 (v2 ,2). 

23. 金属 线 的 质量 求 位 于 曲线 mb = (Fj)j+ 
2 奔 , 0 起 t 导 1 上 的 金属 线 的 质量 ， 设 金属 线 的 
密度 消 数 为 5= 032)4. 

24. 普 曲 金属 线 的 质心 ”金属 线 位 于 曲线 r(i) = 
{12 ，-1<r<l 上， 它 的 密度 为 8(x， 
yc) =15 Wy+2， 求 它 的 质心 ， 热 后 一 起 时 出 揭 
线 和 质心 的 草图 . 

站 . 具有 可 变 密度 的 金属 线 的 策 量 求 位 于 曲线 
Fr) = 2 tt 和 1 上 的 细 金 属 
线 的 质量 ,假设 它 的 密度 为 {a}8 =3:，[bj5 = 1. 

26, 具 省 可 交 密 唐 的 金属 线 的 磺 心 ” 求 位 于 曲线 
rt) = 本 23)074, 0 过 :所 2 上 的 细 金 属 
线 的 质心 ， 假 设 它 的 密度 为 8=3v3 +t. 

27. 金属 环 的 惯性 矩 ” 一 个 圆 形 金属 环 位 于 xy 平面 
内 的 较 x + y=a* 上 ， 其 密 麻 3 为 常数 ， 求 金 
属 环 对 : 轴 的 惯性 算 . 

28. 纲 长 杆 的 惯性 矩 ” 一 条 细 长 的 密 麻 为 常数 的 村 


DEte 1 


闻 = 和 妇 /2 0 二 2. 


所 + =4 在 第 -象限 内 从 


位 于 天 平 血 内 的 线段 rf) =+ (2 -220)4, 0 
{所 | 上 求 杆 对 三 个 坐标 平面 的 惯性 矩 . 
23. 两 六 常数 密度 的 弹 策 ”一 条 密度 为 常数 5 的 痒 
算 ， 位 于 螺旋 线 
Pt) = (eos EF + (gin f+ 层 ， 
上 . 
[ay 于 
tb 假定 男 有 -条 密度 为 常数 5 的 弹 咎 的 长 朗 
是 (a) 中 弹 壬 长 度 的 两 全， 并 且 位 于 0 和 < 
4m 的 隔 样 曝 旋 线 上 ， 休 预料 长 弹 管 的 1 和 
短 净 篇 的 六 相同 还 是 应 当 不 同 ? 通过 计算 
长 弹 策 的 4 检验 你 的 癫 料 . 
加. 密度 为 常数 的 金属 线 ”密度 为 常数 5 = 1 的 金属 
性 位 于 曲线 
rie) =( cos ti + tr sin (Ni 
+ {22/ I) 0k, 
上 上 .发生 . 
31. 例 3 中 的 金属 弓 ” 求 例 3 中 金属 纪 的 
32. 具有 可 变 密 度 的 金属 线 的 质心 和 避 性 炬 ” 求 位 
于 曲线 


Dita27 


| 


ri) =+ 22 + 
上 的 细 金 履 线 的 质心 和 对 坐标 轴 的 惯性 类 ， 假 
设 金属 线 的 密 认为 8=1/t1+1). 
计算 机 探 帘 
在 4 题 33~365 中 ,用 -种 CAS( 计算 机 代数 系 
统 ) 执 行 求 线 积 分 的 下 述 处 理 步 器 ; 
【al 凑 对 于 路 径 
rte)y = gE + he) + kr)k 
的 统 长 元 由 = | wt) |di. 
[bj 把 被 积 函 歼 
BCE h(n) ,kee)) | etry) | 
表示 成 参数 的 两 数 . 


(ec 用 正文 中 的 公式 (2) 求 积 分 [ds 
33. f(x,7,5) = w+ 0r + 10y; 


ra) = t+ Et. 
34. fx,y ,2) = v1 + +5y 


rt) = 上 + ej ek, Oie2. 


0sre2 


35. A(x.2) = 3 
下 = (cos 207 + {in 2 + Sk, OE:E27. 


36. f(x,y,7) = 人 + 二 


rtt) = (cos 21)i + {Cain 20F +t KE, Ot E27. 
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14.2 向 重 场 、 功 、 环 流 和 通 量 


引力 和 电力 都 县 在 方 向 和 大 小 ， 它 们 由 在 它们 的 作用 范围 内 每 点 的 向 大 表示 ， 这 些 向 拭 
产生 -- 个 向 量 场 ， 在 这 - 节 ， 我 们 讲述 如 何 用 在 向 址 场 上 的 线 积 分 计算 移动 物体 通过 这 种 场所 
帮 的 巧 ， 我 们 还 机 讨论 速度 场 ， 例 如 表示 流体 在 其 流动 区 域内 的 速度 的 向 她 场 ， 可 以 用 线 积分 求 
流体 在 访 动 区 域内 沿 曲 线 或 者 越过 曲线 流动 的 速 康 . 

14. 2. 1 向 量 场 

假定 在 平面 或 者 空间 区 域内 充满 流动 的 流体 ， 像 空 
气 或 水 流体 由 大 量 的 质点 组 成 ， 在 任意 瞬间 ， 一 个 质 
点 具有 速度 *， 在 给 定 的 ( 同一) 时 刻 ， 在 不 同位 置 的 这 
些 点 的 速 庆 可 能 不 同 我们 可 以 想象 在 流体 的 每 个 点 上 
附着 一 个 速度 向 最 ,代表 在 那个 点 的 质点 的 速度 这样 
一 种 流体 的 流动 是 向 量 场 的 例子 ， 图 14.6 显示 空气 流 
过 所 洞 中 的 可 面 产生 的 速度 向 量 场 ， 图 14.7 显 水 水 通 
过 一 段 缩小 的 渠道 流动 时 沿 流 线 的 速度 向 最 的 向 量 场 . 
向 量 场 也 同 像 重 万 这 样 的 力 有 关 ( 见 图 14.8) ,以 及 同 
磁力 场 、 电 场 和 单纯 数学 上 的 场 有 关 ， 


rp ee 


7 TC, 
/1 
四 
图 14.7 在 缩小 的 渠道 中 的 流 线 ， 水 在 当道 的 狭 图 14.8 重 方 场 中 的 向 量 指向 
窄 地 段 加 速 且 速度 向 重 增加 长 度 提供 场 源 的 质心 


一 般 说 来 ， 向 量 场 是 一 个 函数 ， 它 对 其 定义 域 中 的 每 个 点 赋予 一 个 向 量 ， 在 空间 中 的 二 维 定 
义 城 土 的 向 量 场 可 能 具有 像 
Fix,y,z) = Mixsy zi + NOx YZ + Pry,7)k 
这 样 的 公式 ， 如 果 分 量 务 数 上 村 ，N ,PP 是 连续 阴 数 ， 向 量 场 是 连续 的 ;， 如果 每 个 分 量 阴 数 是 可 微 
函数 ， 向 量 场 是 可 微 的 ， 二 维 向 量 场 的 公式 可 能 像 
下 (xy) = Mx yi + Nirey)f 
在 第 11 章 我 们 遇见 过 另 一 类 向 量 场 . 空间 中 一 条 曲线 的 切 向 县 了 和 法 向 量 六 构成 沿 昌 线 的 
两 个 向 量 场 . 淮 曲 线 r(t) 它 们 可 能 具有 像 
pt) = Fi + BL) + hit}k 
这 样 的 公式 . 
如 果 在 纯 量 函数 掺 4 ,x,z) 的 层 申 面 的 每 一 点 附着 函数 的 梯度 向 量 VA， 我 们 得 到 曲面 上 的 二 维 向 
量 场 ， 如 果 在 流动 流体 的 每 个 点 附着 一 个 速度 向 量 ， 就 有 定义 在 空间 区 域 上 的 三 维 向 量 场 ， 这些 场 
以 及 其 他 的 场 在 图 14.9 ~ 图 14. 14 中 说 明 .为 了 曾 出 这 种 场 的 草图 ， 挑 选 出 具有 代表 性 的 区 城 点 
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集 ， 亚 晤 出 附着 在 它 信 十 而 的 向 二 ， 帮 出 的 第 头 以 款 尼 端 市 不 是 炎 部 附着 到 求 向 研 捕 数 的 点 十. 


四 了 SC 
\ fx y= 


14.9 枯 射 体 运 动 的 迪 庶 图 44.10 曲面 fx,y ,5) = 图 t4. [1 在 长 圆柱 形 管道 内 流动 流 
问 量 ?00) 构成 沿 轨 上 的 梯度 向 量 VF 以 的 速 香 疝 最 we -呈请 

道 的 向 最 场 的 向 量 场 的 尾 端 主 xy 诗 噶 内 .六 

部 在 其 物 面 z= 和 后 -六 上 


~、、 
所 | ” 
|、 
| 入 
图 14.12 平面 肉 点 的 个 置 向 量 的 径 向 场 严 = 图 14.13 scr 平面 内 单位 向 是 
好 + 好 注意， 习惯 上 把 入 头 的 尾 端 F-( H+) +r) 
而 下 是 头 部 在 求 严 的 点 的 环 开场 或 者 * 旋转 " 场 ， 这 个 场 
在 原点 碟 定 疼 

14. 2.2 梯度 场 


可 微 纯 合 值 消 数 在 一 点 的 梯度 向 展 纺 出 也 数 最 大 增加 的 方向 。-- 种 重要 的 向 量 场 是 由 蝴 数 
的 全 部 梯度 同 且 攀 成 的 场 . 


定义 ”可 微 靖 数 .x,yY,z) 的 梯度 场 是 由 梯 放 向 屋 


YA = “" + i+ 十 -* 
构成 的 场 . 


例 1 假定 在 空间 区 域内 每 -点 (* ,7 的 温 诬 由 
7 了 = 100-* 一 入 -2 
给 出 ,并且 F(x,y.z) 定 义 为 了 的 梯度 ， 冰 向 量 场 下 
解 ”梯度 场 亚 是 场所 =V7FT= -2xi -2yj ~2xk, 可 
在 空间 中 的 每 一 点 、 例 ! 中 的 向 其 场 下 给 出 温度 增加 电 快 的 方向 ， 它 上 妍 不是 一 种 力 场 ， 也 
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不 是 一 种 速度 场 . 


a 


Fo 
= 
| 


外 


站 


0 2 16+ 


图 14.14 ”美国 宇航 局 的 将 事 卫 基 用 雷达 从 批 兽 洋 面 上 获取 的 3 500 000 处 风速 测量 数据 : 第 兴 
显示 风向 ; 它们 的 长 诬 和 和 颜色 等 值 线 指示 风速 {注意 格陵兰 岛 南部 的 强风 暴 } 


14. 2.3 力 沿 室 间 曲线 作 的 功 

假定 向 量 场 正 = HH(x ,yzi+A(x*,y,z7+Ptziy,z) 代表 空间 中 遍布 于 一 个 区 域 的 力 ( 可 能 
是 重力 或 一 种 电磁 方 ) 、 并 且 

rly = gO + R(TF + RD)K, neteb 

是 区 域内 的 光 清 曲线 . 由 力 沿 基 线 移动 物体 作 功 的 公式 的 建立 ,受到 我 们 在 第 5 章 推导 由 力 沿 直 线 
移动 物体 作坊 的 公式 的 阿 样 推理 的 启发 ,那里 大 小 为 F(x) 朝向 溢 x 轴 上 一 个 区 疗 的 连 绪 力 所 和 作 功 
的 公式 为 歼 = F(x) dx, 我 们 把 曲线 划分 成 小 发 , 应 用 ( 恒 力 ) x( 距 离 ) 求 功 公式 逝 近 力 在 每 小 和 
曲线 上 所 作 的 功 , 肯 对 结果 求 和 通 近 力 在 整个 曲线 上 所 作 的 功 , 并 县 玫 允 近 和 在 划分 的 出 线段 越 
来 越 小 和 数 日 越 来 密 时 的 极限 计算 这 个 功 . 为 了 求 这 个 取 极 限 的 积分 应 有 的 准确 值 ,我 们 按 通常 
的 方式 划分 参数 区 间 [a .6] ,并 日 在 每 个 子 区 间 [& ,hws] 内 到 一 点 [ay] 的 划分 确定 (我 们 说 
“导出 " ) 曲线 的 划分 ,其 中 P, 是 位 置 向 量 r(1,) 的 顶端 ,as, 是 曲线 段 PP; 的 长 度 ( 见 图 14. 15). 

如 果 FF, 表示 力 场 在 曲线 上 同 1=c, 对 应 的 点 的 值 ，T, 表示 曲线 在 这 个 点 的 单位 切 问 量 ， 
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P(g hm, Kt) 


图 14.15 [ea 的 每 个 划分 导出 曲线 rm = gO0Di+ CDF + 上 的 一 个 则 分 


那么 下 ,TT 是 := 时 正在 T 方 向 的 纯 量 分 量 ( 见 图 14.15)， 由 下 党 曲线 段 P,P,,, 作 的 功 近 似 
等 于 
( 力 在 运动 方向 的 分 其 ;x 移动 的 距离 ) = FY,As, 
力 下 沿 曲 线 从 +1 =a 到 t=4 移动 物体 所 短 的 功 近 似 等 于 
Tr, * TAs, 
当 [e, 妇 的 划分 的 范 数 趟 近 霍 时， 曲线 的 导出 划分 的 范 数 趋 近 替 而 这 些 和 赵 近 线 积分 
三 Pr 


定义 “由 力 严 =Mi+ + Pk 在 光滑 曲线 r(t) 上 从 +=a 到 := 了 移动 物体 作 的 功 为 | 
w= /pri | 


用 这 个 积分 计算 的 数值 的 符号 取决 于 当 上 增加 时 昌 线 遍历 的 方向 ， 如 果 上 颠 倒 运动 的 方向 ， 也 
就 颠倒 了 的 方向 ， 并 且 改 变 焉 .了 及 其 积分 的 符号 ( 见 图 14. 17). 


A Fe Th 此 三 一 日 


图 14. 46 放大 图 14.15 中 的 曲线 段 P,P,.,， 显示 曲 。 图 14.17 由 力 严 作 的 功 是 纯 基 分 量 声 -了 在 
线 上 在 := 的 点 的 力 和 单位 切 向 量 光滑 曲线 上 从 4 至 的 续 各 分 
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表 44,2 蕙 示 公 式 (1) 中 功 积 分 的 6 种 表示 形式 ， 虽 然 公开 不 一样 ， 但 是 它们 计算 同样 的 功 . 
在 表 中 '， 
rit) = g(t)i + RC + kK = 和 让 


是 光滑 曲线 ， 
= 下 dd = dg 上 中 
是 它 的 微分 . 
囊 14.2 ”表示 功 积 分 的 刀 种 不 同形 式 
功 下 加 说明 
六 了 由 定义 
三 ,条 紧 竣 的 微分 形式 
fe 扩展 到 包含 由 ; 强 贡 参数 :+ 和 巡 度 
a di 向 量 dr 二 
(站 A 热 ,p 些 ) a 强调 FF 的 分 量 丙 数 
『(w 下 + 至 + 全 )u 简化 + 的 分 量 
站 wa rN dy tp 请 去 虫 ;最 常用 形式 


为 了 求 洛 光 滑 曲 线 的 功 积分 ， 采 吧 下 面 三 个 步骤 ， 
{1) 求 力 下 在 曲线 上 作为 参数 :的 函数 . 
(2) 求 rdt. 
($3) 求 下 dr/di 从 t=a 到 二 = 上 的 积分 . 
例 2 求 由 力 
下 = (ye)i+t (zr +(x -2 
在 曲线 
re) = +e +rk, Ogrel 
上 从 点 (0,0,0) 到 (0,1,1}) 作 的 功 ( 见 图 14. 18)， 
解 ” 首 先 求 正在 曲线 上 作为 上 的 函数 ; 
P= (ya)i+t(r -y+ (rx 2 
= + rk 图 14.18 例 2 中 的 曲线 


人 


然后 求 dr/di: 


于 = (t+) = i +3ek 


最 后 求 疡 -dr/di， 并 日 求 从 1=0 到 t=1 的 积分 ， 
= (0 +t RI + 2 + 30k) 


= YD) = 2 2 
所 以 


5 3 8 _[2.: 2 6 3 34 3 s] _ 29 
为 = (2 -2 + 3 -3 = | 了 - 语 + 计 ! ys "| -6 用 
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14. 2.4 速度 场 的 流量 积分 和 环流 
假定 五 代表 流体 流 过 一 个 空间 区 域 ( 例如 潮水 海湾 或 者 水 万 发 电机 的 涡轮 腔 》 的 速度 场 ， 在 


这 些 环境 下 ,FF :了 沿 区 域内 曲线 的 积分 给 出 流体 沿 曲 线 的 流量 . 


定义 ”如果 5) 是 连续 速度 场 严 的 区 域内 的 光滑 曲线 ， 流 体 滑 曲 线 从 + = 到 1 = 的 流量 为 ， 
绵 量 = 人 Tt (2) 
这 种 情形 的 积分 称 为 流量 积分 ， 如 集 曲 线 姑 闭环 ， 访 车 称 为 图 绕 曲线 的 环流 : 


求 流量 积分 的 方法 和 求 功 积 分 的 方法 相同 . 
例 3 设 流体 的 速度 场 为 =xi+ 坟 +Yk， 求 沿 螺 族 线 
rit) = (costyi + (sin t+, Osean? 

的 流 莽 . 

解 ” 先 求 曲线 上 的 下; 

FF=++k = (cos ti rg +t (sinidk fertt) Ex = eosf zz = t,¥ = sint) 
然后 求 dridi: 

dr 


Cini (cont) +k 


最 后 求 严 (drzdty 从 +=0 到 := 本 的 积分 ， 


F< {cosi)(— sint) + (Ct){cost) + (ain i)(l) =— sintf coat +icost+sint 
所 以 ， 
-bh 让 了 
流量 = | PP- 全 = 上 {- saintcost+icost+sint)d 
2 本 了 
= [Sint = (0o+ 也 )-{( 二 +9j= 互 -3 | 
nm 
例 4 求 场 
FF= (x+ 好 
围绕 圆 
rt) = (eos i + (sint)j, Otis2n 
的 环流 . 
解 ” 在 圆 上 ， 
F= (x -yi+ts = (eost— sint)i+ (cost) 
了 = 《一 Sn 十 【ens et)y 
于 是 
Fr = ~ sintcost+aint + cogr 
dt 一 一 一 一 
纵 出 ， . 
= 人 下 .开本 = 三 (si = [si 
环流 -| F di dt = (1 -sin cost}ydt = [: 7 ] 2T 国 


14, 2.5 穿 过 平面 曲线 的 通 量 
为 了 求 流体 流 进 或 者 流出 地 平面 内 由 光滑 曲线 C 包围 的 区 域 的 速率 ， 我 们 计算 流体 的 速度 
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场 在 曲线 指向 外 的 法 向 基 方 向 的 纯 量 分 量 严 .rn 作 C 上 的 线 积分 ， 这 个 积分 值 是 下 穿 过 C 的 适量 . 
适量 在 控 丁 文中 就 是 流量 ， 但 是 许多 通 量 的 计算 完全 不 涉及 运动 、 例 如 ， 如 果 中 是 电场 或 者 矿 
场 ，F-n 的 积分 仍然 称 为 场 穿 过 曲线 局 的 通 量 . 


定义 如果 C 是 过 平面 内 连续 向 量 场 下 = W(z,yJi+ N(x,y)j 区 域内 的 光滑 闭 曲 线 , 是 | 
C 上 指向 外 的 单位 法 向 最 ，F 穿 过 C 的 通 最 公式 为 
穿 过 C 的 遂 量 = | Fn 中 (3) ， 


1 | 


请 注意 通 量 和 环流 之 间 的 区 别 ， 下 穿 过 蕊 的 
通 量 基 在 向 外 法 线 方 向 的 纯 量 分 量 FF'# 对 颖 长 
的 线 积 分 . FF 围绕 C 侈 环流 是 下 在 单位 切 问 量 方 对 于 师 时 针 挝 动 
向 的 纯 量 分 量 丈 , 了 对 旗 长 的 积分 ， 通 量 是 严 的 法 hx 指向 外 
线 分 量 的 积分 ; 环流 是 下 的 切线 分 量 的 积分 . 

为 了 求 公式 (3) 中 的 积分 ， 从 求 曲 线 的 光滑 
参数 表示 x 7 c 

z=g(t), y=h(i), asitss [和 

开始 ， 这 个 参数 方程 当 ! 从 a 增加 到 目 时 恰好 描 
锥 曲线 万 一次， 我 们 可 以 用 曲线 的 单位 切 向 量 T 
同 向 量 上 的 向 量 积 求 单位 向 外 法 向 量 n， 但 是 在 对 于 反 时 针 运 动 ， 
了 x 大 和 大 x 了 中 应 选择 哪 一 种 次 序 的 向 量 积 ” 哪 TX 指向 外 
一 种 向 量 积 是 指向 外 的 ? 这 取决 于 当 4: 增 加 时 演 
历 C 的 方式 ， 如 果 按 顺 时 针 方 向 经 过 C, 上 xT 大 
指向 外 和 的， 如果 按 反 时 轩 方 向 经 过 ,Tx 是 指 


向 外 的 ( 见 图 14. 19)， 通 常 选择 n= 了 了 x， 这 大 < 
假定 经 过 CC 时 按 反 时 针 方 向 运动 的 选择 ， 这 样 一 T 
来 ， 尽 管 在 公式 (3) 的 通 量 定义 中 颖 长 积分 的 值 ”图 14.19 为 对 xy 平 面 内 当 : 增加 时 按 反 时 针 
不 依赖 于 遍历 6 的 方式 , 但 是 我 们 在 推导 求 公式 方向 凯 历 的 光滑 曲线 C 求 指向 外 的 单 
(3}) 的 积分 公式 时 假定 按 反 时 针 方 向 运动 . 位 法 向 量 ， 我 们 取 m = 了 xx 对 于 按 
用 分 量 表示 ， 着 时 针 方 向 的 运动 ， 取 唱 = 大 x 了 
n =Txk = (至 4+ 于 站 zk = 全- 芋 


如 果 焉 = 删 (xz,y)E+AKY 7 地 ， 那么 
F'n = M(x,y) 中 — N(x,y) 到 
因此 ， 
， 一 dy dx = - 
jr mds = j (党 _N )ds = fy Ndx 


我 们 在 上 面 的 积分 导 上 加 一 个 小 的 有 向 贺 轿 心 ， 作为 按 反 时 针 方 向 围绕 闲 曲 线 C 积分 的 标记 为 
了 求 这 个 积分 ， 用 上 表示 时，dy, 太 和 晓 并 且 从 :=a 到 t= 积分 . 我 们 在 求 通 量 时 无 需 知道 
或 者 ds. 
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计算 穿 过 平面 内 光滑 闭 曲 线 的 通 侠 | 
下 的 通 量 = Mi + 以 穿 过 C 的 通 量 = dy -Nd (4) 


可 以 从 任意 光 消 曲线 的 参数 表示 x =g0) ,Y=hti) ,wut 世上 玉 这 个 积分 这 个 参数 表示 在 1 . 
从 二 增加 到 和 时 恰好 技 反 时 针 方 向 描绘 曲线 C 一次. 本 | 


例 5 类 天 =(z-7yii+ 对 通过 好 平面 内 阅 妇 + 产 =1 的 通 量 . 
解 ”参数 表示 到 昌 = (eos 2)1 + {ain 1)f， 5 所 ft 所 恰好 技 反 时 畦 方向 楼 执 这 个 加 一 次 ， 因 此， 
可 以 在 公式 (4} 沾 用 这 个 参数 表示 ， 从 


M=x-y = cost-sint, dy= daint = cost dt 


N=x = cogt, dr = drcosty =- sint dt 
求 出 
通 最 = | dy-Ndx= [eos —- antcot+costsint}jd {公式 (4)) 
一 [oo dt = 厂 + eos 2 2 2 di = | + 3] 三 古 

下 穿 过 圆 的 通 量 为 r， 由 于 答案 是 正 数 ， 穿 过 曲线 的 净 流 量 基 向 外 的 ， 疝 内 的 净 流 量 应 由 最 负 值 
的 通 量 给 出 . | 
习题 14. 2 

在 习题 ! -4 中 ， 求 两 数 的 梯度 场 1 
1 Fx ys) = (x + + 
2, ER ,1.1) 
3 gxy2) =e: -n(x +y). 
dd. 旧作) =xy + + Xz. CT 
和 给 出 xy 平面 内 具有 如 下 特性 的 向 量 场 公式 下 = - 


Mx yi+ N(x,y)j: 下 指向 原点 ， 其 大 小 同 从 


(x,) 到 原点 的 距离 平方 成 反比 ，( 这 个 场 在 原 ’ Nn 
点 无 定义 . ) 
14. 20 {0,0,0 1,1 t 
6 给 出 xy 平面 内 具有 如 下 特征 的 向 基 场 公式 下 = 因 从 点 (0,0,0) 到 (1,1,1) 的 路 径 


N(x, 在 点 (0,0)， 玉 =0; 在 其 他 在 习题 13 -16 中 ， 求 由 力 下 在 :增加 方向 在 曲 
任何 点 (a,5) ,下 同 团 x** + =a? + 好 相 风 并 自 。 线 上 作 的 二 


指向 顺 时 针 方 向 ， 大 小 [下 1 = va + 好 . 13. F=xy + yh; PH = 证 + 二 十， 由 起 4 荆 ]， 
在 习题 ?~ 12 中 , 求 电力 下 在 从 点 {0,0,0}) 到 14. 严 =243 本 + 人 rz+T)Ei 
(1,1,1) 的 下 列 每 条 路 径 土 作 的 功 ( 见 图 14.20}; rs) = {cos Diti(sin f+ (Gk, Ote2nm. 
(a) 家 线路 径 Cr) = 和 + 有 + 层 ， 0 二 ti1. 19, F=A + +: 
1b) 曲线 路 径 各 rr) = 是 + 二 人 ， 和 si 荆 1. rit} = ein eit (co fH +A, OE. 
[oj 从 点 {0,0,0) 到 (1,1,0}) 的 线 忌 C, 最 随从 。 声 下 =6a +yj+ 12xk; 
点 (1.1.0) 到 (1,1,1) 的 线段 C, 的 路 径 ror) = (Cain i+ {ons t+ (MO), Oe27. 
GC UC. 17. 求 沿 曲 线 Y = 熙 从 点 (一 1,1) 到 {2,4) 的 积分 
了 . F =3yt + 2 十 dz B F=[Ax +1) 了 | + (x +y)dy. 


外 Fi 2 0 Fxyi+ yy + ek 18. 求 依 反 时 针 方 向 环 嫉 顶点 为 (0,0), {1,0)， 
11 F = (3x — 3r)i+ 3 + 


12. F=(y + (+r) + (+r) (0,1) 的 三角 形 的 积分 | (x -dr + {x+y dy 
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19, 对 于 向 量 场 下 = i 六 求 沿 晤 线 x = 六 从 点 (4.2) 


到 (1 ，- 1) 的 积分 | 严 .了 由 
20， 对 二 和 疝 恒 场 下 = 儿 - 不 总 依 反 时 针 方 向 论 单 位 
加 从 点 (1.0) 到 (0.1) 的 积分 | 严 ' 几 
21, 功 。 求 遇 力 严 = xm + {7 一 x 站 在 直线 上 从 点 
tl 到 (2,3) 作 的 功 . 
22. 功 求 册 x,Y) = (xz+y) 的 梯度 在 依 反 时 针 
方向 环绕 从 点 (2,0) 到 它 自身 的 加 x + = 4 
作 的 功 . 
23. 环流 与 通 量 。 发 场 
Fi=xa+ty 和 RF =- yi+y 
环绕 和 穿 过 下 列 每 条 人 诈 线 的 环流 利通 量 : 
{a} 加 rr 人 = (Cros tji+r (sin tj 0R! E27n: 
[b) 椭圆 rm = (Coos DEG4ain 0 三/ < 2m 
24， 穿 过 圆 的 通 量 ”水 场 
FP = 2x1 -3 HE, = 2xi + (x -yy 
穿 过 加 
ree) = {tacos tH + (naint)j, Oste27 
的 通 量 . 
在 习题 25 -28 中 ， 求 场 三 末 绕 和 穿 过 闭 半 贺 路 
径 的 环流 和 通 量 ， 这 条 路 垂 出 半圆 拱 
Fi) = ta cos RF+ a sin tH, Ot 
和 跟随 的 线段 


i) = 太一 4 和 f 所 2 


组 成 

25. F = wi +. 26. F=xi+v 

27. F= -了 + 十 28. F= -yi+tx. 

29. 流量 积分 ” 沙 亲 平面 内 速度 场 王 = ktz +y)E 一 


{e+ 六 小 沿 下 列 每 条 路 径 从 点 (1.90) 到 ( -1,0) 
的 流量 : 
{8} 国 x + 六 =1 的 上 半 部 分 ; 
[Dj 从 点 (1,0) 到 5 -1,0}) 的 线段 ， 
to 从 点 (C1,0) 到 (0,，- 1) 的 线段 跟 随从 点 
(0, -1) 到 ( -1,0) 的 线段 . 

30. 穿 过 三 角形 的 和 通 量 求 当 题 罗 中 的 场 严 向 外 穿 过 

顶点 为 (1 0)，{0,1),，( -1,0) 的 三 角形 的 通 量 . 


31. 归 砍 场 ”绘制 螺旋 场 


PP 


一 Ti+ = 了 
vx + er vr + 
(参见 图 4. 13) 以 及 它 在 圆 刀 + 六 =4 上 的 典型 
点 上 集 的 水 平分 量 和 重 直 分 量 的 图 形 . 
32. 径 向 场 ”绘制 径 向 场 
F=x+y 
(参见 图 14.12} 以 及 它 在 加 x* + = 上 上 的 典型 
点 集 的 水 平分 量 和 垂直 分 量 的 图 形 . 
33， 切 向 量 的 场 
La) 求 池 平 而 内 具有 如 下 特性 的 场 G=Pts.i+ 


四 = 


Qtr,yY: 在 任何 点 tub (0.0)， 5 是 大 小 
为 w+ 和 向 园 x + = + 站 相 切 的 单位 
向 栈 ， 闫 且 指 向 反 时 圭 方 向， 【这 个 场 在 
(00) 无 定 吕 . ) 

{1b]G 问 痢 14.13 的 晶 旋 场 下 有 何 关 系 ” 

了 4. 切 向 量 的 场 
{a] 湛 名 平面 内 县 有 如 下 特性 的 场 G = Ptx.Y)i+ 

Qtr 在 任何 点 (a ,1 关 (0,0) ,GG 其 回 
辆 呈 + 天 = 人 + 扩 相 霜 的 单位 向 量 ， 并 且 指 
阿 顺 时 儿 方 向- 

(be 同 14. 13 中 的 螺旋 场 志 有 有 和 何 关 系 ” 

35. 指向 原点 的 单位 向 量 场 洲 妆 平面 内 其 在 如 上 
特性 的 场 下 = 时 (rd+AtxrHis 在 得 个 点 
(4) 关 (0,0) ,下 是 指向 原点 的 单位 思量 (这 
个 场 在 {0.0) 大 定义 , } 

矣 ， 莉 "中 心 " 场 ” 琪 二 平面 内 愉 有 如 下 特性 的 场 下 = 
Mx + N(x Fj 在 每 个 点 (x.Y) 关 
(0.0), 下 指向 序 点 ， 并 旦 (al 1F| 是 从 点 !x， 
7 到 原点 的 距离 ，(b) 1 Fi 加 从 (x.7} 到 原点 的 
距离 成 反比 ，( 这 个 场 在 (0.0) 万 定义. ) 

在 习 融 37 ~ 各 中 ,下 其 流 体 流 过 一 个 宇 间 区 
域 的 速度 场 . 求 洛 给 定 曲线 在 :增加 方向 的 流量 . 
37. F= -dry + B+ rN) + 1 
38. FF =i + yy tr = + itl1. 
39. FF-{x 一 了 让 + 大 | 

rit)y ={cos E+ (siniik, OrieTn. 

和 0. 所 = y+ +2k; 
rte) ={ -2 cos DF+C2 sin tj +2Kk, 

Ore2n. 

41. 环流 求 玉 =2xi+23+21k 环绕 由 下 列 二 条 用 
线 组 成 的 在 :增加 方向 经 过 的 陆路 径 的 环流 : 
:Fr = Cans T+ (sin ff+ 夸 ,0 所 tT 
Cs rer) =) + mI -0 E11 
0 


yr) tit] 


t CE. t. 到 


42. 零 环 流 今 忆 是 平面 2x#+47Y -z=0 和 何 喘 柱 面 
2+P=l2 相 交 的 桶 圆 ， 不 用 求 线 积 分 ， 直 接 
证 明 直 = 个 + 本 + 革 围绕 忆 在 两 个 片 同 上 的 环 
流 几 是 肘 . 

43。 洪 曲线 的 流量 设 店 =xri + 和 -1 浅 是 访 间 中 流 
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体 的 加 度 场 ， 六 沿 杜 向 y= 攻 和 于 面 z=x 的 交 [Fra sh + bY) 

融 从 襄 (0,0.0) 刘 (1,1,1) 的 访 最 ，{ 提 示 : 用 上 

: =x 作为 参数 ) -Ca 
- 计算 机 探究 


在 习题 437 ~ 5 中 ,用 -种 CAS( 计算 机 代数 系 
统 ) 执行 下 列 处 理 步 曼 , 状 出力 严 在 缩 定 路 入 上 作 
的 幼 : 
ta) 对 末路 徐 rf) = gi 十 下 [ 要 
灶 dr 
{b) 美和 沿 这 条 略 答 的 力 下 ; 
(e] 求 积分 [天 由. 


47. F=xv +3x( ry +2)); rtf) = 2 cow 了 十 
{ sin i, Oare27. 


44 梯度 场 的 流量 关 场 下 =YiOns) 沿 下 列 路 么 


的 流 量 ; 3 2 
(al 沿 具 芋 万 看 的 顺 时 针 方 向 亲 绕 是 42 中 的 和 屿 人 rt) = (oe E+ (sin 1Y, 
沿线 -图 . 0 二 1 起 7 


{b] 沿 具 点 (1 到 (2,1, -1) 的 线段 . 
咎 ， 功 与 面积 假定 挛 疏 是 区 间 sis 上 上 的 可 微 
正 值 丽 数 ， 令 C 是 路 径 ?(00) = 下 + 所 了， 过 1 和 


4d9. FF=(r+tys ens Hs)i+ (x 十 con sv)f + (z+ 
A Che zh 天 Fey = {2 wo5 FE + (3 sin f+ 


,DEE27T. 
pb， 下 = 功 积分 1 人 
SO0. F = 2 - 二 se 是; rtij = -HH +yi+t 
fF-or 3 夸 ，] 二 tf 和 4. 
的 值 同 以 上 轴 和 下 的 图 形 以 及 直线 1:=a 和 和 1 = Sl F= (2y +ain x)i+t (2 + (3) cns v)y + rk 
为 界 的 区 域 的 面积 之 间 存 在 任何 关系 吗 ? 正二 (sin Yi (roa Of + (ain DK, — m2 EIS 
和 5. 由 大 小 为 常数 的 径 向 力作 的 功 ”质点 沿 光 消 曲 m2 


线 y = 太 D 从 点 (of) 到 (6,f08)) 运 动 使 52 yi ero D2 (em Dit 
质点 运动 的 力 的 大 小 为 常数 并 且 总 是 指向 3 
离开 原点 的 方向 ， 证 明 这 个 力 所 作 的 功 为 Csin D+ {2 sin t- Dk, Octe2n. 


14.3 路 径 独 立 性 、 势 函数 和 守恒 场 


重力 场 & 是 表示 作用 在 前 十 场 中 物体 上 的 重力 的 向 量 场 . 在 重力 场 中 ， 作 用 于 质量 为 下 的 物体 
上 的 重力 由 玉 = mg 给 定 ， 同样 ， 电 场 召 是 空间 中 的 向 量 场 ， 表示 作用 在 置 于 场 中 的 带电 质点 的 电 
力 ， 存 电场 中 ， 作 用 于 带电 4 的 物体 上 的 电力 由 =gqE 给 定 ， 在 重力 场 和 电场 中 ， 移动 包含 质量 或 
者 电荷 的 物体 从 一 点 到 另外 一 点 ， 所 作 的 功 依赖 于 物体 的 初始 位 置 和 最 终 位 置 同 在 两 个 位 置 之 
间 所 取 的 路 径 无 关 ， 在 这 -- 节 ， 我 们 讨论 具有 这 种 性 质 的 场 以 及 同 它们 有 关 的 功 积分 的 计算 . 
14. 3.1 路径 独 立 性 

如 果 4 和 吾 是 空间 由 开 区 域 吃 内 的 两 点 ,由 在 嘱 上 定义 的 场 严 移动 质点 从 4 到 旦 所 和 作 的 功 


帮 "dr 通常 依 加 于 所 下 的 路 共 . 然而 ,对 于 某 些 特殊 的 场 , 功 积分 的 值 对 于 共生 到 互 的 所 有 路 称 是 
相同 的 . 


定 久 ” 令 忆 是 定义 在 空间 中 开 区 域 万 上 土 的 场 , 并 且 恨 定 对 于 九 中 的 任何 两 点 生 和 如 ,移动 | 
质点 从 4 到 有 的 所 有 路 笃 上 作 的 功 | Fr 是 入 同 的 .那么 积 分 JP"dr 是 独立 于 路 径 吕 的 ,并且 场 
正在 五 上 是 守恒 的 . 


Z006 获 14 于 


守恒 一 疗 来 源 于 物理 学 ， 在 物理 学 中 它 且 指 在 场 中 保持 能 基 守 性 原理 . 

在 实际 应 用 中 通常 满足 的 可 微 性 条 件 下， 我 们 料 证 明 ，FF 是 保守 场 ， 当 且 仅 当 它 是 -- 个 纯 基 
消 数 的 梯度 场 ， 谣 是 说 ， 当 且 仅 当 对 十 某 个 [有 = YF 在 这 种 情况 下 ， 上 顺 数 了 有 有 一 个 特 浆 的 
名 称 - 


定 炙 ”如果 严 是 定义 在 D 上 的 场 ， 并 且 对 于 如 .上 的 某 个 卫 数 有 玉 = YAF， 那 么 了 称 为 下 的， 
势 函 数 . 


电势 是 - -个 纯 量 函 数 ， 它 的 梯度 场 是 电场 ， 重 方 势 二 一 个 纯 重 丙 数 ， 它 的 梯度 场 是 重力 场 ， 
等 等 我们 将 会 看 到 ， 一 旦 求 出 一 个 场 的 -个 势 了 数 /， 就 能 在 下 定义 城 上 两 点 4 和 B 之 问 的 
任何 路 么 上 求 所 有 功 积 分 这 种 积分 由 公民 

fredr = wedr = 8) — AA) 1) 
给 由 . 
如 果 把 多 元 打数 的 梯度 Vf 想象 成 像 一 元 函数 的 导数 广 耶 样 的 丽 数 ， 那 么 可 看 汕 公 式 (1) 是 局 
微 积分 基本 定理 的 公式 
rd = A0) -Ha 
类 似 的 向 量 微 积分 的 公式 . 

守 值 场 还 有 此 他 重要 特 人 性， 例如， 说 下 在 站 上 是 守恒 的 ， 同 说 下 力 绕 D 中 每 条 闭合 路 径 的 
积分 为 堆 等 价 ， 为 使 公式 (1) 成立， 关于 曲线 、 场 和 定义 咸 的 某 此 条 件 必 须 得 到 满足 、 下 面 我 们 
来 讨论 这 些 条 件 
14. 3. 2 关于 有 曲线、 向量 场 和 定义 域 的 假定 

为 了 使 下 面 的 计算 和 推导 的 结果 有 效 ， 对 于 状 虑 的 曲线 、 曲 面 、 定 义 城 和 向 量 场 的 性 质 必须 
作 菜 些 假 定 ， 我 们 用 定理 陈述 的 方式 给 出 这 些 假定 ， 并 且 如 果 不 另 作 说 明 ， 提 出 的 假定 也 适用 于 
例子 和 习题 

我 们 考虑 的 曲线 是 分 段 光滑 的 ， 像 在 11. 1 节 中 讨论 的 那样 ， 这 种 曲线 由 有 限 眉 光 少 项 线 首 
尾 连接 而 成 ， 我 们 将 这 讨论 的 向 量 场 的 分 量具 有 连续 的 一 阶 偏 导数 . 

我 们 考 虚 的 定义 域 D 是 空间 中 的 开 区 域 ， 所 以 D 中 的 每 个 点 基 完 全 位 于 口内 的 某 个 开 球 的 
中 心 ( 参见 12. 1 节 )， 我 们 还 要 假定 D 是 连通 的 ， 对 开 区 域 而 言 ， 这 意味 着 在 D 中 的 任何 两 点 可 
以 用 一 条 位 于 区 域内 的 光滑 曲线 连接 ， 最 后 ， 假 定 D 是 单 连通 的 ， 这 表示 D 中 的 每 个 环 可 以 在 
不 脱离 D 的 情况 下 收缩 到 了 D 中 的 二 点， 例如， 平面 在 控 去 一 个 圆 盘 后 的 二 维 区 域 就 不 是 单 连 通 
的 ， 在 这 个 平 而 中， 围绕 贺 盘 的 环 不 能 在 不 进入 挖 去 加 盘 所 踪 留 "空洞 ”的 情况 下 收缩 到 -点 . 
同样 ， 如 果 在 空间 中 挖 去 一 根 无 限 长 的 柱 体 ， 剩余 的 区 域 D 不 是 单 连 通 的 ， 围 绕 柱 体 的 曲线 不 
能 保留 在 区 域 D 的 内 部 收缩 到 一 点 . 

连通 性 和 单 连通 性 是 不 同 的 ， 每 -种 特性 不 草 涵 另外 种 特性 ， 可 以 把 连通 区 域 想象 成 连 
成 "一片 * 厕 单 连通 区 域 不 带 任何 * 有 空洞 的 环 "， 整 个 空间 本 身 既 是 连通 的 也 明 单 连通 的 
图 14.21 说 明 某 些 这 样 的 性 岳 . 

注意 “如果 我 们 提出 的 条 件 在 应 用 环境 中 不 成 立 ， 那 么 本 章 导出 的 某 些 结果 可 能 无 效 ， 竺 
别 是 ， 本 节 后 面 给 出 的 守恒 场 的 分 量 检验 法 对 于 非 单 连 通 的 定义 域 是 无 效 的 . 

14. 3. 3 ”守恒 场 中 的 线 积分 
梯度 场 下 是 由 微分 纯 量 函数 /得 到 的 ， 一 个 问 微 积分 的 基本 定理 类 似 的 定理 给 出 求 梯度 场 的 


向 醒 场 中 的 积分 


-一 一 一 -一 


wt ‘lh 


几 14. 21 四 种 连通 区 域 , 在 a) 和 ?) 中 ， 区 域 是 单 连通 的 ; 在 e) 和 二 中 ,区域 不 是 
单 连通 的 ， 国 为 曲线 C, 和 Ca: 不 能 在 包含 它们 的 区 域内 部 收缩 到 一 点 


线 积分 的 一 种 方法 . 
| 


定理 1 ( 线 积 分 基本 定理 } 今 C 是 在 平面 内 或 者 空间 中 连接 点 4 各 的 光滑 曲线 ， 于 日 
由 居间 给 出 ， 令 了 7 昆 可 微 丽 数 ， 具 有 在 包含 5 的 定义 域 上 连续 的 梯度 向 量 严 =YF 那么 


fF-dr = /BB) -A(4) 


像 微 积分 的 基本 定理 一 样 ， 定 理 1 给 出 一 种 求 线 积分 的 方法 ， 这 种 方法 无 需求 得 曼 和 的 极 
限 ,或 者 直接 用 14. 1 节 的 方法 求 线 积 分 ， 在 证 明定 理 1 之 前 ， 先 举 一 个 例子 . 
例 1 很 定向 量 场 屎 = Vf 是 栈 数 
1 
fx,y,2) 三 一 x + 可 十 
的 梯度 场 ， 求 由 严 沿 连接 点 (1.0.0) 和 (0,0,2)》 的 光滑 曲线 C 移动 质点 所 作 的 功 . 


解 ”不 需要 直接 计算 线 积 分 ， 应 用 定理 1， 看 出 由 环 沿 连接 这 两 点 的 任何 光 潜 曲线 C 移动 质 
点 作 的 功 是 


| Frdr = 1(0,0,2) -A1.0.0) = -了 (-1) = 一 了 国 


一 颖 行星 其 有 有 的 重力 ， 以 及 同 带电 质点 相关 的 电力 ， 两 者 都 以 例 1 中 给 出 的 场 作为 模型 ， 
其 间 相 差 一 个 依赖 于 测量 单位 的 常量 , 
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定理 1 的 证 明 假定 4 和 如 是 区 域 六 中 的 两 个 点 ，C: 下 站 =g(2)i+h(DDj + KCLD 友 ， Qteh 
足 在 品 沾 连接 4 和 吾 的 光滑 曲线 ， 沿 曲线 C ,是 :的 可 微 汕 数 ， 放 入 


学 = 六 守信 守业 旺 (关于 % = ROY = 有 (DD) ，z = 上 4) 的 链 式 法 则 ) 


2 ve _ 
= 于 j= 为 


内 此 ， 
JP 人 天 本 和 A aD) )] = A -AM 四 
所 以 ， 从 定理 1 看 出 ， 在 知道 浮 数 / 后 、 匀 度 场 下 = Q 的 线 积分 基 袁 接 计算 的 ， 在 自然 界 中 
出 现 的 许多 重要 的 向 量 场 确实 是 梯度 场 ， 从 定理 1 推出 的 下 述 结果 ， 说 明 任何 守恒 场 都 是 这 种 类 
者 的 场 ， 所 以 ,守恒 场 沿 光 济 有 曲线 的 线 积 分 的 值 仅 取决 于 曲线 的 两 个 端点 


定理 2 ( 守 但 场 是 梯度 场 令 严 -AM + + Pk 是 向 量 场 ， 它 的 分 量 在 空间 中 整个 -个 下 
连 道 区 域 D 上 是 连续 的 ， 那 么 ， FF 是 守恒 的 当日 仅 当下 是 可 微 两 数 / 的 梯度 场 V/- 


定量 2 表明 ; 严 = Vf, 当 且 仅 当 对 于 区 域 如 中 任何 两 点 4 和 8B 线 积分 | F.dr 的 值 独 六 于 办 中 
连接 4 和 8 的 路 径 . . 
定理 2 的 证 明 如果 下 是 梯度 场 ,那么 对 于 某 个 可 微 瑞 数 f 丰 户 = Vf. 而 定理 1 证明/ "和 r = 
AB) -f(A). 线 积 分 的 值 不 依 燥 于 而 仅 霞 决 于 它 的 端点 4 和 8. 所 以 线 积分 基 独 立 二 路径 的 .F 满 
足 守恒 场 的 定义 . 
另 一 方面 ,如 果 下 是 守 亿 的, 我们 可 以 在 上 上 定义 一 个 纯 量 函数 了 妃 下 : 在 台中 挑选 一 点 4, 玫 
日 设 置 几 4) = 常数 大 然后 定义 LB) 等 于 /AL4) + [Fdr, 其 中 C 是 从 4 到 8B 的 任意 光 济 路 答 . 注 
意 A(B) 不 依赖 于 的 选择 ,因为 下 是 守恒 的 . 在 这 种 情况 下 可 以 证 明 = Y/. 但 是 我 们 在 这 里 省 略 
这 个 和 更 高 识 的 证 明 . 国 
例 2 求 由 守 昼 场 
FE = yas + yk = Vixys) 
沿 连接 点 A( -1,3,9} 和 Bt(1,6, -4) 的 任意 光滑 曲线 所 作 的 功 . 
解 取 扩 xy:z) =xyz， 我 们 有 
fF-gr= 三 wr-dr {F = YA 
= AB) -fi4) {定理 1) 
= oz oy) 0 = (1) C6)¢ -4) ~ (—1)(3)09) 
=-24+27 =3 国 


定理 3 (守恒 场 的 闭环 性 质 ) 下 面 两 个 命题 是 等 价 的 : | 
(1) 围绕 六 中 的 每 个 闭环 | Fdr = 0 
(2) 场 严 在 局 上 是 村 全 的. 


由 {1) 推 导 (2) 的 证 骨 ”我 们 要 证 明 ， 对 于 上 中 的 任意 两 点 4 和 8, -dr 在 愉 4 到 8 的 任意 
两 条 路 径 C,， 和 Cs 上 有 相同 的 积分 值 ， 我 们 改变 C; 的 方向 构成 从 BB 到 4 的 路 径 -C,{( 见 
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图 14.22). 把 上 和 -CG 合成 一 个 逆 环 C， 由 般 设 ， 
| Frdr- | Fedr = | F-dr+| 和 ar = [Fr =0 
因此 ,下 在 C 和 CC, 上 的 积分 给 出 相 问 的 值 ， 注 意 ， 线 积分 的 定义 表明 ， 改 变 沿 曲线 的 方向 
将 改变 线 积分 的 符号 ， 
由 {2} 推导 (1) 的 证 明 ”我 们 要 证 有 明 ， 政 :dr 在 任意 闭环 上 的 积分 为 零 ， 在 C 上 选取 央 点 4 
和 另 ， 肯 它们 把 二 分 成 是 段 ; 如 从 4 到 玉 ， 后 接 C, 从 BB 返 四 到 A( 见 图 14.23)， 十 电 


到 .dr = | Fe-dr +| Fdr = [ear - fe-ar =0 痢 
有 Ee 人 才 4 


站 
3 8 
Ca 2 
四 
[ 上 
A a 局 
图 14.22 如 果 从 直到 如 有 两 条 路 径 ， 吕 以 改变 图 14.23 如 果 点 志和 上 8 在 -一 个 环 上 ， 可 以 改变 其 中 
其 中 一 条 路 径 的 方向 构成 一 个 环 -- 段 环 的 方向 构成 从 4 到 五 的 丙 条 路 径 


下 面 的 图 解 概述 定理 2 和 定理 3 的 结果 ， 
在 上 玉 = We 在 D 上 下 守 伍 > 在 尹 中 的 任何 银 路 从 上 人 P .由 = 0 
这 里 提出 两 个 问题 
(1) 我 们 怎样 知道 一 个 给 定 的 场 严 是 否 守恒? 
(2) 如 果 五 确实 是 守重 的 ， 如 何 求 势 函数 扎 所 以 严 =v 门 
14. 3. 4 “ 求 守恒 场 的 势 函数 
守恒 场 的 检验 法 如 下 : 


守恒 场 的 分 量 检 验 法 
令 忆 =WIOxy7oi+Axziys+P(xsyiz) 开 是 连通 的 和 单 连 通 的 定义 域 上 的 场 ， 它 的 分 量 
了 消 数 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ”那么 ,下 是 守恒 的 ， 当 且 仅 当 | 
PN 2M_aP ay_oM (2) 
dy dz Bz dr dr dy 


证 明 : 车 下 是 守 性 的 ， 则 式 12) 戌 立 ”存在 这 样 的 势 函 数 /， 使 得 


PF- M+tN+tPk = ir Yj+ 
dx oF dz 


因此 ， 
2 2 (A)- aL 


dy oy ‘Bl Byar 


-过 ( 连续 性 苞 洱 混合 偏 导 数 相 等 ) 


式 {2) 中 其 他 等 式 的 证 明 是 类 似 的 . 国 
证 明 的 后 半 部 分 ， 即 证 明 等 式 (2) 北 涌 下 是 守 包 的 ， 基 14.7 节 中 讨论 的 斯 托 克 斯 定理 的 一 
个 推论 ， 并 且 漠 要 假定 王 的 定义 不 是 单 连通 的 . 
-日 知道 严 是 秆 忻 的 ,通常 我 们 带 柚 求 玫 的 势 商 数 ， 这 就 需要 从 疗程 YA= 卫 或 者 
it = Mir N+ PE 
求解 我们 用 下 而 的 例子 说 明 ， 通 过 对 二 个 方程 
of = 上 笛 ， 由 - N, YY p 


nx ny 3 
求 积分 来 完成 这 项 工作 . 
例 3 证 明 
F= (ecosy+ yi + (x — enin rT)y + (xy + =)k 


是 守恒 场 ， 并 及 求 它 的 势 明 数 ， 


解 对 
M = erosyry, N= -resinr, P= YY + 
应 用 式 (2) 的 检验 法 、 并 且 计 算 
a MM BN sin 
9F GH Dz Ax Br ny 
这 些 等 式 共 同 表 明 存 在 一 个 罗 数 /满足 Vf = 下 . 
我 们 通过 对 方程 
六 = ecosr+ I 下 - xz ~ Psin 个， YY = YY 二 {31 
Hx A Dz 


积分 求 F 在 第 -个 方程 中 保持 + 利 : 国定 ， 求 它 对 zx 的 积分 ,得 到 

Fry) = ewany + ry + RUF,2) 
在 其 中 把 积分 常数 表示 成 Y 和 = 的 四 数 ， 因 为 它 的 值 在 * 和 :改变 时 可 能 改变 ， 然 后 从 这 个 产程 
计算 afray， 并 且 把 它 同方 程 (3) 中 的 8 ay 对 比 ， 这 样 给 出 


-esin y 十 并 7 十 ME - 3 esiny 
Ga 一 
所 以 eg/iY =0， 因此, & 单独 是 = 的 函数 ， 并 且 


Fr) = ecosy + xrz + h(tz) 


现在 从 这 个 方 释 计 算 af/az， 半 且 把 它 同 式 (3) 中 时 az 的 公式 对 比 ， 这 样 给 出 


和 y+ 或 时 = 
所 以 
htz)} = 于 + 
因此 ， 
xy = esces 了 xyz + 二 i 


我 们 有 三 的 无 穷 多 个 势 疡 数 ， 对 于 每 个 5 值 有 一 个 十 数 ， 本 
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例 4 证 明 FF=(2x -3)i -j++ (cos zk 不 是 鲜 恒 场 . 
解 应 用 式 人 人 2) 中 的 分 晤 检验 法 .江上 且 上航 接 求 小 
on) = 人 0. 人 (3 
这 项 个 篇 蛙 数 不 相 等 ， 所 以 二 不 是 守 己 场 ， 无 震 作 进一步 检 验 . 国 
14. 3.5 愉 当 微分 形式 
正如 我 们 在 下 - -小节 和 以 后 会 独到 的 那样 ， 把 功 积分 和 环流 积分 表示 成 在 14.2 节 提 出 的 证 
分 "形式 


=-i 


fm dx + 让 dr+Pd 
经 常 是 很 方便 的 如果 帅 由 + 六 风 + 己 全 昆 -- 个 质数 了 的 全 微分 ， 上 面 这 样 的 要 分 很 容易 计算 . 
对 于 那 种 情形 ， 

[mde + Ny P= Eta Yi = f war 
= 8) - AA) {定理 1) 

寺 呢 

「 dy = /BY fA) 
则 单 变量 可 微 丽 数 的 积分 完全 - - 样 . 


定义 ”任何 表达 式 
Mixsy ,sdr + Nixsr.z)dy + Pix,y,:) ds . 
是 一 个 微分 形式 ， 一 个 微分 形式 是 怡 当 微分 形式 ， 基 指 对 于 空间 定义 域 D 上 的 某 个 纯 景 丙 数 ' 
在 整个 了 上 有 ， 
Mdr+Ndy+Pd= 六 1 = 由 


I 
请 注意 ， 如 果 在 DB 上 Mdr+Ndy+P 由 =d/, 那么 下 = 和 本 ++ 和 + Pk 是 f 在 记 上 梯度 场 反 
之 ， 如果 下 = Vf， 邮 么 Mdx + Ndy + Pdz 是 恰当 微分 形式 ， 因 此 ， 恰当 微分 形式 的 检验 法 和 严 是 
守 管 场 的 检验 芒 相 同 . 


微分 形式 MM dr +N dy +P dz 恰当 性 的 分 量 检验 法 
微分 形式 dr + NY dy + P dz 在 连通 定义 域 和 单 连通 定义 域 上 是 恰当 的 ， 当 旦 私 当 
EON NM_aP ay _ am 


Dy Bz dr Ar’ ox dy 
这 同 说 = 析 + 得 + Pk 是 守 慎 场 等 价 


例 5 证 明 y dx +x dy+4 和 z 且 恰当 微分 并且 在 从 点 (1,1.1) 到 (2,3, ~ 1) 的 线段 上 求 积分 
fy 寺 二 dy 十 寸 二 
的 值 . 
解 今 W=7y,， A=x,， PP=4， 并 且 应 用 微分 形式 恰当 性 检验 法 : 
oN MW HN_,_u 


= = = = 1 


ay | 2z” dr” ir By 
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这 些 等 式 说 明 ydx +xdy +4dz 是 情 当 微分 ， 所 以 对 于 某 个 晴 数 请 
ydx + xdy + 4dz = df 


些 岂 积分 的 值 为 所 3， 下 -Al, 1,1) 
我 们 对 方程 


和 - a 
ax 7? DY 
积分 求 f 达 到 相差 一 个 常数 ”从 第 一 个 方程 得 到 
所 < 
第 .个 方程 表明 
六 
dy 下 
因此, 站 单独 是 z 的 本 数 ， 而 有 


= xX, 到 -4 【41) 
Dz 


= Ar 十 可 (yz 


fry,2) = xy 十 下 3) 


方程 (4) 中 第 一 个 方程 表明 


og 
x -tqu=™4 


所 以 ， 


或 AIz) = z+ 如 


FX) = wy 二 和 十 全 


所 求 积 分 值 为 


23, -1 -Am =2+0C- (35+C0) =-3 国 


习题 14. 3 

在 习题 1] ~ 6 中 ， 忆 些 场 是 守恒 的 ， 哪 些 场 不 
是 守恒 的 ? 
LF = yi + x + xyk. 
2.F=(y sin sd+t tx sin z+ (xy cos z)Kk. 
LF-y+(r+tr) 
各 下 = 一 扩 + 坟 
SF=(r+7) 人 ++ (+t) 
看 , F = (ecos YI)i— (e'sin yj+ 法 . 

在 习题 7~12 中 ， 求 场 下 的 一 个 势 函数 
3. F = 2 + 3x) +dak. 
BF=(y+3)+ r+ 
9.F=e "(E+ +2xk). 
10. F = Cy sin i+ (x sin 2)f + {xy cos 2)k, 
11. 严 =(fln x+sec (x+y))i+ 


人 ez++ 1 3 3; 页 . 


人 十 三 
一 _ 区 一 十 立 , 
1 之 乒 em ee Ta f+ 
(Fr)* 
vl-ys 7 


在 习题 13 ~ 17 中 , 证明 积分 中 的 微分 形式 是 
恰当 微分 形式 ， 然 后 求 积分 . 


本 有 2 + 2ydy + 2z 中 


1 说， 


14. | 好 尾 +z 由 二 57 中 
【4137 


1s. 2 de +(e -2 dy - 2 出 . 


43.3Lt 


16. [ 2x dx — dy -1 二 
【中 


【101 ls 


.| sinycosr dr+cosy snxdy + 
【1 .1 


在 习题 18 ~ 22 中 ,相关 的 场 虽然 不 苦 定 义 在 整 
个 空间 及 上 ,但 是 它们 定义 在 单 连通 区 域 上 ,并 旦 
可 以 用 分 重 检验 法 证 明 这 些 场 是 守 便 的 . 对 于 每 个 
场 求 一 个 势 画 数 ,并 且 像 在 例 5 中 那样 求 积分 . 


1 和 


1#. 1 
| de + Fy + 2z ln y 由 
el.) 
2 《25 ny — yr)dr* { 5 一 xzjdy 一 xy 号 。 
和 1 1 - 
2 + (二 - 去) -二 dz 


2 2 二 27 而 十 2 让 
22. | 二 2 
i-l,-L--1’ EE +Y 十 二 


向 量 场 中 的 积分 


Z73 


23. 重 作 例 5 求 例 5 的 积分 7 de +zdy + 


4 中 ; 求 从 点 (1 ,1 到 (2.3. -1) 的 线段 的 参 
数 方 程 , 开 日 求 玉 = y+ 寺 + 刁 沿 这 条 线段 的 
线程 分 . 由 于 下 是 守 模 场 , 积分 是 独立 于 路 
稀 的 . 

24. 泊 连 接点 (0,0,0) 和 (0,3,4) 的 线段 亡 发 积分 


| zy + yz dy +【PA21dz 
[9 


路 径 竟 独 立 性 ”在 J 申 25 和 8 中 ,证明 积分 
的 值 不 依 珊 于 从 点 4 到 中 所 有 的 路 络 . 


上 
25. | dx +2 ydy +2xz dz 
| 


了 二 + 下 
26. | E+ -三 一. 
[ A + Pe 
在 习题 27 和 和 28 中， 东 下 的 - -个 势 郴 数 . 
rl 
mr it (! 天 ]， 1 了 > 和 | ， 
T 下 


2 Fo (ln pit (Stain 了 53 (7 coa 了 ] 商 . 


29. 沿 不 同 踏 径 作 的 功 求 册 下 =( 妇 47 站 + 十 * 烛 + 
ze 下 在 从 点 (4,0, 人) 到 {1,0,1) 的 下 列 路 径 上 作 
的 功 : 

(89j] 线 菇 z=1, +=0, 0 有 :|; 

1b) 妮 旋 线 rT) = (cos 2+ (sin 1)f + {A221) 记 ， 
和 委 1 在 2T; 

fc) 优点 (1,0,0) 到 50,0,0) 的 x 轴 跟 随从 点 
(0,0,0) 到 (1.0,1) 的 挑 物 线 := 妇 ，7 = 省 

30， 沿 不 同 路 径 作 的 功 求 由 四 =e + (re + ore yY + 
(zye” +sin7y)k 在 以 点 (1,0,1) 刘 (1,mrxz2.0) 的 
下 列 路 答 上 作 的 功 : 

{8} 线段 x=1, y=Ti2, =1-t, ertsl; 

(1) 从 点 (1 ,0,1) 到 原点 的 线段 ， 跟 随从 原点 到 
{1,7 人 2,0) 的 线段 ; 

[从 点 (1,0,]) 到 (1,0. 人 0 的 线段 ， 腿 随从 点 
《1,09) 到 原点 的 * 轴 ， 再 跟随 从 那里 到 (1， 
TD0)7 的 抛物 线 7 = mrz2，z = 必 

31. 用 两 种 方法 求 功 积分 令 下 =Vixiy),C 是 x* 
平面 内 从 点 ( -1,1) 到 (1,1) 的 路 径 ， 由 从 点 
(一 1 ,由 到 (0,0) 的 线段 跟随 从 点 (0.0) 到 01,1) 的 


线段 组 成 ， 出 下 面 两 种 方法 求 功 积分 Pdr: 
(a) 求 组 成 C 的 线段 的 参数 表示 并 日 求 积分 : 


14.4 平面 内 的 格林 定理 


32. 


3 


(bj) 用 丰 x,7) = zy 作为 下 的 势 晒 数 . 
洽 不 同 路 径 的 积分 请 六 平面 内 的 下 列 距 和 人 


求 积 分 J > cos y dr — x*ain y dy: 


(8) 从 点 (11,D) 到 (0,1) 的 抛物 线 y= {x -1):; 

{9} 从 点 ( 一 1,7) 到 (1 ,0) 的 线段 ; 

1e] 从 点 ( =- [07 到 (1.0) 的 < 办. 

【dj) 星 状 线 六 昌 = 【rose (win) DRE! 和 E27 
依 反 时 针 方 向 从 点 (1 ,0) 加 到 (1.0). 


(ai 恰当 柚 分 形式 ”如 果 微 分 形式 


{ay +2czr)dx + yibr + cz) dy 
+ (Cay’ + er) 
是 恰当 微分 形式 ， 常 数 a.5,c 有 何 关 系 ” 
1b) 梯度 场 场 
F = + Der)i + y(br+ eo} 
+ Cy + cx 天 
在 和 ce 服 什 么 值 时 为 梯度 场 ” 
钱 积分 的 梯度 ”假定 = vf 是 守信 向 最 场 ， 
并 且 


人 


Br) 一 [ 
证 明 Yg = 下 


【9 .0 .07 


" 作 量 小 功 的 路 径 ”和 要求 你 求 -条 路 径 ， 使 力 场 


天 沿路 径 在 两 点 之 间 移 动 质点 所 作 的 功 为 最 小 . 
你 的 任务 是 快速 计算 证 明正 是 守 人 情场” 你 应 如 
何 回答 ? 提出 答案 的 理 巾 . 


， 揭示 性 试验 ”你 通过 试验 发 现 力 场 环 沿路 径 0 


从 4 到 8 移动 物体 所 作 的 功 ， 仅 为 沿路 径 C 从 

4 到 中 移动 物体 所 作 功 的 于 对 于 天 叮 以 得 

出 什么 结论 ? 提出 答案 的 理 市 . 

由 恒 方 作 的 功 证明 : 由 人 恒 力 忆 = 本 + 贞 + 疏 沿 任 

何 路 入 从 4 到 上 B8 称 动 质点 作 的 功 为 = 筷 

重力 场 

{a} 求 重力 场 

下 =- -Ci 过 + 好 + 瑟 

(x + + 

的 - -个 势 阴 数 . 

{bh} 令 P 和 PP, 是 别离 原点 s, 和 s; 的 点 . 证 明 ; 由 
(ai 中 的 重力 场 从 户 移动 质点 到 P, 作 的 
功 为 


(条 为 常 歼 ) 


如 果 下 是 守恒 场 ,那么 我 们 知道 对 于 一 个 可 微 函 数 f 有 下 = Vf, 并 且 可 以 在 连接 点 4 和 8 的 全 
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意 路 径 上 按 夺 Fedr = 8) -AL4) 计算 功 积分 在 这 一 和 节 ,我 们 生出 一 种 积分 方法 ,在 不 是 号 场 


时 用 于 计算 在 平面 内 的 闭 曲 线 己 上 的 功 积 分 或 搬 通 是 积 分 . 这 个 方法 以 格林 定理 著称 ,使 我 们 能 够 
把 线 积 分 转换 成 在 由 5 包围 的 区 域 上 的 一重 积 分 . 

讨论 以 流体 流动 的 速度 场 展 开 , 因 为 这 种 场 容易 观察 . 们 是 ,格林 定理 适用 于 任何 向 基 场 , 问 
对 场 的 任何 特定 解释 无 闫 ,只 要 定理 的 假设 得 到 满足 . 
14, 4,1 散 度 

对 于 格林 定理 ,我 们 需要 用 到 孙 种 新 概念 , 第 … 种 概念 蚌 问 量 场 在 一 点 的 数 度 ,物理 学 家 和 
得 师 们 有 时 把 它 称 为 向 量 场 的 通 重 密度 . 我 们 从 下 述 途径 获得 这 个 概念 . 

假定 严 (x ,7y) = 村 (x ,yi + WOzy)7 是 流体 在 平面 内 流动 0x,y ;ay) ax 
的 速度 场 ,其 中 最 和 此 的 一 阶 和 偏 导数 在 区 城 只 内 的 每 个 点 是 连 
续 的 . 令 {z,y) 是 尺 内 的 一 点 ,4 是 一 个 顶点 在 (x ,7) 的 小 矩形 ， a 
起 反 其 内 部 整个 位 于 中 内 ( 见 图 14.24). 给 形 的 边 平 行 于 坐标 | 


轴 , 长 度 为 Ax 和 Ay. 流体 穿 过 底 边 流出 逢 形 的 速率 近似 等 于 | ” 

下 (xy) (一 站 Ar = — Nx,y) Ax 人 ,入 ax I + A 
这 是 存 (x,y) 的 过 度 在 向 外 法 线 方 向 的 纯 量 分 量 乘 线段 的 长 度 .。 图 14. 24 ”定义 向 量 场 在 点 (x7) 
例如 ,如 果 速 度 以 米 每 秒 为 单位 ,流体 流出 的 速率 将 以 米 每 秒 乘 的 散 度 ( 通 量 密度 ) 的 
米 为 单位 ,或 者 以 平方 米 每 秒 为 单位 . 流体 在 其 他 = 边 的 向 外 法 惩 表 


线 方向 穿 过 各 边 的 速率 可 用 同样 方法 估计 . 总 之 ,我 们 有 
流出 速率 ” 顶 边 :F(x,y + By) “JAx = NG,y + Ay)Ax 
底 边 ; Flx,y) (下 ax = -N(x,Y)Ar 
露 边 : Fix + Ax ,py) iAy = M(x + Ax,rY) AY 
左边 ; F(x) (一 MY =- MOXY AY 
综 会 两 对 相对 边 的 速率 给 出 


顶 边 和 主 边 : (Nx,y + ay) - WUxsy)Jax = (号 Arjar 


右边 和 左边 (M(x + Ar,7) -M(x I))Ay ~ (2 Arjar 
把 上 面 这 两 个 近似 公式 相 加 ， 得 到 
穿 过 帘 形 边界 的 通 量 ~ 【2 + )arAy 
现在 用 AxAy 相 除 来 估计 矩形 的 每 单位 面积 总 通 量 或 者 矩形 的 通 重 密度 : 
穿 过 和 矩形 边界 的 通 量 .1 上 ， aN) 
矩形 面积 ar oF 


最 后 ， 令 Ax 和 Ay 趋 近 零 定义 所 在 点 (x,7) 的 通 量 密 麻 ， 在 数学 中 我 们 把 通 量 密 度 称 为 的 数 
度 ， 获 度 用 符号 div FF 表示 ，, 读 作 “FF 的 散 度 "或 者 "div FP". 


定义 ”向 量 场 下 = 有 + 阳 在 点 (x,y} 的 散 度 为 

Ei 8 
2 
Dx dF 


divF = (1) 


在 直观 上 ， 如 果 一 种 气体 在 点 ( .36) 腾 腾 ， 流 线 将 在 那里 发 散 ( 因 此 得 名 ) ， 并 且 由 于 气体 
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将 流出 出 绕 (6 和) 的 小 矩形 , FF 在 (x, ,yo) 的 散 讼 将 取 正 值 ， 如 果 气 体 收 缩 而 非 脱 腾 ， 散 度 将 瑰 
负 和 值 ( 见 国 14. 25). 
类 点 : 让， 
od Ft 


气体 省 点 气体 在 点 ds Ei 
to 30) 腑 了 胀 (zo ye) 收 霹 


业 时 


疼 14. 全 ”如果 气体 在 点 (zo ,加 ) 腾 能 ， 流 线 其 有 正 值 散 度 ;如 果 气 体 收缩 ， 散 度 到 负 值 


例 1 求 FFGx,y) = (x 一 yit (xy -产科 的 散 度 . 
解 ” 和 利用 公式 (1): 


div 此 = + 一 =- 一 2 3 2 | 


14. 4. 2 绕 轴 旋转 ， 施 度 的 上 六 分量 

对 于 格林 定理 ,我 们 需要 涉及 的 第 二 个 概念 是 如 何 度 其 叶片 轮 在 平面 区 城内 流体 流动 中 - - 
点 的 旋转 . 这 个 概念 对 于 流体 在 不 同 点 如 何 环绕 间 区 域 答 直 的 轴 流 动 给 出 菜 些 观 念 . 物理 学 家 
有 时 把 这 个 最 称 为 向 量 场 下 在 一 点 的 环流 密度 . 为 了 得 到 它 ， FT 站 站 A 
我 们 回 到 速度 场 ” 


Fx) = Mr, yi + Nx,y) | oy 
和 和 矩形 4” 把 这 个 矩形 重新 画 在 图 14. 26 中 . | 
下 围绕 4 的 边界 依 反 时 针 方向 的 环流 是 流体 速率 沿 这 外 | , 
条 边 的 和 ， 对 于 弃 边 ， 流 体 速率 近似 等 于 x) Ar 有 
Pas) iAr = M(x.y) Ax 图 14.26 定义 向 量 场 在 点 
这 是 速度 向 量 下 (x,y) 在 切 向 量 的 方向 上 的 纯 量 分 量 同 线段 fx,7) 的 族 度 ( 环 
长 度 的 策 积 ”流体 沿 其 他 边 依 反 时 针 方 向 的 速率 用 同样 的 方 流 侯 度 ? 的 年 形 


式 表示 . 总之， 我 们 有 
顶 边 ;Flxy + By) -Dar = Mr,y + Ay)Ax 
底 边 : F(x,y) iM = M(x ,yr) Ax 
右边 :F(x + Mx) Jay = Nx + Ax,y) Ay 
左边 : F(x,y) -CC-)AyY = - N(x,y) Ay 

对 于 两 个 对 边 的 速 率 求 和 ， 得 到 


项 边 和 底 边 。 -Cr GD) - Mtx7))ar=- (2 py)ar 
右边 和 左边 : (N(x + ae) -Neay ~ { arjay 


把 最 后 这 两 个 近似 等 式 相 加 ， 表 用 4x 4y 相 除 ， 给 出 对 于 矩形 的 环流 密度 的 生计 ， 
围绕 抢 形 的 环流 、 3 
矩形 面积 dx 9y 
令 Ax 和 Ay 趋 近 零 ,确定 玉 在 点 (xz.y] 的 环流 密度 . 
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平 曾 环流 密度 的 正方 向 ， 是 当 在 zy 平面 上 从 (垂直 的 ) 音 位 向 量 直 的 草 端 朝 下 看 时 、 围 绕 系 
直 轴 施 转 的 及 时 条 方 向 ( 见 图 14.27)， 环 流 值 实际 上 是 我 们 将 在 14.7 节 定 义 的 更 一 般 环流 向 量 
场 的 kk 分量， 这 种 场 称 为 向 量 场 下 的 旋 度 ， 对 于 格林 定理 而 言 ， 我们 所 需要 的 仅仅 是 这 个 分 
证 ，F 的 旋 度 用 符 导 “eur F" 咯 示 ， 


顺丰 轴 诺 真 轴 


.tf ch, 


.1 A 


eurt Fro Yo} :二 0 Ot 
反 时 镍 方向 引流 盯 时 对 志和 癸 环流 
图 14.27 在 不可 扩 句 流体 在 平面 区 域 的 流动 中 ， 旋 度 的 天 分 最 度量 访 体 在 
一 点 的 施 转 的 速率 ; 在 反 时 针 方 向 旋转 的 点 上 旋 度 的 盐分 量 为 正 
值 ， 在 顺 时 针 方 向 旋转 的 点 上 旋 度 的 上 分 量 为 负 信 


定义 ”向量 场 了 = 由 + 隐 在 点 (*;7) 的 旋 度 (环流 密 诬 ] 的 分量 是 纯 基 | 


(eu 有 二 【《 


如 果 一 片 荡 水 层 环绕 六 平面 内 一 个 区 域 流动 ， 在 水 中 的 点 (z, 妈 } 放 是 一 个 小 叶片 轮 ， 使 其 
轴 垂 直 于 xy 平面 并 且 同 天 平行 ， 那 么 水 在 点 (xo,7) 的 环流 或 者 旋 度 的 志 分 量 ， 给 出 测定 小 叶片 
轮 以 多 快速 度 旋转 和 在 什么 方向 上 旋转 的 一 种 方 落 . 


例 2 求 向 量 场 
F(x,y) = (x -pit (xy -ry 
的 旋 度 的 上 分量. 
解 ” 利 用 公式 (2): 
(eurl F}: = [ 


14. 4.3 格林 定理 的 两 种 形式 

格林 定理 的 一 种 形式 表明 ， 在 适当 的 条 件 下 . 向量 场 穿 过 平面 内 简单 闭 曲线 ( 见 图 14. 28) 的 
向 外 通 量 ， 等 于 向 量 场 的 散 麻 在 曲线 所 包围 区 域 上 的 二 重 积分 .请 回忆 14.2 节 中 式 42) 和 
式 {13) 的 通 量 公式 . 


() (~) OO 


简单 曲线 简单 曲线 非 简 单 曲线 


图 14. 28 “在 证 明 格 林 定 理 时 我 们 区 分 两 种 闭 曲 线 ， 一 种 是 不 自 交 叉 的 简单 闭 
曲线 (例如 融 } ， 另 一 种 是 非 简单 有 曲线 { 例如 8 字形 复线 ) 
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定理 4 (格林 定理 的 适量 - 散 度 形式 或 法 向 形式 】 令 人 C C 是 在 xy 平面 内 包 图 区域/ rR 的 分 
光 帘 的 简单 所 曲线 今天 = 四 + 贱 是 时 祖上 挛 丰 征 含 吕 的 十 区 域内 具有 连续 一 一 阶 俱 导 数 的 向 好 | 
场 ， 开 么 下 罕 过 人 的 向 外 通 肌 等 于 ddiv 下 在 由 局 包 图 的 区 域 症 上 的 二 重 积 分 ， i 


和 ud 人 和] dx dy (3) | 
| | War : 
向 外 通 量 散 度 积分 | 


格林 定理 的 另外 … 种 形式 表明 ， 疝 最 场 绕 简单 峡 曲 线 估 反 时 针 方 向 的 奈 流 2 
能 度 的 天 分 基 在 由 曲线 包 团 的 区 域 上 的 一 重 积 分 请 回忆 14. 2 节 中 定义 环流 的 公 


定理 5 (格林 定理 的 环流 - 施 度 形式 或 切 向 形式 } 令 亡 是 在 xy TT 面 内 包 周 区 域 是 的 分 段 | 
光 讲 的 简单 六 曲线 ， 令 严 = 枉 + 阿 是 时 和 六 在 包含 员 的 开 区 域内 共和 有 连续 一 阶 偏 导数 的 向 出， 
场 、 那 么 下 环绕 CC 依 反 时 针 方 向 的 环流 等 于 (curl FF) -在 RR 上 的 二 重 积 分 ; 


人 人 a) dx dy (4) ， 
| 
反 时 针 方 向 的 环流 旋 度 积分 


榜 林 定理 的 这 两 种 形式 是 等 价 的 ， 把 公 武 (3) 应 用 二 向 量 场 G, = Ni ~ 由， 推出 公式 (4); 把 公 
式 (4) 应 用 于 向 量 场 C, = -N+ 机， 推出 公式 (3)， 
例 3 对 于 向 量 场 
下 (xy)》 = (x -yi+x 
和 以 单位 圆 
C; rf} = (eos i+ {sint), Oarte27 


为 界 的 区 域 尽 ， 证 实 格 林 定 理 的 两 种 形式 . 


解 ” 我 们 有 
NM = cost—sint, dr = dtecesi =- sint dt 
N = cost, dy = ditsins) = cost dt 
=] ， 1 0 
公式 (3) 的 两 端 为 


=27 再 
ud -nd {cost— sint)(cost di} -~ (cos tr)( ~ sint di) = {cot dt = 
ed 9 


fH 并， 加 ) 二 由 = dr dy = ray = 单位 国内 部 的 面积 = 


ix dr 
公式 (4) 的 两 端 为 
-3 
fu dr + Nay = (cost — sinatif 一 Sn 出 ) + (cos t){eost dt) = (sint cost +1)d = 2 
oN al 四 四 _ _ 
1(s: - 人 煤 9y fa ( Dd 2 dy = 2 本 


14. 4. 4 利用 格林 定理 求 线 积分 
如 米 通 过 用 首 屁 连接 若 下 不 同 曲 线段 的 方法 构造 也 曲线 C， 那 么 求 C 上 的 线 积 分 的 过 程 可 能 
是 元 长 的 ， 因 为 需要 计算 许多 不 同 的 积分 ， 但 是 ， 如 果 曲 线 C 限定 一 个 适用 格林 定理 的 区 域 R， 
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闭 么 我 们 可 以 利 内 格林 定 坚 把 环绕 的 线 积分 变换 成 在 屎 上 的 二 二 重 积分 . 
例 4 求 积分 
ts dy — Yi dx 
此 中 已 是 由 直线 x =1 和 y=1 从 第 一 每 限 切割 的 正方 形 的 边界. 
解 我 们 可 以 用 格林 定理 两 种 形式 的 仑 一 种 把 线 积 分 变换 成 正方 形 上 的 一 重 积分 . 
(]) 用 法 向 形式 公式 (3); 取出 =xy,， 入 = 六 ， 并 入 以 C 和 RR 作为 正方 形 的 边界 和 内 部 多 域 ， 
给 出 


bob -re on w= ye =e). ar = 壮 
(21) 用 殷 向 形式 公式 (4): 取材 = -六 和 AN = 她 ， 给 出 癌 样 的 结果 : 
人 -dody = lr-(-2) ddy = 


例 5 计算 场 EUx,y) =xi+y 字 过 以 直线 x = +] 和 y= + 上 1 为 界 的 正方 形 的 向 外 通 量 . 
解 ”用 线 积分 计算 这 个 通 量 需要 求 四 个 积分 ， 对 于 焉 方形 的 拇 条 边 求 一 个 积分 用 格林 定 
理 ， 可 以 把 线 积 分 变换 成 一 个 一 重 积分 ， 取 出 =x， 和 Y= 六 ， 以 正方 形 的 边界 为 C， 正 方形 的 内 部 
为 RR， 我 们 有 


通 量 = 4 ds = fm dy -Ad 


aM an 
= + 7) 开路 《格林 定理 ) 
= [ fa + 2y)dr dy = [ [x +2x7] dy = [e + 47)dy = [27 + 27 ] =4 国 
14.4.5 对 特殊 区 域 的 格林 定理 的 证 了 明 
令 6 是 好 平面 内 光滑 的 简单 闭 赐 钱 ， 它 具有 这 样 的 特性 ， 在 行 于 坐标 轴 的 直线 疝 曲 线 的 交 
点 不 超出 阿 点 ， 令 只 是 自己 包围 的 区 域 并 且 假 定 娃 ， 阁 和 它们 的 一 阶 偏 导数 在 包含 C 和 灵 的 某 
个 开 区 域 的 每 个 点 是 连续 的 ， 我 们 需要 证 明 格林 定理 的 环流 - 旋 度 形式 : 


BN 3 
和 wd 人 人 a ) de oy (5) 
图 14. 29 明示 曲线 由 两 段 有 向 曲线 组 成 : 
CGC: = f(r), oxtb. Cy = f(x), bx 
对 于 & 和 5 之 间 的 性 何 x， 可 以 求 8M/3y 对 于 y 从 y= 有 (xz) 到 y=f(z) 的 积分 并且 得 到 


ll 


[mn )] Mh) MA) 

EE 和 

于 是 可 以 并 这 个 表达 式 对 从 a 到 5 的 积分 ， 

FY Way a FUME AD) ~ Mx fA) er = J Mr, lr) A 


=- [Mae-| Md = -ma 
内 此 


fu = f(y (61 
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公式 (6) 给 出 我 们 需要 的 公式 (5) 的 一 半 结 果 ， 通 过 首先 求 bW/ax 对 x 的 积分 ,然后 对 y 的 积分 ， 
如 图 14. 30 上 暗示， 推出 另外 一 半 结 果 ， 这 显示 图 14. 29 的 曲线 C 分 解 成 了 了 晴 段 有 向 曲线 ， 一 段 是 
CC! x=g1(Y) ,dy>c， 曙 外 一 段 是 人 :x =g;(7) ,eyd 这 个 一 重 积分 的 结果 是 


Pwdy = fo dry (7) 
} | 


Patr, ptr)) CI = gE] 
2 一 Cx =) -一 = 一- 一 一 一 


Px Fxy) 
1 


图 14.29 边界 曲线 忆 由 5 和 0 组 成 ， 阁 14.30 边界 曲 强 由 曲线 C'' 和 5 组 
0 是 Y= 用 (x) 的 图 形 ， CG, 是 成 ， Cc 是 z=g,(7Y) 的 图 形 ， 人 
Y= tx) 的 图 形 是 x =g,(Y) 的 图 形 
寺 公 式 (6) 和 (7) 求 和 ， 给 出 公式 (5)， 证 明 完 毕 . | | 


格林 定理 对 于 更 为 一 般 的 区 域 也 和 成立， 像 图 14. 31 和 图 14. 32 所 示 的 过 域 ， 不 过 我 们 在 这 里 对 
这 个 结果 不 对 证明. 请 注意 ， 图 14. 32 中 的 区 域 不 是 单 连 通 的 ， 这 城 边界 上 的 曲线 基 有 方向 的 ， 当 
按 图 中 所 示 方 向 遍历 贡 线 时 ， 区 域 吕 始 终 外 于 堪 侧 ， 采 用 这 个 约定 ， 格 林 定 理 对 于 非 单 连 通 区 域 成 立 , 


下 
5 各 
。 
0 
a) 


图 14.31 格林 定理 适用 的 其 他 区 域 图 1.32 格林 定理 通过 沿 所 孙 这 界 的 
积分 可 以 用 于 环形 区 域 


¥ 


虽然 我 们 是 在 xy 平面 内 提出 格林 定理 ， 但 是 这 个 定理 适用 于 空间 中 包含 在 一 个 平面 内 以 曲 
线 C 为 界 的 任何 区 球员 在 14.7 节 将 会 看 到 .格林 定理 这 种 更 一 般 药 形式 如 何 表示 在 区 域 只 上 
的 二 重 积分 . 


习题 14. 4 
在 习题 1 -4 中， 通过 求 公 式 (3) 和 (4} 两 端 对 于 FF =2x 31. 和 再 = -r+ 
场 下 = 败 + 本 的 积分 ,证实 榜 林 定 理 的 结论 ， 在 每 一 在 习题 5 -10 中 ， 利 用 格林 定理 对 于 场 下 和 曲 
种 情形 ， 取 圆 盘 只 : x* + a" 和 它 的 边界 加 CC: rf(!) = 线 尼 求 依 反 时 针 方向 的 环流 和 疝 外 通 量 . 

to eos 上 + Ta sin 人 0sts2m 作为 积分 区 域 SF=(x— i+ -ws 


LF= -+ 2.F=%. C0: 以 x=0, x=1, y=0. y=1 为 界 的 正方 形 . 
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G6. F=(x +dy)i+t (r+ 
CG: x=D, x=1l, Y=0, y=1 为 界 的 正方 形 . 
7. P= -eit + js 
CO 以 y= x =3， Y=x 为 用 的 : 攻 形 ， 
8 R= + +y 
C， 以 7=0, xs=1， 7r=x 为 界 的 : 角 肛 . 
9 Fo={tr+eniny)i+ttr te cm Yr) 


:六 纽 线 二 cas 28 的 在 环 
10. F= (an 过 irin (2 + 


忆 ， 旧 模 举 标 不 等 式 1 志 r 志 2, 0&9 和 定 交 的 
区 域 的 边界 . 

11, 对 于 第 -象限 内 出 曲线 7 =x 和 y=x 包装 的 区 
城 ， 求 场 严 =wyi+y 围绕 区 域 过 界 和 边界 于 依 
友 时 针 方 向 的 环流 程 向 外 遂 量 . 

12. 对 于 第 - -象限 内 由 直线 x = Tw/2 和 Y=T2 切割 
的 正方 撒 人 多 域 ， 
围绕 区 城 边界 和 边界 上 依 反 时 秆 方向 的 环流 和 


向 外 通 量 . 
13. 求 场 
F= { 327 -1 Ed+ er + lan 'y)j 
穿 过 心脏 线 r=afl +eosg). ga >0 的 向 外 通 最 
14. 求 场 


F= fyr+elnyia+kte yy 
围绕 上 方 以 曲线 y=3- 空 为 办 和 下 方 以 临 线 
了 = 只 二 | 为 界 的 区 域 按 界 依 反 时 针 方向 的 环流 . 
在 习题 15 和 16 中 ,， 求 由 力 严 移动 质点 依 反 时 
针 方 向 环绕 给 定 的 曲线 一 局 所 作 的 巧 ， 
15, F =2x7 1 + de ys 
C， 第 一 象限 内 由 x 轴 和 直线 xz= 1 以 及 曲线 y= 
x 亿 围 的 “三 角形 "区域 的 边界 . 
16. F = {Ax —27)i+ (2x 一 中 证 
C: 者 (x -2)? +(y -2)* =4. 
在 习题 !7 ~ ?0 中 ,应 用 格林 定理 求 积 分 . 
17. 相关 dr + xdy) ， 


C: 以 x=0z+y=17=0 为 给 的 三 角形 , 
18. fr + 2xz dy); 
C; 0 和 7 sin x 的 边界 . 
19. er +xydr + {ty + 2r)dy; 
0 网 (x -2)*7 +{Y-3)" = 
|. fzx + dr (2x7 + 3y) oYs 
C6， 条 平面 内 格林 定理 成 立 的 任何 简单 闭 曲 线 


S 


求 场 FF= sin y+ tx eos Fy) 


第 14 章 
用 格林 定理 计算 面积 “如果 x 平 面 内 的 简单 
闭 昌 线 世 和 它 冉 住 的 区 城 哄 满足 格林 人 定 玛 的 假设 ， 
那么 吕 的 向 积 由 


检定 于 而 积 公开 
四 吕 的 而 各 = - 全 的 tx 
给 出 ， 康 国 在 于 、 由 公式 (3) 及 推 , 得 到 


的 面积 = 有 和 由 一 站 二 中 号 


二 位 * 字 -到 7 

在 习题 324 -了 4 中 ， 用 上 上 面 给 出 的 格林 定理 面 
和 公式 求 出 曲线 包 国 区域 的 面 各 
21， 贺 rt) = Te econ DE+ Ce sin Nj, Dt 和 27. 
22. 椭 国 ri) = (a costi+(b sint)j, O01elT. 
23. 星 状 线 rt1) = (ena t+ since Dt27 
324. 曲线 rf =2+( /3 -有 -14( 参 

见 附 图 ). 


25, 邻 忆 是 一 个 区 域 的 边界 ,格林 定 理 在 区 域 上 成 
立 ， 利 用 格林 定理 求 积 分 : 


(中 Ka + gC) dy 
tC 
(b) fh dx fx 由 (和 肥 为 沼 数 ) 


26。 只 依赖 于 面积 的 积分 “证 明 : 围绕 任何 正方 形 
的 积分 


4 dx 十 {a YY + 2r)dy 
只 依 站 于 正方 形 的 面积 而 同 它 在 xr 平面 内 的 位 


置 无 关 . 
27. 关 王 积 分 


29. 


， 把 定 积分 作为 线 积 分 “” 候 定 


- 面积 与 形 心 


向 重 场 中 的 积分 


人 站 tA 4dy 


存在 什么 特殊 性 提出 答案 的 到 由. 


F — ry + x dd 


在 在 信 冬 特 哺 性” 提出 答案 的 理 让 . 
把 面积 作为 线 积分 证明 ， 若 中 吕 x 平面 内 以 
分 段 光滑 的 简单 于 曲线 万 为 异 的 区 域 ， 则 

攻 的 而 和 = 4 dy = -4 ‘Le 


非 负责 数 了 = 关 x) 
在 区 间 [e] 上 有 爱 续 的 阶 便 导数 ， 今 己 星 村 
平 订 内 上 方 以 = 轴 为 内 、 上 上 太 以 了 的 图 虑 为 办 条 
末 侧 以 直线 *zu 和 和 x= 为 界 的 区 域 ， 计 明 


[fd = 一 人 rr 


没 民 是 xy 平面 内 以 分 段 交 请 的 简 
划 闭 曲线 为 界 的 区 域 ， 今 半 是 月 的 面积 ，E 
是 员 的 形 心 的 * 坐标 ， 证 明 


本 fe dy -fo =- —xy dx = AXx 


.大 本 积分 


32.、 避 性 矩 入/ 是 习题 31 中 的 区 起 对 ， 辐 的 惯性 


上 
二 dr = 一 
31° 7 


33. 


35S. 


密 ， 证 明 


4 ‘lx = 村 -xrdr=i 
格林 定理 与 拉 普 拉 斯 方 入 ”假设 丙 数 ffx,}) 存 
在 全 部 所 需 的 导数 并 且 旦 连 鳞 的 证明: 若 / 
满足 拉 普 拉 斯 方程 

ef 


Bx 


则 对 十 格林 定理 适用 的 所 有 闭 上 曲线 和 有 


下- 
控 v= 加 由 =0 


(省 命 籁 也 成 立 ， 若 这 个 线 积分 柜 为 夫 ， 则 了 满 
旦 拉 普 拉 斯 方程 , ) 


2 -0 
和 


， 达到 最 大 值 的 功 在 砂 平 面 内 取向 为 反 时 针 方 


向 的 所 有 光 消 的 简单 闭 曲 线 中 求 - -条 曲线 ， 使 
其 由 


F= {4 + 二 


沿 曲 线 所 作 的 功 达 到 最 大 俏 . 

(提示: 《enuzl 不 )* 支 在 何 处 为 下 值 ?) 
带 多 个 空洞 犁 区域 格林 定理 对 于 带 有 限 个 空 
洞 的 区 城中 成 站， 只 要 边界 曲线 是 光 涪 的 简单 
闭 巾 线 ， 并 且 沿 每 段 这 界 和 分 时 保持 只 靠 积分 
路 径 的 左边 ( 参见 附 图 ). 


)]i+y 


37. 


38. 
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{aj 全 Ar,r) =In Cr + ), 
a 求 通 量 积分 
fw Hs 


tb) 邻 天 是 x 平面 肉 不 通过 (0， 0) 的 任何 上 兆 讲 
的 简单 闭 曲 线 ， 应 册 椅 林 定 理 证 明 


人 "Hds 


由 有 疯 个 可 能 的 值 ， 上 地 决 于 (68,0) 是 在 天 的 

内 部 还 基 在 下 的 外 部 . 
本 迪克 松 准则 ” 久 体 让 平 师 流 动 的 流 线 是 流 
体 个 别 质 点 既 过 的 光 诊 曲线 .流动 的 速度 场 
向 量 忆 = WUzryii+stzryiF 是 流 线 的 切 向 
有 量 ， 让 明 : 着 访 动 出 现在 单 连 弟 区域 ( 没 有 
润 或 上 献 失 点 的 区 域 )R 内 ， 并 且 在 整个 请 上 上 
好 .+ 六 .天 0， 则 在 吕 内 没有 闭合 的 流 线 ， 换 
训话 说 ,流体 的 质点 在 下 内 不 会 有 了 内 台 轨 
线 ， 判别 不 存在 闭合 轨 线 的 准则 4 好. + ,x0 
称 为 本 迪 克 检 准则. 
证 实 公 式 {7)， 最 丝 
定理 的 证 明 . 
守恒 场 的 旋 摩 分量 ”关于 守恒 的 二 维 向 基 场 的 旋 
魔 分量 ， 可 以 得 出 什么 结论 ”提出 等 案 的 理由. 


让 为 园 x + = 


完成 对 于 特殊 区 域 的 格林 


计算 栅 探 亮 


系统 ) 和 格林 定理 ， 


在 习题 3 -42 中 ， 用 一 种 CAS( 计算 机 代数 
疏 蕊 天 依 反 时 针 方 向 十 绕 简 单 


闭 曲 线 世 的 环流 执行 CAS 的 下 列 操作 步 又 


.FF={2xr 一 站 和 二 (十 和 
各. 下 ={2z -tr + 


【ai 绘制 xzr 平面 内 的 图 形 ; 

(pb 确定 格林 定理 旋 度 形式 的 拼 各 函数 
a dM 
(% -%} 

ic 从 ta) 中 的 图 形 确 定 ( 二 重 积分 的 ) 积分 限 ， 
并 求 环流 的 旋 度 积分 . 

石 ， 棋 圆 x 人 =4. 


三 ; 本 网 交 + 世 -1 


dl, F=x eitteln r+2x):; 


C: 位 于 y =] +* 下 方 和 Y =2 上方 的 区 域 的 边界 . 
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42. FF=xei tdriln yf; 
D0 ，(2,0) 和 00,4) 为 原点 的 - 角 撒 . 


14.5 曲面 与 面积 
我 们 山 交 用 三 种 不 同 的 方式 定义 了 平面 内 的 曲线 ， 
(二 显 式 形式 了 =r) 
(证 隐 式 形式 Pt,y) =0 
【 丰 ) 参数 向 是 形式 re} = /i + elt), asteb 
对 十 空间 中 的 曲面 我 们 有 类 似 的 定义 ; 
(和 ) 电 式 形 式 = = 下 xy) 
({ 训 隐 式 形 式 Fx.y,s) = 人 0 


(好 ) 也 看 一 -种 参数 形式 ， 以 两 个 变量 的 向 量 丙 数 给 出 曲面 上 一 点 的 位 置 ， 在 这 一 节 我 们 讨 
论 这 种 新 的 定 头 形式 ， 并 用 应 用 这 种 形 碟 获得 作为 二 重 积分 的 曲面 面积 . 
14. 5. 1 曲面 的 参数 囊 示 常数 


令 

Fuo) = 六) 十 可 ED 有 十 商人) 下 (ly 
旦 定 文 在 如 平面 内 -个 区 域 峡 上 的 连续 问 量 函数 ， 泊 且 
在 如 的 内 部 上 是 一 对 一 的 ! 多 本 14.33)， 我 们 称 r 的 值 战 
是 由 rr 定义 的 或 者 描绘 的 曲面 5 方程 (1) 和 和 定 艾 城 员 
一 起 构成 曲面 的 参数 表示 ， 上 变量 4 和 vw 是 参数 , RR 是 参数 
定义 域 、 为 简化 讨论 ， 取 RR 为 用 不 等 式 a&usb,csvsd ff 
定 匀 的 和 矩形， 要求 r 在 中 的 内 部 上 是 一 对 一 的 ,保证 5 不 
月 交叉 ， 请 注意 ， 方 程 (1) 是 同 三 个 参 数 方程 2 
x =f(u,), y= E(u,t), 7 = h(u,r) | 得 线 + = 常 租 


等 价 的 向 量 方程 . 
例 1 求 锐 锋面 


| 加 
曲线 … 帘 数 


的 参数 表示 . : 
解 ” 本 例 用 柱 面 堂 标 提供 参数 表示 ， 在 贺 锥 面 上 . 上 暴 rn, ed 
型 点 (x,7,2)( 见 图 14. 34) 的 学 标 汶 x =7 cos 6, y=r7 sin 8， 5 i 
= v 殉 + 交 =r， 其 中 0 大 rs 二 1.0 过 9<27， 在 方程 (1) 中 ' 
取 4u=+,， t= 自给 出 参数 表示 图 14.33 曲面 的 其 数 形式 把 曲面 
rr,B) = (reon BE + (rsin +rk. 3 表示 成 定 祥 在 区 域 丸 上 
Ogrsal, Od<2n 的 二 元 向 量 晤 数 
这 个 参数 表示 在 定义 域 是 内 部 上 是 一 对 一 的 ， 不 过 在 目的 边界 r= 上 不 是 如 此 . 国 


例 2 求 款 面 只 + 六 + =e 的 参数 表示 . 

解 球面 坐标 提供 我 们 所 需要 的 表示 .， 在 球面 上 典型 点 (x,y,2)( 见 图 14. 35) 的 举 标 为 x = 
qa sin cos 0, y=a sing sinf, 5 =a cos 中 , 其 中 0 和 7,，0 志 # 志 2w5， 在 方程 (1) 中 取 4= 必 ， 
"= 自给 出 参数 表示 

rt$ 0) = (osin eos B+ (a sin gp sin OF + (Ca cos 中 ) 克 ， 
人 由 所， O027 | 
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国 锥 而 : ， i 


-= 了 1 
”- 二 二 人 SS 


| 


1 
i 
rtr. A) = (Cr eos BY 1 ! ， .站 
| 是 + ， 
十 (Sn dj + rg i frees Bur in On) 2 “i bs 
和 a ~ 
rE yy 

[时 14.34 机 二 中 的 阁 外 而 可 以 用 桩 而 图 14.35 向 上 届 中 的 球面 可 以 由 戌 页 

举 标 凌 出 参数 表示 于 标 给 出 短 数 直 必 : 

例 了 求 辐 村 而 

人 [| 
的 参数 龙泉 ， 

解 ” 休 柱 曾 学 栋 有 中， 点 (2 的 党 杯 为 xsrens 和 rr=rsin 和 zsz 村 上 上 两 柱 面 姑 + 
(3 =9 上 的 点 ( 见 图 14. 36) ， 其 方程 和 A 半 面 内 柱 | 
别 民 部 的 概 方 种 相同: 

1 二 和 MT 有 


6 +9)=9 
rbrring=0 {x tor rsing) 
一 r= 56sin#, 各自 所 了 
代 此 ， 柱 面 上 典 者 点 的 誉 标 为 


T= reosj = Osingrnsp = 3 sin20 


y= rsing = 6 sin'8 


了 = 了 


在 方 称 { 曲目 取 = 如 + =z 纵 出 参数 表示 
r,s) = {3 sin 20)7 + (6 sin' OY) + 2k, 
OSs, 0 和: 国 图 14.36 例 3 中 的 园 柱 而 可 以 用 桩 面 


14. 5.2 曲面 面积 坐标 给 出 奢 数 表 泵 
我 们 的 王 标 是 求 计算 基于 参数 琢 示 
下 1 = Fu ni t+ etn vi +h{tu ri, asuseh., cared 
的 曲面 $ 的 面积 的 -二 重 积分 ， 为 广 我 们 打算 实现 的 构造 。 要 求 $ 是 光滑 的 ， 光 请 性 的 定义 涉 此 rr 
对 2 和 ?的 贪 导数 : 


r, = 
Du dat De on 


六 = 
oy he [er 


定义 ”在 向 面 的 参数 表示 
PR) = fae) + gu vt h(iu,r)k | 
中 ， 如 果 偏 导数 二 和 r, 是 连续 的 ， 并 电 在 参数 定义 域内 部 上 不 会 为 鹤 向 基 ， 那 么 曲面 屋 光 滑 的 ，， 
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光滑 性 定义 中 xr 不 会 为 从 向 量 的 条 件 ， 意 味 着 六 和 六 是 非 稚 向 量 ， 并 且 这 两 个 向 量 不 
会 在 同一 条 直线 上 ， 所 以 它们 总 基 决 定 一 个 同 划 面相 切 的 平面 ， 我 们 在 定义 域 的 边界 上 放宽 这 
个 条 件 ， 但 是 这 样 并 不 影响 面积 的 计算 . 

现在 考虑 员 中 的 一 个 小 的 矩形 4&4,.， 它 的 边 在 直线 ua=a, 芷 =t+au b=to， v=w+Av 上 
( 见 图 14. 37》，、A4, 的 每 条 边 占 射 到 曲面 5 上 的 一 段 曲 线 ， 而 这 四 让 曲线 共同 限定 一 个 “曲面 面 
积 元 "Ar_， 按 照 图 中 的 记号 ， 边 = w 映射 到 曲线 眉 Ci ， 边 上 = tw 映射 到 5:， 它们 的 公共 顶点 
(wo 上 映射 到 疡 . 


人 A fy 
参数 表示 | . 
uv ~ 
和 Sn 
可 — 
如 EE . 
A [ 7 th rr 省 
TE ed Cl 
“ . 一 二 昌 
ck sn an 


[| 1 


全 


图 14.37 ”iw 平面 内 矩形 面积 元 &4. 映 射 到 3 上 的 曲面 面 称 元 ar 


14. 38 显示 Ag ,放大 后 的 图 形 ， 向 量 r,tuo ,ww) 在 Po 同 C, 相 切 ， 同 样 ， r,two,mw) 在 记 。 同 
C, 相 切 ， 向 量 积 r, xr, 在 P, 同 曲 面 正 交 . (这 里 开始 用 到 3 是 光 请 曙 面 的 假设 ， 我 们 必须 保证 
r, xr, #0.) 

下 面 用 切 平 商 上 以 向 量 Au r, 和 sp r 为 边 的 平行 四 边 形 表 近 曲 面 面 积 元 A0( 见 图 14. 39). 
这 个 平行 四 边 形 的 面积 为 

[Aur, x Avr,l= |r, xr.| Au Av (2) 

ww 平面 内 由 矩形 区 域 Ad .构成 的 区 域 只 的 一 个 划分 ， 导 致 曲面 S 上 由 昌 面 面积 元 Aw- 构 或 的 一 
个 划分 ， 我 们 几 公 式 (2) 中 的 平行 四 边 形 的 面积 通 近 每 个 曲面 面积 元 Ar 的 面积 ， 并 且 把 这 些 面 
积 加 在 一 起 获得 5 面积 的 允 近 ， 


|r, xr,| An Av {3) 


点 ov 


了 4 


图 14.38 曲面 面积 元 Ao。 放 大 后 的 图 形 图 14.39 由 向 量 Au mr 和 Av r, 决定 的 平行 
四 边 形 通 近 曲 面 画 积 元 &rw 
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当 Bz 和 ap 独立 地 东 近 堆 时 ， 面 积 元 的 数 日 4 趋 近 ww ， 闪 和 + 的 连续 性 保证 式 (3} 中 的 和 站 


近 - 重 积分 
三 | r。 X du de 
在 区 域 只 上 的 这 个 重 积 分 定义 曲面 的 面积 . 


定 ” 光 消 曲面 


Pb = 所 是) 证 十 要 (十 下 人， 和， 


的 面积 为 
| = ir xr, da = ffir rr du 中 (4) 
站 rs 


用 曲面 面积 微分 de 代 圭 |r, xr,| du dz， 可 以 简化 公式 (4) 中 的 积分 ， 曲 面 面 积 微分 do 类 似 
于 11.3 节 申 的 弧 长 微分 ds. 


参数 化 曲面 的 面积 微分 


do = |r xrldaa jse 1s) 
《曲面 面积 微分 ) (曲面 面积 的 微分 公式 ) 
例 4 求 例 1 中 的 图 锥 面 的 曲面 面积 ( 多 图 14. 34). 
解 ” 在 例 1 中 ， 我 们 求 出 了 圆锥 面 的 参数 表示 
PE = {rceos i+ rsingdj+rmk, 和 和 rr 扫 1。 O27 
为 了 应 用 公式 (4) ， 首 先 求 xr: 
| i j kK 
r, Xr,= cos# sing 1|=- {reoa Bi (rsin gd) + recosd +r sin Ok 
i—-rsing rcosg 站 人 
因此 ， 
Ir xr = Vrcosd+rsing+tr = va = Jr 
加 锥 面 的 面积 为 
站 二 MA x 提 | dr 则 (公式 (4) 取 = rm = 四 
- 广 ] rr de = 广 攻 gd0 - 吕 (025) - 人 平方 单位 加 


例 5 求 半 径 为 e 的 球面 的 面积 ， 
解 ” 利 用 例 2 中 的 参数 表示 : 
rip.6) = (asingdeos i+ (a sing sin 0) + (a cos hk, 
OHen, Os2n 


对 于 r,s xr,。， 我 们 得 到 


i i 天 | 

rexXr= | arenos 由 ros 上 和 ros 夫 sn -asing 
- . 、 ， 

| -esin 由 sing sndb rosp 0 | 


= 《azsim 由 ceos OF + (olsin gh sin BN + ta sin $ eos hIk 
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因此 ， 


|r, x r, | = wdait 中 con +a sain 中 ainig + csin: 申 eas 7 中 


= Vasin' 由 十 masin 只 cns 中 = va sin’ 中 [sin 办 + cos = in = essin 中 

由 也 对 于 0 起 中 魏 T，sin 起 全 0 所以， 球 而 的 面积 为 

A= [Peasin 中 十 娄 = 厂 | dicount | 0 = 三 ee = 4mm 平方 单 位 
这 个 结果 出 我 们 熟知 的 球面 面积 公式 相符 ， 国 
14.5.3 隐 式 曲面 

曲面 经 常 老 上 天 成 鹃 数 的 民有 曲面 集合 ， 贞 
Fx) = 

这 样 的 方程 描述 ， 共 中 居 基 个 常数 ， 这 样 的 屋 曲 面 不 用 量 式 的 参数 表示 ， 称 为 隐 式 定义 曲面 . 
这 种 陷 式 曲面 ， 例 如 在 电场 或 考 重 国 场 中 以 等 稚 面 的 形式 出 
了 现 ， 图 14. 4 和 显示 一块 这 样 的 晶 耐 对 十 这 种 曲面 ， 可 能 很 
玲 求 出 孙 数 fg, 的 掉 式 公式 ， 模 以 把 曲面 表示 成 

rnt) = fu tatu ri + hiu,rik 
的 形式 .现存 我 们 说 明 如 何 计算 隐 式 曲面 的 而 相向 分 :tr- 

图 14.40 她 站 一块 隐 式 曲面 5， 它 位 于 它 上 面 的 平面 ”加 
子 " 区 域 咏 之 上 ， 曲 商 由 方程 (x.y.2) =e 定 义 ， 而 疾 是 喇 平 
商 区 域 灵 正 交 的 单位 向 系 ， 我 们 假定 曲面 是 光滑 的 (天 是 可 微 
的 ，V 严 在 与 上 不 为 零 并 及 是 连续 的 ) ， 回 时 VE 天 天 0， 所 以 
昌 面 不 会 自 折 杰 . 


i Fx 2 一 < 


假设 法 向 司 p 旺 单 位 向 慨 志 所 以 图 14.40 中 的 区 域 丸 位 5 下 于 下 面目 的 
于 好 平 面 内 ， 依 据 假 设 ， 这 时 存 S 上 有 YF，p=VF" 大 = 乘 真 投影 或 " 影 了” 
FF. 关 0， 高 等 微 积分 有 -个 称 为 隐 蝴 数 定理 的 定理 ， 指 出 这 种 图 14.40 立 记 会 看 到 ， 字 间 中 曲 
情况 下 S$ 是 某 个 可 微 阴 数 z=Ah(x,Y) 的 图 撒 ， 哩 然 不 知道 明 数 而 $ 的 面 舱 、 可 到 通过 
kr,y) 的 几 式 表示 用 aa=x 和 rr=7y 定 六 参数 下 是 在 坐标 平 而 内 $ 的 得 让 
z=h(u, v)。 半 且 投影 或 “影子 "上 湛 相 

Tint) = ut tk (6) 关 的 二 重 积 分 来 计算 ; 
给 出 曲面 $ 的 参数 表示 ， 我 们 利用 公式 (4) 求 的 面积 - 单位 向 基 户 网 平 徊 正安 

计算 r 的 篇 导数 ， 得 到 
。 ， 肌 
r, = + 和 天 =+ 让 


对 (x,y,2) sc 应 用 隐 式 微分 法 的 链 式 法 则 (12.4 节 定 理 8)， 其 中 x=w, y=2，z=h(n,v) ,各 
到 偏 导 数 


人 上 a 呈 
和 和 天 
把 正 的 这 两 个 偏 导数 代 人 的 偏 导 数 ， 绽 出 
ri 和 -= 


由 向量 积 的 例 行 计 算 求 出 
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p 
Xn i+tpi+k [| 
1 vr VE 
FMIth jit hk) =- F 7 Fk 
2 _YF - 
wr.p ‘p= &) 
国 此 ， 曲 庙 市 得 微分 由 
dr = |r xr | dn dr = vel dx dy (= 和 =) 
本 |vrep| 


给 出. 

如 果 不 用 p = 直 而 所 中 = 了 为 S 上 省 所 关 0D 时 国 xz 平面 下 交 的 向 全 ， 或 者 用 = 让 为 * 人生 
天 关 0 时 间 和 平面 正 交 的 向 其 ， 我 们 笠 到 类 似 的 计算 结果 ， 把 这 些 结果 站 会 大 (4) 结 全息 来 ， 就 
给 出 下 面 的 : 般 公 起 . 


隐 式 曲面 的 面积 公式 
在 办 有 界 平面 区 域 足 上 上 上、 曲面 x,y ,25) = 的 面积 公式 为 


其 中 p 基 问 ， R 下 交 的 单位 向 量 ， 并 HL WF pr0. 


这 样 ， 则 面 面 舱 是 YF 的 值 除 以 YFR 则 中 正 交 的 纯 时 分 夸 的 值 在 吕 上 的 一重 积分 . 

曲面 的 面积 会 式 (3) 是 在 两 个 假定 下 得 到 的 : 在 韩 个 上 内 上 有 昌 关 0D， 放 上 由 YF 必 连 续 的 ， 低 
是 ， 只 要 会 式 中 的 积分 存在 ， 我 们 就 把 它 的 值 定 关 为 册 面 Frz， 7，3) = 在 区 城 基 二 的 部 分 的 面 
用 |， (回忆 下 ， 假 定投 影 是 … 对 -的 . ) 

例 56 求 从 扫 物 面 x +y -z=0 的 腰部 用 平面 :=4 切 
割 的 曲面 面积 ， 

解 ” 曾 出 曲面 5 和 xy 半 面 内 在 它 下 面 的 区 城中 的 草 
图 ( 见 疼 14.41)， 曲 而 5S 是 层面 F(x,y,2) =x +7 
z=0 的 一 部 分 , 中 是 sy 平面 内 的 圆 盘 x + 所 为 了 效 
得 同 旦 的 平面 让 交 的 单位 向 量 ， 可 以 取 pp = 起 

在 昌 面 上 的 任何 点 (*,y,z) ， 我 们 有 

Flx,.y.z) = 2 
VE = 2x +2 好 —k 


[vr|= vr) + (27) + C1)™ 四 
= vdxr +4Yr +|1 ， 
|IYF pl|= |YFrkl= |-1|=1 . 本 
在 区 域 如 内 ，d4 = 全 dy， 因 此 图 14.41 ”这 个 扼 物 面 是 例 6 中 计算 的 面积 
曲面 别 积 = Tp dd (公式 (7)) 


vad + dr dy 


| 
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= | Vir drde ( 极 坐标 ) 


"rl 2 a [L172 = 
= [二 r+) ]s -人 这 (17 -d= (V7 -1) 国 
对 于 在 吵 平 面 内 的 区 域 呈 上 z= 所 x,7) 的 图形 ， 曲 面 面 积 公式 为 
不 = [ Vr dx dy 


‘参见 习题 和 9 ~55.) 
习题 14. 5 
在 习题 1 ~ 156 中 ， 求 申 面 的 参数 表示 ，( 存在 
多 种 求 曲面 参数 表示 的 正确 方法 ， 所 以 你 的 答案 可 
能 同 本 书 给 出 的 答案 不 一 样 . ) 
1. 抛物 面 z:=x* +Y，: 志 4. 
2 抛物 面 z=9 -x -yy,z>0. 
3. 图 稚 平 截 头 ”圆锥 面 = < 在 第 一 卦 限 内 
介 于 平面 := 和 z=3 之 间 的 部 分 . 
4, 辐 峻 平 截 头 ” 较 锥 面 :=2vyrw + 在 平面 :=2 
和 x =4 之 间 的 部 分 . 
5, 球形 葡 ”由 贺 惟 面 z= vx + 从 球面 x +y7 + 
?=9 切 制 的 顶 盖 . 
6 球形 瘟 ”球面 +y? +z =4 在 第 -… 卦 限 内 介 于 
对 平面 和 较 锥 面 z= vx + 好 之 间 的 部 分 
了 球形 带 ”球面 阅 + 央 +2=3 在 平面 := 了 /2 和 
:= -中 /之 间 的 部 分 . 
3， 球形 瘟 ”由 平面 z= -2 从 球面 ** + 六 + =8 切 
割 的 上 半 部 分 . 
9 平面 之 间 的 抛物 柱 面 ”由 平面 *=0，x=2 和 == 
0 从 抛物 柱 面 :=4 - 产 切 志 的 册 面 . 
如， 平面 之 间 的 抛物 柱 面 ”由 平面 :=0,， :=3 和 
y=2 从 抛物 柱 面 y= 切 荐 的 曲面 , 
11. 图 柱 形 带 ”圆柱 面 Y + =9 在 平面 x=0 和 
*=3 之 向 的 部 分 . 
12. 贺 术 形 带 图 柱 面 公 +z=4 在 xy 平 面 之 上 介 
于 平面 y= -2 和 y=2 之 间 的 部 分 
13. 圆 杆 面 内 的 恨 任 平面 ”平面 *+y+z=1l 的 以 下 
部 分 : 
【在 画 柱 面 过 + 只 =9 的 内 部 ; 
(b) 在 阅 柱 面 岂 + =9 的 内 部 . 
14. 国 杜 面具 的 颁 插 平面 “平面 >-y+2z=2 的 以 
下 部 分 : 
{aj} 在 圆柱 面 刀 +? =3 的 内 部 ; 
{bj 在 圆柱 面 y + :=2 的 内 部 
45, 圆柱 形 带 ”圆柱 面 (* -2): +z =4 在 平面 y=0 


和 y =3 之 间 的 部 分 . 

16, 团 柱 形 带 ”圆柱 面 六 + (= -5)? =25 在 平面 x* = 

0 和 *=l0 之 间 的 部 分 . 

在 避 题 17 -26 中 ,利用 参数 表示 把 曲面 的 面积 
表示 成 “ 重 积分 ， 然 后 求 积 分 . 【存在 多 种 建立 积分 
的 正确 方法 .所 以 你 得 到 的 积分 可 能 同 本 书 给 出 的 
答案 不 一 样 ， 但 是 ， 它 们 应 具有 相同 的 值 . ) 

17, 图 柱 面 内 的 顿 寿 平 面 平面 y + 2: =2 在 辆 柱 面 

+ =1 内 部 的 部 分 
18. 圆柱 面 内 的 平面 ”平面 := -x 在 圆柱 而 x** + 

?2 =4 内 部 的 部 分 . 

19. 圆锥 平 截 头 ” 贺 锥 面 :=-2v* + 在 下 面 :=2 

和 z=6 之 间 的 部 分 . 


本 
RE 


20,， 贺 惟 平 截 头 ” 疗 肉 面 z= 在 平面 :=i 


和 z= 之 间 的 部 分 


21. 圆柱 形 带 圆柱 面 x* + y=1 在 平面 :=1 和 z= 
和 之 间 的 部 分 - 

22, 回 柱 形 带 圆柱 面 x +? =10 在 平面 y= -1 和 
Y=1 之 问 的 部 分 . 

23. 搜 物 形 妆 ”由 岗 惟 面 : = vx +7Y 从 抛物 面 
z=2 一 x ~ 六 中 霓 寡 的 硕 盖 . 

24. 抛物 形 带 ”抛物 面 :=x +y 在 平面 :=1 和 := 
4 之 间 的 部 分 . 

25. 名 下 的 球面 ”由 周 锥 面 z= vx i + 六 从 球面 x + 
7+ =2 团 割 的 下 半 部 分 . 

36， 球 形 带 球面 z+ + 下 =4 在 平面 := -1 各 
z= 已 之 间 的 部 分 . 
同 参数 化 曲面 相 切 的 平 商 ”在 参数 化 曲面 

TUE = fu ri + g(r) + h(n rk 

于 一 点 Pn wo) g(t0) h(n, 态 )) 的 切 平面 ， 

是 通过 户 局 在 P 的 切 向 量 吉 (mm) 和 六 (mi) 的 

向 量 积 向 量 rm ,加 ) xuan) 正 变 的 平面 ， 在 

习题 好 ~30 中 , 求 在 户 同 曲面 相 女 的 平面 的 方 


向 重 场 中 的 积分 


答 ， 热 后 求 晤 面 的 第 卡 儿 方 程 ， 并 且 -- 起 绽 制 曲面 


和 切 于 而 的 荐 图 ， 
27. 贺 惟 面 ” 出 肉 诡 


rirB) = (ronn HF + (Cr nin 四 2 


在 对 应 于 (r.8) = (2,m74) 的 点 (2 2). 


28. 半球 面 半球 而 


下 中 加 = {4 nn erm ON + (4 nmin th sin B) + (4 eon 看] 页 ， 


Ostbenmi00 et2r 


在 对 应 于 (由 8) = (m6, 的 戌 记 (2 3 ,23) 


29. 加 柱 曾 ”圆柱 面 


iB) = (CA nn 2 + (6 sm + OE0Er 
在 对 应 村 (85) = {m3 上 0) 的 点 PP (C3572 972， 


0 参见 例 1). 
加. 挑 物 柱 面 ” 擅 物 柱 面 
Tr) = 
一 二 TR 一 FT 
在 对 应 于 {x,y) = 《1,2) 的 点 P,(1,2, -1), 
31, 


Hk 


让 明 环 形 面 的 参数 表示 为 


rear) = (+Pris iceoas ef 


+ (REren usin ry + {tr sin yu)k 


其 中 心 生 rz 过 2 和 0 和 vu 和 27 是 图 形 中 的 前 . 


1b} 证 明 环 度 面 的 面积 等 于 4 =d4m2Rr 


a 


上 We 
n 


32. 旋转 曲面 的 参数 表示 假定 参数 化 曲线 
c: (fla) ,gtu)) 是 绕 x 回旋 转 ， 共 中 tu) > 


0，a 和 站 


fa 证 明 ; 


runr) = Fu) +t (glu)eos tr) + (glu)sin n)k 
是 所 产生 旋转 曲面 的 参数 表示 ， 其 中 0 电 + 所 
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(8) 族 转 环 形 面 { 环 撒 尝 ) 是 在 空间 中 z 平 而 内 
绕 : 抽 旋转 一 个 圆 忆 获得 的 ( 参 岂 附 图 ). 
如 刘 工 有 半 答 上 >0 和 以 [中 ,0,07) 为 圆心 ， 


和 


37. 


2 尾 从 好 平面 到 曲面 上 点 rfe， 4} 的 角 
(参见 附 图 )， 注 意 ,， fiw) 度 最 沿 旋转 轴 的 
中 离 ，g(4} 度 量 离 旋转 轴 的 中 离 . 


[| 
~ 

~ 
Flu bE ~ 


机 Ce 


[bj 类 阁 = 轴 旋 转 晶 线 * = 大 ，yz0 所 得 曲 而 的 
参数 表示 . 


{a) 椭 球面 的 参数 认 示 同 忆 相 加持 + 加 = | 的 


套数 表示 x =a cos 8, v=6 sin 日 O027 
( 见 3.5 节 例 11)， 利 用 球面 坐标 中 的 角 8 


和 中 证 明 : 
rip@) = (acos Bros BIE + (bh sin Dros 中) 
+ rin 中欧 


总 本 球面 邱 + 二 + 二 =1 的 参数 表示 
1b) 写 出 桶 球面 面积 的 积分 ， 但 是 不 求 积分 估 . 


、 单 叶 叉 则 面 


(ai 水 单 叶 双 朋 面 妆 + 如 =-=1 的 参数 表示 ， 
用 问 加 x + = 相关 的 角 8 以 及 同 双 有 曲 中 
数 太 ~ =1 相关 的 到 曲 参 数 4 作为 参数 
(提示 : cosh*u -ainbze =1.) 


tb} 把 (a) 中 的 结果 推广 到 双 昌 面世 +  - 


“2 =1. 


-.《 续 习题 下 ) 求 同 双 烛 面 守 + 只 -过 =25 在 点 


tx0， 和 ,0 扩 相 切 的 平面 的 笛 卡 儿 方 程 ， 其 中 


x + =25. 


2 2 
. 双 叶 双 曲 面 求 双 叶 双 井 面 太 -去 - 下 = 1] 的 


参数 表示 . 

求 由 玉 面 z=2 雁 拱 物 面 六 + -z=0 切割 的 曲 
面 的 面积 . 

求 由 平面 :=2 和 3 =6 从 抛物 面 47 +y* -z=0 切 
割 的 抛物 形 带 的 面积 
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39. 求 由 杜 茧 力 *= 凡 和 和 zz=2- 嫩 的 村 而 从 半 面 x+ 
27y +25 =5 切 疝 的 区 城 的 面相 

40. 求 曲面 凑 -23 =0 六 于 地 平面 内 以 直线 4 = 本 ， 
= 和 和 和 x=x 为 界 的 角形 之 上 部 分 的 面 得 

4 求 且 本 一 2 -2 = 人 0 位 于 xy 平面 内 以 直线 
z=2 =0 和 =3x 为 办 的 三 加 形 之 上 部 分 的 面积 . 

42， 求 由 天 独 面 2= vx + 从 球面 x + 入 寺 2 =2 
轩 制 的 笋 这 的 遇 各 !. 

3. 求 由 国 柱 而 从 平面 z=exte 为 常 丈 } 切 课 的 描 交 
好 + = 上 的 面 和 . 

44. 求 加 村 而 x + 下 = 位于 平面 x= 二 12 和 = 
+1z2 之 间 的 上 于 部 分 的 面积 . 

4. 求 抛物 而 *=4- 产 - 寻 倍 于 和 产 平面 内 圆 乓 上 < 
说 士 刀 和 4 之 上 部 分 的 而 积 

4， 求 由 平面 y=0 从 机 物 而 x* +y+s: =2 切 市 的 册 
凋 的 面积 . 

47. 上 示 昌 面 x -2 In x+ v15y -z= 个 在 xy 平面 内 下 
方形 只: 1 所 x 和 2 ,DY1 之 上 部 分 的 面积 . 

4 炒 曲 而 223 +292 - 3z =0 在 zy 平面 内 正方 形 
R: 0 sz 所 1，0syr 写 1 之 上 部 分 的 面积. 
显 式 曲面 的 面 税 ”如 洒 5 是 由 陋 数 := 

六 x 下 ) 定 久 的 曲 页 , /在 xy 平面 内 一 个 完整 区 域 中 ， 

革 音 迹 续 的 - 阶 俩 导数 ( 见 图 14. 入)， 那 么 5 也 是 史 

数 jz,yr,zl = 所 4,y) -z 的 屋 曲 面 AUxy7,zy =0， 服 

P= 下 为 同 呈 , 正 交 的 单位 向 量 ， 于 是 给 出 

EE 
[wrpl= Ii+fj-R) k= |-1|=1 
曲面 z = fx. 7) 


网 14.42 对 十 而 zz=Az,yy， 曲 面 
面积 公式 143) 的 形式 为 


4 = fi It T+ dr dy 
和 


和 面积 公式 
| wr 


4 [rvs {vr dds) 


辐 样 ， 光 斋 曲 面 * = 所 .2) 帮 37 平面 内 区 域 此 ,之 十 
的 面积 为 


用 = j wtf 人 + 由 由 (19) 

A 
光 说 曲面 y= 所 x .有 #) 在 直 平 面 内 区 域 民 ,之 上 的 面积 为 
4= | VT (10》 


Kr 
在 习题 和 析 ~54 中 ， 利 月 公式 (3) ~ (10) 求 曲 而 

的 面 和 

物 ， 由 平面 z=3 从 抛物 面 z =x + 展 部 切 秽 的 曲面. 

50. 由 总 平 面 从 抛物 面 =1 一 -天 的 "甸子 " 团 制 
的 曲面 - 

5IL， 关 锥 面 := vx + 入 于 x 平面 内 的 隐语 = 
和 搓 轴 9z + 4 = 疾 之 癌 的 区 域 之 人 的 邮 分 . 
{提示 : 利用 几何 公式 求 区 域 面 积 . ) 

52. 由 第 - 趟 限 的 界 平 而 从 平面 2xz + By +3z = 右 团 
割 王 有 形 ， 用 三 种 方法 计算 面积 ， -次 用 个 
面相 公式 . 

53. 由 平面 x =] 和 y=1673 从 柱 面 y=(2/3)z' :在 
第 圭 限 切 制 的 曲面 . 

54. 平 身 +z=4 位 十 由 笋 物 线 =4-z 从 忆 平 向 
内 第 :象限 切割 的 区 域 之 上 的 部 分 . 

55， 利用 参数 表示 

xr) = + tix rk 
和 公式 (5) 推 导 公 式 (8) 中 对 于 do 的 ..- 重 积 分 
公式 . 

56. 令 S 直 由 光 洪 曲线 y= 帮 +) ,4 所 x 和 绕 + 轴 旋 
转 得 到 的 曲面 ， 其 中 凡 x) =0. 
1a) 证 明 ; 向 量 清 数 

rer.d) = x tf)nos OF + Hr)sin gk 
是 5 的 参数 表示 ， 其 中 #8 足 绕 x 轴 的 旋转 角 
〈 参 明 附 图 ) 


{Bb} 利 用 公式 4) 证明 : 这 个 旋转 曲面 的 面积 由 
和 三 六 arts vlr[r (xr) dx 
结 出 . 


向 量 盘 中 的 积分 加 | 3 


14.6 面积 分 与 通 量 


为 了 计算 像 流体 穿 过 弯曲 形状 的 王 膜 的 流 基 或 朝 作 用 上 降落 们 的 向 上 为 这 样 的 量 ， 我 们 需 
要 求 虎 数 在 空间 中 的 曲 而 上 的 积分 ， 这 种 面积 分 的 概念 基 存 曲线 上 求 积分 的 线 积 分 概念 的 推广 
14. .1 面积 分 

例如 ， 假 定 有 一 片 分 布 在 曲面 3 上 的 电 茶 ， 巾 请 数 G(x,y.z) 给 出 在 5 上 每 个 点 的 电 旧 密度 
(每 单位 面积 上 的 电荷 量 )， 那 么 ， 我 们 可 以 用 下 面 的 方法 把 分 布 在 8 上 的 总 电荷 作为 - -个 积分 
来 计算 ， 

像 在 14. 5 节 那 样 ， 想 定 曲面 5 以 参数 形 蕊 

raat) = fu vi + 区 (ep + 下,D) 下， (u,v) eR 
定义 在 喇 平面 内 的 区 域 六 上 ， 在 图 14. 37 中 ， 我 们 已 经 见 过 中 的 一 个 细 分 ( 为 简单 起 则 考虑 的 绍 
分 为 和 矩形) 如何 把 曲面 5 分 成 面积 为 
Mg Ir xr,| du dr 

的 对 应 的 曲面 元 或 者 拼 片 ， 

当 我 们 在 13.1 节 定 义 二 重 积 分 作 细 分 时 ， 对 曲面 元 拼 片 用 某 种 顺序 纺 导 ， 以 Ag,， 
aoz，… ,ar 给 出 它们 的 面积 ， 为 了 建立 在 $ 上 的 黎 曙 和， 我 们 在 第 基 个 拼 片 中 选取 一 点 (zx ， 
Fr: 到 ) ， 用 面积 Ac 和 滋 画 数 5 在 这 个 点 的 值 ， 热 后 把 这 些 乘积 加 在 一 起 ， 


了 G(x ea ) A, 


依赖 于 在 第 个 拼 片 中 对 点 (x,y,,z4) 的 不 同 选 择 ， 我 们 可 能 得 到 这 个 黎 丰 和 的 不 同 值 . 然后 当 
曲面 拼 片 的 数目 增加 以 及 它们 的 面积 缩小 为 鹤 时 ， 肥 长 曼 和 的 极限 、 这 个 极限 只 要 湖 在 ， 就 把 G 
在 曲面 3 上 的 面积 分 定义 为 


fec, yt)jdor = lm 了 cx sr (1) 


注意 ， 这 个 积分 定义 同 二 重 积分 的 定义 ( 13 1 节 ) 和 线 积分 的 定义 {14. 1 节 ) 类似 ， 如 果 $ 是 分 片 
光 请 的 曲面 ，C 在 S 上 连续 ， 那 么 可 以 证 明 由 公式 (1) 定义 的 面积 分 存在 . 
求 面 积分 的 公式 取决 于 用 参数 方式 或 者 显 式 方式 描述 曲面 $， 像 在 14.5 节 中 讨论 的 那样 


计算 面积 分 的 公式 : 
(1) 对 于 用 参数 方式 定 尽 为 r(a:p) =fCu citar)y th(u,o)k，(u,v) e 民 的 曲面 5 | 
以 及 在 S$ 上 定义 的 连续 函数 G(x,y,z), 6 在 5 上 的 面积 分 由 R 上 的 二 重 积分 给 出 : 


Jets,y ,2 ao = epi) et lr xm Fdu de (2) ， 
{2} 对 十 用 隐 式 方式 以 Ftx,y,z} =e 给 出 的 曲面 $3， 其 中 下 是 连续 的 可 微 丙 数 ,如果 5S 位 | 


于 它 下 方 坐标 平面 内 的 闭 有 界 阴 影 区 域 姨 之 上 ， 连 续 耳 数 C 在 5 上 的 面积 分 由 它 在 丸 上 的 一 
重 积分 给 出 ; | 


fe ,sao = fe Lv 


yr:pid (3) | 
其 中 心 是 同 中 正 变 的 单位 向 量 ， 并 且 有 -pz0. 


公式 41) 中 的 面积 分 在 不 同 的 应 用 领域 有 不 同 的 含义 ”如 果 6 取 常 数值 1， 积 分 给 出 曲面 $ 
的 面积 ， 如 果 6 是 到 曲面 5 形状 的 沈 体 的 质量 密度 ， 积 分 给 出 这 体 的 质量 . 
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例 1 求 CUx,yiz) = 在 圆锥 面 z= Vx + 0 二 z] 上 的 积分 . 
解 ” 利 用 公式 (2) 和 14.5 季 中 和 的 计算 步 验 ， 得 到 1 xrsl = 2r 和 
人 ac = 矿 f (re080) (rd dg (x = r cosH) 


= 广 Jreosodrd = 宇 丰 cowgdp = 全 [有 + 二 sm28、 = 工 沁 国 


而 积分 其 有 其 他 二 重 积 分 的 周 样 特性 ， 例 如 ， 滑 个 函数 之 和 的 积分 等 于 它们 的 积分 之 和 ， 等 
等 ， 积 分 区 域 可 加 性 的 形式 为 


ew = Ter rfeser. we 


意思 是 如 果 把 光滑 曲面 划分 或 有 限 个 此 交 笃 的 光 济 排 片 ( 即 - 
是 说 ， 如 果 $ 是 分 片 光 滑 的 ) ， 那 么 丙 数 在 曲面 5 上 的 积分 等 
于 在 拼 片 上 的 积分 之 各 ， 因 此 ， 了 两 数 在 立方 体 曲 面 上 的 积分 是 ， 
它 在 立方 体 上 各 个 面 上 的 积分 之 和 ， 为 了 求 函数 在 印 壳 曲面 上 1 7 
的 积分 ， 我 们 一 次 求 在 一 片 龟甲 上 的 积分 ， 然 后 对 结果 求 和 . 
例 2 求 C(x,y,a) =az 在 由 平面 *=1，y7 =1 和 x:=1 从 四 
第 一 封 限 切 出 的 立方 体 表面 上 的 积分 ( 见 图 14. 43). - 
解 ”我 们 求 GUxz,y.z) = 区 z 在 立方 体 六 个 侧面 的 每 个 面 me ~ 
上 的 积分 ， 然 后 对 结果 求 和 ， 由 于 在 三 个 坐标 平面 的 侧面 上 / i 
xyz =0， 在 立方 位 表面 上 的 积分 化 简 成 : 侧 别 
夺 YZ 三 YZ + Tr TT YE 疼 14. 43 例 2 中 的 立方 体 
a eo Ted + [wu 


网 出 FP 
侧面 4 是 在 xy 平面 内 的 下 方形 区 域 RR,: 0<x 和 1, 0 专 Y 所 1 上 的 曲面 人 x,y ,2) =z=1. 对 十 这 个 
曲面 和 区 域 ， 
p=k, Vi=k, lv/A=1, | vf:pl=Ik-:k1= 1 


Bal I 
do = gp 


YE = XFL) = x 
并 且 
1 
xyz dr = ||xy dx dy = xy dx dy = Ta 一 
JJ 
对 称 性 表明 ，C(x,Y， :) = 在 侧 面 B 和 C 上 的 积分 也 是 174. 内 此 ， 


1 3 
XYz do = + 本 十 = 国 
A 4 4 4 4 


14. 6.2 定向 

我 们 称 光滑 曲面 5 是 可 定向 的 或 者 双 铀 的 ， 如 果 可 能 在 5 上 定义 一 个 随 位 置 连续 变化 的 单位 
法 向 量 场 a， 可 定向 临 面 的 任何 拼 片 或 者 子 曲面 是 可 定向 的 空间 中 的 球面 和 其 他 闭 光 滑 曲 面 
(包围 立体 的 光滑 曲面 } 是 可 定向 的 ， 按 照 约定, 我们 在 闭 曲 面 上 选民 指向 外 的 法 向 量 

一 旦 选 定 了 n， 就 说 曲面 已 经 定向 ,并且 把 曲面 及 其 法 向 量 场 n 合 称 为 有 向 曲面 ， 在 任意 点 
的 向 量 # 称 为 在 那个 点 的 正方 向 ( 见 图 14. 44). 

图 14.45 中 的 软 比 乌 斯 带 是 不 可 定向 的 .无 论 从 何 处 开始 建立 连续 的 单位 法 向 基 场 (在 图 中 显 
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未 为 图 钉 的 钉 尖 ) ， 以 所 水 方式 绕 曲 面 连 续 地 移动 向 最 ， 将 以 它 出 发 时 的 反方 向 回 全 起， 点 ， 在 那个 
点 向 量 不 能 同时 指向 两 个 方向 而 向 量 场 勾 必 须 是 连续 的 ， 我 们 得 出 不 存在 这 样 的 场 的 结 


Ni 


图 14. 和 空间 中 的 沧 清 闭 晶 图 14.45 为 了 构造 默 比 乌 斯 带 ,， 版 -条 矩形 纸 带 
面 是 可 定向 的 ， 向 ahrd，iF te 端 作 - -次 担 转 ， 然 后 把 纸 带 两 
外 单位 法 向 量 定 义 端 粘 贴 在 -起 , 使 与 c 和 上 与 二 克 合 ; 点 
每 个 点 的 正方 向 比 乌 斯 带 是 不 可 定向 曲面 或 单 镜 曲面 


14. 6. 3 关于 通 量 的 面积 分 

假定 下 是 在 有 向 曲面 3 上 定义 的 连续 向 量 场 ， 而 # 是 在 申 面 上 选 定 的 单位 法 向 量 场 ， 我 们 
把 F'n 在 S$S 上 的 积分 称 为 语 在 正方 向 穿 过 5 的 通 量 ， 因 此 ， 通 量 是 到 在 方向 的 纯 量 分 攻 在 S 上 
的 积分 - 


| 定义 ”三维 向 量 场 严 在 方向 穿 过 曲面 $ 的 通 量 公式 是 
通 量 = 人 dr (4) | 


这 个 定义 类 似 于 二 维 场 下 穿 过 平面 曲线 C 的 通 量 ， 在 平面 内 (14.2 节 ) . 通 景 为 
| 天 下 ds 


这 是 天 在 曲线 法 方向 的 纯 量 分 最 的 积分 . 

如 果 下 是 三 维 流体 流动 的 速度 场 ， 下 穿 过 35 的 通 量 是 流体 在 选取 的 正方 中 穿 过 5 的 净 速 率 , 
在 14.7 节 我 们 对 这 样 的 流动 作 更 详细 的 讨论 . 

例 3 求 让 =yi+t 本 -5s 不 向 外 穿 过 抛物 柱 曾 y=x? ,0x 和 志 1， 
妖 宕 z 近 4 的 通 量 ( 网 图 14. 46)， 

解 ”在 抛物 柱 面 上 ，* =x, y =x?, z=z， 所 以 自然 有 抛物 柱 面 
的 参数 表示 

六 AZ = + 人 00x11， 0d: 所 4 


两 个 切 向 量 的 疝 量 积 为 


4. 0. 3 上: 


| jk 一 一 一 ， 
rr xr = | 2x 0|= 2xi-j “ 
oo 1| < 
从 柱 面 指向 外 的 单位 法 向 量 是 14.46 求 窜 过 抛物 柱 
Txr, 2xi 一 面 表面 的 通 量 


”Fr xl 4 【 例 3) 
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在 柱 面 上 ，y = 宕 ， 所 以 向 量 场 为 
FF= y+ = 
因此 ， 
F'n = 


1 2 2x'z -六 
一 一 2 jt{—1 -to = 
+ 0) = 和 


丈 向 外 穿 过 柱 面 的 流量 为 
[eado= 2zzz rd de = ff- 2 /中 


Va +T VA rl 
-rr-)e = 人 [立定 -二 = ] 4 了 -Du = 二 0] 
= 二 (9) -地 (1) =2 四 
如 果 $ 是 层 曲面 g(x,y,z) =。 的 一 部 分 ， 有 慎 么 # 可 能 取 两 个 声 
" -1 (5) 


之 中 的 一 个 ， 这 取决 于 哪 一 个 是 喜欢 选择 的 方向 ， 对 应 的 通 量 是 ， 
通 量 = 在 dc = hr: 二 YE) TEST a (公式 (5) 和 (3)) 


[vel live-p| 
_ +tVe 
fle: [eST (6) 
例 4 求 忆 =] 可 + 向 外 穿 过 由 平面 x=0 和 xz*=1 从 


阅 柱 面 + = 1，zz0 中 切割 的 曲面 $ 的 通 量 ee | 
解 在 5 上 可 以 队 g(x,7,z) = 六 + 的 梯度 计算 的 外 a 

法 向 量 场 ( 见 图 14.47) 是 人 

VE 27j + 2 大 


“Ivel” /rrr 
2 + 22k 。 . 
= 三 二 
2 D+ 全 
取 吕 = 大 ， 丸 有 人 
_ vel _1 图 14.47 计算 向 量 场 向 外 穿 过 这 个 
do = 1 有 = 二 井 面 的 通 量 ; 阴影 区 域 R。 
由 于 在 $S 上 zz0， 在 上 式 中 可 以 取消 绝对 值 符号 . 的 面积 为 2( 例 4) 


在 曲面 上 下 n 的 值 为 
Fn= (ya + zk)- (YW +ak) = Fats = ry +2) = (在 Sy +z* =1) 
因此 , 上 向 外 穿 过 5$ 的 通 量 为 


rado = f(a)= ja4 = mR,) = 2 国 
14. 6. 4 ” 薄 壳 的 矩 和 质量 


形状 像 欧 、 金 属 桶 和 圆 屋顶 这 样 的 薄 壳 物体 ， 用 曲面 作为 模型 ， 它 们 的 答 和 质量 用 表 14. 3 
列 出 的 公式 计算 ， 推 导 过 程 同 在 6.7 节 中 推导 薄板 的 矩 和 质量 的 公式 相似 . 


向 重 场 中 的 积分 
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摧 14.3 计算 莹 识 的 质量 和 和 矩 的 公式 


[二 质量 


= tpg (8tx.yz) = 在 (zs,3 的 密度 ， 即 每 单位 面积 的 质量 ) 
号 


【1 儿 对 坐标 平面 的 一 防 矩 
Hi = xsde, H, = 人 :5dz，Hr 


3 时 


{ 机) 古 心 华 标 


去 = My AM, F = Mf YM. EM 


(in 对 党 标 币 的 慢性 矩 


n= fr te) de, n= f+) 80. ‘= fet) sde 
EE EF3 


{ 
入 


下 = 25do (ray = 从 点 (x,y,2) 到 直线 工 的 虐 离 ; 
宣 


例 5 求 半径 为 a 的 半球 面 薄 者 的 质心 ， 设 壳 体 的 质量 
密 座 仿 为 常数 . 

解 ” 用 半球 面 

Rxya) = 和 二 证 有 

作为 昔 壳 的 模型 见 图 14. 生 )， 球 面 对 * 轴 的 对 称 性 ， 说 明 
元 = 了 = 人 余下 只 需 从 公式 = /4 打 求 天 

小 壳 的 质量 为 

M = faue = sfas = (8)(5 的 面积 ) = 2me28 


为 了 求 肝 , 的 积分 取 p =k， 讶 且 计 算 
I =|2x + 2 + 2 |= 2 vx! y+ = Za 
I¥fipl=| vik|=|2z|= 2z 


dg = LY gq4= 094 


TYF-p1l z 


材 = 人 sd -s:$ = sof = Ba( ma) = bma 


FM .mad 
NM 2ma28 
注 壳 的 质心 在 点 (0,0,a/2). LJ 
例 6 求 由 平面 z=1 和 z=2 从 图 惧 面 := vx + 六 切割 
的 薄 过 的 质心 ， 设 过 体 的 质量 密度 为 常数 5 见 图 14. 49). 
解 ”曲面 对 于 z 轴 的 对 称 性 ， 说明 = 了 =0， 我 们 来 求 
= =M。/ M， 采 用 14.5 节 例 4 的 计算 步骤 ， 得 到 
rr,b} =reos itraingj+trk, lasres?2, Os<2n 
和 


图 (4.48 具有 常数 密度 的 半球 曾 薄 
过 的 质心 (cm ) 位 于 半 
球面 从 底部 到 顶端 的 对 称 
韩 的 中 点 (出 5) 


图 14.49 由 平面 ==] 和 z=2 上 从 园 


锥 面 z= yx* +7 切割 的 
图 锥 平 埠头 ( 例 6) 
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Ir, xr,l= Ar 


因此 ， 


贾 = I der = ff av dg =- 58] [5] de -58 庙 (2 - 半 )de = | ’ 


条 ,= rdo = forvir dr dg = sha [Irae =52[ [5 全] 0 = 88 3 d= 


MN, l4m6v2 14 
M 3(3ms8vI) 9 

注 壳 的 质心 在 点 49,0,14791)， 

习题 14. 6 

在 习 同 1 ~8 中 ， 求 给 定 函 数 在 给 汗 章 面 上 的 

积分 . 

1. 抛物 柱 面 ” 西数 G(x,7Y,z) -x， 在 殷 物 柱 面 
y=r, OExe2, 0<zei 上. 
2. 圆柱 面 ” 哨 数 C(x,y,z) =z， 

上 

.球面 ” 耳 数 8x,y,z) = 天 ,在 单位 球面 过 + 
y+7 =1 上 . 

4. 半球 面 郴 数 EUx,y,z) = 江 ， 
+ =ea, “区 和 上 ， 

5, 平面 的 部 分 ”函数 P(x,y,z) =z， 在 平面 x+y+ 
z =4 内 位 于 x 平面 的 正方 形 0<x<1, DY 和 所] 
之 上 的 部 分 上 . 

5. 圆锥 面 ” 峭 数 Ftx,y,z) =# -+*， 
E+, Oszsl 上 ， 

7. 手 物 面 拱 顶 ”函数 Htx,y,z) =*v5 -4z， 在 扫 
物 面 拱 顶 z=1 -好 -六 ，z3e0 上 . 

8. 球形 效 ” 东 数 月 (x,y,z) = 和 在 球面 + 
+ =4 位 于 图 锥 面 := w+ 之 上 的 区 域 上 . 

9. 求 CCxr,yiz) =x+y+z 在 由 平面 x=ga,， y=a 和 和 
z=a 从 第 一 卦 限 切割 的 立方 体 表 面 上 的 积分 - 

10. 求 Gtzx,7,z) =y+z 在 第 一 卦 限 内 以 坐标 平面 以 

到 平面 *=2z 和 7y+s=1 为 界 的 枫 形 区 域 表 面 上 

的 积分 . 

求 G(x,7,2) =xyz 在 由 平面 *=a yy= 岂 和 := 

从 第 - 卦 限 切割 的 长 方 体 表面 上 的 积分 ， 

12. 六 Etxzyr,a =xyz 在 以 平面 += ta Y= 士 上 和 
== +z 为 界 的 长 方 体 表面 上 的 积分 

13， 沙 人 (zy = +¥+* 在 平面 2#+2Y+:=2 位 
于 第 一 卦 限 的 部 分 上 的 积分 . 

于 求 碑 (rz =x VY + 丰 在 由 半 面 x = 人 0， xz = 上 种 

z=0 从 热 物 柱 面 关 + 此 =16 切 割 的 曲面 上 的 

积分 . 


寻 上 


在 圆柱 面 六 + 


在 半球 面 穴 + 


在 圆锥 面 > = 


11. 


[er 


在 避 题 15 ~ 24 中 .利用 参数 表示 来 在 给 定 方 
向 穿 过 曲面 的 通 量 jen ao. 


15. 抛物 柱 面 严 =zi+ 如 -3 或 向 外 (离开 x 轴 的 法 
线 片 向 ) 穿 过 由 平面 x+=0, x=1 和 :=0 从 抛物 
柱 面 ==4 -六 切割 的 曲面 . 

16. 抛物 柱 面 严 =xy -xz 向 外 (元 开 产 平面 的 法 
线 方向 } 穿 过 由 平面 z=0 和 :=2 从 抛物 柱 面 
Y=， 一 1 志 x 气 1 切割 的 曲面 . 

17, 球面 请 = 二 在 离开 原点 方向 穿 过 第 - 卦 限 内 
球面 * + +2 =0 的 部 分 . 

18. 球面 下 = 这 + 好 + 瑟 在 商 原点 方向 穿 过 球面 
呈 二 关 + 天 = 全 

19. 平面 所 = 2xyi + 27sj +2x 法 | 各 上 穿 过 平面 x++ 
Y+z=26 内 位 于 节 平面 的 正方 形 0sxra, 0 所 
7 了 所 a 之 上 的 部 分 . 

20. 圆柱 面 下 = 于 4+ 直 向 外 襄 过 市 于 硬 :=0 和 

z= 从 圆柱 面 x +Y =] 切 制 的 部 分 . 

21, 国 锥 面 呈 =xzid- 演 向 外 (离开 :和 轴 的 法 线 上 
向 ) 穿 过 圆锥 面 := .本 + ， 

22. 圆锥 面 下 =yi+*#9 -大 向 外 (离开 : 铀 的 法 线 
方向 ) 罕 过 贺 锥 面 :=2 Vx +Y 0:2 

23, 赔 锥 平 截 头 下 = -二 -好 + 问 外 ( 亢 堪 = 轴 
的 法 线 方 向 } 穿 过 融 检 而 =: = vx + 介 于 平面 
>=] 和 :=2 之 间 约 部 分 . 

24. 抛物 面 下 =4z+4 好 + 了 焉 阿 外 (离开 = 轴 的 法 
线 方向 ) 穿 过 出 平面 :=t 从 抛物 面 z=x + 产 底 
部 切割 的 曲面 . 

在 习题 25 和 26 中 , 求 场 三 在 指定 方向 穿 过 给 

定 区 域 表 面 $ 的 通 量 . 

25. Fx,Y = ++; 53; 长 方 休 z=0, 0 所 
xz 二 2 .0 三 Y 所 3 表面 ， 方 向 天 

26. F(x,v,.2) = yi 一 27 十 此，S: 


曲牌 > 志 1. 


人 二 


长 方 体 *¥ =0， 


向 嘲 场 中 的 各 分 
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一 1 和 + 筷 2， 2 有 77 此 出 方向 -了 


在 习题 27 ~32 由， 求 场 严 在 离开 原点 的 上 广 疝 


穿 过 球 商 让 + + 下 =a 在 第 一 填 限 的 部 分 的 
并 其 . 


27, 
,FE 


2 


33. 


35. 


" F(x,y, 


Pir r= 部 Pr 

FI = +k 
Fx) = 2 + 4 + 

T,3 = + 
= 
a ta 
米 塌 ar =2+ 本 -3 下 癌 外 穿 过 市 洁面 
= xz=1 和 =z=0 从 所 物 本 出 :=4-2 切 出 部 
分 的 通 臣 ， 
准 场 天 (rr，+。、z) = 4 二 + 吕 + 问 外 ( 离 下 > 
镍 )? 穿 过 由 平面 从 挑 物 所 == 呈 + 肛 部 切 利 曲 
谭 的 授 址 . 
他 是 梓 耐 了 = 关 在 第 :时 好 的 部 分 ， 尼 平行 
四 找 影 到 +z 玉 页 肉 的 利 形 大 域 是 , : T 芝 y 乓 
2, 0 和 sz 所] ( 釜 见 附 赂 )， 全 站 是 问 汪 正安 的 单 
存 向 底 ， 指 向 离 帮 生理 面 的 方面 ， 求 场 

[ 5) = -21+2t 二 于 

在 下 方 问 穿 过 的 通 起， 


下 【3 


= * 


， 令 5 其 柱 语 Y=In x 在 一 寺 限 的 部 分 ， 它 平行 于 


了 轴 对 志平 而 的 投影 是 第 形 区 碱 请.，] 二 x 所 
0 和 srl 邻 # 是 周正 交 的 单 仙 向 纪 . 指向 离 
插 姑 于 面 的 产 疝 ， 求 场 天 =2+ 焉 在 下 方向 等 
过 SS 的 通 其 . 


14.7 斯 托 克 斯 定理 


正如 我 们 在 14.4 节 见 到 的 那样 ， 二 维 场 严 = 同 + 早 在 点 (x,r) 的 环流 密度 或 者 旋 度 分 旦 由 
纯 最 (9W“ar - 8MAay) 描 述 ， 在 -: 维 场 4+， 围绕 平面 内 .点 PP 的 环流 用 向 量 描述 ， 这 个 向 最 风 环 
流 半 面 是 于 交 的 ( 见 财 14. 50)， 并 有 自 指向 和 环流 线 构成 右 旋 关系 的 方向 。、 向 量 长 度 维 出 流体 旋转 
的 束 率 ， 这 个 巡 罕 通常 随 图 绕 PP 的 环流 平和 馈 的 倾 射 度 变 化 ， 结 果 表 明 ， 速 度 场记 = 得 + 好 二 天 
在 流动 中 的 最 估 坏 流向 忌 是 族 度 向 量 


37. 求 翅 玉 =2x8 29 本 + 2x 窜 过 由 平面 x = 


Ys0 和 ==e 各 第 :二 限 切 亨 的 半 广 体 表 而 的 问 
外 通 黄 . 

求 志 下 = ref + y+ 二 罕 过 巾 平 而 z=3 从 球体 
25 轧 抽 的 上 上方 球 莹 曲面 的 向 外 
通 忆 . 


， 形 心 。 米 球 击 这 =a 在 第 一 盾 限 部 分 
的 形 心 . 
， 形 亡 ” 状 出 于 而 z =0 和 x =3 从 玖 村 而 玉 + =9. 


z 关 0 转制 的 曲面 ( 类 贫 于 出 4 中 的 曲 而 ?的 形 心 . 


. 密度 为 党 数 的 薄 迹 冰 由 平面 :=1 和 :=2 从 加 


42. 


锌 而 让 + 六 一 二 =0 四 制 的 薄 直 的 质心 和 对 := 轴 
的 属性 二 ， 尖 体 的 密度 5 为 常数 . 

素 度 为 常数 前 辆 和 锥 面 ， 求 由 风 村 耐 2 + 
从 辣 钴 面 4 +47 -=0，:z 字 全 团 所 的 薄 上 (和 参 
吧 附 医 |) 对 = 轴 的 可 性 吞 ， 薄 二 的 密度 5 为 常数 . 


: 


二 了 


= 


> 1 
A 


! ro-2co0 


. 球 这 


(1a) 由 于 和 芭 为 & 的 球 让 对 
设 寺 体 的 密度 5 为 常数 . 
性 坪 ， 再 把 结果 加 悦 . ) 

th) 利用 平行 轴 定 青 ( 秽 习题 13.6) 和 (a) 中 的 
结果 求 对 球 壳 一 条 切线 的 惯性 算 . 


- 茶 直 径 的 惯性 算 ， 
【甘于 球 抵 体 的 慨 


- 器 锥 曲面 求 底 半 径 为 = 种 高 为 的 阅 锥 体 侧 


面 (圆锥 曲面 除去 底面 } 的 形 窟 :. 
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我 们 从 斯 托 克 斯 定理 效 得 这 个 结论 ， 斯 托 克 斯 定 焉 是 格林 定理 的 环 
流 - 旋 度 形式 在 空间 中 的 排 广 ， 

请 注意 ， 洁 玉 = Mr, + NCr,y)j 时 ,Ceurl FY 二 = (HA 一 
aN) 14.4 节 的 定义 一 致 ， 碟 (1) 中 旋 度 向 本 curl 下 的 公式 通常 
用 算 符 


-| 也 
Voi ti tk (2) 
表示 ，{ 符 屿 Y 渤 作 "del" ;下 的 旋 度 是 YW x 下 图 14.50 在 一 维 流 体 流 
i 7 动 平 面 内 一 点 
日 日 由 ap aNy, ,aM ap /a al P 的 环流 向 量 ; 
= 19 a = _ 1 _ 六 an _ My 
ond Ox oy 本 (3 a + (5 | + (3 0y ) 注意 它 同 环流 
M Nw p 线 的 右 旋 关系 
= curtF 
nu F=VxF (3) 
例 1 六 下 = Cx 一 y)i+4a + x 不 的 旋 贿 . 
解 curl 下 =WxF (公式 (3)) 
£ J 
-| 日 了 9 
nx dr 92 
x yy 4 x 
Oa Oa fa Oy 
= (六 (5) 2(4z) (jw) Be n+ (4) ar nj 
0—4)7— (2x -OF+ DO+1T = 一 上 一 了 如 二 下 | | 


我 们 将 会 见 到 ， 算 符 F 有 一 些 共 他 应 用 ， 侧 如 ， 当 用 十 纯 量 孙 数 fx,y.z) 时 ， 它 给 出 的 
梯度 : 


有 时 读 作 "del f”， 也 读 作 "grad 广 ， 
14. 7. 1 斯 托 克 斯 定理 

斯 托 克 斯 定理 表明 ， 向 量 场 围绕 空间 中 有 向 曲面 的 边界 在 相对 于 曲面 单位 法 向 量 rn 的 反 时 
针 方向 的 环流 ( 见 图 14. 51)， 等 于 向 量 场 的 旋 度 的 法 分 景 在 曲面 上 的 积分 .我 们 要 求 曲面 是 分 片 
光滑 的 ， 这 意味 着 曲面 是 由 有 跟 片 光滑 曲面 沿 光滑 曲线 连接 而 成 的 . 


定理 5 (斯 托 克 斯 定理 ) 令 3 是 分 片 光 渭 的 有 向 曲面 ， 具 有 分 段 光滑 的 边界 曲线 C， 今 
= Mi+ N+ Pk 是 向 量 场 ， 它 的 分 量 在 包含 S$ 的 开 区 域 上 上 具有 连续 的 一 阶 篇 导数 ， 那 么 . 下. 
围绕 蕊 在 相对 于 曲面 单位 法 向 量 # 的 上 反 时 针 方 向 的 环流 ， 等 于 V x "rn 在 5 上 的 积分 : 


fe-ar = fvxPr-ndo (4) 


〈 反 时 针 方 向 的 环流 ) 【 旋 订 积分) 


向 重 娥 中 揭 积 分 | | 呈 999 


注意 ， 从 公式 (4 可知， 如果 所 个 不 同 的 有 向 曲面 5 和 S. 具有 相同 的 边界 C， 那么 它们 的 
旋 诬 积分 相等 ， 
jx nido -Ioxr. Hd 


阿 个 族 度 积分 等 于 等 式 (4) 左 端的 反 时 针 方向 的 环流 s J 
各 分， 只 要 单位 法 向 量 mW 和 m 完全 定 疝 两 个 曲面 . [2 


如 果 如 是 条 平面 内 肥 反 时 针 方 向 的 曲线 ， 只 是 
他 平 面 肉 以 C 为 界 的 区 域 ， 那 么 dr = dz dy， 并 且 


(Vx Fn = (VxF)-k := { 芋 - 由 | 
or oy 图 14.51 边界 曲线 侣 的 方向 给 出 曲线 
在 这 些 条 件 下 ， 斯 托 克 斯 定理 的 公式 变 成 同 法 向 量 场 上 的 右 旋 关系 : 
4 _ 由 名 - 2 dy 如 困 右 手 姓 指 指向 n， 其 他 
iar 对 手指 卷 向 C 的 方向 


这 是 榜 林 定 理 公式 的 环流 - 旋 庆 形式 ， 反 之 ， 把 这 些 
计算 步骤 业 倚 过 来 ,我们 可 以 把 二 维 币 量 场 格林 定理 
的 环流 - 旋 度 形式 重 写成 倒 三 角 符 号 的 形式 

和 xd (5) 


参见 图 14. 52. 于 这 
例 2 对 于 以 圆 C: + =9,，z=0 为 边界 的 半 斯 托 克 
球面 S$: x +y +z =9, z20 和 向 最 场 下 = yi -地 ， 求 斯 定理 : 
公式 (4) 中 的 环流 和 族 度 积分 . 
解 ” 我 们 利用 参数 表示 ; 
rd) = (3 cos BN + (3sin Nj, Og8<2n 
计算 向 量 场 依 反 时 针 方 向 围绕 Ct 以 上 面 看) 的 环流 ; 
dr= tt-3 sinB dO) + (3 cos # do)F 
P= -a = (3 sin di- (3 cos a 几 14.52 格林 定理 和 斯 托 克 斯 定理 的 比较 
Frdr=—-9angd -9co0d =-9de 


4 = 三 -9ae = -18r 
0 


E 


对 于 五 的 旋 度 积分 ， 有 


VxF= Es 入 ji+ ( 半 - 引 y+ (站 - 冯 ) 
Gy 上 旷 dr Ax nr oY 
= (0 -OF+(0 -O07+(-1-1)k= -2 


+ _ 守 +W+ 世 (外 单位 法 向 量 } 
/Tr 3 


dr = dh (在 14.6 节 例 5 中 版 ma = 3) 


VxF. ndg=- 和 从 和 d= _2d4 
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vx rn do = j _2d4=-18 


让 如 应 有 的 结果 一样， 几 线 边界 的 环流 加 半球 击 上 的 
施 度 积分 相等 . 加 


例 3 求生 此 场所 = (x -y+ + 属 线 曲线 蕊 
从 于 方 看 消 反 时 针 方 税 的 环流 ，C 是 半 击 := 和 颗 贺 锥 面 
z= + 产 的 底线 { 岂 图 14. 53). 


解 ” 斯 托 克 斯 定理 使 我 们 能 够 通过 计算 自拔 场 在 加 3 

锥 而 上 的 积分 求 球 流 ， 从 于 方 看 梁 反 时 针 方 向 避 捷 在 对 a 
应 于 到 加 锥 面 的 内 法 向 慎 n， 凤 其 有 下 =: 轴 分 楷 的 法 ~ 
问 此 . ~ 

我 们 把 圆锥 面 老 示 成 参数 形 慌 ee en 

Pr = Creos Oi + (rsin 可 + 天 > 
0 二 reel. 9d27 疼 14.53 和 例 3 中 的 曲线 诺 和 国外 击 5 
是 可 
a 9 + 0014.5 节 例 4) 


已 一 《eds Bi — tsin Hj + KK) 


do = ry2dr dg (14.5 节 例 4) 
VxF=—4i-20+k ( 例 旧 
= 一下 一 2roena 包 十 下 tx = rens) 
寺 此 ， 


l 1 . 
Tx FRn= dco +2recon Bsind+1l) = (4 rosg+r sin280+1) 
2 J 


而 环流 为 
中 = 站 wx Fin do 《斯 托 克 斯 定理 ,公式 (4) ) 


= Ltd cosg+trsin29 +1)(r/ dr dO) = 4 加 
i va 


14.7.2 以 叶片 轮 解 靶 Y x 
定 st xy ,zy 是 流体 流动 的 速度 向 和 量 ， 流 体 在 点 (z,y,z 的 密 麻 为 5607,z1、 并 岂 令 严 =3p. 
于 是 
PF-dr 


是 流体 围绕 车 曲 线 的 环流 ， 根 据 斯 托 克 斯 定理 ， 这 个 环流 等 于 7 x 穿 过 跨越 5 的 曲面 $ 的 
通 肯 ; 
rdr = [rx Fn dr 


假定 我 们 在 下 的 定义 域 中 国定 -点 妇 和 存 介 的 - -个 方向 #4， 今 记 是 圆心 在 9 半 么 为 p 的 问 ， 它 
所 存 的 平面 同 x 正 交 如果 7 x 严 存 恕 足 连 续 的 . V xF 的 & 分 其 在 以 C 为 界 的 辕 盘 上 的 六 均值 
当 p 一 0 时 趋 近 Y x 玉 在 日 的 &# 分 最 : 
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(Vx Fim)o = lim ss fvx Fudo 
ra Tp 3 
如 果 在 上 面 这 个 等 式 中 用 环流 代 普 面积 分 ， 得 到 


(Vx Fn), = lm fr (6) 
rr" Tp 
等 式 (6) 的 左 端 当 w 取 Y x 下 的 方向 时 达到 它 的 最 大 值 、 当 jp 很 小 时 ， 等 式 (6) 的 右 端的 极限 近代 等 于 
1 
fedr 


np 
这 是 冉 绕 的 环流 除 以 圆 盘 的 面积 { 即 环流 密度 ). 假定 把 半径 为 p 的 小 叶片 轮 置 于 在 点 9 的 流 
体 中 ， 司 轮轴 取 4 的 方向 ， 流 体 围 绕 5 的 环流 将 影响 叶片 轮转 动 的 速率 ， 时 片 轮 当 环流 积分 达 
到 最 大 值 时 的 转动 最 蕊 ; 因此 ， 叶 片 轮 在 它 的 轴 指 向 Y xF 的 方向 时 转动 最 快 { 见 图 14. 54)， 


了 一 


人 


Plr. x. 1h =: 


LA 


图 14.54 旋 度 eatl 开 的 叶片 轮 解 释 图 14.55 一 种 同 xy 平面 平行 的 稳定 旋转 流 ， 在 正方 向 
《 反 时 针 方 向 ) 具 有 恒定 角速度 w( 语 4) 


例 4 一 种 密度 为 常数 的 流体 围绕 = 轴 以 速度 =w( - Ji + 好 ) 旋 转 ， 其 中 四 是 一 个 正常 数 ， 
称 为 旋转 的 角 志 上 度 ( 见 图 14. 55)， 如 果 下 =9 ， 求 Y x 下 以 及 它 局 环流 密度 的 关系 . 

解 到 下 = = 一 yi + waj, 

MN. | 
VxF= ( 字 人 和 
= (0 -i+O-O0- Cw-(- wk = 20k 

由 斯 托 克 斯 定理 ， 在 间 x 下 正 交 的 平面 内 ， 例 如 在 xy 平 面 内 ,二 围绕 限定 圆 盘 $ 边 界 的 半径 为 
P 的 图 CC 的 环流 为 


全 省 = [vx Fn do = {2kkdx dy = (2w) mp’) 


因此 ， 
(Vx PF)-k = 20 = fr 
mp 
同 取 w= 上 时 的 等 式 (6) 一致 [|] 
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例 5 利用 斯 托 克 斯 定理 求 环流 严 " 炎 ,如 果 书 = xi + x + 34 水 ,C 是 平面 2x + y+z =2 人 在 


第 一 卦 限 部 分 的 边界 , 当 从 上 方 看 时 按 反 时 针 方向 遍历 ( 见 图 14. 56), 
解 平面 是 函数 fix, y, xs) =2z+y+x 的 层 曲面 
fx， Y, 5) =2， 单 位 法 向 量 
n= -C++ 下 -= 工 
[IW 12+ + 大 | 6 
同 按 反 时 针 方向 围绕 6 运动 一 致 ， 为 了 应 用 斯 托 克 斯 定 
理 ， 我 们 求 


《2 + 了 + 大) 


1 
了 


上 
_ _|3 a | _ 
curlF = VxF = | 一 一 | = {x - 32+ 
gx dx 


局 > 


y 
xz wr x 
在 平面 E，z 等 于 2 -2x -y， 所 以 
TxF= (wx-3f(2--2x 一 Y])F+ 访 


= (Tx +37y -6) 于 + 扰 图 14.56 例 5 中 的 平面 曲面 
和 
VxF:n -6+7) = (4-6) 
曲 商 元 是 
_ iw _ 机 
dr = Tf 
环流 为 


4 用 vx Fn do 《斯 托 克 斯 定理 ,等 式 (4) ) 


-| +4y -6) v6dy dx -人 oz + ry —- 6) dydr =-1 四 


14.7.3 对 多 面 曲面 的 斯 托 克 斯 定理 的 证 明 

令 5 是 由 有 限 个 平面 区 域 组 成 的 多 面 曲 面 . 《 儿 面 曲 
面 的 例子 参见 图 14. 57. ) 对 5 每 个 单独 的 面 应用 格林 定 
理 ， 存 在 两 种 类 型 的 面 : 

(1) 一 种 面 的 所 有 边 被 其 他 面包 围 ; 

(2) 另 一 种 面 有 一 边 或 者 多 边 不 同 其 他 面 邻 接 . 
$ 的 边界 A 包含 不 同 其 他 边 邻 接 的 第 二 种 面 的 边 ， 在 
图 14. 57 中 ， 三 角形 E4B8，BCE 和 CDE 代表 5 的 一 部 分 ， 
A8CD 是 边界 A 的 一 部 分 ， 把 格林 定理 推广 的 切 向 形式 依 
次 应 用 到 三 个 三 角形 ， 然 后 对 结果 求 和 ， 得 到 


(f+$+t)rar= (f+ f+!) ven de (7) 


BCE co 


在 这 种 推广 的 形式 中 ,FF 围绕 包围 同 n 正 交 的 平面 区 域 尺 的 曲线 的 线 积 分 ， 等 于 (cud F) 在 只 
上 的 二 重 积分 . 
等 式 (7) 左 端的 三 个 线 积分 组 合成 一 个 围绕 边界 48CDE 的 积分 ， 因 为 沿 内 部 线段 的 积分 成 


号 
图 14. 57 ”一 个 条 面 曲面 的 一 部 分 


向 重 场 中 的 积分 S03 


对 消去 例如 钞 二 角形 485 的 线段 BE 的 积分 和 灌 三 角形 EBC 的 间 一 线段 的 积分 具有 相反 的 符 
时 ， 对 十 线段 CE 有 同样 结 柴 ， 内 此 ， 等 式 (7) 简化 成 
+ F.dr = Vx F-n dr 


HE 


当 把 格林 定理 的 推广 撒 式 应 用 到 所 有 闸 开 且 对 结果 求 和 ， 我 们 得 到 
和 = 『 wxPmdr 


这 是 对 于 多 面 曲面 $ 的 斯 托 上 克 斯 定理 .在 高 等 微 积 分 教 
科 书 中 可 以 找到 定理 对 于 更 一 般 曲 面 的 证 明 ， (更 一 般 
曲面 是 多 面 曲面 的 极限 而 证 明 可 以 扩充 . ) 
14. 7.4 带 空洞 曲面 的 斯 托 克 斯 定理 

斯 托 克 斯 定理 对 于 带 有 一 个 或 者 多 个 空洞 的 有 向 曲 
面 ( 见 图 14.58) 成 立 ， 久 x 下 的 法 向 分 量 在 5 上 的 线 积 
分 ， 等 于 中 的 切 向 分 量 围绕 所 有 边界 曲线 的 线 积 分 之 
和 ， 其 中 各 边界 曲线 按照 $ 的 定向 引出 的 方向 描绘 . 图 14.58 ”斯 托 克 斯 定理 对 于 带 空洞 
14.7.5 一 个 重要 恒等式 的 有 向 曲面 也 成 立 

下 述 恒等式 经 常 出 现在 数学 和 自然 科学 由. 


curl grad f=0 或 Vxvf=0 (8) 


这 个 恒等式 对 于 二 阶 偏 导数 连续 的 任何 晒 数 六 zx,y,z) 成 立 ， 证 明 如 下 ， 
| i fj | 
9 9 
Hx ay 6 
2 直下 
Idx dy gz 
如 果 函 数 的 二 阶 偏 导数 连续 ， 括 号 中 的 混合 二 阶 导数 相等 (12. 3 节 定理 2) ， 所 以 向 量 为 零 向 基 
14.7.6 守恒 场 与 斯 托 克 斯 定理 

我 们 在 14.3 节 中 发 现 ,一 个 场 亚 在 空间 中 的 开 区 域 五 上 是 守恒 的 ， 等 价 于 下 围绕 D 中 每 个 
闭环 的 积分 为 堆 ， 这 本 身 又 等 价 于 说 在 单 连 通 的 开 区 域内 VY x 下 =0. 


= Or i fr fk 


定理 7 {甘于 闭环 上 eurl F =0 的 性 质 ) 若 存 空间 中 单 连 通 开 区 域 D 上 每 个 点 V x 下 =0， 
则 在 BD 中 任何 分 段 光 洛 的 闭路 从 C 上 ， 


fF- -0 ' 


证 阴 概 略 定理? 道 常 分 为 两 步 证 明 。 第 一 步 是 对 简单 闭 曲线 (不 自 交 丸 的 闭环 ) 证 明定 理 ， 
像 对 图 14 59a 的 曲线 ， 在 高 等 数学 的 拓扑 学 分 支 中 ， 有 一 个 定理 指出 ， 在 单 连通 开 区 域 D 内 每 
条 光滑 的 简单 闭 曲 线 C 也 是 位 于 DD 内 一 个 光滑 的 双 侧 曲面 5 的 边界 ， 因 此， 由 斯 托 克 斯 定理 ， 


fr = fvxrndo -0 


第 二 步 是 对 自 交叉 的 曲线 证 明定 理 ， 像 对 图 14. 59b 的 曲线 ， 证 明 的 思想 是 把 这 些 由 有 向 曲 
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面 产生 的 曲线 断 开 成 单 环 ， 一 次 对 一 个 环 应 用 斯 托 克 斯 定理 ， 然 后 对 缚 果 求 和 和. 国 


9) 伯 空间 的 弟 连 遂 开 区 域 中 .简单 
乒 曲 线 C 晨 光 光 曲面 5 的 边界 


图 


下 一 人 -i 

/ ~ 7 \ Pd \ 
x | 
' ~ : ~ ; 
~ ~ ~ 


b) 赶 于 四 营区 的 宇 请 曲线 可 以 切 
副 成 适用 扬 托 克 斯 定 音 的 纤 


14. 59 


下 面 的 图 解 归纳 关于 定居 在 连通 开 区 域 和 单 连通 开 区 域 上 的 守恒 场 的 结果 . 


14.3 节 
定理 2 
FF 在 D 上 守住 < 一 > 在 DE 上 EF= VW 
14.3 节 向 量 恒 等 成 (公式 (8)) 
定理 3 (连续 的 二 阶 币 导数 ) 
在 中 任何 闭路 径 < 一 休整 个 D 上 xx 天 = 
EF 由 Fdr =0 定理 7 区域 
c 的 单 连 通 性 
和 斯 托 克 撩 
定理 


习题 14. 7 
在 习题 1 -5 中 ， 利 用 斯 托 克 斯 定理 中 的 面积 

分 ,计算 场 F 围绕 曲线 在 指定 方向 的 环流 . 

1 + 平面 内 的 椭 辐 44 + 
Y=4， 从 上 方 看 党 皮 时 针 方 向 . 

和 下-=2H1+3 节 一 2 EC， 不 平面 内 的 圆 姑 + 产 =9， 
从 上 而 看 祝 反 时 儿 方 问 . 

3 下 = 人 + 了 CC 由 平面 x+yY+ 
z=1 从 第 一 卦 限 切 寄 的 三 角形 的 边界 ， 从 上 方 看 
涪 反 时 针 方 向 ， 

4 FF=0 + tC 由 平 
面 x*+y+z=1 从 第 一 卦 限 切割 的 三 角形 的 边界 ， 
从 上 方 看 褒 反 时 针 方 向 . 

相关 
面 风 以 直线 xx= +1 和 y= + 上 1L 为 界 的 正方 形 ， 从 
上 面 看 党 上 反 时 加 方向 . 

+ 琉 ; 忆 ， 圆柱 面 坟 + 六 =4 和 半球 面 
+ 六 +=16，z 全 0 的 变 线 ， 队 上 方 看 沿 反 时 
针 方 向 . 

7. 今日 是 椭 球 壳 

S: dx: + O97 + 36:* = 36， 
的 单位 外 法 向 量 ,， 并 且 令 


z 宇 0 


F= +x+t (rs tr "sin ek 
求 
> 上 有 dr 
3 
的 值 ，{ 提示: 椭 球 过 底部 椭圆 的 一 种 参数 表示 
为 z=3 cont, Y=2 sn, Oere2n.} 


8. 令 5 是 范 物 面 这 
3: dr r+ 


的 单位 外 法 向 量 ( 离开 原点 的 法 向 量 ) ， 划 和 且 令 


P=( -+ er any + (+ 
求 

Fa dr 
的 值 | 


入 设 $ 包 含 阅 柱 面 x + =a*，0 志 sz 所 及 其 估 面 
+ + 利用 
斯 托 克 斯 定理 求 8 x 下 向 外 穿 过 5 的 通 量 . 

19. 求 

和 wx in do 


Ey 


认 重 场 中 的 和 分 


S05 


的 从 ， 其 中 5 是 半 妹 面 + 大 +z = 上 ，z3 修 
11. 旋 度 丘 的 通 量 证明 
frx Fn dr 


对 于 跨 超 人 并 且 在 上 上 翌 致 同样 正 诺 向 的 所 让 
有 向 曲面 具有 机 阿 的 值 . 
12. 今 下 是 定义 在 包含 光 背 夺 有 向 曲面 5 及 其 内 部 
的 区 域 上 的 叮 微 向 量 场 ， 今 # 是 5 上 的 单位 法 
向 量 场 .假定 是 由 两 个 册 面 3 和 5, 沿 :条 
光 清 的 简单 闭 昌 线 世 连接 成 的 并 集 ， 关 于 
wx 天 :下 do 


能 够 得 出 什么 结论 ? 提出 答案 的 理 申 . 
在 习题 13 ~ 18 中 ， 利 用 斯 托 克 斯 定理 中 的 而 

积分 ,计算 向 量 场 下 的 旋 度 在 向 外 单位 法 向 量 "的 

方 启 穿 计 3 的 遂 量 . 

13, F =25 + 3 + Syk; 

Se rir.0) = {rr cos BE + (rsing)j + (4 —ri )E, 
Ore2, 0£8E2T. 

14. F={y— 2)i+t (tr -rj + (r+2)k; 

S: rir,0) ={ renn Oi + {rain ON +(9 -rE, 
rt, OEPe27. 

15, F =x yi +2y + 3k; 

SS: rr,0) ={r cos ON + (rsin NF +ik, 
Dere1l, Oa8s27. 

I F=(r yt ttr 4 
SS: Fr) = {tr eos N+ {train gd) + (Ss —rit. 
Dersas, Oeoe2n. 

17. FPF=3y + (5 Ix) + (7 2)k: 

S: F(t 0) = (3 sin 由 cua ON + V3 sin sin Of 
+ v3 cos HE, Os 和 En, OSE 

18. F = yi+5 7 +k 
Sr 中 ,By = (2 sint cos Bi +2 sinth sin PI + 
(2 cos 中 ) 业 ， 

和 和 由 T0277. 

19, 零 环 流 ”利用 恒等式 Y x VY/ =0( 正 文中 的 公式 
《8) ) 和 斯 托 克 斯 定理 ， 证 明 下 列 场 围绕 空间 中 
任何 光滑 的 可 定向 曲面 边界 的 环流 为 零 . 
la) F =2xi + 2 +22k. (hjF=V{ rr ). 
[elF=V x (x+ + (dF=v 

20. 零 环 流 令 店 xy 2) = x+) 


14.8 散 度 定理 与 统一 理论 


证 明 


21. 


场记 = YF 国 绕 地 平面 内 的 国 x* + =a? 宙 须 时 

和 针 方 向 的 环流 为 零 - 

ta) 通过 取 rfr= ta cos ti}i+t (a einijj, 0a 
27， 并 且 求 下 :dr 在 图 上 的 积分 . 

(1h) 通过 应 用 斯 托 克 斯 定理 . 

令 厄 是 平面 2x +2r+z=2 认 的 简单 财 光 清 曲 

线 ， 了 到 附 图 所 示 的 方向 ， 证 明 


人 rd 
中 


仅 随 5 包围 区 域 的 商 各 而 定 ， 同 C 的 位 置 或 者 
形状 后 天. 


证 明 : 若 下 = 大 + 好 + 法， 则 羡 站 = 有 


. 求 一 个 具有 一 次 可 德 分 量 的 向 量 场 ， 它 的 旋 度 


是 丈 + 好 + 项. 或 者 证 明 不 存在 这 样 的 场 . 


-斯 托 克 斯 定理 关于 旋 度 为 办 的 场 中 的 环流 有 什 


么 特别 的 结论 ”提出 答案 的 理由 . 


. 令 上 是 培 平 面 肉 以 分 眉 光 请 的 简单 闭 蝎 弘 为 


异 的 区域， 并 且 假 定 已 知 中 对 + 轴 和 >Y 轴 的 惯 
性 剑 为 1 和 上 六， 求 用 志和 上 表示 的 积分 


A 
其 中 r= Vs + 
许 度 为 零 但 是 不 守恒 的 场 证明 
= 5 zit 7 yj+ 甘 
EE + 


的 旅 魔 为 零 ， 但 是 如 果 己 是 sy 平面 内 的 圆 盖 + 


r=1, 
Pe-ar 


不 等 于 零 . (这 里 不 能 应 用 定理 ?， 央 为 下 的 定 
义 域 不 是 单 连通 的 ， 场 三 滞 : 轴 没有 定义 ， 所 
以 无 法 笛 C 在 不 脱离 FF 的 定义 域 的 前 提 下 收编 
到 一 点 - ) 


平面 内 格林 定理 的 散 度 形式 指出 ， 向 量 场 穿 过 简单 闭 曲 线 的 向 外 净 通 量 ， 可 以 通过 在 由 曲 
线 包 围 区 城 上 求 场 的 散 度 积分 来 计算 .在 三 维 向 量 场 中 ， 对 应 的 定理 称 为 散 度 定理 , 说明 问 量 场 
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穿 过 空间 闭 曲 面 的 向 外 净 通 量 ， 可 以 通过 在 由 曲面 包围 的 区 域 上 求 场 的 散 度 积分 来 计算 我们 
在 这 一 节 证 明 散 度 定理 ， 并 且说 明 如 何 用 它 简化 通 量 的 计算 .此 处， 还 要 推导 电场 中 通 量 的 高 斯 
定律 ， 以 及 流体 动力 学 中 的 连续 性 上 方程， 最后， 我 们 把 本 章 讨 论 的 向 量 积 分 定理 统 -… 成 一 个 基本 
定理 . 
14. 8. 1 ”三维 向 量 场 中 的 散 度 

向 量 场 

FF = Mr) + NCTY 2 + P(X,Y,7)k 

的 散 度 是 纯 量 是 数 


dyF=vF= ,NN, a 
Bx 0 


符号 "div F" 庄 作 "F 的 散 度 "， 记 号 妇 : 下 读 作 * del dot FF"， 

在 三 维 向 量 场 中 ，div F 具有 和 二 维 向 量 场 同样 的 物理 解释 ， 如 打下 基 流动 气体 的 速度 场 ， 
div 正人 三 一 点 (x,Y,z) 的 值 是 气体 在 {x,y,z) 上 压缩 碟 者 膨胀 的 速率 ， 这 个 散 度 基 单 位 体积 的 通 量 成 
者 在 点 的 通 量 密度 . 

例 1 求 严 =2xz -xxj -z 的 散 度 . 

解 FF 的 散 订 为 


= D1 Oy =I 
VE + + z} =2z:—-x-l | | 


(1) 


14. 8.2 散 诬 定理 
散 度 定理 表明 ， 在 适当 杂 件 下， 向 量 场 穿 过 ( 外 向 ) 闭 曲面 的 向 外 通 量 ， 等 于 向 量 场 的 散 庶 
在 由 曲面 包围 的 区 域 上 的 三 重 积分 ， 


定理 8 { 散 度 定理 ) 令 严 是 分 量具 有 连续 一 阶 偏 导数 的 向 量 场 ， 并 且 仿 8 是 分 片 光滑 的 
有 向 闭 曲 面 ，F 在 曲面 $ 的 单位 外 法 向 量 场 m 的 方向 穿 过 曲面 的 通 量 ， 等 于 -F 在 由 曲面 包 | 
围 的 区 域 D 上 的 积分 


je- do = vr dy (2) | 
EE a ! 


《向 外 通 量 ) ”( 散 度 积分 ) 


例 3 求 等 式 (2) 两 端 对 于 向 量 场 F=xi+Yj+ 志 在 球面 x +y 产 +z =a 上 的 积分 . 
解 从 zx,7,2) = 和 + +z -ae 的 梯度 ， 讨 算出 5 的 单位 外 法 向 量 为 
+ 


Var + +Y 


因此 ， 


2 2 2 2 
Fndr = 二 dr = 竺 de = edr 
因为 好 + 好 + 妇 = 时 在 丈 面 上 ， 所 以 
Je-a der = fe dr = ajac = @[4ma ) = 4ma’ 
3 5 


五 的 散 度 为 


全 可 日 
v-F = a (x) + yy (7 + {2z) =3 


向 量 声 由 的 积分 807 


故 有 


vear = [3ar = 3{$ wo) = 4m 国 
nD 1 


例 3 求 下 =xyf+ yg +xzk 向 外 穿 过 由 平面 +=1， y=1 和 z=1 从 第 一 卦 限 切割 的 立方 体 的 表 
面 的 通 量 . 
解 ” 我们 可 以 通过 求 散 度 
如. 折 = (zy) + + (x) =y+2+* 


在 广 方 体内 部 区 域 上 的 积分 计算 这 个 通 量 ， 而 不 用 计算 穿 过 立方 体 每 个 面 的 通 量 并 且 对 六 个 单 
独 的 积分 求 和 ， 这 样 得 到 : 


通 量 = F'ndo = 人 fv-Far 《做 度 定理 ) 
立方 体现 类 实 认 性 内 歧 
= 用 Js+y+)dr dy dr = 于 ( 沼 规 积分 ) 加 


14. 8. 3 对 特殊 区 域 的 散 度 定理 的 证 明 
为 了 证 明 散 度 定 理 ， 我 们 假定 五 的 分 量具 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 另 外 ， 假 定 呈 是 没有 空 油 
或 者 “气泡 "的 凸 区 域 ， 如 球体 、 立 太 体 或 酉 球体 ， 并 且 5 是 分 片 光 滑 的 曲面 同时， 对 于 了 在 
7 平面 上 的 投影 区 域 R, ， 候 定 在 其 内 点 垂直 于 xy 平面 的 和 任何 直线 同 S 怡 好 交 于 两 点 .产生 满足 
.xz 7) 所 htx， 7) 的 曲面 
Sy: z= (zy) eR, 
Ss: z= rr), {x7) eR 
关于 凸 在 其 他 坐标 平面 上 的 投影 我 们 作 同 样 的 假定 ， 和 参见 图 14. 60. 
单位 法 向 量 n=nit+nj+ mk 的 分 量 是 a 同 i, j, 卡 的 夹 和 a，B8，Y 的 余弦 ( 见 图 14. 61). 
这 是 因为 涉及 的 所 有 向 量 都 是 单位 向 量 ， 我 们 有 
nl = =inll ilco gm = cos eo 
ns = =Inlljlcosf = cosp 
ny = 上 晨 " 丰 三 | 担 || icosYy = cosy 


14. 人 的 ”对 于 所 示 类 型 的 三 维 区 域 证 明 散 度 定 理 图 14.61 = 的 分 量 基 = 同 i, j, 的 夹 外 的 余弦 


因此 ， 
n= (cosa)i+t (cos B+ {cos yk 
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下 = 和 


几 分 若 形 式 ， 艇 度 定 站 表示 成 
a 由 a) dr 上 


fe ar remprremydr = ME 
通过 证 啊 下 歼 :个 等 式 来 证 明定 理 : 
让 (31 
I cow B der = 和 dr ty 册 (4) 
[remyar = 2 dx dv 由 (5) 


等 式 15) 的 证 明 ”对 于 等 式 (5)， 我 们 通过 把 左 端 的 面积 分 转换 成 请 在 x 和 平面 的 投影 区 域 
县, 上 上 的 一 重 积分 来 证 明 ( 见效 14.62)。， 册 商 S$ 由 两 部 分 给 成 ， 土 半 部 分 的 方程 起 :=AOrr)、 下 
半 部 分 的 方 积 是 z= 有 (x ,7)， 帮 8, 上， 外 法 向 民有 具有 正 的 交 妇 成 ， 并 及 
levs ?1 cnay 
《参见 图 14.63)， 在 $, 上 ， 外 法 向 展 n 具有 货 的 下 分 夺 ， 并 十 
wy do =- dx dr 


ory dor = rd 因为 de = 


* 
而 
mY 
站 r 
tr, v) 本 
下 处 了 中 锐 衣 ,所 以 
dur = drdricos y 
+ 
而; 
0 . : 
WE = Ax. $y) 了 
Oe 此 处 y 时 能 角 . 
一 一 网 Pidr = -dx dricos Y 
pe Nk 
* EF 
人 四 
dA = drdy dr 
疼 14.62 由 曲面 咏 和 5, 租 首 的 区 域 吕 王 14.63 图 14.62 中 而 各 开放 大 的 图 形 ; 
相投 影 剑 xy 平面 内 的 总， 关系 式 do = 二 由 deos 了 赴 


从 14.5 节 公式 (5 排出 的 
因此 ， 
je os Y dr = jie COR do 十 je cos y de = 和 rr Ce) jdx dy - 人 es 【zy dr dy 
3 EE ™ 中 上- 


RAC htry))]dr 由 


A 


耐量 声 中 的 积分 | | B09 


这 就 证 明 等 式 (5). 加 
用 同样 的 方式 证 明 等 式 (3) 和 (4); 或 着 依次 千 换 x,y，z: 4 ,w.P 和 a,B.y 从 等 式 (5) 得 到 
等 式 {3) 和 (4) 中 的 结果 . 
14. 8.4 ”其 他 区 域 的 散 度 定理 
散 度 定理 可 以 扩大 到 能 够 划分 成 有 限 个 刚 讨 论 的 简单 区 域 类 型 的 区 域 ， 以 及 能 够 以 某 种 方 
式 定义 成 更 简单 区 域 的 极限 的 区 域 ， 作 为 这 样 的 划分 过 程 中 的 一 步 的 例子 ， 仍 定 D 是 介 于 油 个 
涪 心 球面 之 间 的 区 域 ， 并 岂 下 看 整个 区 域 D 和 边界 曲面 上 有 连续 可 微 的 分 量 ， 用 赤道 平面 把 D 
分 成 两 半 ， 并 已 对 单独 的 鲜 一 半 应 用 散 度 定理 ， 下 面 一 半 六 星 杰 在 图 14. 54 中， 限定 D, 的 曲面 
5, 包含 外 侧 半 球面 、 垫 团 形 顶 面 和 内 担 半 球面 ， 散 度 定理 表 明 


fre-m do, = vedr, (6) 
从 已 指向 外 部 的 单位 法 向量 za ， 在 外 侧 曲 面 指向 离开 原点 的 方向 ， 在 内 侧 曲面 指向 到 达 原 点 的 
方向 ， 而 在 顶 面 等 于 大 接着 对 D， 及 其 眼 定 曲面 5, 应 用 散 度 定理 ( 见 图 14. 65 ) ; 
Fmdo, = | v-F dy, (7) 
[ | 


本 


图 14. 64 ”两 个 闻 心 球面 问 立 体 区 域 的 下 半 部 分 图 14.65 ”两 个 同心 球面 间 立 体 区 域 的 上 半 部 分 


当 我 们 从 D, 追 素 总 在 5, 上 的 指向 时 看 出 ，m: 在 xy 平面 内 沿 垫圈 形 底面 等 于 -大 ， 在 外 侧 
球面 上 指向 离开 原点 的 方向 ， 在 内 侧 款 面 上 指向 到 达 原 点 的 方向 . 当 对 等 式 46) 和 (7} 求 和 时 消 
去 项 面 和 底面 上 的 积分 ， 因 为 nm 和 an, 在 的 图 形 平面 上 的 符号 相反 ， 因 此 ， 获 得 结果 


ea de = ve dV 


其 中 是 两 个 球面 之 间 的 区 域 ,DD 的 边界 5 包含 这 两 个 球面 ，5 上 的 单位 法 向 量 站 从 厂 指 疝 
外 部 . 
例 4 求 场 
P= /下 六 


穿 过 区 域 D: 0 < a x +y + 二 六 的 这 界 的 向 外 净 通 量 ， 
解 ”可 以 通过 求 Y'E 在 总 上 的 积分 计算 这 个 净 通 量 ， 我 们 有 
二 


如 - Lx + +2) 2x) = 二 
dr 2 p 
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AM _ a, ' 13 

“一 一 = -3 “一 

mp ) p PD 芒 p pi 
同样 ， 

oN 1 3 ap _ 1 3 

i 

a pp pp 2 pp p 
因此 ， 


Fd 
p Pp p Fp 
由 Year = (TF = div Fy) 


所 以 :下 在 请 上 的 积分 为 零 和 穿 过 DD 的 边界 的 向 儿 净 通 量 为 去， 然而 ， 从 这 个 例子 可 以 了 
解 其 他 结果 ， 穿 过 内 出 球面 5, 离开 区 城 呈 的 通 量 ， 基 穿 过 外 制 球面 5, 离开 D 的 通 量 的 贷 值 ( 因 
为 这 两 个 通 量 之 和 为 零 )， 因 此 , 正在 离开 原 点 方向 穿 过 3. 的 通 量 同 下 在 离开 原点 方向 穿 过 5, 
的 通 量 相等 ， 所 以 ,FF 穿 过 以 原点 为 中 心 的 球面 的 通 基 同 球 面 的 半径 无 关 ， 那 么 .这 个 通 量 的 值 
是 什么 ? 

为 了 求 出 它 的 值 ， 我 们 直接 求 通 量 积 分 ， 在 半径 为 的 球面 上 ， 单 位 外 法 向 最 为 


- 于 _ 王 + 节 上 + 天 
V+ +a 2 
全 此， 在 球面 上 ， 
Fn = 车 + 委 + 交 . ++ 下 | 
a a ea 
Ir: "Ade = xf = 证 f4m2 = 47 
FF 向 外 穿 过 以 原点 为 中 心 的 任何 球面 的 通 量 是 4 | 


14. 8.5 高 斯 定律 : 电磁 还 论 四 大 定律 之 一 
从 例 4 还 可 以 获得 其 他 结果 ， 在 电磁 理论 中 ， 由 位 于 原点 的 点 电荷 9 产生 的 电场 为 


1 dr 站 Fr 9 ++ 式 
Bx,y,7) = 475o rr) = 41eo 1rh 47neo 站 
其 中 s。 是 物理 常数 ，r 是 点 (x,y,2) 的 位 置 向 量 , p= 1r1 = Vx +Y + 采用 例 4 的 记号 
E=- 4 EF 
4TEB0 


其 例 4 的 计算 显示 ,至 穿 过 中 心 在 原点 的 任何 球面 的 向 外 通 量 是 9/e。， 但 是 这 个 结果 不 限于 
球面 ,EE 穿 过 包围 原点 的 任何 闭 曲 面 8( 对 它 适 用 散 度 定理 ) 的 向 外 通 量 也 是 9/so， 为 了 弄 清原 
因 ， 我 们 只 需 设 想 一 个 以 原点 为 中 心 并 且 包 围 曲 面 $ 的 很 大 的 球面 5,。。 由 于 


VE- VY i F=— i vy.F=0 
dmEn 4Tso 


当 p>0 时 ,. 六 - 吾 在 3 和 3. 之 间 的 区 域 忆 上 的 积分 为 零 ， 固 此， 由 散 度 定理 ， 
Endor=0 
的 过 办 
并 且 殖 在 离开 原点 的 方向 穿 过 5 的 通 量 , 同 E 在 离开 原点 的 方向 穿 过 5, 的 通 量 必定 相等 ， 这 个 


通 量 为 9/s,。。 这 个 结论 称 为 高 斯 定律 ， 也 适用 十 比 这 里 所 作假 定 更 为 一 般 的 电荷 分 布 ， 正 如 几 
平 在 任何 物理 学 教科 书 中 看 到 的 一 样 . 


向 重 场 中 的 积分 577 


高 斯 定律 | 
Jendo = 4 | 


14. 8.6 流体 动力 学 的 连续 性 方程 
令 D 是 空间 中 以 闭 有 向 曲面 5 为 界 的 区 域 如 果 s (x,y,z) 是 平稳 流 过 中 的 六 悼 的 速度 场 ， 
=a6ttxzyz 是 在 时 间 上 流体 在 点 (x,y,z) 的 密度 ， 并 时 下 = 名 ， 邮 么 流体 动力 学 的 连续 性 方程 表述 为 
VF+ =0 
如 果 涉 及 的 函数 具有 连续 的 一 阶 偏 导数， 那么 如 下 面 所 见 ， 这 个 方程 由 散 度 定 理 自然 地 导出 . 
首先 ， 积 分 
他 :adc Te 


是 流体 在 那里 穿 过 5 离开 DD 的 速率 (流体 离开 是 内 
为 n 为 外 法 向 量 ).， 为 了 弄 清 原因 ， 考 处 曲 面 上 面 
积 为 Ao 的 拼 片 { 见 图 14. 66)， 在 很 短 时 间 间 隔 A 
内 ,流体 流动 穿 过 拼 片 的 体积 AY 近似 等 于 底面 积 


为 Ao 和 和 高 为 (zs 61) -n 的 柱 面 的 体积 ， 即 疼 14. 的 在 短 时 间 上 内 流 体 罕 过 拼 片 Ar 
AV ~ 区 rr 向 上 流动 注 满 体积 近似 等 于 

其 中 sg 是 位 于 拼 片 上 一 点 的 速度 向 量 ， 在 这 个 体积 _ 太 x 商 = n Ara 

内 流体 的 质量 约 为 的 “ 柱 体 


Am 一 Bp-nAcAt 
所 以 在 那里 流体 质量 穿 过 拼 片 流出 区 域 D 的 速率 约 为 
PY 
Ar = BF RAT 
这 就 产生 作为 在 那里 流体 质量 穿 过 5 流动 的 平均 速率 估计 的 扣 近 


A”. Eap -HA 


最 后 ， 令 Ac 一 0 和 Ai 一 0， 得 到 在 那里 流体 质量 穿 过 $ 离开 DD 的 瞬时 速率 


对 于 我 们 讨论 的 特殊 流动 ， 这 个 值 为 
= fr: 于 由 
现在 令 晶 是 中 心 在 流动 中 一 点 如 pk 总 :正在 BB 上 的 平均 值 为 
也 前 三 匠 jv Fd 
这 是 -下 在 中 茶点 P 实际 出 现 这 个 值 的 散 度 连续 性 的 推论 . 因此 ， 
fr: 而 der 
(7 Pr= 本 休 大 用 wr dy = 方 两 厅 责 


- 流体 质量 在 那里 穿 过 曲面 $ 离开 台 的 速率 
号 的 体积 


(8) 
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上 式 右 端的 分 式 撕 述 每 单位 体积 中 流体 质量 的 减少 ， 
现在 令 甩 的 半径 赵 近 堆 而 中 心 8 保持 团 定 等 式 (8) 的 左 端 收 侣 于 (8 Po， 有 有 端 收敛 于 
( -868791)。。 这 两 个 极限 的 等 式 就 是 连续 性 方程 
06 


W 和 二 一 
ne 


这 个 连续 性 方程 "解释 "F- 玉 如 下 : 下 在 : -点 的 散 度 是 流体 的 密度 在 耶 里 减少 的 速率 , 


散 度 定理 
fr- "do = vrar 


现在 表明 ， 在 区 域 中 流体 密度 的 净 碱 少量 是 按 穿 过 曲面 $ 流出 的 流体 质量 来 计算 的 ， 所 以 这 
个 定理 是 关于 质量 守恒 的 一 种 陈述 ( 习题 317). 
14. 8.7 统一 不 同 积分 定理 

我 们 如 此 把 二 维 向 量 场 下 = 杆 (x,y)i + N(x,y)j 看 成 上 分 本 为 零 的 一 维和 疝 重 场 ， 那么 Y -下 = 
(alMrar) + {8N/ay)， 并 且 格 林 定 理 的 法 向 形式 可 以 写成 


ra = (+ 2 ) dr dy =- [vr 


Dx DY 


间 样 ，V xF -k= (aN/9x) - (3M/ay). 所 以 格林 定理 的 切 向 形 可 以 写成 


4 - NE 这 | dx dy = xr- .证 

i 3 x 了 

由 格林 定理 现在 用 个 二 角 记 号 的 等 式 ， 我 们 可 以 看 出 格林 定理 这 两 个 等 式 同 斯 托 克 斯 定理 和 散 
诽 定理 的 等 式 的 关系 . 


格林 定理 及 其 在 三 维 向 量 场 的 推广 | 
格林 定理 的 法 向 形式 4 dd 
散 度 定理 fe-n do = 和 了 Per 
格林 定理 的 切 向 形式 人 > FrkdA 
斯 托 交 斯 定量 a 1 de 


注意 斯 托 克 斯 定理 是 如 何 把 格林 定理 的 切 向 { 旋 度 ) 形 式 从 平面 内 的 平面 曲面 推广 到 二 维 空 
间 中 的 曲面 的 。 在 每 一 种 情况 下 ，curl F 的 法 向 分 晤 在 曲面 内 部 上 的 积分 等 于 下 围绕 曲面 边界 的 
环流 . 

同样 ， 散 度 定理 把 格林 定理 的 法 向 ( 通 量 } 形 式 从 平面 内 的 二 维 区 域 推广 到 空间 中 的 二 维 区 
域 ， 在 每 一 种 情况 下 ,Vv ,正在 区 域内 部 上 的 积分 等 于 场 穿 过 区 域 边界 的 总 通 量 . 

这 里 还 有 进一步 的 结果 可 以 把 这 些 等 式 全 部 看 成 一 个 单一 的 基本 定理 的 不 同形 式 - 回想 
一 下 5.4 节 中 的 微 积分 基本 定理 ， 基 本 定理 表明 ， 若 fx) 在 区 间 (a.8)} 上 是 可 微 的 而 在 [a,b] 上 
是 连续 的 ， 则 有 


于 - 
[Ea = f(6) -fla) 


府 醒 场 中 的 积分 | B13 


如 果 在 整个 区 间 [a,b1 上 邻 下 =fx)i， 那 么 CdfYdx) = 了 .FF， 如 果 把 在 [a,5] 的 边界 a 和 车 边 界 正 
交 的 单位 向 身分 别 定义 为 - 主 和 站 见 图 14.67)， 那 么 


A -A = A + A -i = Fib}-n + F(a)n =- n= ， 
= 二 穿 过 [4.5] 边界 的 向 外 益 通 攻 a 和 
基本 定理 现在 表述 为 . 图 14.67 在 - 维 训 间 的 [a,t 边民 


F(an+Fla) = 人 VF 的 单位 外 法 向 最 
-| 


微 积分 基本 定理 、 格 林 定 理 的 法 向 形式 以 及 和 散 座 定 理 都 说 明 ， 作 用 十 -个 区 域 上 的 向 量 场 的 
微分 算 子 Y :的 积分 ,等 于 忆 在 区 域 边 拭 的 法 向 攻 场 分 黄 之 和 (我 们 在 这 里 把 格林 定理 中 的 线 
积分 和 散 度 定理 中 的 桓 积分 解释 城 在 区 域 边界 上 的 " 和 ”. ) 

斯 托 克 斯 定理 和 格林 定理 的 切 向 形式 表明 ， 只 要 曲面 是 完全 定向 的 ， 作 用 于 一 个 场 上 的 施 
度 的 法 向 分 量 的 积分 等 填 曲 面 边 界 上 的 切 向 量 场 分 量 之 和 ， 这 些 解 其 的 美妙 之 处 在 于 ， 它 们 都 
广 循 冲 以 陈述 如 下 的 单一 统一 原理 . 


作用 于 一 个 区 域 上 的 向量 场 的 微分 算 子 的 积分 ， 等 于 算 子 在 区 域 边界 上 相应 的 场 分 晤 之 和 


习题 14. 8 
在 习题 1 ~4 中 ， 求 场 的 散 度 . ==3 从 第 一 填 限 切割 的 区 城 . 
1. 图 14. 13 中 的 旋 竺 场 . 1 F = 2xz1 — xy) — ok: 
2 图 14. 12 中 前 径 向 场 . 栅 形 块 ”由 平面 y+: =4 和 棚 图 柱 面 4x* + Y= 
3 峰 14.8 中 的 重力 场 和 [4.3 节 习 题 385a) 的 生 16 从 第 -- 卦 限 切 割 的 措 形 块 区 域 . 
力 场 . 12. Fa ta 
4 图 ]4. 11 中 的 速度 场 ， 球体 力 : 球体 和 十 六 + 于 二 中， 
在 习题 5 ~16 中 ， 利 用 散 度 定理 求 下 穿 过 区 域 。 13. P= VrP rir+ry+h); 
呈 的 边界 的 向 外 通 量 . 厚 层 球面 DD: K 区 城 | <x + + 2 
有 14. F= (n+ +) VY ts 
立方 体 D; 以 平面 x= tl,y= + 上 l 和 >z= 士 | 厚 雇 球面 中， 区 域 1 7 +y* +2 才 4. 
为 界 的 立方 体 . 15. F=(57 + ey YF + CF tesin f+ (Se + 
6. 下 = reoa 3 大， 
(a) 立方 体 了 : 由 平面 *=1，7=1 和 :=1 从 第 厚 层 球面 D: 人 旬 于 球面 x + +z =1 和 z+ 
一 卦 限 切 割 的 立方 体 . 六 + =2 之 间 的 区 域 
Lc) 加 柱 体 容器 ”DP; 让 平面 >=4 和 ==1 从 圆柱 厚 层 加 柱 面 ”DD 厚 壁 国 柱 而 1 反 刀 + 位 所 2， 
体 关 + 和 大 天 4 切割 的 区 域 ， 一 1 二 > 去 2. 
了 . FF=H + ; 17. iv [ourl 如 ] 为 零 | 
园 柱 体 和 抛物 面 ”D:， 圆柱 体 刀 + 产生 4 内 介 于 {a 证明: 车场 = 般 + 且 + 性 的 分 量 所 和 需 的 
平面 z=0 和 抛物 面 +=** +7 之 间 的 区 域 侦 导 数 是 连续 的 ， 则 -4Ax 如 =D0. 
3. 请 = xi + + sk; 1b) 关于 场 Yx 妇 穿 过 闭 曲面 的 通 量 可 以 得 出 什 
球体 D;， 球 体 王 + 六 + 二 4. 委 结 论 ! 如 果 存 在 )? 提出 答案 的 理由 . 
9 下 =xE -2x + 3xk, 18. 令 如 和 下, 是 可 微 向 量 场 ， 并且 令 a 和 6 是 任 
球体 的 一 部 分 加 ;由 球面 + + =4 从 第 - 意 实 常数 证实 下 列 人 恒等式 . 
卦 限 切 制 的 区 域 (ajv- toF,l +bP,) =av-F, +hy:k,. 
10, F= (6x: +2xry)i+ (2y 十 zzz) + da yh: (hb}v xfaF +bF,}) =aVv xF + VxF,. 


图 桂 体 等 器 已: 由 圆柱 面 六 +》 =4 和 平面 [cjw (PP xF) = FV FF VxF,. 


B14 


19. 


20. 


21. 


22. 


令 牛 基 吕 微 向 量 场 ， 间 且 令 g(x,y,:) 是 可 微 纯 
量 油 数 ， 汪 实 下 列 蛋 千 式 ， 
{a}v igF}y = 和 让 
(bw xtgh) =g VxF+r vexeF. 
如 果 下 = M+ 司 + Pk 居 亲 微 向 量 场 ， 拒 记 于 
下 :六 的 祝 义 定义 为 
MN 1p 
dr AF 和 
对 于 可 微 向 量 场 下 和 下 ; 证 实 下列 轨 等 式 . 
(av EF XRF) {PVF (FV)F,+ 
{VF Fr, — tPF)F,. 
{bYVOF FY) =F VF +(F VF+ 
Fx{VxF,) +F, xtVvxF,). 
令 下 是 -个 场 ， 它 的 分 量 在 整个 包含 以 闭 光 滑 
曲面 $ 为 界 的 区 域 BD 的 空间 区 域内 有 连续 和 阶 
偏 导数 ， 如 果 1F1 <<1， 三 重 积分 


vrar 


的 值 可 能 存在 任何 界限 吗 ? 指出 答案 的 理由 . 

附 图 所 本 类 似 立 方 体 的 闭 曲 面 的 底部 是 z 平面 
内 的 单位 正方 形 ， 四 个 侧面 位 于 平面 * = 0， 
z=1, 7y=0 和 Yy=1l 内 ， 项 部 是 单位 元 为 未 知 的 
任意 光滑 曲面 ， 令 刁 = 壹 -29+(0z+3) 二 ， 并 已 
假定 下 穿 过 侧面 4 的 向 外 通 量 是 1 而 穿 过 侧面 
8 的 向 外 通 量 是 - 3， 关于 穿 过 顶部 曲面 的 向 外 
通 量 可 以 得 出 任何 结论 吗 ? 提出 答案 的 理由 


- 【al 证 明 : 位 置 向 重 场 严 = 妇 + 好 + 下 向 外 穿 过 


光 清 闭 曲 面 3 的 通 量 ， 等 于 由 曲面 包围 区 
域 的 体积 的 3 依 , 

{1b) 令 nw 是 5 上 的 向 外 单位 法 向 量 场 ”证 明 : 
在 S$ 上 的 每 个 点 下 不 可 能 同 # 正 交 . 


. 最 大 通 量 在 由 不 等 式 0 +<a, 0<y<b, D 志 


z 反 1 定义 的 所 有 长 方 体 中 找 出 一 个 长 方 体 ， 场 
下 =( 一 好 一 4y 证 一 全 可 +12 踊 癌 外 穿 过 它 的 6 个 
面 的 总 通 量 达 到 最 大 值 .这 个 最 天 通 量 是 过 少 ? 


25. 


27. 


29. 
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第 14 章 


立体 区 域 的 体积 令 下 =xi+ 洲 + 攻 ， 并 且 假 定 
有 曲面 $ 和 区 域 D 满足 向 度 定 理 的 假设 ， 证明: 
号 的 体积 用 下 述 公 式 失 出: 

记 的 体积 = EL der 


. 常 向 量 场 的 通 量 。 证明; 常 向 量 场 = 罕 这 


适 几 散 座 定 埋 的 任何 闭 曲 面 的 向 外 通 央 为 索 . 
调和 函 教 ”两 数 太 x,Y,z) 称 为 空间 区 城中 的 调和 
直 教 ， 荐 指 它 在 整个 区 域 D 1- 满 足 扩 普 近 斯 方程 
pv 
Vi=V Wt te = 器 


{aj 假定 在 由 光 洗 曲面 3 包围 的 整个 有 界 公 域 
五 是 调和 函数 ， 并 且 站 是 在 5 上 上 选 定 的 单位 
法 向 量 ， 证 明 : /在 方 癌 的 导数 -nn 在 
3 [的 积分 为 零 . 

{8} 证明 : 若是 DD 上 的 育 和 丙 数 ， 则 


人 rn de = [rvs dy 


， 梯 度 场 的 通 量 今 $ 是 球体 +y 六 +=2*<<a 在 


第 - 卦 限 部 分 的 表面 并 上 且 令 flr5, Y=:} = 
/ “， 计 算 积 分 


In vx + + 
fv-n dr 


(Vin 是 在 9 的 方向 的 导数 . ) 
格林 第 一 公式 ”假定 /和 8 是 在 以 分 片 光 清 的 
所 曲面 $ 为 界 的 整个 区 域 9 上 具有 连续 的 阶 
和 二 阶 俩 导数 的 纯 量 郴 数 ， 证 本; 


jfvan da = 和 us +WVr-wsg)d8r (9) 
5 Ea 


等 式 (9) 是 格林 第 一 公式 【提示 ; 对 场 F=f vg 
应 用 散 度 定理 , ) 


.格林 第 二 公式 ( 练 可 题 29) 在 等 式 (9)? 中 交换 了 


秆 引得 到 一 个 类 似 的 等 式 ， 然 后 估 等 式 49) 的 
两 端 锯 这 个 等 式 的 两 端 ， 证 明 : 


fovea -a vn dr = vs -se vpdr 


(10) 
这 个 等 式 基 格林 第 二 公式 . 
质量 守恒 令 e (rz,y,z) 基 空间 区 域 只 上 的 连 
狠 可 微 向 量 场 ，pft,xs,y,z) 是 连续 可 微 的 纯 重 
函数 ， 变 量 上 代表 时 间 域 ， 质 量 守恒 定律 断言 


于 Beira ar = 一 fee:n do 
B ; 


其 中 $ 是 包围 区 域 已 的 曲面 ， 
(a] 如 果 " 是 流体 流动 的 速度 场 ，p 代表 流体 在 
点 (zsy,z) 在 时 间 上 + 的 密度 ， 试 给 册 质 量 守 


向 重 杨 中 的 积分 


315 


恒定 律 的 物理 解释 . 
{bj} 利用 散 度 定理 和 莱 布 尼 芯 潜 则 


启 etssz,y,dr = 名 dy 
证 明 : 质量 守恒 定律 等 价 于 连续 性 方程 
Vpy + P =0 
(在 第 -项 V .pe 中 变量 :保持 不 变 ， 而 在 第 二 
项 里 中 假定 中 的 点 (x,y,7) 是 周 定 的 ) 


抽 ， 热 扩散 方程 邻 Ttt,x,y,z) 是 有 具有 连 续 一 阶 偏 
导数 的 函数 ， 缩 出 占据 空间 区 域 占 的 物体 在 点 
(xy 在 时 间 +4 的 浊 度 ， 如 果 物 栖 的 热 容量 和 


第 14 章 复习 指导 问题 


1. 什么 是 钱 积 分 ”如何 计算 线 积 分 ” 举 出 一 些 
例子 . 

2. 你 妥 够 利用 线 积分 求 弹 策 的 质 让 码 ” 和 作出 解释 . 

3 什么 是 向 量 场 ?” 什么 是 蛋 度 场 ? 举 出 :一些 例 子 . 

4 如 何 计 算 由 力 沿 曲线 秽 动 质 点 所 作 的 功 ? 举 - :个 
例子 . 

5 什么 是 流 、 环 流 和 通 量 ? 

56， 关于 路 径 独 立 的 场 有 什么 特性 ? 

7， 对 于 一 个 守恒 的 场 你 能 作 什 么 措 述 ? 

38， 什么 是 势 函 数 ? 举例 说 明 如 何 求 守恒 场 的 势 函 数 ? 
9. 什么 是 微分 形式 ? 微分 形式 是 恰当 的 含义 是 什么 ? 
如 何 校 验 微分 形式 的 怡 当 性 ? 礁 出 一 些 例 子 . 

协 ， 什 么 是 向 量 场 的 散 度 ”对 于 散 度 你 能 作出 什么 解释 ? 
11. 什么 是 向 量 场 的 这 度 ?” 对 于 旋 度 你 能 作出 什么 解释 ? 
12. 什么 是 格林 定理 ? 对 于 这 个 定理 你 能 作出 什么 解 二 ? 

13. 如 何 计算 弯曲 曲面 的 面积 ” 举 一 个 例子 . 


第 14 间 实 习习 题 


1 峙 图 显示 空间 中 连接 原点 和 点 (1,1,1) 的 两 条 折 
线路 径 ， 求 fx,y,z) =2x -3Y -24+3 在 每 条 路 
径 上 的 积分 . 


32, 附 图 显示 连接 原点 和 点 t1,1,1) 的 三 条 折线 路 
径 . 求 记 x,y,z) = +y-z 在 每 亲 路 径 上 的 
积分 . 


质 旱 密 度 分 别 用 常数 < 和 pp 表示，cpT 称 为 物体 
的 每 单位 体积 的 热能 . 
1aj) 解释 -Y7 为 什么 指向 热流 的 方向 ， 
1b) 今 -KAT 表示 能 量 通 量 向 量 (其 中 常数 上 
称 为 传导 军 , ) 仍 定 在 寺 题 31 中 的 质量 守恒 定 
很 肥 -K7=e 和 7 =p， 推 尘 热 护航 方程 
好 -大 V7 
mt 
其 中 天 = 和 fp) > 人 是 扩散 率 常 数 . (请 注 
章 ， 如 果 T(t，z}) 代表 在 时 间 1 一 根 两 端 完 
全 绝热 的 均匀 导热 的 杆 在 位 置 x* 的 温度 . 
那么 FY 了 = ?Vax*) 和 热 扩 散 方 程 导出 第 12 
章 补 充 和 提高 寺 题 中 的 - 维 热 扩散 方程 . ) 


14. 什么 是 有 向 曲面 7 如 何 计算 三 扒 向 量 场 穿 过 有 
向 曲面 的 通 量 ” 举 一 个 例子 . 

15. 什么 是 面积 分 ”用 面积 分 能 够 计算 什么 > 党 - 
个 例子 . 

16. 什么 是 参数 化 曲面 ? 如 何 求 这 样 -个 曲面 的 面 
积 ? 举 出 一 些 例子 . 

47， 如 何 求 蚌 歼 在 用 参数 表示 的 曲面 上 的 积分 ?” 举 
一 个 例子 . 

18. 什么 是 斯 托 克 斯 定理 ? 你 对 这 个 定理 能 够 作出 
什么 解释 ? 

19. 概述 本 章 关 于 守 俩 场 的 结果 . 

加 ， 什 么 是 散 度 定理 ”你 对 这 个 定理 能 够 作出 什么 解释 ? 

21. 散 度 定理 如 何 推广 格林 定理 ? 

22. 斯 托 克 斯 定理 如 何 推广 格林 定理 ? 

23. 怎样 把 格林 定理 ， 斯 托 克 斯 定理 和 散 度 定理 看 
成 -- 个 单一 基本 定理 的 不 同形 式 ? 
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各 14 全 


3 求 Kx,y,z) = wo + 了 在 因 
rie)y = facos ty + (oainth, OSte27 
上 的 积分 . 
4. 求 拟 x ,7 ,5) = Ys + 六 在 螺 形 线 
rity = {eont + taint)l + (Caint ~ t econ tj, 
和 本 
上 的 积分 . 
求 习题 5 各 6 中 的 积分 . 
5 站 de + dy + dz 
CD YE 
(9.4.33 三 
所 | dx - v= 由 -二 由 
了 , 求 呈 = — {yminz)i+ (rsain z+ irr con z)k 围 纪 
由 平面 := ~ 上 以 球 徊 + 六 + = 切割 的 圆 从 
上 方 看 按 上 时 针 方 向 的 积分 . 
8. 求 记 =3xyi+t (zr +1+g% 图 绕 巾 平面 zx =2 从 
球面 x +Y +*# =9 切割 的 圆 的 积分 . 
求 习题 9 和 10 中 的 积分 . 
9. js x 9in y dr — By cos x dy; 


是 由 直线 x = 2 和 ?= Te 从 第 一 象限 切割 
的 正方 形 . 
10, [ra + x dy; 


CC 是 团 x? + =44. 
11, 椭圆 区 域 的 面积 ” 求 由 贺 柱 断 和 + 和 产 =] 从 平 
面 x+y+z=| 切割 的 椭圆 区 域 的 面积 . 
12， 殷 物 面 顶 音 的 面积 求 由 平面 x =| 从 抛物 面 
?+ 和 =3x 切割 的 项 盖 的 面积 . 
13. 球面 顶 盖 的 面积 ” 求 由 平面 := 疫 /2 从 球面 
* 二 六 二 有 =1 顶部 切割 的 项 盖 的 面积 . 
14. {ta} 用 圆柱 面 切 刘 半球 面 ” 求 由 圆柱 面 x + 
y =2x 从 半球 面 x + +s 二 =4，:z 室 0 切割 
的 曲面 的 面积 . 


图 柱 面 一 20 机 


[b) 求 晤 柱 面 位 于 半球 面 内 部 部 分 的 商 积 ( 兵 
未; 投影 到 xx 平面 或 者 求 积分 [二 ， 


其 中 天 是 轩 柱 而 的 商 度 ， 中 基 mx 平面 内 贺 
入 + 于 =2x 上 的 扬 雹 的 长 度 , ) 

时 .三 角形 的 面积 类 平 面 (zxa) + CyAB) + (s/c) = 
1 b>) 同 第 一 革 限 相交 的 角 彩 的 面 
积 ， 月 相应 的 向 量 计算 验 让 答案 . 

16. 用 平面 切割 抽 物 柱 面 ”在 由 平面 x=0.*=3 和 
z= 从 扫 物 柱 面 六 -z=1 切割 的 曲面 上 :次 下 列 
程 分; 

(al1g(x,yiz) =— ， 
4 + 
2 

17， 用 平 击 切割 图 柱 面 ”在 融 柱 商 六 +o=25 位 于 
第 一 其 限 内 的 平面 zx = 人 和 z=1 之 间 以 及 在 平面 
==3 之 上 的 区 域 凸 ， 求 gz,yiz) = ry(Y +2 )】 
的 积分 . 

18. 怀 夏 丙 州 的 面积 怀俄明 州 林 西 以 西 经 111?3 
和 104°3' 的 子午 线 为 界 ， 南 北 以 北纬 41° 和 45° 
的 叮 注 界 、 假定 地 球 是 半径 只 =3959 英里 的 球 
面 ， 求 怀俄明 州 的 而 积 . 

在 寺 题 19 ~24 中 ， 求 曲面 的 参数 表示 . 【存在 

多 种 参数 表示 . 所 以 你 的 答案 可 能 和 本 书 的 符 案 

不 同 . ) 

19. 球面 带 球面 必 + + =36 介 于 平面 := -3 
和 z=3 闪 之 同 的 部 分 . 

20. 撼 物 面 顶 蓝 ” 热 物 面 z= - (xz +} 这 在 平面 
z= -2 之 上 的 部 分 ， 

21. 圆 惟 面 ”圆锥 面 := 1 + Vx +y ,zz 才 3 

22. 正方 形 之 上 的 平面 平面 4x+2Y+4:=12 位 于 
第 -- 和 象限 内 的 正方 形 0x<2, 0 所 yY<? 之 上 的 
部 分 . 

23, 抛物 面 的 部 分 撒 物 面 y=2(x + 下)，y 志 2 位 
于 好 平面 之 上 的 部 分 . 

24. 半球 的 部 分 “半球 安 + 天 +=10， yz0 在 第 

- 卦 限 的 部 分 - 
25. 曲面 面积 求 临 面 
PS = 二 
Oul, Or<i 


(bh)gtr.y.s) = 


的 面 和 各. 

26. 面积 分 求 扩 xy,z) = 杂 - 了 在 习题 站 的 曲面 
上 的 积分 . 

27. 嵌 旋 面 的 面积 求 附 末 中 螺旋 面 


向 重 场 中 的 积分 


B17 


Fr) = Creos BE + Cr sin 8 + 环 ， 
全 迫近 上 | 


六 实 上 昌之 27， 
的 面积 . 


2 面积 分 求 积分 


{ver rT ue 


其 中 3 是 习 颐 27 中 的 晴 旋 面 . 
企 习 题 好 -~ 袍 中， 哪些 场 是 守恒 的 ， 哪 些 场 布 
是 守重 的 ? 
29. 所 = 好 + 也 + 焉 . 
WM, Fo= (x tk) (x ty + 
31, FF = ze 了 + ye + ze'k. 
32. P=(i+y+k)/(xr + yr} 
在 习题 33 和 34 中 ， 水 场 的 势 丽 数 . 
33. F=2i+ {2y + + (y+1)k. 
34. 站 = (az con wr)i re + (x cos xr)K. 
在 习题 35 和 36 中 ， 求 由 每 个 场 消 习 题 ] 中 从 
点 (0,0,0) 到 (1,1,1) 的 芮 条 路 径 所 作 的 功 . 
35, F =2xy + + A. 
6. FF =2xyi + #3 + 
37. 用 两 种 方式 求 功 ” 按 下 面 两 种 方式 求 由 


在 平面 曲线 (2) = 【eeos 上 + (Cesin fF 人 从 点 
1100) 到 (ee ,0) 所 做 的 功 ; 
{a) 利用 曲线 的 参数 表示 计算 功 积 分 ; 
{bi 通过 计算 下 的 势 旺 数 . 
38. 沿 不 同 路 径 的 流量 求 场 = Vix*ze') 的 流量 : 
(a) 围绕 于 面 x+y+z=1 和 圆柱 面 * + 二 =25 的 
桶 圆 交 线 5C， 接 照 从 正 + 轴 看 的 硕 时 针 方向 , 
ib] 沿 着 习 古 27 中 从 点 (1,0,0) 到 (1,0,27) 的 
螺旋 面 的 次 晶 边界 . 
在 避 题 39 和 40 中 ,利用 斯 托 克 斯 定理 中 的 面 
积分 求 场 正 按照 指定 方向 于 绕 申 线 C 的 环流 . 
鸡 . 半 绕 本 四 的 环流 
F=yi- y+irk 


:平面 2x +67 -3:=6 同 圆柱 面相 交 的 椭 罗 . 
按照 从 上 方形 的 反 时 寺 方 向 . 
各. 围绕 因 的 环流 
= x tt r+ -=) 直 
CC 下面 = -YY 问 球 面 刀 +P+2=4 相 交 的 
圆 ， 按 蚁 从 上 方 乔 的 反 时 针 方 向 . 
41. 具有 不 同 密度 的 金属 线 ”六 沿 曲线 


Fr 站 = va + td Deral 
管 放 的 细 人 金属 线 的 质 匿 ， 假 定 它 伯 1 的 集 朗 为 
(a8=3. [bs=1. 


42， 具 有 可 变 密 度 的 金属 线 ”上 忌 浴 曲线 
rity = + AOE 
绽放 的 细 爹 属 线 的 质心 ， 假 定 它 在 1 的 密度 为 
B= M5+t. 
他. 具有 可 变 密 度 的 金属 线 。 阔 沿 秽 线 
rey = 下 十 2 + 全， 
因 放 的 细 金 属 线 的 质心 和 对 坐标 轴 的 惯性 和 证， 
假定 它 在 1 的 密度 为 85=17{1+1). 
44. 金属 弓 的 质心 ”一 拒 网 长 的 金属 已 位 于 rr 平面 
内 的 半圆 y = yar -让 上 中 在 点 (rr) 的 器 认 
为 人 xz，Y) =29 -7 求 叶 的 质心 . 
4 具有 常数 密 应 的 金属 线 ”位 于 曲线 
rei) = (ecos rdf + (e'sin + ek, 
DQ 和 etln2 
上 的 金属 线 的 密度 为 常数 =1， 必 和. 
46. 具有 常数 密度 的 金属 线 。 求 位 于 螺旋 线 
Frit) = (2 sn tjf + (2 ems ff + 3 层 ， 和 和 1 革 27 
上 的 密度 到 为 常数 的 金属 线 的 质心 . 
47. 菏 这 的 惯性 逢 和 质心 求 由 平面 :=3 从 球面 
++ =25 的 上 面部 分 切割 的 薄 壳 的 六 和 
刷 ， 假设 薄 过 的 密 订 5(# .7,z) = 
48. 立方 体 泰 面 的 惯性 答 ” 决 由 平面 <=1, =] 种 
:=| 从 第 一 卦 限 切割 的 立方 体 表 面 对 : 轴 的 惯 
性 答 ， 假 设立 方 体 表 面 的 密度 为 8=1. 
在 习题 49 和 50 中 ,利用 梧 林 定理 求 场 依 反 时 
针 上 方向 围绕 曲线 的 环流 和 向 外 通 量 . 
49. 正方 形 F=(2xy 二 TXT — 
C; 以 直线 x=D0, x=1, y= 信和 y=] 为 界 的 正 
方形 的 边界 . 


Derta2 


人 50. 三 角形 F={y—fr i+t(txr+r i 
C; 以 直线 y=0, y=+ 和 = =1 构成 的 二 角形 的 
边界 . 


51. 零 线 积分 证 明 : 
Porsiny dy - 2 - | 


用 7 有 


第 14 准 


对 于 格林 定理 适用 的 任何 闭 曲 线 (成 立 ， 
s2. (a) 向 外 通 量 与 面积 证 明 : 位 置 向量 场 F= 
坟 + 六 穿 过 格林 定理 送 用 的 任何 贱 曲 线 忆 的 
向 外 遂 量 ， 等 于 由 忒 包围 的 区 域 面积 的 两 依 . 
[bi 今 n 是 格林 定理 适用 的 闭 曲 线 艺 的 向 外 单 
位 法 向 量 . 证 明 : 严 = 好 + 好 不 可 能 在 < 的 
短 个 点 则 5 正 交 ， 
在 习题 53 -56 中 ， 求 场 下 穿 过 区 域 上 的 边界 
的 向 外 通 最 . 
53. 立方 体 下 =2xvi + 2ysj + 2xzk 
咯 : 由 平 面 *=1，y7=1 和 :z=1 从 第 一 卦 限 切 割 
的 立方 体 . 
5s4. 球 前 四 三 XIRF +k 
及， 几 半 面 z =3 从 球体 x ++ 六 + 所 25 切割 的 
| 方 区 域 . 
55. 球 冀 下 = -2xi-3W+ 改 
二 册 抛 物 而 :=x + 产 从 球体 4 六 + 了 和 2 
切 制 的 上 方 区 域 . 


第 14 章 补 充 和 提高 习题 


在 习题 1 ~4 中， 利用 格林 定理 面积 公式 ， 妈 14. 4 
节 习 题 中 的 公式 (8)， 求 由 曲线 包围 的 区 域 的 面积 
1 删 线 x =2 cvs i -tos 3 Y=2 sn it- sn 2i, 
科 和 1 委 27- 


2. 三 第 形 曲线 xx =2 cos t+cos 2r, Y=2 sin t -sin 2t, 
Oate2r. 


56。 园 德 面 和 圆柱 面 
F={6x ry) -tx+2) +drk 

六 :第 -- 卦 限 内 以 圆锥 南 z= yx +y 和 立柱 面 
好 +W=1 以 及 坐标 平面 为 界 的 多 域 

区 ,半球 面 、 辆 柱 面 和 平面 今 $ 是 左边 以 六 球面 

Y 志 0 为 界 ， 中 间 以 圆柱 面 二 + 
Dy 为 界 ， 以 及 有 边 岂 平面 Y=6 为 
办 的 曲面 ， 求 三 =yi + 町 + 域 向 外 穿 过 S$ 的 通 晤 . 

即 , 圆柱 面 和 平 南 “ 求 场 忆 = 3xc2f+ 好 -xz 直 穿 过 第 
一 卦 限 内 以 辕 柱 面 x +4y? =16 以 及 平面 fy =2:， 
x=D 和 z= 作为 界 的 曲面 的 向 外 通 遇 . 

59. 圆柱 面容 显 。 利用 艇 度 定 困 装 正 =zy 和 + 和 可 + 
惰 向 外 穿 过 由 圆柱 面 x + = 1 以 及 平面 +=1 
和 z= -1 所 包围 区 域 表 面 的 通 量 . 

0. 半球 面 ” 用 两 种 方法 求 下 = (3 +1)k 向 上 窜 过 
半球 面 ** +Y + = ，z 关 09 的 通 量 ; (a) 利用 
散 度 定理 ; {bj 通过 直接 计算 通 量 积分 . 


2 > 2 2 
xX + + = 


3. 8 字形 曲线 x=t1A)sin 2 =ant, dat 
( -- 个 环 }. 


4. 注 珠 形 曲 线 x =2e cos 1 -a sin 2 y=6 sint, 


峰之 tt 二 2T， 


向 是 场 中 的 积分 
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后 【a) 举 Hi 个 向 县 场 F(x,y,z:) 的 重子 ， 它 仅 在 一 
点 的 值 为 而 其 族 座 carl 处 处 不 为 界 ， 确 
定 这 个 点 并 且 计 算 旋 度 . 

1b] 举 出 一 个 向 量 场 Ftx,y,z) 的 例子 ， 它 谷 好 在 
一 条 直线 上 二 的 值 为 和 而 其 旋 度 ud 下 处 处 不 
为 零 ， 确 定 这 条 直线 并 且 计 算 旋 度 . 

[tj} 举 出 -个 向 量 场 Fir.y,z) 的 岗子 ， 它 在 - -个 
幅 关 上 的 值 为 # 而 其 旋 度 curl FF 处 处 趟 为 堂 . 
确定 这 个 曲面 并 且 计 算 旋 度 . 

6 求 出 球面 站 + 六 + 晤 = 记 上 的 所 有 点 (a,8,c)， 
在 和 这些 点 向 量 场 十 = ye + x + 2xyzk 同 球 面 让 
交 ， 于 HFRin,b,c) 0. 

7. 求 半 径 为 员 的 球 壳 的 质量 ， 在 球 沉 上 每 个 点 
(xy 的 质量 密度 5(xz,y,s] 是 从 点 到 球 过 其 个 
周 定 点 (Ca,5,e) 的 邮 离 . 

8. 求 晶 旋 线 

rtrB) = {Cr cos Bi + (fr sin BY + MM， 
Oral, Odat2n 

的 质量 ,假定 申 线 的 密度 呵 数 8(x,7,s) = 

2 vw +y， 有 拉线 的 图 形 参 多 实习 二 题 27 的 

插图 . 

9. 在 所 有 的 知 形 区 域 0<x 志 oa, 0 和 <7y 志 中 避 找 一- 
个 第 形 ， 场 二 = (x +4xy)i 一 6 穿 过 它 的 四 业 边 
的 自 外 总 通 量 达 到 最 小 值 ， 这 个 最 小 佣 基 是 
多 消 ? 

10. 米 个 经 过 原点 的 平面 的 方程 ， 流 场所 = 才 + 
好 + 了 天 围绕 这 个 平面 同 球面 x +y +s* =4 相交 

的 贺 的 环流 达到 最 大 什 . 
11 一 条 缠 于 位 于 第 - - 售 限 内 从 点 (2,0) 到 (0,2) 的 
加 x + =4 上 . 绳子 的 密度 为 mtz,y) = xy 
【时 把 绳子 划分 成 有 限 段 子 吐 ， 证 明 由 重力 把 
绷 子 科 直 向 下 移动 到 * 轴 所 作 的 功 由 


lim bP A = jz x ds 
给 出 ， 其 中 加 为 重 访 常数 . 
【b) 通过 计算 {a) 中 的 线 积分 求 所 作 的 总 功 . 
{e} 证明 ， 所 砷 的 总 功 等 于 把 强 子 的 质心 (大 ， 
7 ) 科 直 问 下 移动 到 * 轴 所 需 的 功 - 
12. 一 块 薄板 位 于 平面 x+y+z=1l 在 第 -- 圭 限 内 的 
部 分 ， 薄 板 的 密 诬 为 瑟 z,y,z) =xr 
(1aj 把 薄板 划分 成 有 限 个 子 块 ， 证 明 由 重力 把 
基板 得 直 问 下 移动 到 好 平面 所 作 的 功 由 


lim 2 Tr = fs xyz do 
和 二 四 


给 出 ， 其 中 是 重力 常数 . 


13. 


.法拉 第 定律 


(bj 通过 计算 (a) 中 的 面积 分 求 所 作 的 总 纺 . 

te) 证明; 所 作 的 总 功 等 于 把 薄板 的 质心 
(x ,FF) 重 站 向 下 移动 到 坟 平面 所 需 
的 功 . 

阿 基 米 德 原理 ”和 如果 把 .个 像 味 体 那 样 的 物体 

放 进 渡 体 中 ， 它 特 沉 人 人 底部 或 者 学 在 上 面 ， 成 

者 沉 到 某 个 深度 而 县 泽 在 液体 由， 假定 沪 体 的 

重量 密度 w 为 常数 ， 并 且 液 面 同 平面 :=4 重 

合 ， 一 个 球体 有 滩 在 液体 中 并 且 目 据 区 城 x: + 

+(r-2) el. 

(a) 证明: 给 出 由 液体 压力 对 球体 产生 益 作 用 
为 的 面积 分 为 


力 = lim Dut4 -3.) M9 = je -2)do 
(b) 球体 不 移动 是 出 于 液体 浮力 的 支撑 证 明 : 
液体 对 球体 的 浮力 为 
评 力 = fw: —4)k-n dr 


其 中 必 是 在 点 (x， 3 >:) 的 单位 外 法 向 量 、 这 
说 明 阿 基 米 德 原理 ， 液体 对 淹没 物体 的 评 
力 等 于 物体 排出 渡 导 的 重量 . 

Lc) 利 才 散 度 定理 求 (b) 中 主力 的 值 . 


- 液体 对 曲面 的 力 在 形 如 曲面 : = vx + 


0D 生 xz 反 2) 的 圆锥 形容 器 中 注 满 重量 密度 w 为 常 
数 的 液体 ， 假 定 #7 平面 是 "地 平面 "， 证 明 ; 由 
液体 压力 对 从 ;=1 到 :=2 的 锥 面 区 域 产生 的 
总 压力 等 于 面积 分 


严 = 人 ee - 3dr 
3 


米 这 个 积分 . 

如 果 Eti,x,y,z) 和 Btr,x,y,z) 民 
天 在 点 (x，y、z) 在 时 间 : 的 电场 和 磷 场 ， 电 帮 
理论 的 _ 个 基本 原理 说 明了 xE = -5B8zar 在 
这 个 表达 式 中 WW x EE 是 在 保持 :固定 时 计算 的 而 
38v 是 在 保持 (x,y,z) 内 定时 计算 和 的。 利用 斯 
托 克 斯 定理 推导 法 近 第 定律 


fs dr = - :人 于 dr 
其 中 Cc 代表 一 个 金属 环 ， 电流 通过 它 时 按照 相 


对 于 遇 面 单位 法 向 量 nm 的 反 时 轩 方 向 流动 . 产 
生 球 绕 C 的 电压 


E-gr 


等 式 右 端的 面积 分 称 为 碰 通 量 ， 
界 的 任意 有 向 曲面 . 


5S 是 以 C 为 边 


S20 
6 今 
-on 
irp 
是 对 于 rz#0 定义 的 重 广 场 ， 利 用 14.83 节 的 商 


斯 定律 证 明 ， 不 存在 连续 可 微 的 向 量 场 总 满 叱 
F=YvxH. 


， 如 果真 x,y,z) 和 g(x,y,z) 是 定义 在 边界 曲线 为 


C 的 有 向 曲面 上 的 连续 串 微 的 纯 量 函数 ， 证 明 
vva-. -mda = 和 ve dr 


.假定 :在 由 具有 单位 外 法 向 量 的 有 向 邮 面 也 


围 的 区 域 D 上, VY， 
xF， 并 有 在 $S fF:mn= F'n. 
个 区 域 召 上 如 = 天 


F, = 如 天 和 vx FF, = 
证 明 ， 在 整 
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9 证明 ， 荐 宰 : 下 =0 租 Vx 下 =0， 则 下 = 全 或 寿 


20. 


21. 


ee 


证 明 这 个 结论 不 域 立 . 
今 5 此 用 项 数 形 式 rta.o) 盘 本 的 有 了 向 曲面 ， 定 
交 记 村 dg =rdaxrd 所 以 dz 是 岗 则 面 下 
交 的 向 最 ， 此 外 ， 量 ar = dr 1 是 曲面 元 而 和 
(1 14.5 区 的 公式 {$5))， 推导 忆 等 式 
do = (EG - FY du dr 

其 中 

E=lrt, F=r. Ft, =Ir[ 
证 拓 : 空间 中 由 共有 外 法 向 量 n 的 有 向 向 面 
包围 的 区 域 DD 的 体 程 Y， 满足 怕 等 式 


= -3 n do 


其 中 "是 总 中 点 (xz 和 7 的 位 置 向 量 . 


附 录 A 


A 1 实数 与 实 线 


本 节 复 习 实 数 、 不 等 式 、 区 阳 和 有 和 绝对 值 . 
A 1.1 实数 
微 积分 的 大 部 分 论述 是 以 实数 系 的 性 质 为 基础 的 ， 实 数 是 可 以 表示 成 小 数 的 数 ， 像 


= -0.75000… 


中 | 一 i 


= 0. 333 33.… 


v2 = 1.4142.…， 
省 赂 点 … 表 示 在 拭 一 种 情况 下 小 数 数字 序列 .一 直 延 续 下 去 ， 每 - -个 可 能 的 小 数 展 式 代表 一 
个 实数 ， 不 过 ， 有 些 数 有 了 两 种 表示 .例如 无 穷 小 数 0. 999… 和 1.000.… 代 表 相 同 的 实数 1. 类 假 的 
陈述 适用 于 尾数 为 无 限 个 9 的 任何 数 . 
实数 在 几何 上 可 以 表示 成 称 为 实 线 的 一 条 数 直线 上 的 点 . 


上 上 上 -一 1 上 上 二 一 1 -一 一 -一 | 一 一 一 
-2 -1_3 0 1 1 V32 2 37 4 
4 了 
用 符号 表示 实数 系 或 者 等 价 的 实 线 . 


实数 系 的 性 质 分 为 二 类 ; 代数 性 质 、 有 序 性 质 和 完备 性 性 质 . 

代数 性 质 说 明 ， 可 以 按 通常 的 算术 运算 规则 对 实数 作 加 、 碱 、 乘 、 除 (除开 用 0 作 除 数 ) 运 
算 ， 产生 其 他 实数 ， 绝 对 下 能 用 各 作 除 数 - 

实数 的 有 序 性 质 在 附录 A.7 中 给 出 ， 下 面 的 表 列 出 可 以 从 有 序 性 质 推出 的 很 有 用 的 一 些 法 
则 ， 其 中 符 续 == 表示 "蕴涵. 


不 等 式 的 法 测 
区 4， sz 为 实数 ， 则 
《1 {2ja<s = qa-c<b-er 
(aja<hb 和 rs0 = ar<he (4)a<t 和 c<0 = kcac {特例 ; a <b=3_h< -ai 
(sja>0 二 >0 (5)s 和 同时 为 正 数 吕 负数 ， 世 a<xb 一 本 < 二 


请 注意 用 数 乘 不 等 式 的 法 则 ， 用 正 数 乘 不 等 式 ， 保 持 不 等 式 ; 用 负数 乘 不 等 式 ， 使 不 等 式 是 
倒 .， 些 外， 同 符 号 数 的 不 等 式 在 数 反 号 或 者 取 合 数 时 ， 厅 等 式 颠 倒 ， 例 如 2 <5， 但 是 -2> -5 
和 ix2 > 175. 

实数 系 的 完备 性 性 质 是 草 深 与 的 和 更 难 精确 定义 的 性 质 ， 然 而 这 个 性 质 是 极限 委 念 (第 2 
章 ) 的 基础 ， 粗 略 地 讲 ， 完 备 性 表明 存在 充足 的 实效 .使 实数 线 在 不 存在 * 孔 眼 " 或 者 * 空 际 * 的 意 
文 下 是 “完备 的 “倘若 实数 系 不 是 完备 的 ， 徽 积分 的 许多 定理 将 不 复 成 立 ， 最 好 把 这 个 题材 留 给 
高 级 微 积 分 学 教程 去 讲述 ， 但 是 在 附录 A 7 中 将 提示 完备 性 涉及 的 同 题 以 及 如 何 构造 实数 系 . 

我 们 区 分 实数 系 的 三 个 特殊 子 集 : 

{1} 自 然 数 ， 野 1, 2,， 3, 4，…; 
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{2) 叉 数 ,， 邮 0，+l，+2， +3, …; 

{3) 有 有理数， 如 可 以 表示 成 分 式 形式 mn 的 数 ， 其 中 mm 和 nw 是 知 数 并 En 了 09， 例 如 
上 _ 4 = 二 4 二 4 200 57 = 
3 9 9 -9" 13” 1 

有 了 理 数 恰好 是 囊 有 小 数 殿 式 的 实数 ， 它 们 最 下 而 两 种 形式 之 …; 

{9) 统销 形式 (以 无 穷 个 零 结 束 )， 例 如 

3 


= 0.75000… = 0.75 


{b) 无 限 重 复 形 式 { 以 不 断 重 复 的 一 捉 数字 结束 ) ， 例 如 
< = 2.090909,.， = 2，09 (十 横 线 点 示 重 复 的 数字 串 ) 


终结 形式 的 小 数 属 式 是 一 种 特 鳞 类 型 的 重复 小 数 ， 内 为 它 居 以 零 的 数 子 串 重复 的 ， 

大 理 数 集合 有 具有 实数 系 的 代数 性 和 有 序 性 性 质 ， 但 是 没有 究 备 性 性 质 ， 例 如， 不 存在 这 样 一 
个 有 理 数 ， 它 的 平方 等 于 2; 在 由 有 理 数 联 结 成 的 直线 中 ，y2 - 定 是 -个 " 几 眼 ” 

不 是 有 理 数 的 实数 称 为 无 理 数 ， 无 理 数 以 不 终结 的 和 不 重复 的 小 数 展 式 为 特征 ， 例 如 亏 ， 
这，3%5 和 logwm3 都 是 无 理 数 . 

由 于 每 个 小 数 展 式 代 表 一 个 实数 ， 显 然 存 在 无 穷 多 无 理 数 ， 在 实 线 上 对 于 和 任何 点 能 找 介 问 
它 任意 接近 的 有 昨 数 和 无 理 数 . 

合 记 号 对 于 摘 述 实数 的 特定 子 集 是 很 有 用 的 . -个 闪 合 是 某 些 对 象 的 组 合 ， 这 些 对 象 基 
集合 的 元 素 ， 贡 时 $5 是 一 个 集合 ， 记 号 ae5 扣 4 是 5 的 元 康 , 而 ag3 措 4 本 是 $ 的 元 素 ， 如 果 
3 和 了 是 集合 ， 那 么 SU 了 是 它们 的 并 梨 ， 其 中 包含 属于 3 或 了 或 者 问 时 属 干 S 和 了 的 全 部 元 素 
Sm7 是 两 个 集合 的 交集， 其 中 包含 同时 属 王 3 和 了 的 全 部 元 素 ， 空 集 作 是 不 含 元 京 的 集合 、 例 
如 ， 无 理 数 集合 同 有 理 数 集合 的 交集 屁 宝 集 . 

有 些 集 合 可 以 通过 在 大 括号 中 列 出 它们 的 元 率 的 方式 描述 .例如 包含 小 于 5 的 自然 教 (或 正 
整数 ) 的 集合 可 以 表示 成 
4 = 1]1,2,3,4,.5i 
全 部 整数 的 集合 可 以 写成 
| 人 ,， 主 1, 土 2,， 土 3,: 
描述 集合 的 另外 一 种 方法 是 在 大 括号 中 写 出 产生 集合 的 所 有 元 紊 的 规划 . 例如 ， 集 合 
4 = |xix 是 一 个 整数 晴 0 < x < 61 
是 小 于 6 的 正 整 数 的 集合 . 
A.1.2 区间 
实 线 的 一 个 子 集 称 为 区 间 ， 如 果 它 包 仿 至少 两 个 数 并 号 包 含 介 于 它 的 任何 两 个 元 素 之 间 的 
所 有 实数 . 例如， 满足 * >6 的 所 有 实数 x 的 集合 是 一 个 区 间 ， 正 如 满足 -2<*<5 的 所 有 * 的 集 
合 是 区 间 一 样 ， 所 有 非 零 实数 的 集合 不 是 区 间 ; 由 于 集合 中 没有 0， 它 不 包含 (例如 ) -1 和 1 之 
间 的 每 个 实数 . 
在 几何 上 ， 区 忆 对 应 于 实 绕 上 的 射线 、 钱 段 或 实 线 本 身 ， 对 应 于 线 妇 的 实数 区 间 是 有 艰 区 
间 ; 对 应 于 射线 和 实 线 的 区 间 是 无 照 区间. 
如 果 有 限 区 间 包 含 它 的 两 个 端点 ， 就 说 区 间 明 六 的 ;如 果 区 间 包 售 一 个 端点 而 不 含 另外 一 
个 映 点 ， 就 说 它 是 半 开 的 : 如 果 区 间 不 包含 任何 - -个 端点 ， 就 说 它 是 开 的 ， 区 全 的 端点 也 称 为 边 
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界 点 ; 两 个 边界 点 构成 区 间 的 边界 ， 区 间 的 其 余 点 是 内 点 ， 并 且 一 起 构成 区 间 的 内 部 ， 无 限 区 间 
是 闭 的 ， 如 果 它 包含 一 个 有 限 旺 点; 徊 则 ， 它 是 开 的 ， 整 个 实 线 R 是 一 个 凤 是 开 的 区 是 闭 的 无 限 
区 间 ， 表 A. 1 概括 各 种 区 问 的 类 型 . 


甫 和 1 区 简 的 类 型 


_ 记 好 集合 撒 述 类 型 图 形 
(ay， b) jslacreb} 并 人 区间 1 
[a, #4] ix 1 a 和 ex 号 闭 区 间 i 
[a, hy [slasx <h! 半 开 区 间 MRI 
ta, $] |z1a <*e 半 下 区 间 RE 
(a, =) {xlx>al 并 区 间 To- 
La, wo [x1x2al 肝 区 间 To- 
{wm, by) 四 本 开 区 间 一 
{ -上 四 ， 5] jx lh! 闭 区 间 二 
{~wm. wm) R (全 部 实数 的 集合 ) 既是 开 区 间 芭 是 用 区 间 。 一 
A 1.3 求解 不 等 式 
求 满足 x 的 不 等 式 的 数 的 一 个 区 间或 者 一 些 区 间 的 过 程 称 为 求解 不 等 式 . 
例 1 求解 下 列 不 等 式 并 且 显 示 它 们 在 实 线 上 的 解 集合 oy ，， 
0 人 生 
(aj2z-1<x+3;  (b} -Ec2r+l; (0) >5. a) 
下 工 
解 站 1 
{a) 2x-]<x+3; 7 
2x < x +4 【对 两 端 加 1 名 
x< 4 (从 两 端 减 *) + 
解 集 合 是 开 区 间 ( - m ，4)( 见 图 A.1a). ! 时 
(b) -地 <2x+l 所 


A.t 1 合 
_ < 6x +3 (在 两 端 壬 ) 图 醒 1 中 不 等 式 的 解 集 


0 < 72+3 (在 两 端 加 x+} 
-3 < 7x (从 两 端 减 3) 


-于 < x 《在 两 端 除 以 7) 


和 解 集合 是 开 区 间 ( -3“7，m )( 见 图 A 1b). 
【cj 不 等 式 6/(z -1)zs 仅 当 z>1 时 可 能 成 立 ， 内 为 在 相反 的 情况 下 6/(x - 1) 是 无 定义 的 
或 者 最 负 值 - 因此 ，(x - 1) 是 正 值 ， 并 且 如 果 在 两 端 乘 (* - 1) ， 不 等 式 将 保持 ， 故 有 


= 
x—1 5 


6> Sr ~ 5 【在 两 端 葬 (x - 1)) 
11z Sr 《对 两 端 加 5) 
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解 集合 是 六 开 这 间 (,1175]( 岂 图 A 4), 国 
二 1.4 恕 对 值 
数 工 的 亡 对 檀 用 | x | 长 庆 ， 是 用 会 下 
t= { xX， 高生 届 
x, <o 
定义 的 . 
例 2 131 =3, 101 =0, | _51=_{_5)=5, 1_-lall=lal. 加 
在 几何 上 ，* 的 绝对 值 是 实数 线 上 从 x 到 0 的 虐 离 ， 由 
十 库 离 总 其 坡 正 值 或 者 为 0 可知 对 二 每 个 实数 x 部 有 
1x1 宇 0， 并 上 1x1 =0 当 且 仅 当 +=9， 此 外 ， 
1x -y1= 实 线 上 x 和 y 之 问 的 距离 : ; 
{ 风 图 A.2). | 
由 于 符 旱 总 是 表示 a 的 非 负 平 太 根 ，1x1 的 -个 图 塌 .2 充 对 值 给 出 实 线 上 点 之 问 的 荆 离 
替代 定义 是 


“一 一 |- 引 一 5 一 一 一 一 | 一 一 
一 村 总 3 


O41|= | 一 4|= 3 一 


lxl= vr! 
记 住 “az = 1ul 是 重要 的 ， 不 要 村 成 va =a， 除非 已 经 知道 4 宇 0. 
绝对 值 上 其 有 下 面 列 出 的 性 质 ，( 变 求 读者 在 习题 中 证 明 这 些 性 质 . ) 


绝对 信 的 性 质 

(11-al=1al 一 个 数 和 它 的 如 性 道 元 或 者 负数 具有 相同 的 值 , 
(2) 1mg1=1al5l 积 的 绝对 值 等 于 绝对 值 的 租 . 

(3) | 冯 | = 1 商 的 绝对 值 等 于 绝对 值 的 次. 


(4) ta+blslal+18l 三 角 不 等 式 ， 表 明 两 数 之 和 的 绾 对 值 小 于 或 等 于 它们 的 绾 对 
值 之 和 . 


请 注意 ，| -zl 一 1a1l, 例 如，1 -31=3, 而 -131= -3， 如果 a 各 的 符号 不 同 ， 那 
衬 1atbl 小 于 lel + 151， 在 所 有 其 他 情形 ，la+581=ial+1b1， 像 在 | -3+51 这 样 的 表 
过 式 中 ， 绾 对 值 竖 线 符号 的 作用 间 括 号 相似， 在 取 绝 对 值 前 进行 内 部 的 算术 运算 . 


例 3 1 -3+5|] =12| =2<1-3| +15S| = 各 
13+5| =181l =131l+151i 
| -3-53|=| -8| =8=| -31+| -$l 国 


不 等 式 1x1<a 表明 从 x 到 0 的 距离 小 于 正 数 a， 这 意味 着 x 必须 外 于 -a 和 a 之 间 ， 像 可 以 
从 图 六 3 看 出 的 那样 . 


| 一 一 一 一 一 一 一 -一 
一 一 一 一 
一 三 I Dn a 
扩 一 一 


几 4.3 hrl<a 表 示 * 位 于 -aa 和 a 之 间 


下 面 表 中 列 出 的 命题 在 求解 包含 绝对 值 的 方程 或 不 等 式 时 经 常 是 很 有 用 的 ， 它 们 全 部 是 弧 
对 值 定义 的 推论 . 
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抱 对 慎 与 区 间 
若是 任意 正 数 ， 则 有 
(Ss)} 1 二 1 =2 = X= ta [看 xl <a oS -nacrecan (17J1 YL >da 避 X39 上 x<-y 
(RB} zl Eo -ar | co re 或 二 


符号 全 通常 补 数 学 家 用 来 者 示 “ 当 且 仅 半 "的 逻辑 关系 ， 这 个 符 导 也 其 有 “蕴涵 和 祛 董 活 " 的 


语义 . 


例 4 求解 方程 12x -3 了 1 =7. 
解 由 性 质 (5)，2z -3= 上 7， 所 以 存在 两 种 可 能 性 ， 


2x -3 了 3= 7 2x -3=-7 (不 带 绝 对 值 的 两 个 等 价 方程 ) 

2x = 10 2x = -4 {恒通 常 肛 样 六 和 解 ) 

X= 5 x 二 2 
方程 12x -31 =7 的 解 是 x=5 和 x= -2. 加 
例 5 求解 不 等 式 |5 -二 | <1. 
解 ”我 们 有 

-二 < 1 心 -1<s5- 二 <1 (性 质 6) 
~ -6<- 二 <-4 ( 减 5) 


+ 3> >2 ( 乘 以 -了 


EN, 本 <z < 广 《 取 倒 数 ) 


3 


注意 这 里 对 不 等 式 是 如 何 应 用 不 同 法 则 的 ， 不 等 式 用 负数 相 乘 使 不 等 式 题 倒 ， 对 于 两 端 为 


正 值 的 不 等 式 取 倒数 也 是 如 此 ”原来 不 等 式 成 立 当 且 仅 当 寺 <x < 十. 


1 1 
(3. 3) 
习题 A 1 
1 把 本 表示 成 重复 的 小 歼 ， 用 上 机 线 表示 重复 的 


数字 申 ， 导 ， 总 ， 瑟 ， 卫 的 小 数 表示 是 什么 ? 
2. 如 果 2 <x <5， 下 列 关于 x 的 命题 哪些 必定 成 立 ， 

哪些 不 是 必定 成 立 ? 

(a0 <x <d. [bhb}O <r -2<4. 

(el1 < 这 <3， (9 二 < 二 < 寺 

(ej1 < 三 <3 {f) 1x -41 <2. 


{gl} -6< -xr<2. th) 一 在 < —x< —2. 
在 习题 3 -6 中 ,求解 不 等 式 并 且 在 实 线 上 显 
示 解 集合 . 


3. 一 2r »4. .Sx 3 x 


2 解 集 合 是 开 区 间 
图 
5.2x - Ix+ F. 6. x2) < (6). 
在 对 题 7~9 中 ， 求 解 方 程 . 
3.171 =3. $. 124+51 =4. 
9. 18 -351 = 


在 当 题 10 ~ 17 中 ,求解 不 等 式 ， 把 解 集合 表 
示 上 成 区 间或 者 区 同 的 并 集 ， 此 外 ,在 实 线 上 显示 每 


个 解 集 合 ， 
10, |x1 <2. 11. 1-11 < 
12. 13y -71 < 水 13. | 去-1 |s1 
1 ' 
14. 13_ Lleol 15. |251 4. 
| | 2 
lr+2 
16. 11 -x| >1. 17. ‘1. 
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在 习题 18 ~21 中 ， 求 解 不 等 式 ， 把 解 集合 表 = (lal+tlbly 
坟 成 区 间 成 者 区 间 的 并 保 ， 并 有 旦 在 实 线 上 显示 它 la + blslal+ib) (4) 
们 在 适合 的 时 候 利 用 结果 w = 1al. 25. 证 明 : 1 加 1 = 1a1l&81 对 于 任何 数 a 积 上 成 立 . 
18 < 19. 4 ex <9. 26. 如 果 1x| 所 3 和 *> -1 他 对 于 x 吓 以 午 出 什 
20. (x-1): <4. 21. wx < 么 结论 ? 
22. 不 要 隐 入 1 -al =a 的 冉 套 ， 这 个 等 式 对 于 什么 。 好 画 出 不 等 式 1= + 1y1 到 | 的 图 及 
样 的 a 成 六 ? 它 对 于 什么 样 的 实数 是 不 成 立 的 ? 中 对 于 任何 数 a， 证 明 1 “el = 9 
23， 求 解 -六 程 1z -11 =L 一 x. 29. 令 = 是 任何 正 数 . 证明: 1x1 >a 当 且 但 当天 > 
24， 三 角 不 等 式 的 证 明 ”在 -: 角 太 等 式 的 下 述 证 明 中 ， 4 或 者 *< 一 a 
对 于 带 编 红 的 每 一 步 给 出 论证 正确 的 理由 : 30，(a) 如 果 5 是 任 章 非 零 实 数 ， 广 明 1 L451 =L 1 
La + = (e+ (1) {bj 证 明 ，| 全 | = 了 2 对 于 任何 数 。 和 2x0 
= +248 + 
<a +2lellbltt (2) 成 立 . 
=laP +2lollbl+tlbe (3) 
A.2 数学 归纳 法 
A 2,1 数学 归纳 法 原理 
许多 公式 ， 像 
丰 ( 大 十 1 
1 + 了 +-… 二 手 一 人 7 ) 


通过 应 用 一 个 称 为 教学 归纳 法 原理 的 公理 ， 可 以 证 明 对 于 短 个 正 整 数 n 成 立 ， 利 用 这 个 公理 作出 
的 证 明 称 为 用 数学 娄 纳 法 证 明 或 者 用 归纳 法 证 明 . 

用 归纳 法 证 明 公 式 的 步骤 如 下 : 

11) 检验 公式 对 于 4=1 成 立 . 

(2) 证 明 ; 车 公式 对 于 任何 正 整 数 4 = 成 立 ， 则 它 对 十 随后 的 整数 n= 上 +1 也 成 立 . 

归纳 法 公理 表明 .一 旦 完成 这 两 个 步骤 ， 公 忒 对 于 所 有 正 整 数 成 立 ， 由 第 一 步 ， 它 对 于 = = 
1 成 立 ， 由 第 二 步 ， 它 对 于 n=2 成 立 ， 因 此 ,由 第 二 步 ， 对 于 = =3 也 成 立 ， 再 由 第 二 步 ， 对 于 
n=4 图 样 成 立 ， 等 等 .只 要 第 一 张 多 米 诺 骨牌 倒 下 ， 结 果 益 是 当 第 上 张 骨 牌 倒 下 时 推倒 第 上 + 1 
张 骨牌 ， 最 终 全 部 骨牌 倒 下 . 

从 另外 一 个 角度 看 ， 假 定 我 们 有 一 序列 命题 $ ，$ ，…，5.，…， 每 个 命题 对 应 于 一 个 整 
数 ， 假 定 可 以 证 明 ， 任 何 -- 个 命题 成 立 蓝 衣 其 次 的 命题 成 立 ， 再 假定 可 以 证 明 第 一 个 命题 5 成 
立 ， 那 么 ， 我 们 可 以 作出 结论 ， 从 $ 起 的 全 部 命题 成 立 . 

例 1 利用 数学 归纳 法 证 明 ， 对 于 每 个 正 整 n， 


1 +2 + + 


解 ” 我 们 用 数学 归纳 法 的 两 个 步骤 来 完成 这 个 证 明 
(1) 公式 对 于 n= 成立， 因为 


1 = 1(1 +1) 
2 
(2) 如 果 公 式 对 了 于 n= 成立， 那么 它 对 于 n= 上 +1 也 成 立 吗 ?答案 是 肯定 的 ， 请 看 证 明 ， 如 
果 
上 + 了 十 … 十 大 = E+ 
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2 
+ 


Cr) (+L((E+1) +1) 
- 2 - 2 


+2 ht 


上 曾 等 式 序 询 中 的 最 后 一 个 表达 式 就 是 对 于 n= (Ek+1) 的 n(n+1)/2 
数学 归纳 法 原理 在 此 保证 原来 的 公式 对 十 所 有 正 整 数 4 成立. 加 
在 5.2 节 的 例 4 由， 对 于 前 = 个 整数 求 和 的 这 个 公式 曾经 给 出 另外 一 种 证 明 ， 但 尾 ， 用 数学 
归纳 法 证 明 是 更 为 一 般 的 证 明 。 它 可 以 用 来 求 前 5 个 整数 的 平方 和 以 及 立方 和 (习题 9 和 10). 
下 面 举 出 另外 一 个 例子 . 
例 ? 用 数学 归纳 法 证 明 ; 对 于 所 有 正 整 数 ， 
1 ] | l 
2 2 
解 ”我 们 用 数学 归纳 法 的 本 个 步 昭 完成 这 个 证 明 ， 
(1) 公式 对 于 n=1 城 立 ， 因 为 


2' 2 
{2} 如 果 
1 1 1 | 
+ 
2 2 2 2 
慎 么 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
内 此 ， 原 来 公式 对 于 = 上 +1) 成 立 ， 只 要 它 对 十 n= 上 成 立 . 
根据 这 两 步 证 实 的 结果 ， 数学 归纳 法 原理 在 此 棵 证 公式 对 于 每 个 正 整数 nm 成 立 . 国 


A 2.2 从 其 他 整数 开始 
茶 些 归纳 法 论证 不 是 从 n=1 开始 而 是 从 另外 一 个 矣 数 玫 始 ， 对 于 这 样 的 论证 ， 归 纳 法 的 步 
椭 如 于， 
{1) 检验 公式 对 于 ma =a (第 一 个 适用 的 整数 ) 成立. 
{2} 证 明 ， 若 会 式 对 于 上 = 大 mi 任何 整数 成 立 ， 则 它 对 于 n= (+1) 也 成 立 . 
只 要 完成 这 两 步 论 证 ， 数 学 归纳 法 原理 保证 公式 对 于 所 有 am 成立. 
例 3 证 明 : 若 = 是 充分 大 的 整数 ， 刚 rn! >3". 
解 ”多么 大 的 4 才 算 是 充分 大 的 ?我们 从 试验 着 手 : 
n |i 2 3 4 5 6 7 
nl 2 6 24 120 720 5040 
3 13 9 27 81 243 729 2187 
看 来 当 m 27 时 a! >3”， 为 了 证 实 这 一 点 ， 利 用 数学 归纳 法 ， 在 第 一 步 中 取 n, =7， 再 完成 第 
二 步 . 
假定 >3* 对 于 某 个 上 7 成 立 ， 于 是 
(K+ = (+1 > (k++1)3: > 7.3: > 9! 


因此 ， 对 于 7， 
上 51>3: 敬酒 (+1)1 > 3 
数学 归纳 法 原理 在 此 保证 4! >3" 对 于 所 有 ms7 成 立 . LJ 
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习题 六 2 
1. 假定 三 胡椒 等 式 1a+bi 志 lal + 1581 对 于 任意 7. 让 明 ;， 苛 5 是 充分 大 的 下 整数 ， 则 2" > n. 
商 个 数 & 和 上 上 成立， 证 明 8 证 明 2" 宇 178 村 于 n 主 ~3 上 成 六 . 
Tx) + | 9 平方 和 还 明 : 前 rn 个 正 束 数 的 六 六 和 为 
对 于 性 何 & 个 数 域 六 . a(a + 了 ja +1) 
2. 证 明 : 若 rz#l1， 则 一 -二 -一 一 
trite tr = 10. 立方 和 证明: 前 4 个 证 向 数 的 并 六 和 为 
对 于 每 个 下 整数 = 成 立 . (DD) 


| ‘de se Ud > 
3. 利用 积 法 则 于 (we) = 是 +? 入 和 起 (7) =1 这 tt 有 限 和 法 则 证 明 下 列 有 限 和 法 则 对 于 每 个 正 


， (参见 .2 节 ): 
个 事实 ,证 明 由 (x) = nz 对 于 每 个 下 整数， 答 数 丰 成 立 (参见 5.2 和 


上 成立 (2) Po + hh) = 人 
本 < - ) 文 样 于 下 了 四 
假定 丽 数 败 *) 具 有 这 样 的 性 质 ， 对 于 任何 是 个 ID) 2 _ 6b) = 2 _ 了 
正 数 x 和 2s 及) = 人 x + ). 证 明 了 二 
Mv) = x tfx) te +,} (e) De 一 er pa tc 居 什 意 数 ). 
对 于 任何 5 个 正 数 x ，x;，"…，*, 的 莱 积 成 立 . 加 31 
5. 证 明 td) Pe 二 ne 人 如果 a, 取 常 数值 ). 
2 ,2 21 1 = 四 | 
3 1 3 加 12. 证 明 1x = 1x1" 对 于 每 个 下 整数， 和 每 个 实 
对 半 全 部 正 整数 4 成立， 数 + 成 并 


6. 证 明 ; 若 n 厢 充 分 大 的 正 整数 ， 则 a! > 
A.3 直线 、 贺 和 抛物 线 


这 一 节 复 习 平 面 内 前 坐标、 直线 、 距 离 ， 圆 和 抛物 线 ， 此外， 讨论 增 量 的 概念 . 
A.3. 1 平面 内 的 笛 卡 儿 坐 标 
在 附录 A. 1 中， 我 们 用 实数 指定 点 学 标的 方式 确定 实 线 上 点 的 位 置 ， 在 平面 内 可 以 用 有 序 
实数 偶 确 定点 的 位 置 ， 并 始 ， 在 平面 内 作 两 条 梯 直 的 坐标 线 ， 它 们 在 每 条 线 的 0 点 处 相交 ， 这 两 
条 线 称 为 平面 内 的 坐标 轴 ， 在 水 平方 向 的 x 轴 上 ， 数 字 用 * 表示 并 且 向 右 增加 ， 在 生 直 方向 的 7 
轴 上 ， 数 字 用 y 表示 并 且 向 上 增加 { 见 图 A4)， 因 此 * 向 上 ”和 “向 和 ”是正 方向， 而 “向 下 "和 
“向 堪 "是 等 方向， 坐标 系 的 原点 0{ 也 标记 为 0) 是 平面 内 x 种 y 都 是 0 的 点 
如 果 P 是 平面 内 的 任意 点 ， 它 可 以 由 一 对 有 序 实 数 按 下 述 方式 完全 定位 ， 通 过 P 作 两 条 垂 
直 于 坐标 轴 的 直线 、 这 两 条 直线 同 坐 标 轴 交 于 坐标 为 4 和 的 点 ( 见 图 A4)， 有 序 实数 个 (a,， 5) 
确定 点 P， 并 其 称 为 它 的 坐标 惕 ， 第 一 个 数 a 是 的 x 坐标 (或 权 坐 标 ) : 第 一 个 数 b 是 P 的 y 坐 
标 ( 或 纵 坐 标 )、 在 y 轴 上 每 个 点 的 x 坐标 为 和 在 x 轴 上 每 个 点 的 六 坐标 为 0， 原 点 是 两 个 坐标 
为 0 的 点 (0，0). 
人 物 传记 从 有 序 偶 (a,5) 开 始 ， 我 们 可 以 逆转 这 个 过 程 达 到 平面 内 对 应 的 点 只 
一 一 “~ 通常 用 有 序 侦 (a,b) 确 定 P 并 且 写 成 PCa,5)， 有 时 我 们 也 谈 到 “点 (a.5)"”. 
勤 内 ' 币 长 儿 。 并且 当 (a,8) 是 指 平 面 内 的 一 点 而 不 是 实 线 上 的 夺 区 生 时 ， 从 上 下 文 看 基 清 
(René Descartes， 。” 楚 的 .用 坐标 标记 的 几 个 点 显示 在 图 A.5 中 . 
1596—1650) 这 个 坐标 系 称 为 直角 坐标 系 或 者 笛 卡 儿 坐 标 系 ( 以 15 世纪 法 围 数学 家 
寺内 . 笛 卡 儿 的 名 字 命 名 }， 这 个 坐标 平面 或 者 笛 卡 儿 平 面 的 举 标 锁 把 平面 
分 成 称 为 象限 的 四 个 区 域 ， 象 限 按 图 A.5 所 示 的 反 时 针 方 向 的 顺序 编号 . 
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六 加 


一 


图 44 平面 内 基于 在 原点 相交 的 机 条 网 45 在 好 坐 林 平面 或 者 箭 卡 儿 平 面 内 标 出 的 点 ， 
垂直 轴 的 稍 卡 儿 举 标 在 尝 标 轴 上 的 点 全 部 具有 坐 标 偶 ， 但 基 通 常 内 
一 个 实数 标记 {所 以 在 x 轴 填 的 点 (1, 们 标记 

为 1) ; 注意 象限 的 坐标 符 吨 模式 


色 仿 变量 * 和 y 的 方程 或 者 不 等 式 的 图 形 是 坐标 平面 内 坐标 满足 方程 或 者 不 等 式 的 全 部 点 
Ps， 切 的 集合 ， 当 我 们 在 坐标 平面 内 绘制 数据 的 图 形 或 考 丁 出 变 贡 共有 不 同 度 荆 单位 的 公式 的 
图 形 时 ， 不 必 在 两 个 坐标 轴 上 采用 同样 的 尺度 例如， 如果 我 们 绘制 火箭 发 动机 的 时 间 与 推力 的 
图 形 ， 没 有 理由 把 时 间 轴 上 指示 秘 的 刻度 和 排 力 轴 上 指示 1 磅 的 刻度 设置 成 离 原 点 回 样 的 
距离 ， 

通常 ， 拖 我 们 画 那 些 变量 不 代表 物理 度量 的 本 数 图 形 或 者 在 坐标 平面 内 绘制 用 于 研究 几何 
或 二 角 学 性质 的 图 形 时 ， 尽 贡 在 坐标 轴 上 采用 疗 等 尺度 ， 这 样 。 秋 直方 向 的 单位 工 离 看 起 来 和 水 
平方 向 的 单位 距离 相同 ， 像 硅 -…- 张 测绘 员 地 图 或 者 比例 图 上 ， 址 认为 具有 同样 长 讼 的 线段 看 起 
来 是 相等 的 ， 被 认为 全 等 的 角 看 起 米 是 相同 的 . 

计算 机 显示 如 和 计算 器 显示 器 是 另外 一 种 博 视 ， 在 计算 机 产生 图 形 上 ， 牧 直方 向 和 水 平方 
向 的 尺度 通常 是 不 同 的 ， 因 而 在 距离 、 怖 斜 度 和 角度 上 存在 相应 的 栈 变 ， 圆 的 形状 看 起 来 可 能 像 
辅 圆 ， 矩形 可 能 像 正 方形 ， 直 和 角 可 能 显现 为 锐 前 或 者 钝 第 ， 等 等 ， 我 们 在 1,6 节 很 详细 地 讨论 过 
这 些 显示 器 和 随 变 . 

A 3.2 增 量 与 直线 
当 质 点 从 平面 内 ~ 点 移动 到 另外 一 点 时 ， 它 的 坐标 的 净 改 变量 称 为 增 重 、 增 量 是 通过 从 终 
点 党 标 减 去 起 点 党 标 来 计算 的 ， 如果 从 x+, 变化 到 *,，x* 的 增 量 是 
Br 二 一 区 
例 1 从 点 4(4, -3) 到 点 有 2,5)，x 坐标 和 yy 和 坐标 的 增 量 是 
Ar+ =2-4=-2, Ay=5-{(-3)=$ 
从 点 C05.6) 到 25.1)， 坐 标的 增 量 是 
ar =5-5=0, AyY=1-6=-5 
参见 图 A. 6. 国 
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在 地 平面 内 给 出 遇 点 总 (Cx) 和 户 (x;,7】， 我 们 把 增长 Ax =x, -x 和 y=y; -分 别称 


为 PP 和 六 之 间 的 游牧 和 乱 程 ， 两 个 这 样 的 点 总 是 决定 ， 
条 通过 它们 的 唯一 的 直线 ， 这 条 直线 称 为 P,P;. 6 人 
xy 平面 内 的 任何 韭 顾 直 的 直线 具有 如 下 性 质 ; 入 程 。 。 HZ. 5) 
和 游程 的 比 
_ 升 程 _Ay 为- A 
游程 ”x 3 0 
对 于 在 直线 上 短 次 选择 的 两 点 Pi tw,7) 利 PP( xo.) 其 
有 相同 的 值 ( 见 图 A.7}， 这 是 因为 相似 三 角形 对 应 边 的 
Ds.! 
比 相 等. ， 
定义 (倍率) 
常数 
Pi = 入 可 = 名 = 2 > | -TT 12.-3) Ne 
; 臣 非 各 直 直 线 P,P, 的 斜率 ， 图 4.6 坐标 的 增 量 可 能 是 下 的 或 负 
的 也 可 能 为 零 ( 例 1) 
斜率 说 明 直 线 的 方向 { 向 上 或 河 下 ) 和 陡峭 度 ， 具 有 
主任 率 的 直线 向 右上 方 上 升 ， 具有 负 斜 率 的 直线 向 右 下 方 下 降 ( 见 图 A.8)， 和 斜率 的 绝对 值 越 大 . 


上 升 或 者 下 降 越 快 . 牌 直 直线 的 斜率 是 无 定义 的 . 由 于 徘 直 直线 的 游程 Ax 为 零 ， 不 能 构成 糙 率 
比 m. 


= 


tL 
y 
£1 
6 pl0, 5) Pl3.6) 
Lz 
~. 
My 4 ~ 
3 ~ 
Plx1: $,) 2 A 
Ax Ur 0)! 1 ~ 
{游程 


PyD, -2) 
图 和 7 AP1QP, 和 AP 已 是 相似 图 AS8 上 的 斜率 为 mn= 委 = 3 =- 二， 就 是 说 ， 当 
一 角形， 所 以 对 于 直线 上 + 每 次 增加 3 个 单位 时 y 增加 8 个 单位 ; 天 的 作 率 
任意 两 点 ， 它 们 的 边 的 比 
_Ay_2-5_ -3 , 
具有 相同 的 值 ， 这 个 共同 为 m=ar=30= 4， 就 是 说 ， 当 x 每 次 增加 4 


值 是 直线 的 斜率 个 单位 时 Y 践 少 3 个 单位 
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一 条 直线 的 方向 和 陡峭 度 也 可 以 用 角度 量 ， 穿 过 x 轴 的 直线 的 颁 角 是 从 * 轴 依 反 时 针 反 向 到 
二 钱 的 最 小 角 { 见 图 4 3)， 水 平 直线 的 贷 弟 为 
0°; 和 寻 直 直线 的 倾角 为 和 0*， 如 果 赴 (希腊 字母 
phi) 是 直线 的 贷 角 ， 那 么 0 由 所 180°. 

非 研 直 直线 的 斜率 普 同 直线 的 倾 贡 中 之 间 的 


m=tan 由 图 六 9 人 刁 角 依 反 时 针 方 向 从 = 轴 起 度 重 

显示 在 图 A, 10 中 . 

直线 具有 很 简单 的 方程 ， 通 过 * 轴 上 一 点 as 的 委 直 直线 的 所 有 点 的 * 坐标 等 于 ga， 因 此， * = 
a 是 垂直 直线 的 方程 ， 同 样 ，y = 是 癌 y 轴 在 相交 的 水 平 直 线 的 方程 (参见 图 A.11). 

如 果 知 道 非 乘 直 直 线 上 的 斜率 m 和 直线 上 一 -点 P(x ,3y,) 的 誉 标 ， 我 们 可 以 写 中 它 的 方程 . 
如 时 P(x,y) 蚌 工 上 另外 任意 的 -- 点 ,那么 可 以 用 这 向 点 P, 和 户 计 算 和 斜率 

-Yi 
所 以 
7 =m(z-5) 或 y=y tmlx-s,) 


y 


褒 这 条 上策 线 


可 一 


洛 这 条 抽 线 


图 A&A.10 非 阜 直 直 线 的 余 率 等 于 图 A.11 通过 点 (2,3) 的 水 平 直线 和 垂直 
它 的 懒 角 的 正切 直线 的 标准 方程 是 x =2 和 y=3 
i 点 笠 式 方程 方程 


y= +m(r—x,) 


是 通过 点 (xl ,7, ) 和 和 斜率 为 m 的 直线 的 点 斜 式 方程 


例 2 写 出 通过 点 (2,3) 和 斜率 为 -3zx2 的 直线 的 方程 . 
解 在 点 斜 式 方程 中 代 人 x =2, y=3 和 m= -32， 得 到 


3 3 
7=3- 计 (x-2) 或 Y=- 3*+6 


当 x=0 时 y=5， 所 以 直线 同 y 轴 在 y=5 相交 . 图 
例 3 写 出 通过 点 ( -2, -1) 和 (3,4) 的 直线 的 方程 
解 ” 直 线 的 冬 率 为 
m= Ll-4_ -5 


832 内 藉 甩 


我 们 可 以 在 点 斜 式 方程 中 ， 利 用 这 个 斜率 和 缩 出 的 两 点 中 的 任何 一 点 : 


取 [x,,y,) = {一 2， -1) 取 { x ,yi 二 (3,.4) 
y=-1+]*{x-(-2)) Y=4+1:{x -3) 
y=~-1l+x+2 y=4+x*-3 
¥=x+1 r=x+]l] 
i 
在 丙种 情况 下 ， 直 线 的 方程 都 是 y=x+ 导 克 较 入 121. | 


非 礁 埋 直线 同 y 轴 的 交点 的 7 坐标 称 为 吉 线 的 了 截 距 ， 网 样 ， 非 水 平 直 线 穿 过 <* 轴 的 点 的 < 
坐标 称 为 x 截 距 ( 见 图 A. 13)， 斜 率 为 m 和 yy 截 距 为 的 直线 通过 点 (0, 5)， 所 以 它 具 有 方程 
Y= 由 +m(x -0) 或 更 简单 的 形式 y= m+b 


y 
本 


全 于 


必 


多 Al2 例 3 中 的 站 线 图 13 直线 LL 具有 x 截 中 a 和 y 截 距 5 


_ 和 
和 斜 截 式 方 程 ”方程 ! 


了 = ms 十 由 


称 为 斜率 为 m 和 7 截 距 为 的 直线 的 斜 截 式 方程 . 


方程 形式 为 y = mx 的 直线 的 y 截 距 为 0， 所 以 它 通过 原点 . 
直线 的 方 称 称 为 线性 方程 方程 
4xr+By = (4 和 蝇 不 回 时 为 D) 

称 为 * 和 7 的 一 般 线性 方程 ， 内 为 它 的 图 形 总 是 描绘 一 条 直线 ， 并 且 每 条 直线 具有 这 种 形式 的 方 
程 ( 其 中 包括 斜率 无 定义 的 直线 ). 
A. 3.3 平行 直线 与 奉 直 直线 

平行 直线 具有 相等 的 倾角 ， 所 以 它们 具有 相 问 的 斜率 (只 要 它们 不 是 垂直 的 }、 反 过 来 ， 斜 
率 相 同 的 直线 具有 相等 的 倾角 ， 所 以 它们 是 平行 的 - 

如 果 两 条 非 垂 直 直 线 5 和 上 ,是正 交 的 ， 它 们 的 斜率 m, 和 mm 满 是 mm = ~1， 所 以 每 条 直 
线 的 斜率 是 男 外 一 条 直线 的 斜率 的 负 例 数 : 

m| 二 一 二 或 ”mm = 一 一 

为 看 出 这 个 结果 , 注意 观察 图 &. 14 中 的 两 个 相似 三 角形 ， 其 中 m = ae，ma = -ha， 因 此 ， 
mm = toh hh/a) = 一 上 
A. 3.4 平面 内 的 更 离 和 图 

平面 内 两 点 之 间 的 距离 是 用 来 源 于 人 勾 股 定理 的 一 个 公式 计算 的 ( 见 图 A. 15)， 


附 要 有 3 


?这 个 中 腐 是 
d= Ee ba -2 


ey 


Qty 3) 


pa -| 


Cr. »)) 


图 Ai14 AADC 同 ACDB8 相 拟 ,因此 由 也 图 大 15 为 了 计算 Plz %) 和 Q(x,,， 1) 之 间 的 
是 ACDB 中 的 上 方 角 ; 从 ACDB 路 离 ， 对 A 六 PCOQ 应 用 勾 股 定理 
的 边 可 知 看 = a 

平面 内 两 点 间 的 距 订 公式 


两 点 Plx, +71) 和 tx, ) 间 的 距离 为 
d= AAA) + CA) = Vm re) + 


例 4 + 
(的 点 P -1,2) 和 0Q(3,4) 间 的 距离 为 
V3) +(4-2) = V4) + (2 
= v20 = v4-5 = 2v5 
{b) 从 原点 到 点 P(x,y) 的 距离 为 
Vs-0) +ty-05 = ver+y 国 
按照 定义 ， 半 径 为 a 的 圆 是 到 某 个 中 心 C(h,#) 的 中 、 
离 为 a 的 所 有 点 P(x,y) 的 集合 ( 见 图 A 16)， 由 距离 公式 ， + 
PP 位 于 贺 上 当 且 仅 当 i 时 内 以上 及 
3 了 " YY 上 + 
所 以 ME 加 心 和 半径 为 a 的 图 


[| 


pp 


(x—h) + ty -hk) :=a (1) 


方程 (1) 称 为 以 [4,5) 为 图 心 和 半径 为 a 的 圆 的 标准 方程 ， 圆 心 在 原点 和 半径 a = 1 的 圆 是 县 有 方程 
x +y =1 

的 单位 四 . 

例 5 

(9) 以 (3,4) 为 图 心 和 半径 为 2 的 圆 的 标准 方程 是 

(x — 3):+ (y -4)* =2*=4 
{5b) 较 
(x-1}) +(y+5)’ =3 


具有 k=1, k= -5 和 a=Yy3， 这 个 图 的 圆心 在 点 (h,k) = {1, -5)， 半 径 为 a=,3 国 
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如 昌 .个 圆 的 方程 不 是 标准 有 形式， 我们 吓 以 首先 把 它 转换 虑 标准 形式 来 求 圆心 和 华 径 ， 这 
样 做 的 代数 方法 称 为 配方 , 
例 6 求 贺 
x +Y +d-H7-3=0 
的 圆心 和 半径 . 
解 ” 通 过 对 x 和 7 的 配方 把 方程 转换 成 标准 形式 ， 
= 0 (从 给 出 的 方程 开始 》 
(x + 6 = 3 (全 于 项 ,把 常数 移 到 石 端 ) 


2 4 _ 6 
(+ 的 的 平 方 对 >》 杖 同 到 
4 ) + (3) 运算 , 左 端 黄 个 插 导 内 的 表达 式 成 为 完全 平方 } 
{x 十 三 Y 十 二) 二 [| 一 在 y 十 号 ) =3+44+9 
(tr+2)+(7-3) =16 {把 每 个 二 次 式 写 成 线性 表达 式 的 平方 ) 
园 心 在 ( -2.3) ， 华 径 为 上 =4. | 
满足 不 等 式 
(x hy): {yy kA) ca 
的 点 (x ,WV) 构 碟 忆 点 三, 不 ) 为 贺 旋 和 玉 突 为 9 的 圆 的 内 部 区 域 ( 见 图 .17)， 圆 的 外 部 区 域 由 满足 
不 等 成 
(x hr+ (y 一 下 1 
的 点 (x,y)? 组 成 . 
册 .3.5 ”抛物线 
一 般 抛物 线 的 几何 定义 和 性 质 在 9.4 节 复 习 .， 这 里 我 们 考察 以 Y=ax + Bx+c 这 种 方程 的 图 
形 出 现 的 抛物 线 . 


例 7 考虑 方程 Y=， 学 标 满足 这 个 方程 的 … 此 点 有 (0,0}，(1,1)， (3 (11), (2.4). 
( -2.4)， 这 些 点 ! 以 及 满足 方程 的 所 有 其 他 点 ) 构 成 一 条 称 为 抛物 线 的 光 请 曲线 ( 见 图 A.18)， 国 


hr + (Fy — Ka? 


{r+ 


全 一 可 2+ (yy 一 昌 - 性 才 


图 A 17 国 (x -pi +t7y 一 和 = 的 内 部 和 外 部 图 A18 抛物 线 }=x{ 例 ?7) 
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形 此 为 
Y= ax 
的 方程 的 图 形 是 以 y 轴 为 轴 ( 对 称 轴 ) 的 抛物 线 ， 抛 物 线 的 项 点 {抛物线 和 轴 的 交点 ) 位 于 原点 . 
抛物 钱 在 >0 时 向 上 张 开 ， 在 a <0 时 向 下 张 下，1al y 


的 值 越 大 ， 抛 物 线 越 灾 ( 见 图 A. 19). 

一 般 说 来 ，y =ax’ + 如 +e 的 围 形 是 从 抛物 线 = x 
的 图 形 移 位 和 改变 凡 度 得 到 的 ， 我 们 存 1.2 节 更 详尽 地 
讨论 过 图 撒 的 移 位 和 改变 尺度 . 


了 =axr? +bx +claz0) 的 图形 

方程 y=ax + bx +c，&0 的 图 形 是 抛物 线 ， 抛 
物 线 在 4 >0 时 向 上 张 开 ， 在 a < 人 0 时 向 下 张 开 ， 抛 物 | 
| 线 的 轴 是 直线 


2a ' 顶点 在 原点 


顶点 是 轴 和 抛物 线 的 交点 ， 它 的 x 坐标 是 * = - b/2a; 
它 的 y 谷 标 通过 在 抛物 线 方程 中 代入 x = - b/2a 
求 得 . 


下 三 


- - - 图 19 抛物 线 y= er 中 的 数 a 队 
请 注意 ， 如 果 a =0， 我 们 得 到 Y= x +c 是 一 条 直线 开 决 定 图 形 张 开 的 方向 以 


的 方程 ， 由 方程 (2) 给 出 的 轴 可 以 通过 配方 或 者 利用 在 外 , 也 是 比例 因子 ， 当 = 
4.1 节 学 习 的 方法 求 得 ， 接近 零 时 抛物 线 图 形变 宽 ， 


| 当 1a1 增 大 时 图 形变 这 
例 8 画 出 方程 y= 一 一 x+4 的 图 形 ， 


解 把 这 个 方程 同 y = ax + bt +c 比较 ,看 出 


人 二 -一 =-1 i = 桥 
2 ， 

由 于 a <0， 撒 物 线 向 下 张 开 ， 从 方程 (2) ， 抛 物 线 的 轴 是 对 直 直线 

2 1) 

-2 五- 节点 基 [ 中 ~ 
当 x= -1 时 ， 有 问 ; 雪 下 \ | 

7 = 二 -0 (144- 2 对 称 的 点 AI | 南 由 在 x = 4 
1 


‘(0.4) 


顶点 是 ( -1,972}. 
x 截 蝶 存 y =0 处 ; 


-了 —x+4=0 


省 


刀 +24-8=10 

(x -2){x+4)}= 0 ! 

T=2,， %= 一 4 

我 们 描绘 几 个 点 和 对 称 轴 ， 并 且 利 用 曲线 张 开 的 方向 画 出 图 4 20 例 8 中 的 抛物 线 
图 A.20 中 的 图 形 . 国 


J 


~ 
截 距 在 += 和 =2 
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习题 六 3 

在 习题 1 和 2 中， 质点 从 党 标 于 面 中 的 点 志和 机 
动 到 8 求 质 点 举 标 中 的 增 量 ax 和 Ar， 此 并， 求 
从 点 直到 是 的 跑 诗 . 
1. 4( -3,2), B( -1, -2). 
2 4( -3.2,-2), Bt -8,1,-2), 

在 习 古 3 和 4 中 .， 撒 络 万 枉 的 赂 形 . 
3. x +y =1, 和 4 刀 + 扫 性 3 

在 避 题 5 和 所 中 ， 描 终 给 出 的 点 4 和 旦 ， 并 用 
求 它 们 所 读 定 的 直线 的 斜率 ( 如 果 存 在 此外, 求 
问 直 线 48 垂直 的 直线 的 共同 斜率 ( 如 果 存 在 )， 
5. 4f —1.2), BC -2,-1}. 
5. AC2,3), BE -1,3). 

在 习题 7 和 3 中 ， 求 通过 给 定点 的 [3) 延 直 直 


线 和 [bj} 水 平 直线 的 方程. 
7 (1 -1,473), 8. (0, -2). 

在 过 题 9 -1 中, 写 出 所 捕 述 的 每 条 直线 的 
方程 


9. 通过 点 { -1,1}， 射 率 为 -1. 
ti. 通过 点 (3,47 和 ( -2,5). 
11. 具有 斜率 -574 和 +Y 截 虑 五 
12. 通过 点 { - 12, -9 并且 且 有 斜率 0. 
13. 具有 了 截 距 4 和 = 上 截 上 中 ~ !. 
14， 通 过 点 (5, - 1) 并且 平行 于 二 线 2x +5y = 15. 
1$. 通过 点 (4,10} 并 且 素 直 丁 直线 5x -37 =5. 
在 刁 题 16 和 17 路 ， 求 直线 的 x 截 下 和 yy 截 距 ， 
并 且 利 用 这 两 个 截 臣 画 出 直线 的 图 形 . 
16. 3x +4y = 12. 17. .xz -37 =6. 
18. 在 直线 Ax +By=C 和 和 Bx-Ay=C(A#0，B 关 
1 之 间 存 在 性 何 特殊 关系 吗 ? 提出 答案 的 理由 . 
罗 , 质点 从 点 4t -2,3) 并 始 , 它 的 坐标 按 增 基 
Ar =5，AY = -改变 求 质点 的 新 位 置 . 
3260. 质点 在 从 点 4(x,y) 称 动 到 8(3, ~- 3) 时 的 举 标 
按 增 量 As =5 和 ay =5 改变 求 * 和 + 
在 习题 21 ~23 中 ， 求 具有 给 定 图 心 Cth, 上 ) 和 
半径 a 的 圆 的 方程 ， 然 后 在 zy 平面 内 画 出 圆 的 草 
岁 ， 在 几 中 包含 圆心 ， 此外， 用 堂 标 偶 标 出 圆 的 x 
截 中 和 7 截 距 5 如 果 存 在 ). 
21, C0,2), a=2. 22. CC -1,35)1，a = v10. 
23 C( -1,-2), a=2. 
在 寺 题 24 ~26 中 ， 画 出 给 定 上 方程 的 圆 的 岗 
形 . 用 坐标 偶 标 出 圆心 以 荆 截 具 和 * 截 距 (如果 
存在 ). 
24. s+ + drm4y+4=0. 


25, x 4rdr-4=0, 26. t+ -dr+dy=0. 
在 刁 征 27 ~30 中 ， 晤 出 搜 物 线 的 图 形 ， 在 从 种 

情形 标 出 热 物 组 的 谢 避 、 对 称 轴 以 反 * 起 中 和} 藏 肛 . 

27. y= -2xr -3. 28. v= 一 

29. y= -x -6x—5. 


在 习题 34 - 36 中 ， 撒 给 由 -个 相等 式 或 者 两 
个 木 等 式 所 宇 义 的 区 域 
31. x + >7. 


1 ， 
0. +， = 一 年 十 年 十 村， 
>” 


32，fr -上 和 + 入 之 4 

33. £4 

34. x +y +Oy CO, y> -3 

35. 写 池 一 个 不 等 式 ， 描 述 位 于 以 ( -2.1) 为 脚心 
和 半 征 为 此 的 加 的 内 部 点 . 

新， 写 出 两 个 相等 式 ， 描 述 位 于 以 (0.0) 为 圆心 和 
半径 为 避 的 圆 的 内 部 或 者 加 上 的 点 ， 以 及 位 于 
通过 (1410 的 垂直 直线 上 或 者 直线 右边 的 点 ， 

在 习题 杂 ~- 物 中 ,而 出 两 个 方 穆 的 图 形 ， 并 

县 求 图 形 的 变 点 . 

3 了 9. 7=2xr. +r =l. 

39 y= ,y=2x -1， 

.x +Y =1, (x-1): +Y =1. 

4 隔 热 ”通过 测定 附 图 中 温度 曲线 的 斜率 估计 墙 
导 的 温度 变化 (华氏 府 / 莱 十 ) ;Lal 磺 诡 墙 板 ; 
{b}1 玻璃 纤维 隔 执 层 :; Le} 木 议 板 . 

EB - 


E 


- 质 济 雯 梳 


先 概 间 的 各 版 


看 柱 [F) 


通过 墙 体 的 路 识 ( 英 4 
习题 41 和 4 生 中 墙 体 的 温度 变化 


42. 隔 热 ”根据 习题 41 中 的 图 形 , 哪 一 种 材料 是 最 
好 的 隔 热 材料 ? 哪 一 种 材料 是 最 差 的 隧 卜 材料 ? 
作出 解释 . 

43 水 下 压力 ”潜水 员 在 水 下 经 受 的 压力 忆 问 潜水 


内 村 用 


S37 


45. 


A. 
A 


员 所 处 深度 4 的 美 系 由 公式 p= 各 + 1( 上 为 常 
数 } 确 定 ， 在 水 曾 上 的 开 力 为 ] 大池 压 ; 在 100 
米 深 处 的 此 力 约 为 10. 94 夫 气 于 ， 砂 水 下 多 来 
深 处 的 扩 峰 . 


长 射 光 光线 沿 直 线 z+y =1 从 第 二 和 象限 射 人 


并 日 经 x 轴 反 射 { 参见 附 图 )， 人 射 角 问 反射 角 
相等 。 写 出 反射 光线 传播 所 沿 让 线 的 方程 . 


tv=| 


PA 


扩 射 角 1 皮 陡 舶 


1 
1 
1 
1 
1 
4 
1 


0 1 


习题 44 中 的 光线 传播 路 径 
(入射 角 和 反射 角 从 隔 直 直线 度量 ) 


华氏 温度 与 摄氏 温度 ”在 FC 平面 内 曾 出 华氏 
遍 虚 与 摄 厂 温度 联系 方程 

C= SF - 32) 
的 草图 ， 在 同一 幅 图 上 夯 出 直线 C = 下 的 图 撒 . 
在 摄氏 温度 计 中 存在 给 出 华氏 温 庶 计 中 间 一 读 
出 数 秆 的 温度 吗 ? 如 果 存 在 ， 求 出 这 个 温度 . 


. 华盛顿 山 的 齿 雪 铁道 ” 土 厅 工程师 在 计算 路 基 


的 坡度 时 采用 它 上 升 或 者 下 降 的 距离 癌 它 在 水 


4 三 角 公 式 
4.1 三 角落 数 
弧度 讼 最 


180° = 严 允 订 


47. 


要] . 


52. 


平方 向 延伸 的 距离 的 比 ， 他 们 把 这 个 比 称 为 路 
基 的 坡 讶 ， 通 常用 - -个 百分数 下 上 ， 滑 海岸 线 
的 商用 铁路 的 坡度 - 般 小 于 2 和 从， 在 山区 ， 这 
种 铁路 坡度 可 高 达 4 荆 ， 公 路 干线 的 虐 度 通常 
小 于 5%. 

竹 新 室 布 什 尔 州 华盛顿 山 的 齿 轨 铁道 最 陡 
路 段 的 坡度 达到 蜡 常 商 的 37. 名， 沿 这 段 轨 
道 ， 车 朋 前 端的 座位 高 出 尾部 座 信 14 英尺 ， 前 
排 席 位 和 后 排 库 位 大 多 相 此 多 这 ” 
寺 于 以 十 (1,2}， {5,5)，Cf4， -2) 为 硕 点 的 
三 角形 ， 通 过 计算 它 的 边 长 证 明 它 是 等 蕙 前 
形 介 不 是 等 过 一 角形 . 


. 证 明 : 以 4(10.0)， 吾 (1， 喇 )，C02.0) 为 顶点 


的 二 角形 昨 等 边 三 角形 . 


证明 点 4(2, -1)，B8(1,3) 利 C(t -3,2) 地 一 个 


正方 形 的 项 点， 并 且 求 它 的 第 四 个 项 点 . 


.三 个 不 同 的 平行 四 边 形 具有 在 ( -1,1)，(2.0) 


和 (2,3) 的 预 点， 高 出 它们 的 图 县， 并 且 求 每 
个 平行 四 边 形 的 第 四 个 价 点 . 
直线 zx + 总 = 了 在 大 取 什 么 值 时 间 直 线 44 t+ = 
1 垂直 ”这 两 条 直 组 在 让 取 什 么 值 时 是 平行 的 ? 
线段 中 点 证明， 党 标 为 

(= + x Fi + = 

2 " 2 

的 点 是 联 铺 点 Pa ,7 和 Q(x .3 ) 的 线段 的 
中 点 . 


两 个 常见 三 角形 的 角 的 度 和 强 诬 


一 一 一 一 
度 或 度 
45 
v2 1 V2 1 
4 90 
1 1 
30 
2 V3 2 V3 
60 0 ， 
1 1 


838 奉 


三 角 西 数 
定 久 域 ! (-%, wm] 定 沈 舌 : (-%%, %%) 
值 域 : [-4.J 值 域 : [4.1] 
定义 域 , 除开 土 w2 的 奇 整 数 倍 以 定义 域 :x *= 于 .= 于， 
古语 站 的 全 部 实数 值 喊 : Ca -1U [0%) 
定义 城 :* 王 人 0 二 凡 , 十, . . 定 光 域 :x 直上 .车 N, +27,... 
值 域 : (天 -HUI oo) 秆 域 : 全 衬 , 二 
A. 4.2 三 角 公 式 + 
定义 各 基本 惜 等 式 
1 Px, ») 
Ein 5 个 
1 ce” 
闻 — 
全 下， eg- 三 -1 加 本 
正切 : tan 有 = 二 = 1 
于 cotp 
恒等式 


sin {8) =~-sing, cos( 一目 ) = cooh 
Sin + co = 1, secz =1+tang, esc = 1 + coep 
sin 28 = 2sin cos 8, cos 28 = cos’8 - sin’g 
1 + cos 28 sin?8 = | — cos 28 
之 ’ 2 
sn (A+B) = sinAcosB+cosAsing 


2 
cos 8 = 


奉 有 用 839 


sin (A4 ~ 8B} = sind cos BP ~ cosd sinB 
eos (A+ HB) = co A cos Bo-sindsinB 
cos (A -~ B) = cos A coa B+ sin A ainB 


tan 直 +tanB tanAA -tanB8 
EE = 一 一 站 二 8) = 一 一 一 -一 -一 
En (A+B) TAIn nl ) = Tian AtanB 


sin( 4 - 开 ) = - cos 4， Cos (4 一 至 )= sin 用 
sin {4 + TIT)= cos 4, cos (4 + BF)=—sin4 
sinA sinB = 十 co (4 -8) - 广 cos 【4 + 右 ) 


cosA cosB = cos (A — B) + eos (A+B) 


sin (4 8) + sin (A+B) 


sinAcos B= 
。 。 . 1 1 
sitA+sinB = 2 sin pa + BB}cos (4 -8) 
BinA~-sinB =2 cos 本 (4 + 五 ) sin 方 (4 -8) 
to8d+coaB= 2 cos 方 (4 + Bcos 村 (4 — BB) 


cog 玫 -coB= -2 sin (4 + BB)ain 六 (4 -8) 


A 5 极限 定理 的 证 阴 


这 个 附录 证 明 2.2 节 定 理 1 第 (2) 至 第 (5) 部 分 以 及 2.2 节 定 理 4. 


/| 如果: 是 偶数 ， 我 们 假定 工 >0. ) 


定理 1 (极限 法 则 } 如 果 工 时，c 和 上 是 实数 ， 并 且 
lim/f(x) = 上， lim g(x) = 


那么 存在 下 列 法 则 ; 
(1) 和 法 则 limCf(x) + glx)) = L+M 
{2) 差 法 则 lim(Ax) -~ g(x)) =L-M 
(3) 积 法 则 lim(flx) g(x)) = 工 " 采 
[4) 常数 售 法 由 tim(&Ax)) = 好 (任意 数 ) 
{5} 商法 则 iim -上 工 车 Mz0 


B(x) MM 
(6] 短 法 则 ” 若 + 和 s 是 无 公 因 数 的 整数 ， 且 :x0， 只 要 5 是 实数 ， 风 有 
lim(f(x))” = £0" 


我 们 已 在 2.3 节 证 明了 和 法 则 .等 法 则 需要 在 高 等 微 积分 教程 中 计 明 ， 差 法 则 通过 在 和 法 则 


B40 页 爱 和 
中 用 一 glx) 代 炮 gtx) 和 用 一 本 代替 订 得 到 ， 常 数 信 法则 其 积 法 则 取 g(x) = 天 的 特例 这样 只 六 
下 积 法 则 和 商法 划 有 待 证明. 
极限 积 法 则 的 证 了 明 ”我 们 证 明 ， 对 十 任意 >0， 存 在 这 样 一 个 5>0， 使 得 对 于 六 和 g 的 定义 
域 的 交集 号 中 的 所 有 *. 
Ox<lx-cl<6 = l/rje(lx)} -1< ee 
然后 假定 s 是 一 个 正 整 ， 并 县 把 起 *) 和 g(x) 可 成 
Fx)y = +fx) -LD), glx) = M+ gtx)}y - NM) 
将 这 两 个 表达 式 由 殿 笛 喊 去 LM; 
Hr) ger) 一 有 = CE + EAX) -LCM + tg) - MI) - LM 
LM + 了 gr) - MY + MEFCx) -LY + (Ox) -JS — HY -Ly 
Ligtx) 一 时) + 时 (所 了) -LY + Fx) -Ltg(tx) -HM) (1) 
由 于 上 和 8 当 -时 具有 极限 上 和 于， 所 以 存在 这 样 的 下 数 访 ， 页， 页 ,， 吕 ， 对 于 在 妆 中 的 所 有 x 有 
0O<lx-cl<8 = IAAxr) -Ll< ve/3 
0O<lx-cl<5, = lelx) ~- MI< ve/3 
0 <lx -el<h = Lo -Eee +IM))) (2) 


Oc<lx-cl<B = lg(x) -Mic ef (3(1 +1L))) 


如 果 取 数 后 ，5,，5,，5, 中 最 小 的 数 作 为 353， 那么 昔 涵 式 (2) 在 端的 不 等 式 对 于 0 < 1x-cl <5 将 
同时 成 立 ， 央 此， 对 于 如 中 的 所 有 x, 0< 1+ -cl <# 蕴 涵 
IFCx) etx) - LY! (对 式 (1) 应 用 ; 角 不 等 式 ) 
IElgCx) -有 II -ER -Llletx} -Hl 
El +i) etx) -MI el + MI TIA) -Llriflxr) -Lllg(tx) -时 | 


[2 Ey [3 ££ 
< + + [3 = 5s {( 式 (2) 中 的 值 ) 
这 就 完成 极限 积 法 则 的 证 明 . 国 
极限 商法 则 的 证 明 我们 证 明 ,，Jim tt/g8(x)) = 1 村， 然后 ， 由 极限 积 法 则 可 以 推断 


jx) ji jm fr) lim 1 _£ 
hm) lim {Atx) 元 可 ) = Ji 有 ) Li 


1 
gx) NN 

邻 z >0 是 给 定 的 数 ， 为 了 证 明 lim( 1/g(x)) = 1AM， 我 们 需要 证 明 ， 存 在 这 样 的 5>0， 对 于 
所 有 * 有 

1 1 
起 MH! * 
由 于 1 慎 1 >0， 存 在 这 样 一 个 正 数 8,， 对 于 所 有 x 有 
0 <lx-cl< = latx) -MI< 
对 于 任何 数 4 和 B， 可 以 证 明 1A41 -18l 专 14-81 和 和 181 一 141 
181 志 14-B1l. 肥 4=g(x) 和 和 上 B= 财 ， 这 个 不 等 式 变 成 
lietx) I-tMIlelgtx} -MM| 

可 以 把 此 式 同 蕴 泛 式 13) 右 端的 不 等 式 结 会 ， 交 得 到 


Illag{tx} -1 和 11< 


0 <lx-cl<8 = 


(3 


MM 
2 
所 14-B81， 由 此 推出 由 41 - 


IM| 
2 


|! 1 上古 | 
- <18fz) 1-1 箱 1< 3 


A <1g(x) le 3 IMI 
2 

sale le a1 
1 2 3 


[gC 1 < TIMI glx) (41 


因此 , 0< lx -elx<gb 昔 亢 
1 


1L__ 工 |- Mg(x) .| 
上 MY 
1 2 . 
< 不等式 (4)) (5) 
由 于 C172) 1 有 导 1%s >0， 在 在 这 样 一 个 数 8, >0， 对 于 所 有 + 有 
0 <lx-ci<8, 一 IM -gtr) le FIMP (6) 


如 果 取 6, 和 5 中 较 小 的 一 个 作为 85，(5) 和 (6) 中 的 结论 对 十 满足 0< 1x -el <5 的 所 有 :同时 
成 立 ， 结 合 这 两 个 结论 给 出 


0O<lx-cl<$ = | l 


l 
g(x) 四 | “ 
这 就 完成 极限 商法 则 的 证 明 . [| 


定理 4 ( 实 层 定理 ) 假定 对 于 在 包含 c 的 某 个 开 区 间 了 内 的 所 有 *， 除 开 可 能 在 z* =c 本 身 | 
以 外 ，g(*) f(x) h(x}， 此 外 ,假定 lim g(x) =limh(x) =[ 那么 , timAx) = 上 | 


对 右 极 限 的 证 明 假定 lim B(x) = lim k(x) =7， 那么， 对 于 任意 e >0 存在 这 样 一 个 8>0， 
使 得 对 于 所 有 x， 区 间 c <x <c+5 和 包含 在 /1 内， 并且 这 个 不 等 式 蕴涵 
L-e<gtxy <Lre 和 -ee<h(lx) <Li+ie 
把 这 两 个 不 等 式 同 不 等 式 g(x) 生态 x) 万 h(x) 结合 起 来 ,给 出 
L-e< gtx) E/N) 和 站 <L+e 
L-e<flx) <h+te 
-ex)-L<s 
因此 ， 对 于 所 有 x， 不 等 式 ce <x <ec+# 蕴 涵 | f(x) -上 1 < 
对 左 极限 的 证 明 假定 lim gt x ) = lim h(x) = 那么 对 于 任意 >0 存在 这 样 一 个 8>0， 
使 得 对 于 所 有 *， 区 间 e- 8 <x <c 包含 在 了 内 ， 并 上 且 这 个 不 等 式 蕴涵 
ti-e<gtx) <L+e 和 LL-e<hlx) <Lic 
我 们 像 前 面 一 样 推断 ， 对 于 所 有 x， cr -5<x <e 蕴涵 1f(x) - 工 | < 
对 双 侧 极限 的 证 明 如 上 lim g(x) =limktx) =L,， 那么 ， 当 x-+rc 和 x 一 ec 时 g(x) 和 h(x) 同 
时 趋 近 工 ; 所 以 lim fx) =L 和 lim f(x) =L 因此 ， limfx) 存 在 并 且 等 于 | 
习题 A 5 
1. 假定 当 xc 时 国 数 扩 (z) ,Atz) (x) 分 别 具 有 有 极限 上 + 上 + 上， 利用 数学 归纳 法 (附录 4.2) 
极限 部， 产 ， 态 -证明 ; f(x) + (xz) + (x) 具 把 这 个 结果 推广 到 任意 有 限 个 函数 的 和 . 


S42 


2, 利 册 数学 归纳 法 和 定理 1 的 棋 限 积 法 则 证 明 : 着 3 
hr 有 概 限 二 上， 
， 则 
limf ta ft = tb, 


did 


.利用 jim # =< 这 个 事实 和 习题 2 的 结果 证 明 : 对 
于 任意 整数 > ] lim x" =e", 

. 多 项 式 的 极限 “利用 lim() = 对 于 任何 数 上 成 
立 这 个 事实 以 及 习 鸯 1 和 习题 3 的 结果 证 明 : 对 
于 和 任何 多 项 式 陋 数 

FN) = oN + eR 


有 lim fx) = 所 站 ， 


十 a + a 


内 票 4 


. 有 理 函 数 的 极限 ”利用 定理 1 和 当 题 4 的 结果 证 


明 : 若 wtr) #0， 则 


lm AD 
wx Bix) gle) 


.这 疙 亲 数 的 复合 硒 数 疼 4.23L 给 出 证 明 两 个 


连 继 盯 数 的 复合 陋 歼 为 笑 续 消 数 的 图 解 ， 从 这 
个 图 解 重 新 建立 证 明 ， 需要 证 明 的 命题 如 下 : 
若 f 在 x=r 连续 和 gg 在 A(c) 连续, 则 g :f/f 在 
假定 < 是 /7 的 定义 域 的 内 点 ,不 c) 是 g 的 定 
义 咸 的 内 点 ， 这 将 使 松 限 涉 此 双手 栋 限 ，( 对 于 
涉及 单 阐 极限 的 情 上 找 ， 论 证 基 相 似 的 . ) 


6 5 太 态 E E 
OO 大 人 
CO 3 -3- 
c cl AA 
图 六 21 证 明 两 个 连续 函数 的 复合 函数 为 六 续 陋 数 的 图 拥 
A.6 常见 的 极限 


这 个 附录 证 明 8. 1 节 定 理 5 中 的 极限 (4) ~ (6). 


极限 (4) : 如 果 1x1 <1，limx" =0 我 们 需要 证 明 ， 对 于 给 定 每 个 e >0， 存 在 一 个 相应 的 


大 回 数 义 ， 对 于 所 有 大 于 义 的 a 有 1x*1 <e 
” 换 句 话说 ， 


Es >|x|. 


局 3 
1x [=Ixl <e 


由 于 a“ 一 1， 当 1x1 <1 时， 存在 一 个 整数 入 使 得 


(1) 


这 就 是 我 们 寻求 的 整数 ， 因 为 如 了 果 1x1 <1， 那 么 对 于 所 有 n>N， 


Ix"|<lx” 1 (2) 
结合 式 (1) 和 (2) 得 到 ， 对 于 所 有 n> 衣 有 1x"1 <e， 证明 完 毕 ， 国 
极限 (5) : 对 于 任意 数 x, lim [1+ 坟 ) =e 令 
三 (1+E) 
那么 
ln a, = ln {1 + 二 ) = nln (1 + 立 j 一 = 
因为 我 们 可 以 下面 应 用 洲 必 达 法 则 对 = 求 微分 看 出 : 
1 .ff_ 
, a rz x 
imam (1 + EE)= lim - 1 = lim -Ln = im on 
取 乒 *) =e ,应 用 8.1 节 定 理 3， 推 出 
(1+) = a = ee 国 


如 


内 有 冰 4 BAF 


极限 (6) : 对 于 任何 数 x，lim X=0 由 于 


| el 
! nl na! 


我 们 所 需 的 全 部 证 明 就 是 1x1"a! >0， 热 后 可 以 应 用 序列 的 夹层 定理 (8.1 节 定 理 2) 捧 
出 /Ant 0. 

证 明 1x1%Va!l 20 的 第 … 步 是 选 到 一 个 整数 邮 > 1x1， 所 以 (1x17 邮 ) <1， 由 刚 证 明 的 极 
限 (4) ， 二 是 有 (1xz17WN) 一 9， 然后 我 们 把 注意 力 限制 在 = > 好 的 值 ， 对 于 这 些 m 值 ， 可 以 好 出 


EM {xh 
nt 2 MM) 
fa- 币 ) 赴 汪 蒜 
EA xl 
MM MM wi pa 
因此 ， 
|YP Mx 
0 < mn{ 方 | 
上 式 中 的 常数 "AM! 现在 不 随 nn 的 增加 而 改变 于 是 夹层 定理 表明 Tx1"n!t 0， 因为 
(Cxl AM) 一， [ 
A.7 实数 理论 


微 积 分 的 严密 推理 是 以 实数 的 性 质 为 基础 的 ， 如 果 我 们 讨论 的 了 丙 数 仅仅 定义 在 有 理 数 集 上 ， 
耶 么 有 闫 睛 数 、 导 数 和 积分 的 许多 结果 不 复 存 在 在 这 一 节 ， 我 们 简要 地 各 察 实数 理论 的 某 此 基 
本 概念 ， 这 些 概念 暗示 在 微 积分 更 深入 和 理论 性 更 强 的 研究 中 可 能 学 习 到 的 知识 . 

有 三 类 性 质 使 实数 集成 为 如 此 重要 的 数 集 ， 那 就 是 代数 性 岳 、 有 序 性 质 和 完备 性 性 质 、 代 数 
性 质 涉及 加 、 减 、 颖 、 队 运算， 它们 既 适 用 于 有 理 数 或 者 复数 ， 也 适用 于 实数 . 

数 的 结构 是 阅 绕 一 个 数 集 同 加 法 和 乘法 这 两 种 运算 建立 的 ， 下 列 代数 性 质 是 数 的 加 法 和 乘 
法 必需 具备 的 ， 
a+(t+cel=fe+phlyze 对 于 所 有 有数，Bp，e 成 立 ， 
a+b=b+a 对 于 所 有 数 a, 成 立 . 
存在 这 样 一 个 称 为 “0" 的 数 ， 对 于 所 有 a 有 a+0=a. 

A4 对 于 每 个 数 a， 存 在 这 样 一 个 数 5， 使 a +58=0. 

MI atbe) = (ab}ec 对 于 所 有 数 a，5, + 成 立 . 

MB ab = Ba 对 于 所 有 数 g，8 成 立 . 

M3 存在 这 样 一 个 称 为 ~1" 的 数 ， 对 于 所 有 ga 有 a-1=« 

M4 对 于 每 个 非 零 的 数 a， 存 在 这 样 一 个 数 b,， 使 ob = 1. 

D atb+tc) =ob+tr 对 于 所 有 数 a,， 上 b,c 成 立 . 

Al 和 M1 是 两 种 结合 律 ; A2 和 M2 是 两 种 交换 律 ; 43 和 M3 是 两 种 同一 律 ， D 是 分 配 律 . 
域 是 具备 这 些 代 数 性 质 的 集合 的 例子 ， 在 称 为 抽象 代数 的 理论 数学 分 支 中 对 域 作 深 入 研究 . 

有 序 性 质 使 我 们 能 够 对 任意 两 个 数 的 大 小 进行 比较 ， 有 序 性 质 包 括 : 

OQ1 对 于 任何 数 a 或 6， a 所 8 或 5<<a 中 的 一 个 成 立 , 或 者 两 者 同时 成 立 . 

O2 车 a5 和 5a,， 则 a=6 

O03 若 ab 和 bec, 则 aac. 


名 各 产 
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O49 荐 4 三 bh 出 a tr 人 b+ 

5 芥 a 和 机 0 和 rc， 如 we 委 e. 

03 是 传 递 律 ，04 和 05 涉 太 加 法 和 莱 法 和 中 的 排 疗 . 

我 们 可 以 对 实数 、 上 整数 各 有理 数 排序 ， 但 是 无 法 对 拨 数 排序 ， 对 于 像 j = ”-1 这 样 的 数 ， 
找 不 到 一 种 合理 方法 决定 它 是 大 于 零 还 是 小 于 淮 ， 对 二 任何 两 个 元 紊 可 以 比较 大 小 的 域 称 为 有 
序 域 ， 有 理 数 域 和 实数 域 者 是 有 序 戚 ， 还 有 有 洗 多 其 他 的 有 序 城 . 

在 几何 上 我 们 可 以 把 实数 城 想象 成 排列 在 :条 直线 上 的 点 .完备 性 性 质 说 明 实 数 域 问 直 线 
下 的 全 部 点 对 应 、 和 直线 上 没有 "和 孔 服 "或 者 " 空 阶 "， 相 反 ， 有 虹 数 域 半 汤 像 2 和 这样 的 点 ， 而 
整数 域 其 至 把 像 172 这 样 的 分 数 也 排除 在 外 ， 实 数 碟 共有 抵 符 性 性 质 ， 不 五 失 什 何 点 . 

我 们 提 到 彼 失 所 了 眼 这 种 含糊 的 概念 的 确切 含 区 是 什么 ?为 了 町 答 这 个 问题 ， 必 须 对 实 笛 性 
给 出 更 精确 的 措 述 ， 一 个 数 村 是 一 个 数 集 的 上 界 ， 是 指 集 合 由 的 所 有 效 都 小 于 或 者 等 王 蚜 于 
是 上 确 界 ， 是 指 它 蚌 最 小 的 上 界 ， 例 如 ， 彰 = 昆 负 数 集 的 . -个 上 界 ， 好 =1 也 是 负数 集 的 天 界 . 
这 说 明 2 不 是 上 确 界 ， 仙 数 集 的 上 确 界 是 时 =0， 我 们 定义 一 个 完备 的 有 序 域 ， 那 是 指 其 小 每 个 
有 上 界 的 非 空 集合 共有 上 确 界 ， 

如 虚 我 们 只 讨论 存 理 数 集 ， 小 于 v2 的 数 集 合 是 有 界 的 . 但 是 它 没有 -个 有 了 理 数 的 上 确 界 ， 
因为 任何 有 理 数 上 界 时 可 以 用 :个 稍 小 的 有 埋 数 代替 ， 而 这 个 有 理 数 依 然 大 于 .2 ， 所 以 有 理 数 
集 不 是 完备 的 ， 在 实数 集中 ， 一 个 有 上 界 的 集合 总 是 具有 上 上 确 界 ， 实 数 集 基 完备 前 有 序 域 . 

在 微 积分 路， 实数 的 完备 性 性 质 是 许 亡 结 时 的 
核心 所 在 ， 一 个 例子 星 4 1 节 中 求 -- 个 丽 数 在 闭 区 
间 [a,8] 上 的 最 大 值 ， 欧 数 y=x 一 x 在 区 疝 [0,1] 上 
满足 1 -3x =0 的 点 或 者 在 x = v1X3 取 最 大 值 . 如 
果 ， 我 们 把 寺 论 限制 在 仅 定义 在 有 理 数 集 的 函数 上 ， 
那么 只 能 得 出 函数 无 最 太 值 的 结论 ， 因 为 v173 是 无 
理 数 ( 见 图 A. 22)， 极 值 定理 (4.1 节 ) 落 涵 六 区 间 ET 
[a,b] 上 的 连续 滑 数 其 有 最 大 值 ， 对 于 仅 在 有 理 数 集 wT 
| 5] 上 满足 fa) < 和。 国人 全 了 让 [0 上 的 虹 大 全 

十 “ 和 | 国 LQ， - 在 几 加 一 
FE5) >0 的 消 数 让 必定 在 [4a,6] 内 的 某 处 为 零 ， 隆 数 了 出 现在 夺 理 数 *= ”人 处 
的 值 不 可 能 从 负数 趾 变 到 正 数 而 不 [a,5] 内 的 某 点 x 到 所 x) =0 介 值 定理 也 依赖 于 实数 集 的 完 
备 性 ， 对 于 仅 定 义 在 有 理 数 集 土 的 昕 数 不 成 立 ， 范 数 Flxz)=3x -1 只有 7G0) = -1 和 
ft1) =2, 但 是 如 果 仅 在 有 理 数 集 上 考察 f， 它 不 可 能 等 于 0 使 f(x) =f0 的 唯一 * 值 是 zx = 
w 13， 这 是 一 个 无 理 数 ， 

通过 论述 实数 集 是 完备 的 有 序 城 机 和 住 了 我 们 希望 得 到 的 实数 集 的 性 质 ， 介 是 事情 并 菲 就 此 
终结 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 斤 的 希腊 数学 家 们 曾 译 试图 把 另外 一 种 性 项 强加 给 实 线 上 的 数 ， 寺 就 是 所 
有 的 数 都 是 整数 之 比 这 个 条 件 。 将 他们 发 现 像 吕 这 样 的 无 理 数 时 才 认 读 到 他 们 的 努力 陷 人 绝境 . 
那么 ， 如 今 我 们 怎样 知道 在 确定 实数 的 努 方 中 是 否 册 于 某 种 尚未 察觉 的 原因 而 存在 洽 润 呢 ” 世 
术 家 埃 斯 切 尔 绘 画 过 悍 旋 形 楼 梯 的 光线 幻影 图 ， 楼 梯 盘 旋 上 升 严 上 升 ， 直 到 在 底部 重新 自 相连 
钳 ， 试 图 建造 这 种 楼 梯 的 工程 师 将 会 发 现 ， 不 存在 足以 实现 艺术 家 已 经 作出 这 种 设计 的 结构 ， 在 
我 们 对 于 实数 所 作 的 设计 中 ， 是 否 也 隐 含 某 种 难以 捉摸 的 矛盾 以 致 不 存在 可 以 建立 这 样 一 个 数 
系 的 结构 ? 
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我 们 途 供 给 出 实数 的 其 体 描述 并 由 证 实在 这 个 模型 中 实数 清 足 代数 性 质 、 有 序 性 古 和 完备 
性 性 质 来 解决 这 个 问题 ， 这 种 方法 称 为 实数 的 构造 ， 正 如 楼 梯 可 以 用 木料 、 石 头 或 者 钢材 建造 - 
样 ， 存 在 几 种 构造 实数 的 方法 ， 一 种 构造 是 把 实数 当 作 全 部 无 穷 小 数 

qa. ddyd sd 
用 这 种 方法 ， 个 实数 是 一 个 整数 a 后面 跟 随 …- 个 上 进 制 数字 十 ， 二、 出 ，… 的 序列 ， 钙 个 数字 是 
0 至 9 中 个 数 ， 这 个 序列 可 能 终止 或 普 以 一 个 周期 模式 重复 ， 也 可 能 无 穷尽 地 延续 下 去 而 不 出 现 
重复 的 模式 ， 人 在 这 种 构造 形式 中 ,2 00，0. 3333333… 和 3 1415926535898… 代 表 一 个 大 家 问 悉 的 洋 
数 ， 为 了 了 解 这 些 数字 后 面 的 点 "…" 的 真实 含义 ， 需 要 建立 像 在 第 8 章 讲述 的 序列 和 级 数 的 理论 . 
每 个 实数 是 作为 它 的 有 穷 小 数 通 近 答 出 的 有 理 数 序列 的 极限 构造 的 ，、 上 是 一 个 区 穷 小 数 和 一 .个 线 数 


相同 ， 

实数 的 这 种 小 数 构造 并 不 晨 完 全 最 而 易 见 的 ， 很 容易 检验 ， 它 给 出 的 实数 满足 完备 性 性 质 
们 有 序 性 压 ， 伯 是 要 证 实 代 数 性 质 颇 费 周折 ， 皮 使 是 陋 个 数 的 由 加 或 者 相 乘 ， 沉 要 作 无 限 次 运 
算 ， 为 了 使 除法 有 意义 ， 需 要 涉及 用 有 理 数 通 近 无 穷 小 数 的 极限 的 详细 论证 

德国 数学 家 理 查 德 . 戴 德 合 (1831 一 1916) 采 用 - -种 不 同 的 方法 ， 他 在 1872 年 给 市 第 -个 严 
格 的 实数 构造 ， 给 定 任意 - -个 实数 *， 我 们 可 以 把 有 理 数 分 成 晒 个 集合 ，- .个 是 小 于 或 者 等 上 +， 
的 有 理 数 集合 ， 另 -个 尾 大 于 x 的 有 理 数 集合 ， 戴 德 金 巧妙 地 把 这 种 推理 方法 颠倒 过 来 ， 把 一 个 
实数 定义 为 分 别 属于 这 样 商 个 集合 的 有 埋 数 相 除 的 值 ， 看 起 来 这 似乎 是 一 种 奇怪 的 方法 ， 介 是 
这 样 一 种 由 旧 缚 构 构 造 新 结构 的 间接 方法 在 理论 数学 中 是 常见 的 ， 

这 些 方 法 以 及 其 他 的 方法 可 以 用 来 构造 我 们 希望 其 备 的 代数 性 质 、 有 序 性 质 和 完备 性 性 质 
的 数 系 .最 后 要 提出 的 问题 是 所 有 的 构造 是 否 给 出 局 一 个 数 系 ?或 者 说 ， 不 同 的 构造 是 否 产后 满 
足 全 部 所 需 性 质 的 不 同 数 系 ? 如 果 是 这 样 ， 耶 么 这 些 数 系 中 哪 一 个 是 实数 系 ” 幸 好 最 终 的 答案 不 
是 那样 ， 实 数 集 是 满足 代数 性 质 、 有 序 性 质 和 完备 性 性 质 的 唯一 数 系 . 

在 建立 微 积分 的 初期 ， 关 于 数 的 性 质 以 及 关于 极限 概念 存在 的 混乱 ， 曾 经 引发 严重 的 争论 . 
发 明 微 积分 的 先驱 人 物 如 牛顿 和 莱 布 尼 荣 .以 及 他 们 之 后 的 继承 者 们 ， 在 考察 甘 商 

Ar _ flx+ Ax) -fix) 
Ax Ax 


当 Ay 和 Ax 都 趋 近海 时 会 产生 什么 结果 时 ， 谈 到 所 得 导数 是 两 个 无 穷 小 其 的 商 ， 他 们 把 记 为 dx 
和 dy 的 这 些 " 无 穷 小 "想象 成 比 任何 固 定数 小 而 六 不 晨 零 的 某 种 新 的 数 ， 同 样 ， 把 定 积 分 想象 成 
妆 在 一 个 闭 区 问 上 变化 时 无 限 个 无 窃 小 明 
lx) = dy 

之 和 虽然 对 通 近 差 商 Ay/Ax 的 理解 邮 今 天 的 理解 相近 ， 但 是 把 它们 看 成 是 无 穷 小 量 的 商 而 不 
旦 带 有 导数 含义 的 极限 这 种 思考 方式 ， 在 试图 对 无 穷 小 进行 定义 和 运算 时 陷 人 矛盾 和 不 相 容 
性 这 种 运 辑 土 的 困境， 更 加 具体 的 和 可 计算 的 差 商 不 会 引起 这 样 的 麻烦 ， 但 是 它们 仅 被 当 作 有 
用 的 计算 工具 .把 差 商 用 于 求学 数 的 值 以 及 推导 一 般 计算 公式 ， 而 不 是 把 它们 贤 于 导数 实际 是 
什么 这 样 一 个 问题 的 核心 位 置 ， 今 天 我 们 认识 到 ， 通 过 把 导数 定义 成 它们 的 逼近 差 南 的 极限 ， 可 
以 避免 同 无 穷 小 有 关 的 逻辑 问题 这样， 旧 方 法 中 的 售 贿 性 不 复 存在 ， 并 是 在 微 积分 的 规范 理论 
中 ， 既 不 需要 无 穷 小 ， 也 不 使 用 无 穷 小 . 


A8 向 量 积 的 分 配 律 
在 这 个 附录 中 ， 我 们 证 明 向 量 积 的 分 配 律 


HX(F+W) 一 下 尖 本 十 下 关子 
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这 是 10.4 节 中 向 大 积 和 的 性 质 (2). 

证 明 ”为 了 推导 这 个 分 配 律 ， 我 们 用 一 种 新 方法 构建 #n xy: 从 公共 点 口 画 出 w 和 +Y， 并 及 在 
口 建 立 间 是 妹 直 的 平面 黎 ( 见 图 A.23)， 然 后 把 s 正 交 投影 到 时 上 ， 产 生长 度 为 1v1sin 8 的 向 量 
F 对 P' 绕 上 按 正方 向 旋转 90°， 产 生 
和 癌 量 w， 最 后 ,用 # 的 长 度 薪 ww 得 到 MM" 

的 向 其 181v" 等 于 wxv， 因 为 按照 : 
的 构造 ， 它 具有 和 ww xv* 相同 的 方向 
{ 见 图 A23),， 并 有 H 


law l=lslly'l 


=|lullvlsing =Ilu xr| 
现在 ， 当 我 们 对 于 所 在 平面 问 # 不 平行 
的 一 个 三 角形 执行 下 列 三 个 操 帮 中 的 
一 个 操作 时 ,都 将 产生 另外 一 个 三 
角形 : 
(1) 对 六 投影， 
(2) 绕 uu 旋转 90°， 
(31 用 纯 量 1a 1 相 乘 . 
如 果 共 以 w， wm 和 p+w 为 边 的 二 角形 ( 见 图 二 2437 开 始 ， 并 月 执行 这 三 步 操作 ， 我 们 将 分 别 获 得 
下 列 结果 ; 
(以 yw’ 和 (y+w)' 为 边 的 三 
角形 ,满足 向 最 方程 
pyrw = + 
C2) 以 vr， WwW* 和 (y+wW)" 为 边 的 二 
角形 ,满足 向 量 方程 
V+w = (F+Ww") YH 
{每 个 向 晤 上 的 双 撒 号 "的 含义 同 
图 .23 相同 . ) 
【3 以 8， 和 1 站 |(Y + 
wy) "为 边 的 三 角形 ， 满 足 向 是 方程 
[Iasi + iw =Ial (rv + w)” 
把 jalw =nxv，|ujw =gxw 和 [Tl (r+w)" = x{r+w} 人 代入 上 面 讨论 中 徇 量 后 一 个 
等 式 ， 得 到 


图 *A.23 如 在 正文 中 的 解释 , uw xv= 117 


图 4A,24 向 量 *，w 和 *+w 和 它们 在 
垂直 于 的 平面 土 的 极 影 


HXV+HXW =ux(y+w) 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 分 配 律 . 图 
A.9 混合 导数 定理 与 增 量 定理 


这 个 附录 推导 混合 导数 定理 (12. 3 节 定 理 2) 和 二 元 函数 的 增 最 定理 (12. 3 节 定理 3}， 欧 拉 
于 1734 年 在 他 构 写 的 关于 流体 动力 学 的 一 系列 论文 中 首次 发 表 混 合 导数 定理 - 
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定理 2 { 混合 导数 定理 ) 若 汕 数 /(x， 7 及 其 偏 导数 记 : 记 和 所 在 整个 包含 点 {a 的 | 
期 个 开 区 间 上 有 定义 ,并且 在 点 (a, 妇 都 是 连续 的 ， 则 请 (ab) =f.(a,b). 


证 明 通过 四 次 应 用 中 值 定理 (4 2 节 定 理 4) 可 以 证 实 黄 个 混合 偏 导数 户 (ay 有 和 产 (a) 
相等 - 
根据 假设 ， 点 (sa ,人 位 于 区 平面 内 一 个 徐 形 只 的 内 部 ， 在 及 上 六 /和 /都 有 定义 . 
令 上 和 上 是 使 点 (Ca + 胡 ,68 + 不 ) 也 位 于 让 内 的 数 ， 我 们 考 虚 苦 
= Feath) - F(tn) (1) 


其 中 
F(x) = fx bh +k) -Axr,b) (2) 
首先 对 下 应 用 中 值 定理 ，F 是 连续 两 数 ， 因 为 它 是 可 微 的 、 于 是 式 (1) 变 成 
A = hr'{(e) (3) 
其 中 < 位 于 a 和 a + 之 间 ， 由 式 (2)， y 
Px) = f(b + hk) -f(x,b) 
所 以 式 (3) 变 成 AR 
A = hf (cb +e) -fte,b)) (4) i 和 
此 时 对 函数 g(y) =f,(e,,y) 应 用 中 值 定理 ， 对 于 在 i 
和 & + 上 之 间 的 某 个 值 4,， 有 
Etb th) -gtb) = kg'(d,) 
或 0 


tes B+R) -fle,, b) = (c,d ) ; 
图 4 号 证 明太 (at =f/,(o,4) 的 关 
i 4)， 
把 这 个 结果 代入 式 (4) ， 得 到 在 下 大人 


A = (ea (5) 
其 中 点 (esd ) 是 以 点 (a,6)，(a + 衣 ,6)，(a + 有 ,5 + 上) 和 各 /在 吕 内 某 处 取 相 等 的 值 
(a 沁 + 和 为 顶点 的 矩形 严 内 的 某 个 点 (参见 图 入 25)， (不 过 不 必 在 同 -点 
把 式 121? 代 大 式 (1)， 我 们 也 可 以 写成 
A= f(ta+h,b +k) -fa+h6) -fob +k) +fla,b) 
= [fa t+h,b +k) -fla,b+k)}- {fla +h,b) — fla,b)] 


— 


= 由 (由 十 二) — wb(b) (6 
其 中 
BF = 大 + 下 了 了) -fa,y) 《7) 
现在 把 中 值 定理 应 用 到 式 (6) ， 给 出 
A = kp'(d,) (8) 


册 是 Bb 和 + 上 之 间 的 某 个 值 ， 由 式 (7)， 
pr) = fath,y) -fla,y) (9) 
把 式 (9) 代 人 人 式 (8)， 绍 出 
A = Efta+h,d) -fla,d,)] 
最 后 ,把 中 值 定 理应 括号 中 的 家 尖 式 ， 得 到 
= khf te,,d,} {10) 
其 中 6, 是 在 a 和 a + 上 之 间 的 某 个 值 . 
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式 (5) 和 式 (10) 一 起 证 明 
hed} = fled,) {11) 
其 中 点 (ey ,di) 和 (rx,,d,) 都 在 夭 形 R' 内 ( 见 图 A.25}， 式 (11) 和 我 们 想 要 的 结果 不 完全 相同 ， 央 
为 它 只 是 表明 所 ,在 Ce, ,di) 的 值 同 记 在 Ce,,d,) 的 值 相 等 。 热 而 ， 在 我 们 的 讨论 中 ， 可 以 到 志和 下 
为 随意 小 的 数 ” 术 导数 f 和 ,同时 在 (Ca,b) 连 续 的 假设 意味 着 
(cd = /ab) te cy 路) = (a,b) + es 
其 中 当 上 六 和 大 加 时 es 和 ;一 0” 因 此， 如 果 令 上 ,# 一 0 ， 我 们 有 
fab) = fo.b) | 
可 以 在 比 定理 2 更 弱 的 假设 下 证 明 上 (at 等 于 (sp ， 例如， 假设 所 /和 在 RR 内 存在 
以 及 六 在 (ae, 刀 连 续 就 是 馆子， 在 这 种 情况 让， 六 将 会 在 点 (aa 存在 并 且 在 这 个 点 竺 于 大 


定理 3 (二 元 函数 的 增 量 定理 } 假定 两 数 :=/(4.y) 的 一 阶 偏 导数 /, 和 /在 整个 包含 点 
(x0,95) 的 某 个 开 区 域 R 上 有 定名 ， 并 时 在 (x ,3,) 连续 、， 那 么 , f 值 在 RR 内 从 点 (x ,75) 移 动 到 
另外 一 点 (xo + Ax ,yo + By) 产生 的 改变 量 az =xo + ax + By) -f(xo ,yo)， 满 足 形 如 

Az = f(x0 0) Bx + f (xo Fo0) A + £1 Ax + £1Ay 
的 等 式 ， 其 中 当 ax ,By 一 0 时， #1 ,#; 一 J0. 


证 明 ”我 们 在 以 本 加, 为) 为 中 心 并 且 处 于 中 内 部 的 矩形 了 内 来 证 
明定 理 ， 同 时 假定 Ax 和 Ay 已 经 是 很 小 的 增 量 ， 使 得 联结 4 和 8(m + 
Ax，Yy,) 的 线段 以 及 联结 日 和 C(x。 + Ax,y +Ar) 的 线段 都 在 了 的 内 部 
网 图 A. 26). 
我 们 可 以 把 Az 看 成 两 个 增 量 的 和 ， 即 A: = Az + Az, ， 其 中 
Ar, = fo + Ar,yo) -f(x .yo) 
是 f 值 从 4 到 8 的 改变 量 ， 而 二 
= fxo + Bx spo + Ay) -f(xo + Ar,yo) gr 
是 了 值 从 中 到 的 改变 量 ( 见 图 A.27). ye 
在 联结 办 和 x。 + Ax 的 * 值 的 闭 区 间 上 , 确 数 F(x)=flx, 加) 是 | “了 
x 的 可 微 函 数 ( 因而 是 连续 的 ) ， 具 有 导数 
W(x) = f(x,y0) 


图 起 26 增 莉 定理 证 明 


中 的 矩形 全域 
由 中 值 定理 (4.2 节 定 理 4) ， 存 在 某 个 介 于 x。 和 x + Ax 之 间 一 个 x 值 7 同月 是 用 
<， 在 那里 正 值 增 量 ar 
Flxo + Ax) — Plxo) = (Ar 和 &y 是 出 的 ， 
或 者 但 是 增 量 可 以 
fxo + Arsyo) — fxoyo) = Fle) A 取 零 或 者 负 值 
或 者 
Az = 六 (cmJAx (12) 


同样 ，C(y) = 六 xz + Ax,y}) 在 连接 %% 和 yo + A&y 的 y 值 的 闭 区 向 上 是 可 微 函 数 ( 因 而 是 连续 
的 ) ， 具 有 导数 
CY) = (x0 + Axr,y) 
办 此 ， 存 在 某 个 介 于 y。 和 yo + A&y 之 间 的 7 值 4， 在 那里 
CUyo + 在 rr) - Cl) = GCd) Ay 
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或 者 
fxo + Ar,yo + AY) -fx + Bx,y) =f tr + Ax dd) AY 
或 者 
Br =f x0 十 同和， 全) 页 {13} 


Co + x, vol CL + 


图 入 27 有 曲面 := 太 x,) 在 所 (#6,yo xo， yo)) 附 近 的 图 形 ， 点 P,，P' 和 户 且 有 在 志平 而 
之 上 的 相同 高 度 5 = 关 so ,为 )， = 的 改变 为 和 z = P'S， 表 未 为 户 Q = P'O 的 改变 
Bz =fx0 + Ar, po) -flxo, 0) 
是 由 x 从 z 变 化 到 xo + Ax 而 保持 y 等 于 加 引起 的 这 时 ， 保持 x* 等 于 x + Ax，z 


的 改变 
Bz =fxo + Br, Yo + AY) -所 如 十 上 xy) 


是 由 7 从 Yo 变化 到 % + Ay 引起 的 ,这 个 改变 是 用 0'5 表示 的 吗 ? : 的 总 改变 是 
az 和 az: 之 和 


现在 ， 我 们 知道 当 Ax 和 ay 一 0 时 ，c 一 sxo 和 d 一 Yo。 因此， 由 于 天 和 在 点 (zx,Yo) 是 连续 
的 ， 两 个 量 
B11= 天 (cyo) ~ 上 (zxoo) 4) 
Er = {ro + Ard) -f(x0, yo) 
当 Ax 和 Ay-0 时 同时 趋 近 零 
最 后 ， 
az = Az, + Az, 
= fy) Ar +t ftv + Ard}Ay {由 式 (12) 和 (13)》 
= [Ra + sr]Ax + [tx + a,] Ay (由 式 (14)) 
= A090) Br + fro Fo) My + EAx + SrAr 
其 中 当 Ax 和 如 一 0 时 oe, 和 es 一 0， 这 就 是 我 们 要 证 明 的 结果 . 加 


B50 奉 要 肌 


类 似 的 结果 对 于 任意 有 限 个 和 白 变 基 的 函数 成 立 ， 和 假定 ww = 所 xyz 的 一 阶 篇 导数 疡 , 六 和 上 
在 米 个 包含 点 (xo ,为 ,7 的 其 个 开 区 域 上 有 定义 ,并且 在 (加 ,六 ,2) 是 连续 的 ， 那么 
Aw = xo + Bx, ye + BAYTo + Br) -Axo ,Yo 70) 
= Ax + fy + HA + 世上 + EB + 本 ;各 {15) 
其 中 当 &x,AY 和 Az 一 0 时 ，s ,ex 和 ;一品 . 
式 (15) 中 的 从 导数 请 人 ,上 是 在 点 (zyo,55) 求 值 . 
式 (15) 的 证 胡可 以 通过 把 Aw 作为 三 个 增 量 


上 mi = f(x 十 和 1 ,2z0 — fxo ,Yo .zo) (Ib) 
Aw, = (x + Ax,yo 十 BAY,z0) — f(xo 十 Br, Yo,750) (17) 
Awy = f(x + Bry + AMY,ao + Bi) — Nxp + Ar,yo + By .zo0) {18} 


之 和 米 处 理 ， 并 且 对 短 个 增 量 分 别 应用 中 值 定 理 ， 在 这 二 个 部 分 增 量 At As ,Aw; 的 每 一 个 中 、 
商 个 举 标 保 持 为 常数 而 上 只 有 一 个 坐标 改变 ， 例 如 ， 在 式 (17) 中 只 有 yy 变化， 因为 + 保持 等 于 mm + 
az 和 z 避 持 等 于 :。。 由 于 f(xo + Ar,y,zo) 是 的 连续 函数 和 具有 偏 导 数 f， 它 服从 中 值 定理 ， 南 
对 于 在 jy 各 +Ay 之 问 的 某 个 值 y,， 我 们 有 

Bw = f(x + Br,y ‘20) AY 
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B. 1 基本 代数 公式 


算术 运算 
atb+e) = ob +ac, 六 = 入 
a | Aad + be a a_d 
6 d bd ' ed b 下 
符号 定律 
-a a 
-Ce FT-s- 2 
数字 0 的 运算 
0 不 能 做 除数 . 
如 果 a0， 
0 三 悦 A = 1], 0 =0 
a 
对 于 和 任何 数 0， 
a:0=0:a=0 
指数 定律 
da =a", (ab)" = eb", (en)" = a™, qa™ = = (va)" 
如 果 az0， 
a mm [9 _m 1 
=a a =1l, 4"=~— 
全 a 
二 项 式 定理 
对 于 插 何 正 整数 n， 
(a +b)" =a 十 man 由 十 a 
+ aa -Dn -2) 7 全" 有 十 二 + 
便 如 ， 


(e+ :=a +2ab + (Cab =a_2ab+b 
(a+b) = a +30b +30 +h, (a-b) = a -ab + 
整数 壮 之 差 的 因 式 分 和 解 {n >1) 


m=-b(lo ra bra bh +. +ab +6") 


例如 ， 
a = a-b)(atrb) 
a -P= (a-b)(a’ rab+b:) 
a = 0- +abtrab+b) 
配 完全 平方 


如 时 女医 人 0 ， 
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2 


ar + (2 = + 6/20) .C= es) 
过 在 


二 次 公式 
荐 az0 有 ax’ + bx +c=， 则 
2 b+ Vb -dac 
29 
B.2 几何 公式 
4 = 面积 ， 8 = 底面 积 ， C= 局 长 ， s= 制 面积 或 老 面 积 ， Y= 体积 
三 角形 相 习 三 角形 勾 股 定理 
人 王 
由 [9 
a _b_r 

二天 a be a 
平行 四 边 形 四 
AAA [LN ti 

C= 2nr 

站 = 已 A= tat bh 
底面 平行 的 任意 柱 体 或 棱柱 体 直立 圆柱 

| | /| | 

站 v= ~ 
V= nnk 
5 二 2xrh = 鼻 面 由 
任意 锥 体 或 楼 锥 体 直立 圆锥 球体 
A EE 
号 V = 了 Vgn 二 4K 站 


5 = frs = 侧面 积 
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B. 3 积分 简 表 


1 fudv= uw- frde 2 | ed = +Carl,e>0 
3. [eosudu = sinu+C 4 [sinudu = -eosu+C 

CLEA 

5. | (ax + b)"dx = Car +6) + 人 Cn#-1 6 (or+b) d= Llnlar+dl+C 
aln +1) 

要 中 

7. ar + By"dx = = Cb forth. +Cn-1,， -2 
三 n+2 n+l 
8. {x(ax +b) "idx = 和 -Slnl or+hl+c 
并 


多] stax + 6) dx 点 [mi ar + BI+ 


rer 六 oj 二 si 


nn 
{CVarrByde = SVE th) Cn zx-2 12. [Ete dr -2 ar rl +6]— 


a 玫 十 之 


+ 


13. 2 -1 jax—b c b dx -让 -内 
(| 一 人 一 汪 二 -大 Ve VR" Vor rb + 
vax +b vaxt+b a 
14 | 也 dx = x + 全 | - + 


6 | 上 
x ar + bx 2b! x Yar +b 

dx _ 1 
16 [an + 
17. | Ox x + 1 tanc1 4 

(ao tr) dao + re) 20 好 

dx 1 xX+@| 

18, Ce + 旋 
dx x 1 才 十 本 | 
19. = + 1 C 
| 去 二 26ife: x) da’ "ral” 


dx ， 底 
20. | = sinh +C=ln(x+va + + 
| 均 坏 人 


2 | Vr +Y dr = Fn (s+ /ate) + 
22. fx va +x dr La wa 二 -和 nn (x+ wa +t+rx +0 
+ va + 


上 


+ 旋 


AE 
23. [de = va +x -aln 
Ar 
24. [Ed 
x 


ln{tx+ va +x } e+e 4 


Hl 


/和 
和 in (x+ /a + + +t 


5 


S54 
dx 1 /An I dx 
26, 人 Inie+ [和 27, 一 
xX va + 2 x | Ya + 
23. | d = sin + 
三， 一 鞭 


29. VE dx = 主 Var + sin 和 +C 


二 
30. [x Yo 一 区 dz = 全 Sin! 生计 * va -x (a 二 


31. | 一 一 dx = va -re -aln 十 厂 
和 
32. [Ye dr = in! 2 + 
x 


dx 1 A dx 
反 ，| 一 一 一 = 一 jnlsa+ va xe 35，| 一 -一 一 一 =- 
上 Va 一 入 4 和 上 val -sz 
36. | 一 至 二 = cosh Ere=Inls+ Ve -GT1+C 
项 一 各 
2 
37. | Vad = FV -nr+ Ye-al+C 
n 2 
38, | (A/T) de = Ne) 0 (ede, #1 
n+l n+l 
39. | dx _H a ) n-3 | dx nz2 
(VE a) (2 - n)a’ (no (二 
-2 2 nt2 
40. [x( S/T) "dr = ES +c, ns-2 
4 
41, | Vs 一 在 dw = 可 (2z a) Vx -a -lnlx+ ve -a lI+C 
1 3 
42. {de = vx -a ~aeee | 二 I+€ 
可 
1 2 
43. | d= nr+t Va l- +6 
夺 
3 2 
44. | dx = nr+ ve al+e va +c 
ag 2 2 
dx _1 -| 于 _1 -tia 
4 | + = co + 
dx 和 ”一 至 dx __ -1 
0. 上 a = i + 47. | i = gin ( 


2 


特 . | Var -好 和 = 证- Yar 二 好 +F sin (下 + 


2 
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49, [ ( Var i) "de = (0)( 9 全 ,te | (区 = 和 ads 


n+l 

50 厂 dx _ {x “a)( vdar -x ) 及 一 了 | dx 

( VIax — xr) (rn -2)a’ (n 一 了) 人 { ww2ar — x)"! 

-fe /lar Pde = H+) 230) Va ein (E a) + 
6 2 可 

A 和 

S52, | dx = v2axr -x +aain (Te)+c 
a 


3. | dx - 2 in (sa)+c 


$54. gin 2 vaxr -x +6 
| 二 二 ( 区 ) 


dx 1 如 一 夺 
5S. 一 =- 1 “+C 
| 二 二 如 到 


56. | sin az dx = -二 cosar+C 57. {cos ar dx = 一 ainar+C 
三 
; Zax x Sin 2ax 
SB. ? = Sin Zax 、『 os 2 
| ain ux tx Ta 二 已 59 J eos axr dr > 十 本 + 三 


所 


nl 
; Bn orcosmr an-1r ，。- 
各. | sin"ax dx 十 [sin Dax dx 
Met n 


mn-l r 
cos” ax 3in gx no-l 四 
61, | eos" ax dr + | cos” ux dr 
n 


na 


, _ _ Costa +b)x cos(a - b)x 2 > 
62, {a) | sin ax eos b+ dx = 2 rb) Za by +,a 天 由 


。 ， _ sinta — b)x _ sinta + Bb)x 2 2 
(b) | sin ax sin bx de = 2(a —b) Da tb) +C,a ¥b 


(ee) | cos ax cos br dx = 有 + + 上 天 这 


63, {sin ax cos ax dr = - 2 中 2ax + 5 
4a 
。 ns 
64. { sinox eos ax dx = Cr + 天 -1 
65, | qr = Llnl sinarlye 
ain ox a 
m+1 
66, | cos'ax sin ox dz = -ite n=~-1 
67. [dn = nl eosarl+C 


. -1 和 
sin” ax cos” lax RnR-l 


atm+ ny) m+n 


68, J sin'ox cos"ax dr = 一 f sin" Tax cos"ax dx,n- mm 【缩减 sin"ax】 


,n+l -1 
sin” ax cos™ ax 


69, f sin"ax cos"ax dx = Zlm + a) 


mm—l ~， 月 m2 四 
+ | sin"as cos ex dxr, 由头-m { 蝙 威 cos"ax) 
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tx _ 一 2 < be TT x 1 
7T0. 让 a vb e Ian [ pn)]+ ce.s > 
7 | = 一 二 ie+bsinazt Ve beoar Cb ce 
b+e sin ax ae- b+re ainar 
dx 1 Wa x -=- 工 TT 
72. 和 = tan [于 - 瑟 )+C 73. [+e)+c 


4 2 
-1 


dx = 2 央 -ee Gx 2 : 
Ty rma i tn | 2 tan |+C,b ye 


75. [= 2 Inlec+beosart ve -bsinasliyc peer 
b +e cos az a vo-b 而 十 eos ax 
dx 1 ax dx 1 GT 
76. 三 37. 三 
| a m+e [ep a 2 + 
78. fx sinax dx = 5 sinar—E conar+C 79. [scosardx = 上 conartEainartC 
[i 他 [a 三 
20. fxsin dx dr = -2 wos qx + Ef xcos ar da Bl1. | #'eos ar dx = sinar -全 [sin ax dx 
a 0 Go 
1 1 . 
82. | tan ax dx = — lnl sec ax| + C 33, [cotax dx = ~ lnl sinaxl+C 
a 三 
84. [toniax dr = 二 tanax -x+C 85. | coopox dr = -二 cotar -x+C 
a a 
» _ tan ar ee 
86. {tanax dx = we fan ox dr,4 1 
nl 
87- | sorax dx = 0 x -~ {cor ax dr,nsl 
atn—-1} 
88. | sec ax dx = In| gec ar +tan axl +C 89. [ cso ar dx = -二 al eec ax + cot ax| + 
a 
90. | sociar dx = 二 tan ax +C 91. [eaciax dx = -二 cotax+C 
里 [Lr 
有 -之 
a _ sec artanax n~-2 四 
92, {secax dx = atn 1) + sec ax dx, nA 1 
93. [ cac’ax dx = - 2 -ax rotar 4 正二 人 csgc" ex dx, nl 
gtn-1) 严 一 1 
94，| seear tan ar de = Se + Cn#0 95. | csc'ax cot ax ds =- EC,ns0 
Re na 


96. J sin ar dx = % in ax + 工 lax +C 
a 

97. f eos'ar dx = x cos ax 一 工 vl-ax +c 
径 

98. J tan ‘ax dx = x tan ‘gx — 1 lnfl + ax) + 


2 


四 十 上 m+*ll 
9. rsin ar dx = 二 ain -lax — < 二 nl 
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100. [x cos ax dx = Cos gxr+ -nn-] 
n+] + mr 
ntl mel 
a -1 .2 -1 _ 他 和 de _ 
101，| raan 人 dx = | Es nn 一 ] 
102，| ede = 上 ev +C 103. 1 ide = LO cs>0,bx1 
int 
104. | xe“dr = Si(ar -1) +C 105, { erdr = 一 ze” - 二 | ore"dr 
怪 字 
LF - x _ nn ma 
106. | tdx = ET 了 dz 0 


107. | e™ sint bx dx 


ee 
a + 本 
a 


a +h 


108, | ecos bx dx 


109. [ln ax dr = xInar-x+C 


x (ln axr)” _ 
n+li 
(ln ax)™! 


到 十 


110, f xn ax) "dx = 
111. fx Cn er) "dx = +Cm¥-] 


113. { sinkh ar dx 二 cosh ar + C 


.2 _ sinh Zax _ 
115,. J sinh gx dx = a + Cc 
117 [ sinh"as dx = sinh”’'ax cosh ax _n-l 
” 六 三 


(a sin px -bcos hx) + 


【aeos hx + beinbr) + 


mm n m-l 
2 «Cn ax) dz, 天 一 | 


dx 
in ax 


= ln lnaxl+ 人 tt 


112. | 


114. | eosh ar dx 


1 . 
— sinhar+C 
a 


和 


2 


sinh Zax 


4 + 


116. | coshzax dx 


[sin ax dx, nD 


+ 全 = | cosh’ ar dx, nO 
nn 


118 f eosh"as dx cosh’ ax sinh ax 
” nia 

11%, fa sinh ax dx = > nosh ax - 1 sinh ax + 丰 
3 

120. 六 cosh ax dx = 二 sinh ax - 二 cosh ax + 
a 如 

121. sinh dx dx = 工 cosh ax — 2| xz" eosh ax dx 
a a 

122. | rcos ux dx = 过 sinhaxr- 2] x" 'sinh ax dx 
如 

123, f anh ax dx = 上 ln {evsh ax) + 站 

a 


125, tanh ax dx = 十 一 下 tanh ax + 


tanh ay 
fa 一 上 在 


_ Coti ax 
tn-l)a 


127. | tanh"ax dx = 


128. f eoth"ax dx = 


124. | coth az dx = 二 nl sinh ax | + 


126. {cothiax dx = x» - cothax + 


+ | tanh" ax dx, in 1 


+ | coth” ar dx, nl 
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1 
129, f seeh ax dx = 1 ain ttanh ax) + 130, f esch at dx = L In | tankh 全 |+ 人 
本 2 
131, | sech’ax dx = : tanh ux + 二 132， cach’ax dr = 一 二 colh axr + CC 
mn- 
133. | sech"ax dx = eh 2 + 于 sech" ar dr,n¥ 1 
ne _ 

134, f esch"ax dx = 一 ee 站 ez - 2 一 < each ax dx, 下 天 1 
135. | sech"ax tanh nx dx = ~ sech ox + 心 , 人 天 站 

nrg 
136, | cach"as coth ax dx = 一 cach ax +t,nzD 

nd 


天 
科 


137. { eainh bx dx = | © 


加 1 pb: 
21a+p Aol ee 天 


oa 加 -ta 
ur = 辕 局 2 2 
138. | 。 Oh bx de $+ zs]+ ca a 


7 二 
139. [ed 二 Cen) = (nn -1)1,n > 人 0 140. [ed 三 广 / 工 ， ag>0 
了 下 ,他 ,如果 是 大 于 或 等 于 2 的 偶 整 数 
141. sinxd = { cor'x dx = 
2 (一 中 如果 是 大 于 或 等 于 3 的 奇 整数 


来 勒 级 数 
Tt lxl<«<l 
1) xlcl 
1 +x 2 
2 站 La mn 
# 一 区 .一 区 
“ltrtait + = | 和 | < 加 
x x 交 ne bd ‘ - 1) "x 
sinx =x-37+ 17- +t-1) Can rir = 1 x1 < 吧 
1 [9 Zn 到 Rn 
攻 x rn {— 1)°x 
， -1 -二 垃 -1 -二 A 
cosx=1 T+ 4 + ani + 之 (2 | 二 | < 
x: x | 和 本 《 _ 1)" "x" 
i _ 1 三 + = A: 2* - 和 
tn(1l+x) = x +3 + -1) + 之 ， 1<x 到 1 
1 十 到 J) x 5 wo bd x 
- 世 , ，.. .= 1 
ln 之 tanh x 2{x+ 守 + 二 + + 了 + 】 22 ar lxl< 
4! ri 1 » x - CC 1}" 了 | | 1 
二 一 十 一 一 一 一 3 
lan XT 1 t(D ait Saas 1 


二 项 式 级 数 
ma mm De mm Dm-Dx mm (m2) ml 
(tl] +x)” =1] mc 二 31 + 3 十 -… 直 四 + 
1l+T/™ * lxl<l 
+ 2 ( jk | 
其 中 
mY my mm-l1) my _ mim) -mk+l} 
(7)=" (= (j= 可 > 
B.5 向量 运算 符 公式 ( 税 卡 儿 坐 标 形式 } 
梯度 、 歼 度 、 谢 度 和 拉 普 拉 斯 方程 ”| 坊 积分 基本 证 于 一 和 
的 公式 和) 售 下 =Mit 和 NY+Pk 是 -个 疝 量 场 ， 它 的 分 是 在 空间 中 -个 开 连 通 区 域 ， 
五 上 连续 ， 那 么 存在 这 样 -个 可 微 两 数 /. 
区 间 的 类 型 上 连续 ， 那 么 存在 这 个 虽 A， 必 得 
FV jt 
苗 卡 儿 华 标 (x 4:) ar dy/ oz 
1 J 大 是 在 x，yY，z 增加 方 ep 加 . 
向 的 单位 向 是 NW 沁 旦 当 且 伸 当 对 于 呈 中 的 所 有 版 4 和 Bp, fF dr 的 合同 过 接 吕 中 和 凡 的 
Rs， 7， 2 在 这 二 个 方向 的 路 么 无关 ， 
纯 量 分 量 . (2) 如果 积分 同 从 到 如 的 路 的 无 关 ， 那么 它 的 昨 为 ! 


a PE 
多 大 | V1 站/ 这 fe- = AB A) 


0 时 a ap ™ - 
TF - 
散 朗 有 梧 亲 定 惠 瓦 其 在 三 放空 间 的 推广 


i i 是 
。 9 格林 定理 的 法 向 形式 Pra = fr: ras 
族 诬 vxF= 一 n 
dH Hr ar 
M WwW pI 明度 定理 Je-n de = 条 Pd 
拉 普 拉 PE > ” 
斯 方 入 dx dy Ar 格林 定理 风 切 向 形 丰 brear= foxr.rd 
所 昌 
向 量 三 重 积 斯 托 克 斯 定理 二: = [vxF-n do 
(HXP) WwW={pXW) R= (WX) -下 L_ tt S$ 


NXPXW)=(H Wp Hp) 


向 量 恒等式 


在 下 面 的 恒等式 中 , /和 是 可 微 的 纯 量 函数 ，F, ，F, 和 FF, 是 可 向 的 向 其 函数 ，a 和 5 基 实 
常数 . 


VxtvAN =0 YiFxF)=F, -VxF-F .vxF, 
VE) =/ Vg +g YI Vx(F XEF,)=(F, VF -(F, :vyE, 
VtaF)=geVv :Fi+Ve:F ttV FF -CY :FF, 
VxtlgsF)=gvxF+vexkF VxtYVxF}=V(V: F}-{vV: TF 
V(taF +hF,)=av :Fi+by .EF, = 多 (Y - F)-VF 


VxtaFl+hF,) =aV xF +thbvxF, 
VF Fa) =(F, VIF,+(F,*: VF 
+F x(VxF) +F, x(v xF,) 


(VxF) *F=(F. VE- TVFF) 
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B.6 极限 
一 般 法 则 

如 果 工 ,， 邮 ，C 和 RR 是 实数 ， 并 Hlim fx) = 
上 和 limg(x) = 开 ， 于 么 有 


和 法 则 lim (f(x) +g(x)) =L+M 
类 法 则 lim Cf(x) -g(x)) = 一 时 
积 法 则 lim (fx) ECr)) =L :0M 
常数 信和 法则 lim (kx)) = 二 < 
商法 则 lm 入， M0 

夹 展 定 理 


如 果 g(x) 志 放 x) 所 h(x) 在 包含 2 的 一 个 开 

区 间 内 可 能 除开 * =c 之 外 成 立 ， 并 且 如 果 
lim BX) = lim hex) = 4 
那么 
limf{x) =L 

不 等 式 

如果 瑚 和 二 g(x) 在 包含 c 的 一 个 开 区 间 内 
可 能 除开 x =c 之 外 成 立 ， 并 且 两 个 函数 在 x = 
的 极限 存在 ， 那 么 

limA x} 志 lim g(x*) 


B.7 微分 法 则 

一 般 公 式 
假设 上 和 ，* 是 * 的 可 微 函 数 . 
常 吉 盖 (c) =0 
和 芋 (e+o= 王 + 昌 
常数 信 和 业 (ea) = 和 
积 二 (ww) =a 于 + 到 

,du 

7 


连续 性 
如 果 & 在 连续， 并 且 lim /(x) = 上 上， 那么 
lim gf(x)) = gL) 
特殊 公式 
如 果 Pix) =ai+ax +…+a， 那 名 


]im P(x) = P(e) = ae +t ar + 


: 如 果 P(x) 和 Q(z) 是 名 项 式 ， 并 且 Qtc) 关 
10， 那 么 


1 
| + ro 


如 内 凡 x) 在 x=c 和 连续， 那么 
limf(x) = .Ae) 
和 


lim smnx = 1 

站 + 
洛 必 达 法 则 

如 果 记 a) =g(a) =0, 产 和 g' 在 包 会 a 的 
一 个 开 莽 和 间 /内 同时 存在 ,并 日 汪 xx*a 时 在 了 
上 g(x) 了 关 0， 届 么 


1 ~ cos x 


= 


lim 
了 一 中 


lim A = im 友人) 
BtA) mgtx) 
假定 右 端 的 极限 存在 . 
和 nn -| 
里 nr 


链 式 法 则 二 Vlg(x)) =f'(e(x))-e'(x) 
三 角 范 数 


生 (sina) =008 * (000 «) = -sinx 


ECan x) =seesx d (sec x) = Ser x tan x 


dx 
于 (cot *) = — cac’r 主 (osc x} = — cer x ont x 
| 指数 函数 和 对 数 函数 
do er 4 
dr dx x 
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d -= dd 2. 由 ，， _ 了 
下 和 = ln a dx ( log,x) = ja 二 (eoth x) = 一 Csch x 
太 三 角 画 数 4 (osch x) = - cach x coth x 
(sin -ixy) = ] dx 
dx VI 反 双 曲 函 数 
1 nh) 
i "= -A de nh 让 
vl-x 
tan oz) = 一/ i 全 (cosh -rz)》 = 1 
lr+x 
d -1 1 d 1 _ 1 
de er "= dx ttanh xz) = 
4 -= tl 4 {sech 'x) = ~ 1 
dx (cot *) = -Ti dr x A 
中 -+ 1 ) di 
TT i 
愉 曲 务 数 (esch zx) = -1 
此 | 二 | vl+xr: 


4 《ainh x*) = wosh x 


让 于 tcosh x) =sinh x i 糊 数 方程 
| 如 果 x= 丰 让 和 y=g(t) 是 可 微 的 、 那么 


dy dyidt dy _ dy'/dt 
dt 和 -2 


dr dr/dt dx: dx/dt 


二 (tanh x) = sech’x 


ad 
Ee (aech xz) = 一 Sech x tanh x 


B. 8 积分 法 则 


一 般 公式 
鹤 值 [fra =0 
积分 次 序 [fsa = f/f ds 
常数 倍 [Wde = 可 oa (任意 数 胎 
[ -A = Ad (k=-1) 
和 与 关 [0 ret)d = fiz)de # fet) 
可 加 性 [ae + [fix)ar = [A 


最 大 最 小 不 等 式 如 果 max 了 和 min f 是 /在 [a,b] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 那 么 
minf-(b-a) < {f(s)dr & max fe (b -a) 


优势 Fa) gr) re [ai =» rod etryd: 


AD >oxe[ai = [node 


S62 只 有 录 中 


微 积分 基本 定理 . 

第 1 部 分 如 果 / 在 [a,b] 上 连续 ,那么 F(x) = f(t) 山 在 [a, 46] 上 连续 和 可 微 ， 并且 它 

的 导数 为 /( +)， 即 
PF'(x) = Ed = f(x) 

第 2 部 分 如 果 / 存 :a， 5] 上 每 个 点 连续 ， 江 彤 六 性 在 a，6] 上 的 任意 反 导 数 ， 脚 么 

fra = FO) -Pa 


定 积分 中 的 代 换 
Je etod = fo fd 
分 部 积分 法 . 
[a'syd = f(x)g(x) ] - [fished 


微 积 分 


高 等 微 积 分 【Fitzpatrick ， 中 ， 英 !} 
微 积分 及 其 应 用 1Bittinger， 中 ) 
大 学 微 积分 {Hass， 中 1】 


数学 分 析 


数学 分 析 原 理 {Rudin， 中 ， 英 | 
数学 分 析 (Apostml， 中 . 英 ) 

' 纯 数学 教程 {Hardy ， 英 )】 

泛 函 分 析 1Rudlin， 中 ， 黄 ) 

实 他 析 与 算 分 析 【Rudin， 中 ， 英 ) 
实 分 析 {Royden， 中 ,和英 ) 

实 分 析 和 概率 论 {DPudley， 中 ， 英 } 
复 分 析 {Ahifors， 中 .， 英 ) 

复 变 函数 及 应 用 {Brown， 中 .， 英 ) 
复 分 析 基 础 及 工程 应 用 (Saff， 中 . 英 ) 
二 角 级 数 17ygmund.， 英 ) 


线性 代数 1Jain. 英 } 

线性 代数 1Leon， 中 . 黄 !} 

线性 代数 及 其 应 用 {Lay， 中) 

代数 lIsaacs， 英 } 

代数 1Artin， 中 ， 英 } 
抽象 代数 基础 教程 {Rotman， 中 ， 英 1】 
高 等 近世 代数 {Rotiman， 中 } 

矩阵 分 析 【Horn， 中 1 

同调 代数 导论 【Weibe1， 英 |) 


数学 建 模 


数学 建 模 方法 与 分 析 【Meersehaert， 中 ， 英 ) 
数学 建 模 【Giordane， 中 ， 黄 ) 


微分 方程 


实用 偏 微 分 方程 【Haberman， 中 ， 英 )} 
偏 微分 方程 教程 {Asmar， 中 ， 英 ! 


华章 数学 详 从 


微分 方程 与 边界 值 问题 {1Zill， 中 ， 英 ] 
动力 系统 导论 1Robinson 中 ， 英 } 
流体 动力 学 导论 1Batchclor 英 ) 


概率 统计 
概率 论 基础 教程 【Ross ， 中 | 
概率 统计 1Stone， 英 1】 
概率 论 及 其 在 投资 ， 保 险工 程 中 的 应 用 

【Bean， 黄 } 

概率 与 计算 {Mitzenmacher 中 1】 
由 时 斯 方法 【Lennard， 英 } 
抽样 理论 与 方法 【Guvindarajulu， 黄 } 
数理 统计 与 数据 分 析 1Ricec， 黄 ) 
应 用 回归 分 析 和 其 他 多 元 方法 Kintam、 美 ) 
多 元 数据 分 析 1Lattin， 英 )} 
预测 与 时 间 序 列 【Bowermanm， 英 1 
时 间 序 列 分 析 的 小 波 方法 【Percral， 中 ， 英 ) 
随机 过 程 导论 【Kao， 英 ) 
试验 者 的 统计 学 {Box 中 1] 
理工 科 概率 统计 【Waipole 中) 
饥 计 学 【WendenhaIll， 中 ) 


数论 
初等 数论 及 其 应 用 【Rosen 中 ， 英 } 
数论 概论 1Silverman 中 、 英 1 


数理 逻辑 
应 用 逻辑 【Nerode， 中， 英 ) 


金融 数学 
金融 数学 1Stamphli， 中， 英 | 
数理 金融 初步 IRoss.， 中 黄 ) 
金融 时 间 序 列 分 析 {Tsay， 中 1】 
运筹 学 
数学 规划 导论 1walker， 英 } 
线性 规划 导论 【Vaserstein， 中 ， 英 | 


托马斯 大 学 微 积分 


术 节 是 广 溉 性 名 的 《Thomas”Calevlus》 (托马斯 微 积 分 ) 第 i1 版 的 精 编 版 本 ， 这 个 精 编 乒 本 柜 
据 当 今天 学 福 积 分 课程 的 目标 到 合 主题 ， 浓 缩 题 材 ， 使 其 更 适 于 教学 和 学 习 。 同 时 ， 本 书 继承 和 发 扬 
了 原作 的 优点 ， 苹 持 准 侈 性 和 严 谎 性 ， 突 出 应 用 ， 综 调 练 习 和 技能 训练 ， 融 人 现代 化 技术 手段 ， 并 且 
保持 良好 的 可 访 性 。 


本 - 书 特 点 

9 允 持 柚 向 分 的 如 下 教学 且 标 : 以 最 快 的 步伐 使 学生 了 解 党 积分 的 基本 概念 ， 窜 锋 其 分 析 方 法 和 
理 认 基础 ， 效 得 实际 应 用 角力 ， 为 他 们 尽早 进入 现代 数学 、 科 学 技术 和 其 他 应 用 领域 做 好 准备 ， 

# 力求 按照 维 积 分 学 创建 和 形成 的 过 程 讲 杰 微 积分 : 运用 大 量 写 于 咎 发 性 的 实 钢 引领 读者 进入 讨 
论 的 主题 ， 从 中 归纳 出 定义 和 定理 ， 然 后 再 把 浴 积 分 形成 的 更 论 利 方法 付 诸 应 用 ， 有 展现 基 “来 
龙 去 上 脉 ” 

9 琵 持 严格 性 标准 ; 对 于 重要 的 慨 念 和 定义 给 出 形式 化 扩 述 ， 对 于 大 部 分 定理 和 推论 给 出 严格 证 
明 ， 或 者 拓 出 诈 明 的 步骤 :对 于 少数 未 于 证 明 的 定理 和 推论 留 作 习 是 让 读者 证 明 ， 只 对 少数 起 
出 本 书 荡 现 的 定理 才 贸 待 高 等 巩 积 分 教程 去 证 明 

生 为 毅 助 学 生 拿 担 特 积分 方法 和 培养 解决 应 用 问题 的 能 力 ， 提 供 了 丰富 多 彩 的 各 类 习题 : 每 一 节 
有 图 娆 主题 的 习题 ， 竺 一 章 有 指导 复习 的 问题 、 实 习习 题 以 及 补充 和 提高 习题 

9 注意 使 微 积分 同 现代 技术 工具 相 结 合 ; 部 分 习 蔓 楼 求 使 用 CAS 〈 计 算 机 代数 系统 ) - 
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